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Resumo

Neste breve estudo usaremos algumas técnicas de Anélise Funcional Nao-Linear para
investigar existéncia e multiplicidade de solucoes para o seguinte problema eliptico nao-

local com condigao de fronteira mista sob a forma

)
—M(/Wu!Qdm)Au = p(x) em €
Q

u = 0 em [,
5, \Ou
M |\Vul*dz | — = f(u) | F(u)do em T4,
\ Q on I

no qual vamos utilizar métodos variacionais para encontrar a solucao de tal problema. Este

trabalho estd dividido em duas partes, no primeiro momento vamos utilizar o Principio
Variacional de Ekeland para garantir a existéncia de pelo menos uma solucao nao trivial,

depois Teoria de Morse para garantir a multiplicidade de solugoes.

Palavras chave: Kirchhoff, Fronteira Integral, Fronteira mista, Principio Variacional de

Ekeland, Teoria de Morse.



Abstract

In this brief study we will use some Nonlinear Functional Analysis techniques to
investigate the existence and multiplicity of solutions for the following nonlocal elliptical

problem with mixed boundary condition in the form

(
—M(/|Vu|2dac>Au = p(z) in
Q
(P) u = 0 in T,

| M</Q|Vu|2dx>g—:; _ f(u)/rl F(u)do in T\,

where we will use variational methods to find the solution to such a problem. This work

is divided in two parts, in the firsd moment we will use the Ekeland Variational Principle
to ensure the existence of at least one non-trivial solution, then Morse Theory to guarantee

the multiplicity of solutions.

Keywords: Kirchhoff, Boundary Integral, Boundary mixed, Ekeland Variational
Principle, Morse Theory.
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Indice de Notacoes

Q, | Q| e 09 sdo, respectivamente, o fecho, a medida e a fronteira do conjunto €.

L*(Q) = {u : Q0 — R; u é mensurdvel e /
Q

lul?dx < +oo}.

1
3
|lull2 = (/ |u]2dac) é a norma usual em L?(2).
Q
W12(Q) é espago das fungoes u € L*() tal que Vu € L*(Q).

(u,vy = /(VUVU + uv)dz é o produto interno usual em WH2(Q).
Q

|lull = (/(|Vu|2 + uQ)dx) é a norma usual em W12(Q).
0
Wy () é espaco das funcdes u € L2(Q) tal que Vu € L*(Q) e / udx = 0.
o0

(u,v)p = /QVqudx é o produto interno usual em W, ().
>
ullo = (/Q(yvuﬁ)dx) é a norma usual em W12(Q).

/(|Vu|2 +u?)dz
S(,2,q) = inf &

weWL2(Q\Wl2(Q 2/a
EWL2(@)\Wy () (/ |uyqdo—)
0!

Q
imersdao compacta W2(Q) — L?(99).

¢ a melhor constante de Sobolev da

N
0%u
Au = Z 922 é o operador Laplaciano aplicado a funcao u.
=1

Vil



u, — u convergéncia forte (em norma)
u, — u convergéncia fraca

C“ é o conjunto das funcoes f : 2 — R Holder-continuas de expoente o que possuem

extensao continua em §2

C1 é 0 conjunto das funcoes u € C1(2) cuja derivada ¢ Holder-continua com expoente

a e (0,1).
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Introducao

Neste trabalho, utilizaremos Métodos Variacionais bem como a Teoria de Morse para
investigar existéncia e multiplicidade de solucao para um problema eliptico nao-local com

condicao de fronteira mista sob a forma:

)

—M(/Wu!Qdm)Au = p(x) em €
Q

(P) u = 0 em I,

\ M(/Q]VUFdx)g—z = f(u)/rlF(u)da em I,

em que  C RY ¢ um dominio limitado e regular e I'y e I'; sdao superficies nao-vazias em

00, com 0N =TquUl el'yNT, =&, M :R" — R* é continua e F : R — R é uma

funcao de classe C! periddica de periodo T' > 0. Vamos considerar que

ﬂ®=AM@%eF®=Af@%

O problema (P) é denominado nao-local devido a presenga do termo M ( / |Vu|2d:1:)
0

nao ser calculado pontualmente.

Inicialmente, no capitulo 1 deste trabalho, buscou-se fazer uma abordagem sobre alguns
conceitos e resultados da Teoria dos Pontos Criticos que serao utilizados no trabalho como
Principio Variacional de Ekeland e apresentamos uma noc¢ao basica a respeito da Teoria de

Morse para que possamos aplicé-la no problema (P).



Sumdrio 3

No capitulo 2, mostramos que existe uma solu¢do nao nula para o problema (P)

utilizando o Principio Varioacional de Ekeland.

No capitulo 3, aplicamos a Teoria de Morse para mostrar a existéncia de pelo menos trés

solugdes nao triviais para o problema (P).



Capitulo

Uma breve recapitulacao sobre a Teoria de

Pontos Criticos

Este capitulo sera reservado para a realizacao de um resumo sobre a teoria dos
pontos criticos, em particular abordaremos dois métodos variacionais que sao o Principio

Variacional de Ekeland e a Teoria de Morse.

1.1 Um resumo sobre a Teoria de Pontos Criticos

Nesta secao apresentamos um breve sumario de resultados recentes da teoria dos pontos

criticos e dos métodos variacionais que utilizaremos.

Entendemos por métodos variacionais as técnicas usadas para demonstrar que um
determinado funcional atinge um ponto critico, em que encontrar este ponto equivale
a determinar uma solucao fraca para uma certa equacao diferencial relacionada com o

funcional.

Seja X um espago de Banach real e seja I : X — R um funcional continuamente
diferenciavel, isto ¢, I € C'(X,R). Dizemos que u € X é um ponto critico do funcional I
se para toda ¢ € X

I'(u)p =0, (1.1)



1.2.  Principio Variacional de Ekeland )

em que I'(u) denota a derivada de Fréchet. Nesse caso, o correspondente nimero ¢ = [(u) é
chamado de valor critico de I ou nivel critico de I. Veremos que na aplicagao da teoria dos
pontos criticos as equacoes diferencias, determinar um elemento v € X que verifica é
equivalente a determinar uma solucao fraca para uma certa equacao diferencial relacionada

com o funcional.

No capitulo seguinte, veremos que o problema (P) possui estrutura variacional. Com
isso queremos dizer que tal problema pode ser reformulado de maneira que a existéncia de

solugao pode ser obtida através da aplicacao dos resultados da teoria de pontos criticos.

Ressaltamos que na Teoria dos Pontos Criticos existem diversos métodos variacionais,
que sao utilizados para resolver determinadas classes de problemas elipticos, tais como: O
Método de Galerkin, O Teorema do Passo da Montanha, A Identidade de Pohozaev, entre
outros. No entanto vamos nos atentar aos métodos utilizados neste trabalho para resolver

o problema (P) que sao os métodos descritos nas se¢oes seguintes deste capitulo.

1.2 Principio Variacional de Ekeland

O Principio Variacional de Ekeland trata-se de um teorema provado por Ekeland em 1972
ver [12] e é uma forte ferramenta para resolver uma ampla classe de equagoes diferencias
elipticas. Utilizaremos este teorema, mais precisamente uma de suas consequéencias para

mostrar que o problema (P) possui uma solu¢ao nao trivial.

Antes de enunciarmos o Principio Variacional de Ekeland definimos um funcional

semicontinuo inferiormente.

Definicao 1.1. Seja X um espaco topologico, a funcao ¢ : X — R € dita ser semicontinua
inferiormente se, para todo X € R, o conjunto ¢~ (X, +00) € aberto em X, para qualquer

AeR.

Teorema 1.1. (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espa¢o Métrico Completo

e ¢ : X = R um funcional semicontinuo inferiormente. Suponhamos que ¢ seja limitado
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inferiormente e sejame >0, A > 0 eu € X dados tais que
o(u) < inf 6+ =
u) < i 5

Entao existe u. € X tal que

(a) ¢(uc) < ¢(u);

(¢) Para cada w € X, com w # ue, ¢p(u:) < p(w) + eAd(uz, w).

O Principio Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximacao do infimo ao
garantir que, para £ > 0, a fungdo f possui um cone suporte da forma f(y) — e[|z — y||.

Uma forma de verificar como isto acontece geometricamente ¢ ilustrada na figura seguinte.

s+ inff

inf f

Comegando com um ponto o tal que f(yo) < in)f( f(z)+e e com cone f(yo) —ellz—yoll.
Te

Se este cone nao é suporte para f entao existe um ponto

ye A ={reX:[f(x)=fly)—ellz - yoll}

tal que

) < int )+ 5 (£~ int 1))

Se f(y1) — €llz — y1]| ndo é cone suporte para f, entdo repetimos o processo. Esse

procedimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequencia de
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subconjuntos fechados (A;);en cujos os didmetros tendem a zero. No ultimo caso, definimos

{y} = N A;, deste modo obtemos o cone suporte f(y) — e|lx — y||.

Para apresentar uma consequéncia importante do Principio Variacional de Ekeland para

este trabalho, precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2. Sejam X um espago de Banach, I € C*(X,R) e ¢ € R. Dizemos que a

seqiiéncia (u,) € X é Palais-Smale no nivel ¢ para I se as sequintes convergéncias ocorrem:
I(u,) — c e I'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ se toda sequencia

Palais-Smale no nivel ¢ possui subsegiiéncia convergente em X .

Corolério 1.1. Sejam X um espago de Banach e I : X — R um funcional de classe C*

limitado inferiormente. Entdo, ezxiste uma sequéncia Palais-Smale (u,) no nivel ¢ para I,

onde ¢ = inf I(u).

ueX

Mais adiante, quando nos referirmos ao Principio Variacional de Ekeland, mais

precisamente estaremos nos referindo ao proximo resultado que pode ser encontrado em

0] e [13].

Corolério 1.2. Sejam X um espago de Banach e I : X — R um funcional de classe C*
limitado inferiormente. Se I satisfaz a condi¢io (PS). com ¢ = in}f{ I(u), entao c € atingido
ue

em um ponto ug € X, e ug € ponto critico de I.

1.3 Teoria de Morse

A Teoria de Morse é uma importante ferramenta no estudo de multiplicidade de pontos
criticos para o funcional energia associado a um problema Eliptico, e portanto, no estudo de
multiplicidade de solucoes do problema desde que este possua as caracteristicas desejaveis
para aplicacao dos resultados. Nesta teoria, o comportamento de um funcional de classe

C! definido sobre um espaco de Banach préximo de um de seus pontos criticos isolados é
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descrito por seus grupos criticos, que sao grupos de homologia de um certo par topoldgico.
Neste trabalho nao entraremos em detalhes sobre como utilizar a Teoria de Morse de modo
geral, mas pretendemos falar minimamente dos conceitos necessarios ao entendimento da
aplicagao da teoria de Morse que faremos mais adiante. Vamos mostrar que o problema (P)
possui caracterizacao variacional e que seu funcional associado é de classe C2, dessa forma
basta garantirmos algumas condic¢oes sob as quais os grupos criticos tenham dimensao finita

e se anulem para dimensoes grandes.

Seja H um espaco de Hilbert e f : H — R um funcional linear de classe C?(H, R).

Denotaremos por Ky o conjunto dos pontos criticos de f.

A teoria de Morse “classica” preocupa-se em estabelecer relagoes entre a topologia do
dominio do funcional f e a “estrutura”do conjunto de pontos criticos de f quando estes
sao nao-degenerados, ou seja, em um subconjunto de K;. Lembrando que se {2 ¢ um
aberto de um espago de Hilbert H e f : @ — R uma funcao duas vezes diferencidvel
num ponto v € Ky, entao a diferencial segunda de f em u é uma aplicagao bilinear

simétrica (d%f)(u) : H x H — R ou equivalentemente uma aplicagdo linear simétrica

(@f)(u): H — H* ~ H.

Vejamos algumas defini¢oes necessarias ao entendimento da aplicagao que faremos neste

trabalho.

Definicao 1.3. Seja H um espaco de Hilbert e f: H — R um funcional linear de classe

C*(H,R) e u € K; um ponto critico de f.

(a) Chama-se indice do ponto critico u denotado por m(f,u) a dimensdo (possivelmente

infinita) de um subespago maximal sobre o qual (d*f)(u) € definida negativa.

(b) O ponto critico u é dito um ponto critico nao-degenerado se (d*f)(u) é inversivel (com

inversa continua).

Os pontos criticos nao degenerados sao completamente classificados pelo Lema de Morse.
Quanto aos pontos criticos degenerados, a situagao é diferente. O resultado que aplicaremos

sera enunciado a seguir e pode ser encontrado em [21]
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Teorema 1.2. Seja f € C*(X;R) limitado inferiormente. Assuma que f satisfaz a
condi¢ao Palais-Smale e que ug € um ponto critico nao degenerado de f que ndao € ponto de

minimo com indice de Morse finito. Entao f tem pelo menos trés ponto criticos.

Demonstragdo. ver [2]]

O teorema anterior é o principal resultado da Teoria de Morse, ao qual faremos uso para
mostrar que o problema (P) tem multiplas de solugoes. Mas é importante ressaltar que
existem resultados da Teoria de Morse em que e possivel classificar e até contar os pontos

criticos de um funcional, porém esses resultados nao foram utilizados nessa dissertacao.



Capitulo

Problema Nao-Local com Condicao de

Fronteira Mista

Neste capitulo vamos mostrar que o problema (P) possui uma estrutura variacional, em
seguida iremos utilizar o principio variacional de Ekeland para garantir a existéncia de ao

menos uma solucao fraca nao nula.

Definicao 2.1. A condicdao de fronteira de mista, também chamada de Robin, consiste em

uma combinagao linear das condicoes de Dirichlet e de Neumann.

A condigao de fronteira de Dirichlet (ou de primeiro tipo) é um tipo de condigao de
fronteira que quando aplicada sobre uma equacao diferencial ordindria ou parcial, especifica
os valores que uma solucao necessita tomar na fronteira do dominio. A questao de encontrar-

se solugoes para tais equacoes ¢ conhecida como problema de Dirichlet.

A condigao de fronteira de Neumann (ou de segundo tipo) é um tipo de condigao de
fronteira que quando aplicada a uma equacao diferencial ordinaria ou parcial, especifica os
valores que a derivada de uma solucao deve tomar na fronteira do dominio. A condicao
de contorno de Neumann especifica a derivada normal a funcao no dominio, ou seja, é um

fluxo.

O problema (P) é um problema com condicao de fronteira mista e a condicao de fronteira

mista para uma equacgao diferencial parcial indica que diferentes condigoes de fronteira sao

10
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usadas em diferentes partes da fronteira do dominio da equacao.

A condicao de fronteira mista pode ser pensada como no grafico abaixo, onde em verde
representa a condi¢ao de contorno de Neumann e azul representa a condi¢ao de contorno de

Dirichlet, além disso 02 =Ty U Ty

Ju
on Iy

=49

= Uy

I'

2.1 Existéncia de solugao para o problema (P) via

Principio Variacional de Ekeland

Consideremos o problema.

(
—M(/|Vu|2dx)Au = p(z) em €
Q
(P) < u = 0 em I,

\ M(/Q|Vu|2dx>g—z = f(u)/FIF(u)da em Iy,

em que [y e I'; sdo superficies nao-vazias em 0€2, com 02 = 'yUTl' e[ NI = e Q € R"

¢ um dominio limitado e regular.

Considere as seguintes hipoteses:

o) pe @ e [ plate=o,

(M) M :R" — R™ é continua e existe mgy > 0 tal que M (t) > mgy > 0, para todo t > 0;
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(F) F:R — R é uma funcao de classe C*, periédica de perfodo T > 0.

(A) Sejam A\; < Ay < ... os autovalores de (—A,W,?(Q)). Suponhamos também que

A;j < f(0) < Ajy1, para algum j > 1.

Lembremos que dizer que F' é periddica, de periodo T, equivale a dizer que F(t +T) =
F(t) para todo t € R.

Além disso vamos considerar que F'(t / f(&)d¢ em que f: R — R é continua.
Desde que F' é periddica e F'(t) = f(t) e como a derivada de fungoes periddicas é, também,

periddica, segue-se que f é periddica de periodo T

Consideremos o espaco em que vamos obter a solugao do problema como sendo o espago
V={ve W2(Q);v|r, = 0}

o qual é subespaco fechado de W?(Q). Em V' definamos a norma

l|u||? —/ |Vul d$~|—/ 2do.
I
Designaremos por || ® ||12(o) a norma usual no espago L*(€2) e por || @ ||z»(r,) a norma usual
1
ey = ([ topae)’s
1
2 2 ’
ol = ([ oPae)”

Designaremos pot X, o subespaco de W12(Q) definido por:

Xo = {w € Wl’Q(Q);/wda: = O}
Q

Seja também X; = (1) C WH2(Q2). Desse modo, temos a seguinte decomposigao

no espago LP(I'y), isto é,

W1’2(Q> = XO @D X1~
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E assim, podemos considerar a decomposicao de V' como
V=VnXy)a®(VnNX)

e chamemos Yy = (VN Xp) e Y = (VN Xy). Assim, V =Y, ® Y].

Temos também pela desigualdade de Poincaré que existe uma constante C' > 0 tal que

/wd:v < C/ IVw|?dr Vw € Xo.
Q Q

Além disso (V,]| - ||v) é um espago de Hilbert, pois satisfaz a Desigualdade do

Paralelogramo. De fato, sejam u,v € V| temos que

|lu+v|} = /|Vu+Vv|2dx+/ (u +v)*do
Q '

(2.1)
= /(]Vu|2~|—2VuVU+\Vv]2)dx—l—/ (u?® + 2uv + v?)do
Q Iy
e
|lu—v||} = /|VU—VU|2d1’+/ (u — v)*do
' I (2.2)

= /(\Vu|2 — 2VuVo + [Vo|?)dz + / (u? — 2uv + v*)do

Q I'1

somando (2.1]) e (2.2]) obtemos:

lu+ |} + lu—v]} = 2</|Vu|2dx+/ u2da+/|VU|2dx+/ v2da>
Q r Q r (2.3)

= 2([lll¥ + [10I5)-

Vamos agora encontrar o funcional associado ao problema (P). Multiplicando a fungao

teste p € C§° em (P) e integrando em seguida, obtemos

(i) M( /Q |Vu|2dac) /Q —Aupdz — /Q p(u)pda:
(17) /FO updr = 0;

(4ii) M(/Q|Vu|2dx) /F gog—:;daz Flf(u)gpda (/F F(u)do).
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Usando a identidade de Green em (i) obtermos:

M</Q|Vu|2dx></VuV<pdz—/ guda) = /
(/ |Vu|2dx>/Vquodx = / godx+M</ |Vl dm) /F Z—Zda

u)pdr

Segue de (iii) que

M(/Q\Vu\zdx) /QVquodx = /Qp(u)@dm+/rl F(uw)edo (/F F(u)da).

Assim, o funcional associado ao problema (P) é um funcional I cuja a derivada no sentido

de frechet em u é dada por

]/(u)go:M( /Q |Vu|2dx) /Q VuVids — /Q g~ [ flwpdo ( /F | F(u)da) (2.4)

Logo I : V. — R definido por
1~ ) 1 ?
I(u)==-M \Vul|*dz ) — | p(x)udr — = F(u)do (2.5)
2 Q Q 2 '

- /0 M@ e Fo) = [ rea

onde,

é o candidato natural a funcional associado ao problema (P).

Proposicao 2.1. Seja Q um dominio limitado e reqular do RN com N >3, M : Rt — R*

e [ : R — R fungdes continuas satisfazendo as hipéteses do problema (P). Entao o

funcional I : V — R dado em ¢ de classe CY(V,R), com

I'lu)p = M(/Q|Vu|2d:)3)/QVquodas—/Qp(x)gpdx
_/n fw)pdo </F F(u)da) Vu, o € WH2(Q).



2.1. FEzisténcia de solugdo para o problema (P) via Principio Variacional de Ekeland 15

Demonstracdo. Consideremos I(u) = 1.J;(u) — Jo(u) — £ J5(u) onde

i) = M(/Q|Vu]2dx), To(u) = /Qp(x)udx e Jy(u) = (/F F(u)dU)Q.

Mostraremos que Jq, Jo, J3 € C1(V,R) com

Ji(u)p = QM(/ |Vu\2dx) / VuVdz;
Q Q

Jé(U)@—/Qp(x)wdx;

() = 2 ( /F | F(u)da> [ tapdo

Vamos calcular, inicialmente, a derivada de Gateaux D.J;. Para isso, definimos H;(u) =
/ |Vu|?dx, assim temos que D.Jy(u)p = M(/ ]Vu|2da:> DH;y(u)p. Basta entdo mostrar
Q Q
que H; € CY(V,R). De fato, por definigao:

D =t T+ = i)
¥ t—0 t

|V(u+tgo)|2dx—/ Vuldz
Q

= lim 2%
t—0 t
|Vul? + 2tVuVe + t*|Vp|* — |Vul*dz
= lim 2%
t—0 t
2tVuV p + t*|Vo|*dw
= lim 2%
t—0 t
= Q/Vquodm.
Q
Portanto,
DH;(u)p = 2/ VuVdz. (2.6)
Q

Mostraremos agora que H; é continuo, com isso D.J; é continuo. Seja (u,) C V uma

sequéncia tal que u, — w em V. Assim, para cada ¢ € V com ||¢||y < 1, aplicando a
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desigualdade de Holder, temos

|DH1(upn)p — DHy(u)p| = ‘Q/Vunchdx—Q/Vquodx
Q Q

IN

2/ [Vu, Vi — VuVp|de

Q

= 2/ [(Vu, — Vu)Vol|dx
Q

= 2/ |V (u, —u)Vo|dx

Q
o / IV (1 — )| Vgl

< o s o) (o)

1

2</Q|V(un—u)| dx+/r1(un—u) dx) (/Q|Vgo|2da:+/rl go%ixf

= 2ljun —ulvielv

IN

< 2wy — ully.

Portanto, aplicando a norma em (V) concluimos que

IDH(un) = DHy(u)|| := sup [DH;(un)p — DHy(u)e| < 2[lun — ul]

llellv<1

Logo, DHy(u,) — DHy(u) em (V) quando u,, — uw em V. Portanto, DH; é continuo e
deste modo, DJ; é continuo e temos que DJ; = J|. Assim J; € C'(V,R) e por (2.6)), temos

DJy(u)p = Ji(u)p = 2M</Q |Vu|2dx) /QVqupd:E. (2.7)

Agora, vamos calcular a derivada de Gateaux D.J,. Por definicao, para todos u,p € V

temos: J ; J
AP LR
[ @t tode~ [ pla)uds
= lim 2% Q
t—0 t
L u—1tp—u
= I QP@><——7T——)dx
= lim /Q p(x)pds
= / p(z)pdz.
Q
Portanto

wawzémem (2.8)
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Afirmo agora que D.Jy é continuo. De fato, note que para toda sequéncia (u,) C V com

u, — uem V e toda ¢ € V tal que ||¢|| <1, temos

= sup |DJs(un)p — DJo(u)ep|

1D Jao(un) — DJo(u)]| = S
p(x)pdr — /Q p(x)pdz| = 0.

= sup
lellv<1

Q
Portanto D.J; é continuo e temos que DJ, = Jj. Assim J, € CH(V,R) e por (2.8)), temos

(2.9)

DJy(u)p = Jy(u)p = /Qp(l‘)sodr-

Para calcular a derivada D.J3, definamos Hz(u) = / F(u)do. Desse modo temos que
I8

DJs(u)p = ( F(u)do | DH3(u)gp. Para cada t € R com 0 < [t| < 1, e para cada

r
u, p € WH2(Q), consideremos a fungao h : [0,1] — R dado por

h(s) = F(u + sty).

Observe que

B (s) = f(u+ stp)te, h(l)=F(u+ty) e h(0)= F(u).

Desde que h é continuo e diferencidvel em (0,1). Temos, do Teorema do Valor Médio, que
existe ¢ € (0,1) tal que h(1) — h(0) = h/(c), o que implica

Fu+tp) = Fu) = f(u+ cte)ep. (2.10)

t

Como f é continua e integravel, temos que f € L'(2) e além disso,

fu(z) + cto(x)) () — flu(@))p(r) qtp em Q.
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Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebergue segue que

Hs(u + tp) — Hz(u)

t—)OF t 7
L Flutte) - F(w)

t—0 t

DHj3(u)p = lim

F(u+t<p)do—/ F(u)do

= lim <& o

AN (2.11)
= lim (u+tp) - (u)da

t=0 Jp, t
= lim/ (f(u+ cto)p)do

t—0 I,
= / f(u)pdo

Iy

Como F'(x) = f(z) e F € C'(V,R), segue que f é continua. Portanto I € C'(V,R). B

Veremos agora que o funcional (2.5) é limitado inferiormente. De fato, note que se

definimos

1 2

J(u) == </ F(u)da)

2 \Jr,

temos que
‘/ F(u)do ‘ S/ F(u)do < Ci|T'y].
Fl Fl

Portanto

1 2
|J(u)|:§‘/r Flu)do | < CIr

Recordemos que V = Y, @ Y; e, portanto se u € V entao u = ug + « com, ug € Yy e

a € R. Logo

I(u) = I +a) = %M(/QWu\de) —/Qp(x)(uom)dx—%(/n F(u)do)2

1/\
> §M /|Vu|2d:v —C’12|F1|2—/p(x)(uo+oz)da:
0 QO

1~
= §M /|Vu|2dx —012|F1|2—/p(x)uodx—oz/p(x)dx
Q Q

Q
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E desde que

o /p(:c) =0
Q
2
. /p(if)uo < |plra)luol2@) < [plr2() (/ |VU0|2dSB) pois ug € Yo C Xo
Q Q
t

) ]\/J\(t) = / M (&)d¢ > myt para todo t > 0
0

o que implica que
]/\/[\</ \Vuo\de> > mo(/ ]Vu0]2dz>.
Q Q
Assim,

1~ 3
I(u) §M (/Q \Vud%i:v) — |plr2 (@) (/Q ‘VU[)’Zdaj) — O3

1 2
§m0 (/ ‘VU0‘2d1’> — ‘p‘LQ(Q) (/ \Vu[)’?dm) — 012|F1|2
Q Q 1

]_ 2
> Jonar? ([ 9oae) ~ sy ([ 19a) - cqin

onde uy = v, desse modo, I(u) — +oo quando v — +o0, isto é I(u) é coercivo. Além

v

v

disso, desde que a funcao

1
b Smot — ol — CHDL P, >0

¢ limitada inferiormente, entao I é limitado inferiormente.

Mostraremos agora que o problema (P) possui solucao fraca. Para isto, vamos obter um

ponto critico para o funcional

I(u) = %M(/ﬂ |Vu|2dx> - /Qp(x)udac - % (/F F(u)do)z.

Como I € CY(V,R) é limitado inferiormente, do Coroldrio do Principio Variacional
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de Ekeland, existe uma sequéncia (u,) C V tal que

I(uy,) — inf I(u)

ueV

e

I'(u,) — 0.

Pela caracterizagao de V' como soma direta temos que u,, = u® + «,, com / de =0e
a, € R. Como F(u, +T) = F(u,) podemos supor 0 < a,, < T. E desde que I(u,) é
convergente, entao

[ (u,)| < C

para todo n € IN e dai

1 3
C> Smy (/ |vug|2dx> — Il (/ |vug|2dx) —Cn, .
Q Q

De onde conclui-se que a sequéncia

( /Q ]Vu2|2dx>

¢ limitada e da desigualdade de Poincaré

/ugdx < C’/ VUl |?dr < K,
Q Q

para todo n € IN. Observemos que

| w ||%/:/ |Vu|2dx+/ u*do.
Q I

Além disso, W12(Q) < L*(02) — L3(T';) e, portanto, o fato de (u?) ser limitada em

WH2(Q) implica que (u2) que também ¢é limitada em L*(T;).
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Como V é um espaco de Hilbert, assim como W12(Q), temos que

U, — ugemV

|un|ly — t3em R
U, —> ugem L5(Q);1<s<2f
U, —> ugem LY(T);1 <t <2
un(z) — wo(z) q.s. em
un(r) — up(z) q.8. em I'y

Dai

/ pudr —> / puodx
Q Q

Da continuidade de F', tem-se que
F(up(x)) — F(up(z)) q.s. em TIY}.

Desde que
|F(un(2))| < Cy € LY(Ty),

segue do Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue que

/ F(up)do — | F(uop)do.

I

Agora, o funcional
Jw): V. — R

u o J(u) = ulff

é conexo e semicontinuo inferiormente, de onde segue que

Timn [un = Timin a3 > [luol[?

lim (/ |Vun|2dx—|—/ uida) 2/\Vu0|2d:r;—|—/ uido.
oo \Jo Iy Q Iy

ou seja,
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Além disso,

/ VunlPdz = | — / 2do
Q '

e como
tem-se
e assim, a sequéncia real

¢é convergente. Logo,

lim/\VunPdm—l— lim/ uidaZ/\Vuo\de—l—/ usdo
n—oo Jq n—oo Jp, Q r,

0 que equivale a

lim/\VunIde—l—/ ugdaz/wuo|2d:ﬂ—|—/ usdo
n—=ee Ja Ty Q Ty
ou seja

lim / YV 2dz > / Vo |2de

Como M é positiva, segue- se que M é crescente e portanto,

A/I(lim / \Vun|2dx> > f\i(/ ]Vu0|2d:1:).
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Logo,

inf I(w) = lim I(u,)

ueV n—00

~ lim [%]\7( /Q |Vun|2dx) - /Q p(x)unc&—%( /F | F(un)da)2]
%M(/ﬁmoy?dz) —/Qp(x)uodx— % (/F F(uo)da>2

I(uo)
inf I(u).

ueV

| %

v

Portanto, I(ug) = inf I(u). |

ueV
Isso mostra que o infimo in‘f/ I(u) e atingido em ug € V. E temos pelo Principio
ue
Variacional de Ekeland que uy ponto critico do funcional (2.5)), isto é, ug é solucao fraca nao

trivial do problema (P).

O que acabamos de mostrar foi que o problema (P) possui uma solugao fraca nao nula,
mas a pergunta natural que se faz agora é: Sera que tal solugao é unica? A resposta na
verdade e negativa, vamos exibir no proximo capitulo deste trabalho o estudo feito para

mostrar que o problema (P) possui pelo menos trés solugoes fracas nao triviais distintas.



Capitulo 3

Multiplicidade de Solucoes para o problema

(P) via Teoria de Morse

Vimos no capitulo anterior que o problema (P) possui uma soluc¢ao fraca nao trivial,
agora com o uso da Teoria de Morse vamos garantir que tal problema possui pelo menos trés
solugoes distintas. Para isso vamos garantir que o funcional energia associado ao problema

(P) satisfaz as hipéteses da Teoria de Morse.

3.1 Multiplicidade de solucoes via Teoria de Morse

Proposigao 3.1. Sejam f e M nas mesma condi¢oes do problema comM' : Rt — R

e f/: R — RY, funcoes continuas. Entdo o funcional I : V — R dado por

I(u) = %J\?(/ﬂ |Vu|2dx> - /Qp(x)udx - % (/F F(u)da>2

¢ de classe C*(V,R), com

I"(u) () = 2M’< /Q |Vu|2dx) /Q Vquod:c—i—]\/[( /Q |Vu|2dx) /Q VY Vpdz
- [ rwpvds ([ Faas) < ([ swpds) ([ ssds).

1"1

24
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Demonstracao. Consideremos

I'(u)p = ¢1(u) — do(u) — ¢3(u)

¢1(u) —M</Q|Vu\2d:c> /QVquodx,

o) = [ pla)oda

onde

¢3(u) = . f(u)pdo </F1 F(u)da) .

Mostraremos que ¢1, ¢z, ¢p3 € C*(V,R) com

O (u) = 2M’(/§2]Vu|2dx)AVqubdx/ﬂVquod:c—i—M(/Q|Vu|2d:1:>/QV1ﬂV<pdx;

) = 0,
o) = ([ stwwas) ([ fear) + ([ rwas) ([ rrevas).

Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateaux D¢y, para isso definamos wy(u) =

/ VuVpdx e pela Proposicao temos que
Q

D¢1(u)¢=2M’( /Q ]Vu|2das) /Q VuVidx /Q Vqupd:v—i—M( /Q |Vu|2da:>Dw1(u)gp.

Vamos entao calcular a derivada de Gateaux Dwy,

Dur(upy =l A 2l

V(u+ t)Vedr — / VuVedz
0

= lim 22
t—0 t
tVYVdz
= lim Z%
taot t
= 11_1)%5 /Q ViV pdx

= / ViVodz.
Q
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Portanto,

Y wl(u—l—tw)—wl
Dw; (u)yp = 11_{% ;

(W) _ / ViVids. (3.1)

Mostraremos agora que Dw; é continuo, com isso D¢ é continuo. Seja (u,) uma

sequéncia em V' tal que u, — u em V. Assim, para cada i) € V com ||¢|| < 1, temos

|[Dewr(un) = Dan(u)] 9] = = 0.

/V¢V¢dw—/V¢Vgpdw
Q Q

Deste modo concluimos que

|| Dw: (uy,) — Dwy(u)]| == \|31|1|I<)1 | Dw (un,)t) — Dwy (u)p] = 0.

Logo, Dwi(u,) — Dwi(u) em V' quando u, — w em V. Portanto, o operador Dw; é

continuo e deste modo, D¢; é continuo e temos que D¢, = ¢}. Assim ¢, € C'(V,R) e por

(3.1]), temos

W(w)y = Dey(u)y
= 2M' Vul?d VuVid VuVed
/Q] u|$/ﬂuwx/9ugpx (3.2)

+M /|Vu|2d:v /V;DVgpdx.
Q Q

Vamos calcular a derivada de Gateaux D¢,, por definicao

G2(u + 1) — do(u)

Déy(u)yp = lim

t—0 t
plateds — [ playpds
= lim %2 2
t—0 t
= lim0=0.
t—0
Portanto,
Do (u)i = 0. (3.3)

Calcularemos a derivada de Gateaux de D¢s. Definamos inicialmente ws(u) =
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/ f(u)do e pela proposigao temos
I

Dés(u)p = Dwg(u)w( /

r

F(u)da) —( i f(u)goda)( i f(u)wda).

Para cada t € R com 0 < || < 1 e para cada u,p,1p € V, consideremos a funcao

h:[0,1] — R dado por h(s) = f(u + sti))p. Observe que
h(s) = f'(u+ st)tibe,

h(1) = fu+ty)p

Desde que h é continuo e diferenciavel em (0, 1), temos do teorema do valor médio que existe

c € (0,1) tal que h(1) — h(0) = h/(c), o que implica

flu+t)p — flu)p

" = ['(u+ ct)pe. (3.4)

Como [ é periddica, continua e integravel, temos f’ é continua e integrdavel por periodos
implica que f' € L'Y(Q). Além disso, como f’ é continua ao tomarmos uma sequéncia

|t,]| = 0 quando n — +o00, encontramos

f(u(@) + ctpo(@)p(x) — f(u(z))p(z) qtp em €.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

ws(u + tnw) — ws(u)

Dws(u)yy = lim

tn—0

u+tnw /f u)ep

Iy

= lim
tn—0

- 11m/ 7 u+ctn¢)¢
~ [ rwwe

Iy
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Portanto I € C*(V,R) N

Lema 3.1. A origem de WOI’Q(Q) é um ponto critico nao degenerado de I.

Demonstracao.

I(u) = %J\? (/Q \vuﬁ) _ /Qp(x)udx - % (/F F(u)da)2

temos

Q]VO\de) ( /Q vowdx) +M( /Q \v0|2dx) /Q VyVpdz
- [ rpvds ( / | F<0>do) - ( / | f(O)sodo) ( / f(O)wdo)

Fl l—‘1

o)) = 2 ( [

Para mostrar que 0 é um ponto nao degenerado, devemos mostrar que
L=1"0): Wy*(Q) — W, *(Q)

dado por
1"(0) (0, ¥) = (L, 1))

é invertivel.

O Teorema garante a existéncia de uma aplicacao linear e continua 7T : VVO1 2(Q) —
Wy 2 () tal que
(T'p, ) = [ f(0)pydo.
Iy

Assim, se indicarmos por Id a aplicagao identidade de VVO1 ’Q(Q), podemos escrever

1"(0)(p, %) = (Idp, ¥) — (T, 9),

ou melhor

1"(0)(p, v) = ((Id = T)e, 1)) -

Portanto L = Id —T.
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Claramente o operador Id — T ¢ linear continuo e simétrico. Vamos mostrar que 7" é um
. ~ . .. 1.2 . ~
operador compacto. Seja ¢, uma sequéncia limitada em W, *(Q2). Pela imersao compacta

Wy?(Q) < L*(), existe uma subsequéncia ¢, de o, € Wy % (Q) tal que
©n, — © em L*(Q).
Vamos mostrar que Ty, — T'p em VVO1 2(Q). De fato, note que

= / f/<0)90nj (T@nj - T@)da - / f/(O)QO(TSOnj - Tgo)da,
1N

IS}

ou melhor,

1Ton, —Tollg = [ f(0)(n, — ) (Teon, — Tep)do.
I'1

Usando a Desigualdade de Holder, obtemos

1T on, — Tollg < f(0)len, — @llz2@ | Ten;, — Tollr2(5)-

Pela desigualdade de Poincaré,

1T n; = Tollg < £'(0)lln; — @llz2@ClIT0n, — Teollo
de onde segue que
1Tpn; = Tello < Cf'(0)llon, — ¢llza@) = 0,

logo Ty, — T em W, *(Q). Portanto T é um operador compacto. Pela alternativa de
Fredholm (Proposicao [A.2)) mostraremos que Id — T é bijetivo, basta mostrar que o mesmo
¢ injetivo, isto é, Ker(Id —T) = {0}. Se ¢ € Ker(Id —T), temos

(Id —T)p,v) =0, Vi € Wy *(Q)
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implicando que

[ vevude= [ y@pudo. v e W@
Q 1N

donde segue que ¢ € Ker(ld —T) é solugao do problema de autovalor

_AQO = f/(0>90 em Q7
p =0 em ['.

Devemos garantir que f/(0) # 0, mas caso seja zero, desde que f’ é periddica, podemos
acrescentar uma constante K, com 0 < K < T e assim garantir que f’(0) # 0 e com isso
temos que ¢ = 0. Logo L = Id — T é linear continuo e bijetivo. Além disso, pelo Teorema
da Aplicagao Aberta, L = Id — T é um isomorfismo linear. Portanto 0 é um ponto critico

nao degenerado de /. W

Lema 3.2. O indice de Morse de I em ug = 0 é maior do que ou igual a 1, ou seja,

m(I,0) > 1.

Demonstracao. O indice de Morse de I em 0 é o supremo das dimensoes de subespagcos

de W, ?(£2), sobre os quais I”(0) é negativo definido, isto é, I"(0)(y,%) < 0. Sabemos que

"(0)(p.9) = (L. ) = / VelPdr — £(0) / o 2dz.

Assim, se @; é uma autofuncao de (—A, W,*(Q)) associado ao autovalor ); temos

1(0) (s 1) = / PO — F(0))de < 0

para todo 1 <i < j, onde j é dado na hipétese (
lambda). Portanto m(1,0) >j>1. N

Desde de que I € C?(W,%(Q), R) satisfaz a condicao Palais-Smale, desde que I é limitado
inferiormente e dos Lemas [3.1] e 3.2] que 1o = 0 é ponto critico nao degenerado de I que nao
é ponto de minimo com indice de Morse j finito. Pelo Teorema [I.2] I tem pelo menos trés

pontos criticos.



Capitulo

Consideracoes Finais

Vimos nos capitulos anteriores que o problema (P) possui solugao nao trivial, utilizando o
Principio Variacional de Ekeland. E com o uso da Teoria de Morse, garantimos a existéncia
de pelo menos trés solucoes nao triviais e distintas. Mas apenas com os estudos feitos
até entao, nao tem como saber se a primeira solugao obtida estd entre as trés obtidas

posteriormente ou nao.

Com isso em vista, um proposta para estudos futuros serd, estudar mais a fundo o
funcional energia associado ao problema (P) com o objetivo de aplicar resultados mais
relevantes da Teoria de Morse, isto é, o objetivo é que possamos classificar ou até mesmo

contar as solucoes do problema.

31



Apéndice

Conceltos e resultados

Nessa secao faremos uma abordagem superficial com respeito a Andlise Funcional

trazendo as principais definigoes e resultados que foram utilizados para realizar este estudo.

Definicao A.1. Sejam X um espago de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser

Fréchet diferencidvel em v € X quando existe um funcional linear T € X', tal que,

lim Iu+v)—I(u)—Tv _0
lJoll—0 ]|

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, € unica. Vamos denotd-la por I'(u).

Definicao A.2. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que funcional I é de classe C*
em A ou simplesmente I € C'(A,R) quando é Fréchet diferencidvel em todo ponto u € X

e o operador I' : A — X' é continuo.

Definicao A.3. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser

Gateauz diferencidvel em u, se existe um funcional linear T, € X', tal que,

lim Iu+ tvt) — /(@) =Tw, YvelX.

t—0

A derivada de Gateaur no ponto u, quando existe, € unica. Vamos denotd-la por DI(u).
Mais além, I é de classe C' em A se, a derivada de Gateaux existe e o operador DI : E — X'

existe e € continuo.
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Definicao A.4. Sejam Ei, Ey dois Espacos Normados tais que Fy C Ey. Diz-se que Ey estd
mmerso continuamente em Fo ou que a imersao Ey — FEs € continua, quando a aplicacao

i: By — Ej tal que i(x) = x € uma aplicagao continua.

Definicao A.5. Sejam Ey, Fy dois Espagos Normados tais que Fy C Ey. Diz-se que Ey estd
imerso compactamente em FEy ou que a imersao Ey — Ey € compacta, quando a aplicagao

i: By — FEj tal que i(x) = x € uma aplicagdo compacta.

Teorema A.1. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) é uma seqiiencia limitada

em X, entdo existem uma subsegiiéncia () C (v,) e x € X tais que x,;, —> v em X.

Demonstragao. Ver [1].

Teorema A.2. (de Vainberg): Seja (f,) uma seqiencia de func¢oes em LP(Q) tal que

fo — f em LP(Q2). Entdo existe uma subseqiiéncia (fn;) C (fn) tal que
(a) fn,(x) — fu(z) g.t.p. em Q)

(b) Eziste h € LP(Q) tal que |f,,(x)| < h(x) para todo j € IN.

Demonstragao. Ver [].

Teorema A.3. (da Convergéncia Dominada de Lebesque): Seja (f,) uma seqiiencia de

funcoes em LY () e suponha que:
(a) fu(z) — f(x) q.t.p. em Q;
(b) Eziste g € L'(Q) tal que |f,| < g para todo n € NN.
Entao f € L*(Q) e / fndr — / fdzx.
Q Q

Demonstragao. Ver [5.

Lema A.1. (de Brezis-Lieb): Sejam Q um aberto do RN e (f,) C LP(Q), f € LP(R?) com
p > 1. Suponha que f,(x) = f(z) q.t.p. em Q e exita C' > 0, tal que

/Ifnl” <C,VneN.
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Entao

[t [ 1o v e @
onde, 1/p+1/q=1.
Demonstragao. Ver [16].

Teorema A.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov): Suponha que Q@ C RN seja um dominio

limitado de classe C'. Entdo as sequintes afirmagoes sao vdlidas
(i) Se p < N, entio W'P(Q) — LI(Q) para 1 < q < p* em que 1/p* =1/p—1/N;
(ii) Se p= N, entao WP(Q) — LI(Q) para 1 < g < +00;

(iii) Sep > N, entdo W'P(Q) — C(Q). Além disso, as imersées sdo compactas.

Demonstragao. Ver [

Proposigao A.1. (Identidade de Green). Seja Q C RN um aberto com fronteira 0Q de
classe C* e u,p € C32(RY). Entdo

—/goAudxz/Vqupda:—/ go@da.
Q Q oo On

Demonstragdo. Ver [10]

Teorema A.5. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(2) e g € LY(Q) com 1 < P < 400
el/p+1/q=1. Entao fg € L*(Q) e

/Q £l < 11wy 9]l oy

Demonstragdo. Ver [5

Teorema A.6. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet): Sejam H um espago de

Hilbert e f € H', existe u € H tal que

fw) = (u,v), Yv € H.
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Além disso,

[flw = llulla-

Demonstragao. Ver [

Proposicao A.2. (Alternativa de Fredholm): Sejam E um espago de Banach e T : E — E

um operador compacto. Entao

(i) Ker(I —T) tem dimensao finita;
(ii) R(I —T) € fechado em E e R(I —T) = Ker(I — T*)*;
(iti) Ker(I —T)={0} < R(I—-T)=E;

(iv) dim(Ker(I —T)) = dim(Ker(I —T%)).

Demonstragao. Ver [

Teorema A.7. (Desigualdade de Poincaré): Seja Q C RY um dominio limitado em relagio

a alguma direcao do RY. Entado, existe C > 0 tal que

/ lul|?dx < C/ \Vul?dz, Yu € W2 ().
0 0

Demonstragao. Ver [

O préximo resultado esta demostrado em [I]

Lema A.2. Seja Q C RY,N > 2 um dominio limitado com fronteira reqular OS). Se

1<p<Nep§q§p*:%’. Entao a imersao

WhP(Q) — L1(0Q)

(N=1)p

é continua. Além disso, se q < p* = Np

entdo a imersao € compacta.
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Assim, as fungoes de W12(Q) admitem um trago em L(99) e temos a desigualdade do

traco Sobolev

2N — 1)

S92, 2, Q) ullFoony < llullfzg), 1<q¢<2" = N_2

Além disso, a melhor constante de Sobolev S7(€2,2,¢) é dada

/(|Vu]2 +u)dz
)\1 = inf Q

weWL2(Q\WL(Q 2/a
EWL2()\W;*(0) (/ yu\qczo)
o0

e as fungoes que fazem com que esse infimo seja atingido sao justamente as autofuncoes

> 0. (1.1)

associadas ao A;.
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