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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existência e concentração de soluções, com energia mı́nima,

para uma classe de equações eĺıpticas fracionárias não-locais do tipo Kirchhoff-Schrödinger.

Primeiro estudamos o problema M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2
)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN

u > 0, u ∈ Hs(RN),

onde s ∈ (0, 1), N > 2s, [ . ]s é a seminorma de Gagliardo, c̄ é uma constante adequada,M é a

função de Kirchhoff da forma M(t) = m+ btα cont́ınua e não degenerada, V (x) = λa(x) + 1

é um potencial com a(x) ≥ 0, onde a é identicamente nulo no conjunto limitado ΩΥ, e

f denota uma função com não linearidade cont́ınua e crescimento subcŕıtico no infinito. A

prova baseia-se em argumentos de penalização e métodos variacionais para obter a existência

de solução com energia mı́nima para um valor grande de λ. Além disso, assumindo que

M(t) = m0+b0t
α e utilizando as mesmas técnicas combinadas com um lema de concentração

e compacidade, estabelecemos a existência e concentração de soluções para o problema M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2

∗
s−1 em RN

u > 0, em RN , u ∈ Hs(RN),

se λ for suficientemente grande e b0 for pequena ou m0 grande, onde h ∈ L2(RN)∩L
2∗s

2∗s−2 (RN)

e 2∗s é o expoente cŕıtico fracionário de Sobolev. Os resultados aqui obtidos é devido a Au-

gusto C. R. Costa, Bráulio B. V. Maia e Oĺımpio H. Miyagaki.

Palavra-chave: Equação Eĺıptica Fracionária, Equações Não-Locais, Métodos Variacionais,

Crescimento Cŕıtico, Argumentos de Truncamento, Concentração de Soluções.
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Abstract

In this paper, we investigate the existence and concentration of solutions, with minimum

energy, for a class of non-local fractional elliptic equations of the Kirchhoff-Schrödinger type.

First we study the problem M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN

u > 0, u ∈ Hs(RN),

where s ∈ (0, 1), N > 2s, [ . ]s is the Gagliardo semi-norm, c̄ is a suitable constant, M is

the Kirchhoff function of the form M(t) = m+ btα continuous and non-degenerate, V (x) =

λa(x)+1 is a potential with a(x) ≥ 0, where a is identically zero on the bounded set ΩΥ, and f

denotes a function with continuous nonlinearity and subcritical growth at infinity. The proof

relies on penalization arguments and variational methods to obtain the existence of a solution

with minimal energy for a large value of λ. Furthermore, assuming that M(t) = m0 + b0t
α

and using the same techniques combined with a concentration and compactness lemma, we

establish the existence and concentration of solutions to the problem M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2
)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2

∗
s−1 em RN

u > 0, em RN , u ∈ Hs(RN)

if λ is sufficiently large and b0 is small or m0 large, where h ∈ L2(RN) ∩ L
2∗s

2∗s−2 (RN) and 2∗s

is the critical fractional Sobolev exponent. The results obtained here are due to Augusto C.

R. Costa, Bráulio B. V. Maia and Oĺımpio H. Miyagaki.

Keywords: Fractional Elliptic Equation, Non-Local Equations, Variational Methods, Cri-

tical Growth, Truncation Arguments, Concentration of Solution.
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Índice de notações

� Nesta dissertação C denota constantes positivas que podem variar em cada linha;

� RN denota o espaço euclidiano N−dimensional;

� Ω é um subconjunto aberto de RN ;

� C0,1 denota espaço das funções Höder cont́ınua;

� ΩΥ ⊂ RN é um aberto e limitado de classe C0,1;

� (PS)c denota a condição de Palais-Smale no ńıvel c;

� q.t.p. é uma abreviação de ”quase toda parte” ou ”quase todo ponto”;

� supp(φ) denota o suporte da função φ;

� on(1) uma sequência tal que lim
n−→∞

on(1) = 0;

� χΩΥ
é a função caracteŕıstica do conjunto ΩΥ;

� Ck(RN) = {u : Ω −→ R; u é k-vezes continuamente diferenciável};

� C∞(RN) =
⋂
k≥1

Ck(RN) é o espaço infinitamente continuamente diferenciável;

� C∞
0 (RN) é o espaço das funções infinitamente continuamente diferenciável com suporte

compacto;

� Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R mensurável;

∫
Ω

|u|pdx <∞
}

denotará o espaço de Lebesgue

com 1 ≤ p <∞;

� |u|Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

é a norma do espaço Lp(Ω);

� L∞(Ω) = (u : Ω −→ R mensurável; |u(x)| ≤ C q.t.p x ∈ Ω para algum C > 0)

� |u|L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C q.t.p em Ω} se p = ∞

x



� [u]s =

(∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N−2s
dxdy

) 1
2

é a seminorma de Gagliardo;

� Hs(RN) =
{
u ∈ L2(RN); [u]s < +∞

}
denotará o espaço fracionário de Hilbert com

s ∈ (0, 1);

� ||u||Hs(RN ) =
(
|u|2L2(RN ) + [u]2s

) 1
2
é a norma do espaço Hs(RN);

� X(Ω) =
{
u ∈ Hs(RN);u = 0 q.t.p em RN \ Ω

}
denota o espaço das funções deHs(RN)

que se anulam fora de Ω;

� ||u||X(Ω) =

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N−2s
dxdy

) 1
2

é a norma de X(Ω);

� Eλ =

{
u ∈ Hs(RN);

∫
RN

a(x)|u|2dx < +∞
}

é o espaço das funções u ∈ Hs(RN) cuja

integral

∫
RN

a(x)|u|2dx é finita;

� ⟨u, v⟩λ =

∫∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x) + 1)uvdx é o produto

interno em Eλ;

� ||u||λ =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

V (x)u2dx

) 1
2

é a norma de Eλ;

� (−∆)s : S(RN) −→ L2(RN) denotará o operador Laplaciano fracionário;

� S(RN) =

{
u ∈ C∞(RN)/∀α, β ∈ NN , sup

x∈RN

|xα∂βu(x)| <∞
}

é o espaço de Schwartz;

� → denota a convergência forte em um espaço normado;

� ⇀ denota a convergência fraca em um espaço normado;

�

∗
⇀ denota a convergência fraca estrela em um espaço normado.
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Introdução

Esta dissertação tem como objetivo explanar de maneira detalhada o artigo de Au-

gusto C. R. Costa, Bráulio B. V. Maia e Oĺımpio H. Miyagaki [18]. Neste trabalho os

autores estudaram a existência e concentração de soluções positivas para a seguinte classe

de equações não lineares e não locais do tipo Kirchhoff-Schrödinger

(Pλ)

 M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN

u > 0, u ∈ Hs(RN)

onde f : R −→ R é uma função não linear, cont́ınua com crescimento subcŕıtico, V : RN −→

R é um potencial que iremos especificar posteriormente, c̄ é uma constante positiva com uma

certa condição e s ∈ (0, 1). Além disso, os autores fizeram o mesmo estudo para o problema

com crescimento cŕıtico, especificamente analisaram a seguinte equação

(P∗)

 M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2dx

)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2

∗
s−1 em RN

u > 0, em RN , u ∈ Hs(RN)

onde h : RN −→ R é uma função tal que h ∈ L2(RN) ∩ L
2∗s

2∗s−2 (RN) e 2∗s é o expoente cŕıtico

fracionário de Sobolev.

As soluções dos problemas acima estão relacionadas com a equação não linear fracionária

de Schrödinger

i
∂ψ(x, t)

∂t
= (−∆)sψ(x, t) + V (x)ψ(x, t)− c̄ψ(x, t)− f(ψ(x, t)), (1)

onde ψ(x, t) representa a amplitude da probabilidade de uma particula de massa unitária na

”mecânica quântica”para obtenção da posição x no momento t. As soluções da equação (1)

1



são da forma

ψ(x, t) = e−iωtu(x), ω ∈ R,

onde u resolve os problemas (Pλ) e (P∗) quando M ≡ 1.

A equação (1) é uma variante da equação fracionária de Schrödinger

(FSE) ih
∂ψ(x, t)

∂t
= Dα(h∆)

α
2ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t),

introduzida por Laskin em [30] e [31], onde esta é usada na mecânica quântica para descrever

part́ıculas em campos estocásticos modelados por processos de Lévy. Além disso, o opera-

dor Laplaciano fracionário, surge naturalmente em certos problemas de diferentes áreas,

bem como Finanças, probabilidade, Qúımica, biologia entre outras, para o leitor interessado

indicamos [9], [11] e [17].

Pela sua aplicabilidade e também pelo interesse puramente matemático esta equação vem

sendo amplamente estudada. Ressaltamos aqui a equação

(−∆)su+ V (x)u = f(x, u) em RN

onde também as suas variantes vem sendo estudadas intensivamente. Por exemplo em [23]

Felmer, Quaas e Tan consideraram V ≡ 1 e mostraram a existência de uma solução positiva,

regular e simétrica para o problema
−(∆)su+ u = f(x, u) em RN

u > 0 em RN , lim
|x|→∞

u(x) = 0,

onde 0 < s < 1, N ≥ 2 e f tem crescimento subcŕıtico com respeito a u. Secchi em [37]

mostrou a existência de solução com energia mı́nima ao considerar o potencial V limitado

por baixo por uma constante positiva. É importante enfatizar que os estudos da equação

acima para o caso cŕıtico avançaram bastante desde a publicação do trabalho de Brézis e

Nirenberg [16] em 1993 onde eles mostraram que para o parâmetro λ suficientemente grande

2



o problema 
−∆u = λf(u) + u2

∗−1 em Ω

u > 0, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

tem solução não trivial. A partir dai, muitos outros autores têm estudado as variantes

desse problema, por exemplo Miyagaki em [35] estendeu o trabalho de Brézis e Nirenberg ao

considerar a equação

−∆u+ a(x)u = λ|u|q−1u+ |u|2∗−2 em RN

e mostrou a existência de solução para N = 3, 1 < q ≤ 3 e λ grande. Para o caso fracionário,

citamos o trabalho de Servadei e Valdinoci [38], onde eles estabeleceram um resultado do

tipo Brezis-Niremberg para o problema (−∆)su− λu = |u|2∗s−2u em Ω

u = 0 em RN \ Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e λ > 0 é um parâmetro.

Ambrósio e Figueiredo mostraram em [8] a existência de solução ground station para a

equação

(−∆)su+ V (x)u = f(u) em RN ,

aqui eles consideraram dois casos, primeiro supuseram o potencial V como uma constante

e depois como não constante e utilizando o argumento de Jeanjean–Tanaka mostraram a

existência de solução para o caso não autônomo. Para mais referências sobre a equação

semilinear fracionária de Schrödinger, indicamos os artigos [4], [5].

Quando M ̸= 1 a equação (Pλ) está relacionada com a equação de Kirchhoff

ρutt −
(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

|ux|2dx
)
uxx = 0

a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchhoff em [29], onde esta representa

as vibrações transversais de cordas elásticas. Ela é uma extensão da equação da onda de

D’Alembert ao considerar os efeitos das mudanças de comprimento nas cordas durante as

3



vibrações. Os parâmetros desta equação tem os seguintes significado; L é o comprimento da

corda, u = u(x, t) é o deslocamento da mesma na coordenada espacial x e no tempo t, h é a

área seção transversal, E é o módulo de Young do material, ρ é a densidade da massa e P0 é

a tensão inicial. Até onde sabemos Vasconcelos em [39] foi quem primeiro introduziu o termo

não local do tipo Kirchhoff em problemas eĺıpticos. Citamos também os trabalhos de [32] e

[2] que impulsionaram os estudos envolvendo este termo. Em [26], os autores estabeleceram

um modelo estacionário de Kirchhoff na perspectiva fracionária para o problema −M(||u||2Z)Lku = λf(x, u) + u2
∗−2 em Ω

u = 0 em RN \ Ω,

onde Lk é um operador integro-diferenciável. No qual, consideraram o aspecto não local da

tensão nas cordas.

Seguindo nesta direção, os estudos sobre os problemas de Kirchhoff-Schrödinger tiveram

avanços significativos à medida que foram considerados diferentes operadores, em diferentes

domı́nio de RN e outras condições de crescimento sobre f . Como por exemplo, em [33] Mingqi

e seus colaboradores estudaram o seguinte problema envolvendo o operador magnético fra-

cionário

M([u]2s,A)(−∆)sAu + V (x)u = f(x, |u|)u

em RN , onde f tem crescimento subcŕıtico e mostraram a existência e multiplicidade de

soluções. Ao considerar a não linearidade de f do tipo Trudinger-Moser Mingqi, Zhang e

Repovs também provaram em [34] a existência de múltiplas soluções.

Na referência [7] Ambrósio e Isernia mostraram, utilizando tecnicas de penalização, a

multiplicidade e concentração de soluções positivas para a seguinte classe de problemas

fracionário do tipo Kirchhoff-Schrödinger

M

(
1

ε3−2s
[u]2s +

1

ε3

∫
R3

V (x)u2dx

)
[ε2s(−∆)su+ V (x)u] = f(x)

no espaço de dimensão finita R3, onde ε > 0 é um parâmetro grande e f tem crescimento

subcŕıtico. Além disso, usando teoria Ljusternik-Schnirelmann, investigaram a relação entre

o número de soluções positivas com a topologia do conjunto onde o potencial atinge seu

mı́nimo.
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Para o caso cŕıtico envolvendo o termo não local de Kirchhoff, ressaltamos o trabalho de

Figueiredo em [24] no qual mostrou a existência de solução para o problema
−M

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = λf(u) + u2

∗−1 em Ω

u > 0, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

onde o a função de Kirchhoff satisfaz M(t) ≥ m0, f tenha crescimento subcŕıtico e λ seja

um parâmetro suficientemente grande. Para o caso de kirchhoff com dominio ilimitado

destacamos o trabalho de He e Zou [27], onde mostraram que para ε pequeno e λ grande, o

problema  −
(
ε2a+ εb

∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u+ V (x)u = λf(u) + u2

∗−1 em R3

u ∈ Hs(R3), u > 0, em R3

possui pelo menos uma categoria de soluções positivas.

O artigo estudado nesta dissertação contribui junto aos trabalhos citados anteriormente

no sentido de que, iremos garantir a existência e concentração de soluções para os problemas

(Pλ) e (P∗) trabalhando em todo o espaço euclidiano RN e com o operador Laplaciano

fracionário. Estes dois pressupostos dificultam ainda mais as contas, uma vez que, o operador

Laplaciano fracionário tem caráter não-local, que juntamente com o termo de Kirchhoff dão

caráter não local aos problemas, e ao considerar todo o espaço N−dimensional perdemos a

compacidade dos funcionais associado aos problemas. Diante desses desafios e para que o

leitor tenha uma boa compreensão do conteúdo dessa dissertação, dividimos ela da seguinte

forma;

No caṕıtulo 1 fizemos uma pequena introdução aos espaços de Sobolev fracionário onde

apresentamos algumas de suas principais propriedades, introduzimos o espaço Hs que é um

caso particular desses e definimos o operador Laplaciano fracionário.

No caṕıtulo 2, vamos mostrar a existência e concentração de soluções positivas para o

problema (Pλ), para tal feito, vamos utilizar um argumento de truncamento idealizado por

Del Pino e Felmer em [19], sobre a não linearidade de f para contornar a falta de compacidade

e assim construir um funcional auxiliar que satisfaça a condição Palais-Smale. Mostraremos

5



que este funcional assume ponto de mı́nimo e em seguida recuperar a solução do problema

(Pλ). Além disso, mostraremos que as soluções de (Pλ) se concentram em torno de uma

solução de (P )Υ,∞.

No caṕıtulo 3, vamos fazer o mesmo estudo do caṕıtulo 2, entretanto, neste caso consi-

deraremos a não linearidade cŕıtica de f . Utilizaremos os argumentos de Fiscella em [25]

e uma versão do lema da concentração e compacidade de Lions, para superar a falta de

compacidade causada pelo expoente cŕıtico fracionário de Sobolev.

No apêndice, A expomos alguns resultados utilizados ao longo do texto. Já no apêndice B,

mostramos que o funcional associado ao problema (Pλ) é de classe C
1(Eλ,R) e calculamos a

derivada de Frechét. E por fim, no apêndice C, mostramos a limitação em L∞ e a regularidade

das soluções fracas.
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Caṕıtulo 1

Os Espaços de Sobolev Fracionário

Neste caṕıtulo, seguindo Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em [20] e Bisci, Radulescu e

Servadei em [12], apresentaremos os espaços de Sobolev fracionário W s,p(Ω) com s ∈ (0, 1) e

p ∈ [1,+∞] e veremos que, como no caso clássico, ele apresenta as propriedades geométricas

de reflexibilidade, separabilidade, densidade e verificamos as condições para a validade das

imersões. Além disso, definiremos o operador Laplaciano fracionário e provaremos algumas

de suas principais propriedades.

1.1 O Espaço W s,p(Ω)

Definição 1.1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Para qualquer p ∈ [1,∞) e s ∈ (0, 1),

defini-se o espaço de Sobolev Fracionário, como sendo

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω);

|u(x)− u(y)|
|x− y|

N
p
+s

∈ Lp(Ω× Ω)

}
.

Esse espaço é um espaço vetorial e munido com a norma

||u||W s,p(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx+
∫∫

Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|
N
p
+s

dxdy

) 1
p
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é um espaço de Banach, onde o termo

[u]W s,p(Ω) =

(∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|
N
p
+s

dxdy

) 1
p

é conhecido como seminorma de Gagliardo.

É importante observamos que se s > 1 com s /∈ N a definição acima não é conveniente,

pois se u : Ω −→ RN é uma função que cumpre

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy < +∞

então, de acordo com a proposição 2 em [14] u é uma constante. Portanto, para dá sentido

ao espaço W s,p(Ω) quando s > 1 e s /∈ N, podemos escrever s = m + σ, onde m ∈ N e

σ ∈ (0, 1) e assim definir W s,p(Ω) por

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : Dαu ∈ W σ,p(Ω) para todo α com |α| = m} .

Munido com a norma

||u||W s,p(Ω) =

||u||pWm,p(Ω) +
∑
|α|=m

||Dαu||pWσ,p(Ω)

 1
p

esse espaço é um espaço de Banach.

Uma das principais propriedades dos espaços de Sobolev clássico é a reflexibilidade para

1 < p < ∞ e a separabilidade para 1 ≤ p < ∞ e de fato, essas propriedades continuam

sendo válidas para o espaço fracionário.

Proposição 1.1. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN e s ∈ (0, 1). Então, o espaço de

Sobolev Fracionário W s,p(Ω) é reflexivo para 1 < p <∞ e separável para 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Considere a seguinte aplicação

T : W s,p(Ω) −→ LP (Ω)× LP (Ω× Ω)

u 7−→ T (u) = (u, v)
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onde v(x, y) =
u(x)− u(y)

|x− y|N+sp
. Observe que pelo fato de, Lp(Ω) ser um espaço de Banach, então

LP (Ω)× LP (Ω× Ω) é também um espaço de Banach, assim ver-se facilmente que T é uma

isometria sobre sua imagem. Além disso temos que T (W s,p(Ω)) é um subespaço fechado de

Lp(Ω) e sendo Lp(Ω) um espaço reflexivo para 1 < p < +∞ segue que W s,p(Ω) é reflexivo

para este p. Uma vez que, Lp(Ω) é separável para 1 ≤ p <∞ do fato de T (W s,p(Ω)) ser um

subespaço fechado e da isometria segue a separabilidade de (W s,p(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Definição 1.2. Definimos o espaço W s,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) na norma de

||.||W s,p(Ω). Além disso, de acordo com a proposição anterior, temos

W s,p
0 (RN) = W s,p(RN).

Estes espaços são de suma importância na busca por soluções de EDP, ja que, elas têm

a caracteŕıstica de se anularem na fronteira de um domı́nio limitado de RN .

Uma vez definido espaço de Sobolev fracionário, somos induzidos a questionar qual a

relação existente entres os espaços W s,p(Ω) e W t,p(Ω) com s ≤ t e s, t ∈ (0, 1) a proposição

abaixo justificará que o espaço W t,p(Ω) está imerso continuamente em W s,p(Ω).

Proposição 1.2. Sejam p ∈ (0, 1], Ω ⊂ RN um subconjunto aberto do RN e considere

0 < s ≤ t < 1 com s, t ∈ (0, 1). Então o espaço W t,p(Ω) está imerso continuamente em

W s,p(Ω).

Demonstração: Considere u ∈ W s,p(Ω). Vamos mostrar que existe uma constante positiva

C > 1 tal que

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W t,p(Ω).

Observe que, podemos escrever

[u]pW s,p(Ω) =

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy +

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy. (1.1)

Sendo s ≤ t e para x e y em Ω, tais que |x− y| < 1, temos

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
≤ |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+tp
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assim,

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+tp
dxdy ≤ [u]pW s,p(Ω) (1.2)

Para estimamos a segunda integral, vamos fazer a seguinte mudança de variável z = x− y e

aplicar o teorema de Fubini para, obter

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

|u(x)|pdx
∫
{Ω∩|z|≥1}

1

|z|N+sp
dz

≤ ||u||pLp(Ω)

∫
{Ω∩|z|≥1}

1

|z|N+sp
dz.

Como N + sp > N , então f(z) =
1

|z|N+sp
é integrável, logo

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dxdy = C1(N, s, p)||u||pLp(Ω).

Note que, para todo x e y em Ω tem-se |u(x) − u(y)|p ≤ 2p−1(|u(x)|p + |u(y)|p) e usando a

igualdade acima, temos

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 2p−1

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p + |u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

≤ 2p
∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p

|x− y|N+sp
dxdy

≤ 2pC1(N, s, p)||u||pLp(Ω). (1.3)

De (1.1), (1.2) e (1.3), obtemos

[u]pW s,p(Ω) ≤ 2pC1(N, s, p)||u||pLp(Ω) + [u]pW t,p(Ω).

Assim,

||u||pW s,p(Ω) = ||u||pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω)

≤ ||u||pLp(Ω) + 2pC1(N, s, p)||u||pLp(Ω) + [u]pW t,p(Ω)
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||u||pW s,p(Ω) = (2pC1(N, s, p) + 1)||u||pLp(Ω) + [u]pW t,p(Ω)

≤ C(N, s, p)(||u||pLp(Ω) + [u]pW t,p(Ω))

= C(N, s, p)||u||pW t,p(Ω).

Observe que a constante C = C(N, s, p) > 1. Dáı, segue o resultado.

■

Proposição 1.3. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN de classe C0,1, p ∈ [1,+∞) e

s ∈ (0, 1). Então

W 1,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω)

e existe uma constante C = C(N, s, p) ≥ 1, tal que

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω).

Em outras palavras, W 1,p(Ω) está continuamente imerso em W s,p(Ω).

Demonstração: Seja u ∈ W 1,p(Ω). Fazendo a mudança de variável z = y − x e aplicando

o teorema de Tonelli, temos

∫∫
Ω2∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

∫
B1

|u(x)− u(z + x)|p

|z|N+sp
dxdz

=

∫
Ω

∫
B1

|u(x)− u(z + x)|p

|z|p
1

|z|N+(s−1)p
dxdz

=

∫
Ω

∫
B1

(∫ 1

0

∇u(x+ tz)

|z|
N
p
+s−1

dt

)p

dzdx

≤
∫
Ω

∫
B1

∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|p

|z|N+p(s−1)
dtdzdx. (1.4)

Pela regularidade do domı́nio Ω, podemos estender a função u para uma função ũ : RN −→ R

de modo que

ũ ∈ W 1,p(RN) e ||ũ||W 1,p(RN ) ≤ C||ũ||W 1,p(Ω)
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para alguma constante C > 0. Assim,

∫
Ω

∫
B1

∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|
|z|N+p(s−1)

dtdzdx ≤
∫
RN

∫
B1

∫ 1

0

|∇ũ(x+ tz)|p

|z|N+p(s−1)
dtdzdx

≤
∫
B1

∫ 1

0

||∇ũ||p
Lp(RN )

|z|N+p(s−1)
dtdz

≤ C1(N, s, p)||∇ũ||pLp(RN )

≤ C2(N, s, p)||u||pW 1,p(RN )

dai e de (1.4), temos

∫∫
Ω2∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ C2(N, s, p)||u||pW 1,p(RN )

. (1.5)

De acordo com 1.3, existe uma constante D = D(N, s, p) tal que

∫∫
Ω2∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 2pD(N, s, p)||u||pLp(Ω), (1.6)

comparando 1.5 e 1.6, segue que

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 2pD(N, s, p)||u||pLp(Ω) + C2(N, s, p)||u||pW 1,p(RN )

.

Portanto, u ∈ W s,p(Ω) e

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω)

onde C = max {2pD(N, s, p) + 1, C2(N, s, p)}.

■

Vamos agora apresentar alguns resultados de imersões que envolve o espaço de Sobolev

fracionário com outro espaço de Lq (não iremos fazer a demonstração desses resultados, para

o leitor interessado, consultar [di nezza] ou [bisci]). Este fato, esta estritamente relacionado

com a dimensão do domı́nio e com os valores de s e p onde p ∈ [1,+∞) e s ∈ (0, 1). Para

isso, vamos apresentar a seguinte definição;

Definição 1.3. Sejam p ∈ [1,+∞) e s ∈ (0, 1) tal que sp < N . O valor numérico
2N

N − sp
é chamado Expoente Cŕıtico Fracionário de Sobolev e denotado por p∗s.
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Proposição 1.4. Seja s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞), tal que sp < N . Então, existe uma constante

positiva C = C(N, p, s) tal que, para qualquer u ∈ W s,p(RN)

||u||Lp∗s (RN ) ≤ C

∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy.

Como consequência dessa proposição, temos as seguintes imersões;

� Cont́ınua W s,p(RN) ↪→ Lq(RN) para todo q ∈ [p, p∗s],

� Compacta W s,p(RN) ↪→ Lq
Loc(R

N) para todo q ∈ [p, p∗s).

Proposição 1.5. Seja s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞), tal que sp < N e Ω um domı́nio limitado

de classe C0,1. Então existe uma constante positiva C = C(N, p, s) tal que para qualquer

u ∈ W s,p(Ω), temos

||u||Lq(Ω) ≤ C||u||W s,p(Ω),

para todo q ∈ [p, p∗s]. Além disso, a imersão W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) é compacta para todo q ∈

[1, p∗s).

Agora, observe que no caso onde sp = N , teremos que p∗s −→ +∞ quando sp −→ N ,

assim o espaço W s,p está continuamente imerso em Lq para qualquer q ∈ [p,+∞). Mas

especificamente, temos

Proposição 1.6. Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,+∞) tais que sp = N . Então, existe uma

constante C = C(N, s, p) > 0 tal que para todo u ∈ W s,p(RN), tem-se que

||u||Lq(RN ) ≤ C||u||W s,p(RN )

para qualquer q ∈ [p,+∞).

Observação 1. Se Ω ⊆ RN é um domı́nio de extensão, então vale a imersão cont́ınua

W s,p(RN) ↪→ Lq(Ω) com q ∈ [p,+∞). Além disso, se Ω for limitado, a imersão vale para

qualquer q ∈ [1,+∞).

Observação 2. Veja que nas proposições 1.3 e 1.5 exigimos que o domı́nio Ω tenha uma

certa regularidade. Este fato, é essencial para a validade das imersões, uma vez que, sem

essa condição as imersões podem falhar.
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Para resultados envolvendo o caso sp > n consultar as referências mencionadas acima.

Assim como no caso clássico dos espaços de Sobolev, qualquer função no espaço fracionário

W s,p(RN) pode ser aproximada por uma sequência de funções suaves com suporte compacto.

Proposição 1.7. Para qualquer s > 0 o espaço C∞
0 (RN) é denso em W s,p(RN).

Demonstração: Ver [1].

1.2 O espaço Hs e o operador Laplaciano Fracionário

Nessa seção, concentraremos nossa atenção no caso em que p = 2. Quando isso ocorre o

espaço W s,2(RN) é um espaço de Hilbert com produto interno

⟨u, v⟩W s,2(RN ) =

∫∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

e é denotado por W s,2(RN) = Hs(RN).

Para vermos algumas das propriedades mais relevantes desses espaços vamos definir o

operador Laplaciano fracionário. Com esse intuito, temos duas formas distintas de defini-

los, via Valor Principal e via transformada de Fourier. Contudo, veremos que essas duas

definições são equivalentes. Antes, vamos precisar de uma classe especial de funções

Definição 1.4. O espaço de Schwartz ou espaço das funções que decrescem rapidamente pra

zero no infinito é o espaço dado por

S(RN) =

{
u ∈ C∞(RN)/∀α, β ∈ NN , sup

x∈RN

|xα∂βu(x)| <∞
}
.

Definição 1.5 (Via Valor Principal). Seja s ∈ (0, 1). Definimos o operador (−∆)s :

S(RN) −→ L2(RN) por

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ϵ−→0+

∫
RN\Bϵ(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy,

para todo x ∈ RN onde C(N, s) é uma constante positiva.

A constante que aparece na definição acima depende dos valores de N e de s e é chamada
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de constante de normalização, dada por

C(N, s) =

(∫
RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ

)−1

(1.7)

com ζ = (ζ1, ζ
′), ζ ′ ∈ RN−1. O limite da integral na definição acima é chamado na literatura

de Valor Principal e abreviado por P.V , assim

P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy = lim

ϵ→0+

∫
RN\Bϵ(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

e portanto, daqui por diante, vamos escrever

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy. (1.8)

Observação 3. O limite acima está bem definido para toda função u ∈ S(RN) com s ∈

(0, 1). O que poderia gerar confusão seria o caso que s ∈ (1/2, 1) ao consideramos y próximo de

x pois, nessa configuração a singularidade não é integrável no sentido de Lebesgue. Mas, essa

dificuldade é superada através de um argumento de simetria. Contudo, podemos reescrever

a definição do operador de acordo com a seguinte proposição;

Proposição 1.8. Sejam s ∈ (0, 1) e (−∆)s o operador definido em (1.8). Então, para todo

u ∈ S(RN)

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, s)

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy (1.9)

Demonstração: De acordo com a definição 1.8 e fazendo z = y − x, temos

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

= −C(N, s)P.V.
∫
RN

u(y)− u(x)

|x− y|N+2s
dy

= −C(N, s)P.V.
∫
RN

u(x+ z)− u(x)

|z|N+2s
dz.

(1.10)
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Além disso, substituindo z̄ = −z no ultimo termo da igualdade acima, temos

P.V.

∫
RN

u(z + x)− u(x)

|z|N+2s
dz = P.V.

∫
RN

u(x− z̄)− u(x)

|z|N+2s
dz

assim,

2P.V.

∫
RN

u(x+ z)− u(x)

|z|N+2s
dz = P.V.

∫
RN

u(z + x)− u(x)

|z|N+2s
dz + P.V.

∫
RN

u(x− z)− u(x)

|z|N+2s
dz

= P.V.

∫
RN

u(x+ z)− u(x− z)− 2u(x)

|z|N+2s
dz (1.11)

De (1.10) e (1.11) e chamando z = y, segue que

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, p)P.V.

∫
RN

u(x+ y)− u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy. (1.12)

Com o intuito de remover a singularidade da integral na origem, vamos usar o fato de que

u ∈ C∞(RN). Assim, podemos expandir a função u através da fórmula de Taylor com resto

de Lagrange, isto é,

u(x+ y) = u(x) +Du(x)y +
1

2
D2u(x)y2

e

u(x− y) = u(x)−Du(x)y +
1

2
D2u(x)y2.

Somando as igualdades acima, obtemos

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x) = D2u(x)y2 ≤ D2u(x)y2 + ϵ|y|2 ≤ ||D2u||L∞|y|2

assim,

P.V.

∫
RN

u(x+ y)− u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy ≤ ||D2u||L∞P.V.

∫
RN

1

|y|N+2s−2
dy <∞

desde que u ∈ S(RN), então podemos escrever

P.V.

∫
RN

u(x+ y)− u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy =

∫
RN

u(x+ y)− u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy.

Portanto, de (1.12) conclui-se o resultado.
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Como dito anteriormente, podemos definir o operador laplaciano fracionário via trans-

formada de Fourier. Na realidade ele é definido como sendo a inversa da transformada de

Fourier de uma função de S(RN). Para ver esse fato, considere u ∈ S(RN) e a transformada

de Fourier dada por

û(ξ) = Fu(ξ) =

∫
RN

u(x)e−2πi⟨x,ξ⟩dx,

onde ξ ∈ RN e ⟨., .⟩ é o produto interno usual em RN . Tomando a inversa da transformada

de Fourier da igualdade acima, temos

u(x) = F−1û(ξ) =

∫
RN

û(ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ.

Aplicando o operado laplaciano acima com o sinal negativo, temos

−∆u(x) = −∆

(∫
RN

û(ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ

)
=

∫
RN

(2π|ξ|)2û(ξ)e2πi⟨x,ξ⟩dξ

= F−1
(
(2π|ξ|)2û(ξ)

)
.

Logo, podemos definir o operador Laplaciano fracionário, tomando a potência s no multipli-

cador associado ao operador Laplaciano clássico e obter a seguinte igualdade;

Proposição 1.9. Seja u ∈ S(RN), então

(−∆)su(x) = F−1
(
(2π|ξ|)2sû(ξ)

)

Demonstração: Aplicando a transformada de Fourier a igualdade (1.9), temos

F ((−∆)su(x)) = F

(
C(N, s)

2

∫
RN

2u(x)− u(x+ y)− u(x− y)

|y|N+2s
dy

)
=

∫
RN

C(N, s)

2

∫
RN

2u(x)− u(x+ y)− u(x− y)

|y|N+2s
dye−2πi⟨x,ξ⟩dx

=
C(N, s)

2

∫
RN

1

|y|N+2s

(∫
RN

(2u(x)− u(x+ y)− u(x− y))e−2πi⟨x,ξ⟩dx

)
dy

Agora fazendo a seguinte mudança de variável η = x + y e γ = x − y, podemos escrever a
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ultima integral, da seguinte forma∫
RN

(2u(x)− u(x+ y)− u(x− y))e−2πi⟨x,ξ⟩dx = 2

∫
RN

u(x)e−2πi⟨x,ξ⟩dx−
∫
RN

u(x+ y)e−2πi⟨x,ξ⟩dx

−
∫
RN

u(x− y)e−2πi⟨x,ξ⟩dx

= 2û(ξ)−
∫
RN

u(η)e−2πi⟨η−y,ξ⟩dη

−
∫
RN

u(η)e−2πi⟨γ+y,ξ⟩dγ

= 2û(ξ)− û(ξ)e2πi⟨y,ξ⟩ − û(ξ)e−2πi⟨y,ξ⟩

= û(ξ)
(
2− e2πi⟨y,ξ⟩ − e−2πi⟨y,ξ⟩) .

Assim,

F ((−∆)su(x)) =
C(N, s)

2

∫
RN

û(ξ)

(
2− e2πi⟨y,ξ⟩ − e−2πi⟨y,ξ⟩

|y|N+2s

)
dy

=
C(N, s)

2

∫
RN

û(ξ)

(
2− 2 cos(2π ⟨ξ, y⟩)

|y|N+2s

)
dy

= C(N, s)û(ξ)

∫
RN

(
1− cos(2π ⟨ξ, y⟩)

|y|N+2s

)
dy. (1.13)

Agora, fazendo a mudança de variável z = |ξ|y, temos y =
z

|ξ|
. Logo,

1

|y|N+2s
=

|ξ|N+2s

|z|N+2s
e 2π ⟨ξ, y⟩ = 2π

〈
ξ,

z

|ξ|

〉
além disso, dy =

1

|ξ|N
dz. Dáı, definindo

J(ξ) :=

∫
RN

1− cos(2π ⟨ξ, y⟩)
|y|N+2s

dy

=

∫
RN

1− cos
(
2π
〈
ξ, z

|ξ|

〉)
|z|N+2s

|ξ|N+2s

|ξ|N
dz

= |ξ|2s
∫
RN

1− cos
(
2π
〈
ξ, z

|ξ|

〉)
|z|N+2s

dz.

Vamos agora usar o fato de J ser invariante por rotações. Com efeito, seja R uma rotação

que envia e1 = (1, 0, 0..., 0) em
ξ

|ξ|
, ou seja, Re1 =

ξ

|ξ|
e chamaremos RT sua transposição.
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Usando a mudança de variável ζ = RT z, obtemos

J(ξ) = |ξ|2s
∫
RN

1− cos(2π ⟨Re1, z⟩)
|z|N+2s

dz

= |ξ|2s
∫
RN

1− cos(2π
〈
RT z, e1

〉
)

|RT z|N+2s
dz

= |ξ|2s
∫
RN

1− cos(2πζ)

|ζ|N+2s
dz.

Chame ζ ′ = 2πζ, então dζ ′ = (2π)Ndζ e
1

|ζ ′|N+2s
=

1

(2π)N+2s|ζ|N+2s
dáı, (ainda denotando

ζ como variável de integração), obtemos

J(ξ) = (2π|ξ|)2s
∫
RN

1− cos(ζ)

|ζ|N+2s
dζ.

Considerando B1(0) ⊂ RN e usando a fórmula de expansão de Taylor, prova-se que a integral

acima é finita e de acordo com a definição (1.7), segue que

J(ξ) = (2π|ξ|)2s(C(N, s))−1.

Conforme a definição de J e aplicando em (1.13), temos

F ((−∆)su(x)) = C(N, s)û(ξ)J(ξ) = (2π|ξ|)2sû(ξ).

Aplicando a inversa da transformada de Fourier,

(−∆)su(x) = F−1
(
(2π|ξ|)2sû(ξ)

)
.

■

Em suma, a proposição acima afirma que as definições via valor principal (1.10) e via

transformada de Fourier são equivalentes. Mostraremos mais adiante a relação existente

entre o operador laplaciano fracionário e o espaçoH2(RN), para isso precisaremos do seguinte

lema.

Lema 1.1. Sejam s ∈ (0, 1) e C(N, s) a constante de normalização definida em 1.6. Então,
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para todo u ∈ Hs(RN),

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1

∫
RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ.

Demonstração: Para cada y ∈ RN fixado considere a mudança de variável z = x − y e

usando a identidade de Plancherel, temos

∫
RN

(∫
RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dx

)
dy =

∫
RN

∫
RN

|u(z + y)− u(y)|2

|z|N+2s
dzdy

=

∫
RN

(∫
RN

|u(z + y)− u(y)|2

|z|N+2s
dy

)
dz

=

∫
RN

∣∣∣∣u(z + ·)− u(·)
|z|N+2s

∣∣∣∣
L2(RN )

dz

=

∫
RN

∣∣∣∣F(u(z + ·)− u(·)
|z|N+2s

)∣∣∣∣
L2(RN )

dz

=

∫
RN

∫
RN

|ei⟨ξ,z⟩ − 1|2

|z|N+2s
|Fu(ξ)|2dξdz

= 2

∫
RN

∫
RN

1− cos(⟨ξ, z⟩)
|z|N+2s

|Fu(ξ)|2dξdz

= 2C(N, s)−1

∫
RN

|ξ|2sFu(ξ)|2dξ,

que demonstra o lema.

■

Proposição 1.10. Sejam s ∈ (0, 1) e u ∈ Hs(RN). Então

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1|(−∆)
s
2u|2L2(RN ).

Demonstração: A demonstração segue diretamente da proposição (1.9) e do lema anterior.
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De fato, veja que

|(−∆)
s
2u|2L2(RN ) = |F(−∆)

s
2u|2L2(RN )

= ||ξ|sFu|2L2(RN )

=

∫
RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ

=
C(N, s)

2
[u]2Hs(RN ),

o que conclui a demonstração.

■
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Caṕıtulo 2

Existência e Concentração de Solução

para o caso Subcŕıtico

2.1 Problema proposto

Neste capitulo estudaremos existência e concentração de soluções para uma classe de

equações eĺıpticas fracionárias não linear do tipo Kirchhoff-Schrödinger em RN com cresci-

mento subcŕıtico. Especificamente vamos estudar o seguinte problema não local

(Pλ)

 M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2
)
((−∆)su+ V (x)u) = c̄u+ f(u) em RN

u > 0, u ∈ Hs(RN)

onde s ∈ (0, 1) é a potência fracionária, N > 2s, [ . ]s é a seminorma de Gagliardo de u dado

por

[u]s :=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

e M denota uma função cont́ınua que será especificada posteriormente. O potencial V tem

a forma V (x) = λa(x) + 1 onde a : RN −→ R é uma função continua e não negativa que se

anula em um domı́nio limitado ΩΥ ⊂ RN , λ é um parâmetro positivo e c̄ é um parâmetro

escolhido de forma adequada.

Neste trabalho, vamos supor que o potencial V (x) = λa(x) + 1 satisfaça as seguintes

condições;

(a1) a(x) ⩾ 0 para todo x ∈ RN.
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(a2) O interior do conjunto a−1{0} será denotado por int(a−1{0}) que é não vazio e a−1(0) =

ΩΥ é um domı́nio limitado e aberto do RN de classe C0,1.

As hipótese sobre a função a foram introduzidas por Ding e Tanaka em [21] elas são

essenciais para ajudar a contornar a falta de compacidade causada pelo RN e também para

mostrar a concentração de soluções.

Para este caso vamos assumir que a função M : [0,+∞] −→ (0,+∞) pertença a C(R,R)

e satisfaça a seguinte condição

(M1) Para 1 ≤ α1 ≤ α2 tem-se que

m0 + b0t
α1 ≤M(t) ≤ m1 + b1t

α2

onde m0, m1, b0 e b1 são constantes positivas de modo que m1 <
c̄

2(ρ(Ω′))2
para algum

aberto Ω′ ⊂ ΩΥ, o termo ρ(Ω) denota o número

ρ(Ω′) = min∫
Ω′ |u|2=1

(∫∫
Ω′×Ω′

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Ω′
|u|2dx

)
. (2.1)

A não linearidade de f : R −→ R satisfaz as seguintes condições

(f1) A aplicação t 7→ f(t)

t
é crescente

(f2) f tem crescimento subcŕıtico no infinito, isto é,

lim
t→∞

f(t)

|t|γ−1
< +∞

com 2 ≤ γ < min{2∗s, 2α1 + 2}, onde 2∗s é o expoente cŕıtico fracionário dado por

2∗s =
2N

N − 2s

(f3) lim
t→0

f(t)

t
= 0

(f4) Existem 2 ≤ ϑ < 2α2 + 2, e t0, C2 > 0 tal que

f(t) ≥ C2t
ϑ−1

para todo 0 ≤ t ≤ t0.
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Como buscamos soluções positivas, vamos impor ao longo da dissertação que, f(t) = 0

se t ≤ 0.

Observe que, a partir das condições (f2) e (f3), para qualquer ε > 0 dado, existe C1 > 0

de modo que,

|f(t)| ≤ ε

2
|t|+ C1|t|γ−1, ∀ t ∈ R (2.2)

Estabelecidas as condições acima enunciamos o teorema central deste capitulo:

Teorema 2.1. Suponha verdadeira as hipóteses (f1) − (f4) para f, o termo não local M

satisfaz (M1) e a função a(x) verifica (a1) e (a2). Então para o subconjunto fixo não vazio

ΩΥ, existe λ
∗ > 0 tal que para todo λ > λ∗ o problema (Pλ) tem uma solução com energia

mı́nima. Além disso, para qualquer sequência (λn) com λn → ∞, podemos extrair uma

subsequência (λni
) tal que (uλni

) converge fortemente em Hs(RN) para u de modo que, u = 0

fora de ΩΥ e u ∈ ΩΥ é uma solução do problema

(P )Υ,∞

 M
(
|u|2X(ΩΥ) + |u|2L2(ΩΥ)

)
((−∆)su+ u) = c̄u+ f(u) em ΩΥ

u > 0, em ΩΥ, u ∈ X(ΩΥ)

onde

||u||2X(ΩΥ) =

∫∫
ΩΥ×ΩΥ

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

2.2 Estrutura Variacional

Nesta seção, apresentamos o espaço/ambiente no qual o nosso estudo se desenvolverá, e

além disso, vamos definir o funcional energia associado ao problema (Pλ).

Considere o espaço fracionário de Sobolev definido como

Hs(RN) := {u ∈ L2(RN); [u]s <∞}

onde [·]s é a semi-norma de Gagliardo com p = 2. Este espaço é um espaço de Hilbert com
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a norma

|| · ||Hs(RN ) =
(
| · |2L2(RN ) + [·]2s

) 1
2
.

Em problemas eĺıpticos que envolvem o laplaciano fracionário em um domı́nio Ω, a

condição de Dirichlet pede que a solução seja nula em RN \ Ω. Desta forma, definimos

o espaço

X(Ω) := {u ∈ Hs(RN);u = 0 q.t.p em RN \ Ω}

este é um espaço de Hilbert com o produto interno

⟨u, v⟩X(Ω) :=

∫∫
Ω×Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

que induz a norma

||u||X(Ω) = [u]s =

(∫∫
Ω2

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

. (2.3)

Observação 2.2.1. Para N > 2s, s ∈ (0, 1) e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, vale as imersões

compacta Hs(Ω) ↪→ Lp(Ω) para 1 ≤ p < 2∗s e continua Hs(RN) ↪→ Lp(RN) para 2 ≤ p ≤ 2∗s,

onde 2∗s é o expoente cŕıtico fracionário de Sobolev definido na seção anterior . Daqui por

diante, vamos assumir que s ∈ (0, 1) e N > 2s.

Definamos agora o seguinte espaço linear

Eλ =

{
u ∈ Hs(RN);

∫
RN

a(x)|u|2dx < +∞
}

munido com o produto interno

⟨u, v⟩λ =

∫∫
R2N

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x) + 1)uvdx.

A norma induzida por esse produto interno denotaremos por || · ||λ e é dado por

||u||λ =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

V (x)u2dx

) 1
2

.

Mostramos na proposição A.1 que Eλ munido com o produto interno acima é um espaço

25



de Hilbert, além disso, as normas || · ||λ e || · ||Hs(RN ) são equivalentes. De fato, sendo λ > 0

e a(x) ≥ 0, então

λa(x) + 1 ≥ 1 =⇒ (λa(x) + 1)u2 ≥ u2

assim ∫
RN

V (x)u2dx ≥
∫
RN

u2dx

logo,

||u||Hs(RN ) =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

u2dx

) 1
2

≤
(∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

V (x)u2dx

) 1
2

= ||u||λ.

Por outro lado, temos

||u||λ =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

V (x)u2dx

) 1
2

=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

(λa(x)u2 + u2)dx

) 1
2

=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

λa(x)u2dx+

∫
RN

u2dx

) 1
2

.

Como

∫
RN

a(x)u2dx < +∞ então, existe k > 0, tal que

∫
RN

a(x)u2dx < k, logo

∫
RN

λa(x)u2dx < K.

Assim,
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||u||λ ≤
(∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +K +

∫
RN

|u|2dx
) 1

2

≤
(∫∫

R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +K

∫
RN

|u|2dx+
∫
RN

|u|2dx
) 1

2

=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + (K + 1)

∫
RN

|u|2dx
) 1

2

≤
(
(K + 1)

∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy + (K + 1)

∫
RN

|u|2dx
) 1

2

≤
(
(K + 1)

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

|u|2dx
)) 1

2

≤ (K + 1)
1
2

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

|u|2dx
) 1

2

= (K + 1)
1
2 ||u||Hs(RN )

o que mostra a equivalência das normas. Logo, podemos usar os resultados de imersão para

o espaço Eλ definido acima.

Lembre que uma solução fraca de (Pλ) é uma função u ∈ Eλ tal que

M(||u||2λ) ⟨u, v⟩λ = c̄

∫
RN

uvdx+

∫
RN

f(u)vdx

para todo v ∈ Eλ. Definimos então o funcional Jλ : Eλ −→ R associado ao problema (Pλ)

dado por

Jλ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u2dx−
∫
RN

F (u)dx

onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e F (u) =

∫ u

0

f(τ)dτ . O funcional acima é de classe C1(Eλ,R), ver

Proposição B.2, no Apêndice B, e

J ′
λ(u)v =M(||u||2λ) ⟨u, v⟩λ − c̄

∫
RN

uvdx−
∫
RN

f(u)vdx.

Observe que os pontos cŕıticos do funcional Jλ são exatamente as soluções de (Pλ).
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2.3 Funcional Auxiliar para o problema (Pλ)

Para mostrar que o problema (Pλ) possui uma solução ground state (com energia mı́nima),

precisamos garantir a existência desse ponto de mı́nimo, no entanto, pelo fato de estamos

trabalhando em um domı́nio ilimitado, perdemos a condição de compacidade para o funcional

energia e isso cria uma série de dificuldades. Para contornar esse problema, vamos adaptar

um argumento de truncamento utilizado por Del Pino e Felmer em [19] e usar a metodologia

utilizada por Alves e Figueiredo em [3] onde eles trabalham com um problema subcŕıtico no

RN envolvendo o operador Laplaciano tradicional e depois recuperam a solução.

Veja que da condição (f2), (f3) e (f4),

lim
t→0

f(t)

t
= 0 e lim

t→∞

f(t)

t
= +∞,

e da condição (f1) a função f é monótona, logo para cada 0 < σ fixado existe um único ξ,

tal que
f(ξ)

ξ
= σ.

Definindo a função truncada f̃ : R −→ R por

f̃(t) =

 f(t), t ≤ ξ

σt, t ≥ ξ.

Por (f1), ∀ t > 0,

|f̃(t)| ≤ σt. (2.4)

Sendo ΩΥ ⊂ RN defina a aplicação h̃ : ΩΥ × R −→ R dada por

h̃(x, t) = χΥ(x)f(t) + (1− χΥ(x))f̃(t)

para todo (x, t) ∈ ΩΥ × R, onde χΥ é a função caracteŕıstica em ΩΥ, i.é

χΥ(x) =

 1 se x ∈ ΩΥ

0, se x /∈ ΩΥ.
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Defina o funcional J̃λ : Eλ −→ R tal que

J̃λ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u2dx−
∫
RN

F̃ (u)dx

onde F̃ (s) =

∫ s

0

h̃(x, t)dt.

De modo análogo ao funcional Jλ é posśıvel mostrar que J̃λ ∈ C1(Eλ,R). Além disso,

temos que se u0 é ponto cŕıtico de J̃λ com u0 ≤ ξ para todo x ∈ RN\ΩΥ, então u0 é ponto

cŕıtico de Jλ e consequentemente solução do problema (Pλ). De fato, supondo que u0 seja

seja ponto critico do funcional auxilar com u0 ≤ ξ e x ∈ RN\ΩΥ, então a função

h̃(x, u0) = f̃(u0) = f(u0).

Assim, ∫ u0

0

h̃(x, t)dt =

∫ u0

0

f(t)dt

o que implica

F̃ (u0) = F (u0),

e portanto

J̃λ(u0) =
1

2
M̂(||u0||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u20dx−
∫
RN

F̃ (u0)dx

=
1

2
M̂(||u0||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u20dx−
∫
RN

F (u0)dx

= Jλ(u0).

Devido o truncamento feito na não linearidade da f , é de se esperar que o funcional

auxiliar satisfaça a condição de Palais-Smale. Contudo, sendo RN ilimitado precisamos

garantir que sequências (PS) em RN sejam limitadas. Diante disso, vamos mostrar que J̃λ

é coercivo. Antes porém, enunciaremos e seguinte lema;

Lema 2.1. Considere (un) ∈ Hs(RN) uma sequência limitada neste espaço e ϕ ∈ C∞
0 (RN)

com 0 ≤ ϕ ≤ 1 tal que ϕ = 0 em BR
2
(0) e ϕ = 1 fora de BR(0) além disso, | ▽ ϕ| ≤ C

R
. Se
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ϕR(x) = ϕ
( x
R

)
então,

lim
R→∞

lim sup
n−→∞

∫∫
R2N

|un(x)|2
|ϕR(x)− ϕR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Demonstração: Ver Lema 2.2 em [6].

Proposição 2.1. O funcional auxiliar J̃λ é coercivo, isto é, J̃λ → +∞ quando ||u||λ → +∞.

Demonstração: De fato, considere o funcional auxiliar

J̃λ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u2dx−
∫
RN

F̃ (u)dx

pela condição de crescimento (M1) e para u restrito a RN \ ΩΥ, temos

J̃λ(u) ≥ 1

2

∫ ||u||2λ

0

[m0 + b0s
α1 ] ds− c̄

2

∫
RN\ΩΥ

u2dx−
∫
RN\ΩΥ

F̃ (u)dx

≥ 1

2

[
m0||u||2λ +

b0
α1 + 1

||u||2(α1+1)
λ

]
− c̄

2

∫
RN\ΩΥ

u2dx−
∫
RN\ΩΥ

∫ u

0

f̃(τ)dτdx

usando (2.4), temos

J̃λ(u) ≥ m0

2
||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − c̄

2

∫
RN\ΩΥ

u2dx−
∫
RN\ΩΥ

σ

2
u2dx

≥ m0

2
||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − c̄

2

∫
RN\ΩΥ

u2dx− σ

2

∫
RN\ΩΥ

u2dx

≥ m0

2
||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − c̄

2
||u||2L2(RN\ΩΥ) −

σ

2
||u||2L2(RN\ΩΥ).

Como, ||u||2L2(RN\Ω) ≤ ||u||2L2(RN ) e pela imersão cont́ınua Eλ ↪→ L2(RN), existe c∗ > 0 tal

que

||u||2L2(RN\ΩΥ) ≤ c2∗||u||2λ
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e fazendo c = c2∗, obtém-se

J̃λ(u) ≥ m0

2
||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − c̄c

2
||u||2λ −

σc

2
||u||2λ

=
b0

2(α1 + 1)
||u||2(α1+1)

λ + ||u||2λ
(m0

2
− c̄c

2
− σc

2

)
.

Descartando o termo positivo
m0

2
e chamando C1 =

c̄c+ σc

2
, segue que

J̃λ(u) ≥
b0

2(α1 + 1)
||u||2(α1+1)

λ − C1||u||2λ. (2.5)

Fazendo a restrição de u a ΩΥ teremos inicialmente que h̃ = f(t). Logo,

F̃ (u) = F (u) =⇒
∫ u

0

h̃(x, s)ds =

∫ u

0

f(s)ds

e da condição (M1) obtemos

J̃λ(u) ≥
1

2

∫ ||u||2λ

0

(m0 + b0s
α1) ds− c̄

2

∫
ΩΥ

|u|2dx−
∫
ΩΥ

∫ u

0

f(s)dsdx. (2.6)

Agora, veja que

1

2

∫ ||u||2λ

0

(m0 + b0s
α1) ds =

1

2
m0||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ . (2.7)

Usando a imersão de Eλ em Lγ(Ω) onde 2 ≤ γ < min(2∗s, 2(α1 + 1)), existe um c′ > 0

tal que

c̄

2

∫
ΩΥ

|u|2dx ≤ c̄

2

∫
RN

|u|2dx =
c̄

2
||u||2λ ≤ c̄

2
c′||u||2λ. (2.8)

Da condição (f2) existe uma constante positiva a1 tal que

f(t) ≤ a1|t|γ−1,
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assim, ∫ u

0

f(s)ds ≤ a1
γ
|u|γ,

de onde vem que

∫
ΩΥ

∫ u

0

f(s)dsdx ≤
∫
ΩΥ

a1
γ
|u|γdx =

a1
γ
||u||γLγ(ΩΥ) ≤

a1
γ
||u||γ

Lγ(RN )

e novamente da imersão, existe um c1 > 0 tal que

∫
ΩΥ

∫ u

0

f(s)dsdx ≤ a1c1
γ

||u||γλ. (2.9)

Agora usando (2.7), (2.8) e (2.9) em (2.6) segue que

J̃λ(u) ≥ m0

2
||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − c̄

2
c′||u||2λ −

a1c1
γ

||u||γλ

=
b0

2(α1 + 1)
||u||2(α1+1)

λ + ||u||2λ
(
m0

2
− c̄c′

2

)
− a1c1

γ
||u||γλ

descartando o termo positivo
m0

2
e chamando C2 =

c̄c′

2
e C3 =

a1c1
γ

, temos

J̃λ(u) ≥
b0

2(α1 + 1)
||u||2(α1+1)

λ − C2||u||2λ − C3||u||γλ (2.10)

Sendo RN = (RN \ ΩΥ) ∪ ΩΥ somando (2.5) com (2.10) tem-se

J̃λ(u) ≥ b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − C1||u||2λ +

b0
2(α1 + 1)

||u||2(α1+1)
λ − C2||u||2λ − C3||u||γλ

=
b0

α1 + 1
||u||2(α1+1)

λ − (C1 + C2)||u||2λ − C3||u||γλ.

Uma vez que, 2 ≤ γ, podemos estimar

J̃λ(u) ≥ b0
α1 + 1

||u||2(α1+1)
λ − (C1 + C2)||u||γλ − C3||u||γλ

=
b0

α1 + 1
||u||2(α1+1)

λ − C||u||γλ.

Como γ < 2(α1+1), então J̃λ(u) → +∞ em RN , quando ||u||λ → +∞. Portanto, o funcional
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auxiliar J̃λ é coercivo.

Lema 2.2. Seja (un) uma sequência (PS) para J̃λ, então para cada ε > 0 dado, existe um

R > 0 tal que

lim
n→∞

(∫∫
(RN\BR(0))2

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2ndx

)
< ε

Demonstração: Dado ε > 0 fixe R > 0. Considere a função cut-off ηR : RN −→ R dado

por

ηR(x) =

 0 se x ∈ BR
2
(0)

1, se x ∈ RN \BR(0)

com 0 ≤ ηR ≤ 1, |∇ηR| ≤
C

R
e ΩΥ ⊂ BR

2
(0).

Como J̃λ é coercivo e (un) é uma sequência Palais-Smale, então (un) é limitada em Eλ.

De fato, suponha que (un) não seja limitado, então existe M > 0 tal que ||un||λ ≥ M para

todo n ∈ N. Sendo J̃λ coercivo, então J̃λ → +∞ quando n → +∞ o que é um absurdo,

pois J̃λ(un) → cλ. Isso, mostra a limitação de (un) em Eλ. Logo, existe K > 0, tal que

||un||λ ≤ K para todo n ∈ N. Como 0 ≤ ηR ≤ 1, então

||ηRun||λ ≤ ||ηR||λ||un||λ ≤ ||un||λ ≤ K

para todo n ∈ N, ou seja (ηRun) é limitada em Eλ. Observe que,

J̃ ′
λ(un)ηRun =M(||un||2λ) ⟨un, ηRun⟩λ − c̄

∫
RN

unηRundx−
∫
RN

h̃(un)ηRundx

M(||un||2λ) ⟨un, ηRun⟩λ = c̄

∫
RN

u2nηRdx−
∫
RN

h̃(un)ηRundx+ J̃ ′
λ(un)ηRun.

Como ΩΥ ⊂ BR
2
(0) e ηR = 0 em BR

2
(0), então podemos escrever

M(||un||2λ) ⟨un, ηRun⟩λ = c̄

∫
RN\ΩΥ

u2nηRdx+

∫
RN\ΩΥ

h̃(un)ηRundx+ J̃ ′
λ(un)ηRun
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M(||un||2λ) ⟨un, ηRun⟩λ = c̄

∫
RN\ΩΥ

u2nηRdx+

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx+ J̃ ′
λ(un)ηRun

expandindo o produto interno, temos

M(||un||2λ)
∫∫

(RN\ΩΥ)2

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x)− ηR(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy+ (2.11)

M(||un||2λ)
∫
RN\ΩΥ

(λa(x) + 1)unηRundx = J̃ ′
λ(un)ηRun + c̄

∫
RN\ΩΥ

u2nηRdx

+

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx.

Agora observe que,∫∫
(RN\ΩΥ)2

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x)− ηR(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫∫
(RN\ΩΥ)2

(un(x)− un(y))(ηR(x)un(x) + ηR(x)un(y)− ηR(x)un(y)− ηR(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫∫
(RN\ΩΥ)2

(un(x)− un(y))[ηR(x)(un(x)− un(y)) + un(y)(ηR(x)− ηR(y))]

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫∫
(RN\ΩΥ)2

ηR(x)[(un(x)− un(y))
2 + un(y)(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))]

|x− y|N+2s
dxdy

=

∫∫
(RN\ΩΥ)2

ηR(x)
(un(x)− un(y))

2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫∫
(RN\ΩΥ)2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy.

Substituindo em (2.11), obtemos

M(||un||2λ)
(∫∫

(RN\ΩΥ)2
ηR(x)

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\ΩΥ

(λa(x) + 1)ηRu
2
ndx

)
= J̃ ′

λ(un)ηRun −M(||un||2λ)
∫∫

(RN\ΩΥ)2
un(y)

(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
RN\ΩΥ

c̄u2nηRdx+

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx. (2.12)
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Afirmamos que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫∫
(RN\BR(0))2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Com efeito, pela desigualdade de Hölder com expoente 2, temos

∫∫
(RN\BR(0))2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy

≤
(∫∫

(RN\ΩΥ)2

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s

) 1
2
(∫∫

(RN\ΩΥ)2
|un(y)|2

|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

≤
(∫∫

(RN\ΩΥ)2

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
+

∫
RN\ΩΥ

V (x)|un|2dx
) 1

2

(∫∫
(RN\ΩΥ)2

|un(y)|2
|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

= ||un||λ
(∫∫

(RN\ΩΥ)2
|un(y)|2

|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

) 1
2

≤ ||un||2λ
∫∫

(RN\ΩΥ)2
|un(y)|2

|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxd

≤ k

∫∫
(RN\ΩΥ)2

|un(y)|2
|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy.

Como k > 0 e sendo (un) ∈ Eλ(RN) temos, em particular, que (un) ∈ Hs(RN) além disso,

un é limitada em Hs(RN) para cada n ∈ N. Pelo Lema (2.1), temos

k lim
R→∞

lim
n→∞

∫∫
(RN\ΩΥ)2

|un(y)|2
|ηR(x)− ηR(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy = 0

de onde conclui-se que

lim
R→∞

lim
n→∞

∫∫
(RN\BR(0))2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy = 0.

Logo, podemos considerar sem perda de generalidade que

∫∫
(RN\BR(0))2

un(y)
(un(x)− un(y))(ηR(x)− ηR(y))

|x− y|N+2s
dxdy <

C

R
.

35



Assim, de (2.12) temos

M(||un||2λ)
(∫∫

(RN\ΩΥ)2
ηR(x)

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\ΩΥ

(λa(x) + 1)ηRu
2
ndx

)
=

J̃ ′
λ(un)ηRun −M(||un||2λ)

C

R
+

∫
RN\ΩΥ

c̄u2nηRdx+

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx.

Pela propriedade (M1)

M(||un||2λ)
(∫∫

(RN\ΩΥ)2
ηR(x)

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\ΩΥ

(λa(x) + 1)ηRu
2
ndx

)
≤ J̃ ′

λ(un)ηRun −m0
C

R
+

∫
RN\ΩΥ

c̄u2nηRdx+

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx. (2.13)

Designando

L =

(∫∫
(RN\BR(0))2

ηR
(un(x)− un(y))

2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)ηRu
2
ndx

)
.

De (2.4), temos

f̃(un) ≤ |f̃(un)| ≤ σun,

logo

∫
RN\ΩΥ

f̃(un)ηRundx ≤
∫
RN\ΩΥ

σηRu
2
ndx ≤ σ

∫
RN\ΩΥ

ηRu
2
n ≤ σL. (2.14)

Além disso,

c̄

∫
RN\ΩΥ

ηRu
2
n ≤ c̄L. (2.15)

Assim, de (2.14) e (2.15) em (2.13), obtemos

M(||un||2λ)L ≤ J̃ ′
λ(un)ηRun −m0

C

R
+ σL+ c̄L

≤ J̃ ′
λ(un)ηRun −m0

C

R
+ (σ + c̄)L.
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Da condição (M1), temos

m0L ≤M(||un||2λ)L ≤ J̃ ′
λ(un)ηRun −m0

C

R
+ (σ + c̄)L,

que implica

L(m0 − (σ + c̄)) ≤ J̃ ′
λ(un)ηRun −m0

C

R
.

Sendo m0 e
C

R
positivos

L ≤
(

1

m0 − (σ + c̄)

)
(J̃ ′

λ(un)ηRun +m0
C

R
).

Como (un) uma sequência (PS), então J̃ ′
λ(un)un → 0 quando n → ∞, assim tomando o

limite da desigualdade acima com n→ +∞, temos

lim
n→+∞

L ≤ m0C

(m0 − (σ + c̄))R
.

Como, ηR = 1 em RN\BR(0)) escolhendoR suficientemente grande tal que
m0C

(m0 − (σ + c̄))R
<

ε conclui-se

lim
n→+∞

(∫∫
(RN\BR(0))2

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2ndx

)
< ε.

■

Proposição 2.2. Nas mesmas condições do Teorema 2.1, o funcional J̃λ satisfaz a condição

Palais-Smale.

Demonstração: Seja (un) ∈ Eλ uma sequência Palais-Smale logo, existe c ∈ R tal que

J̃λ → c e J̃ ′
λ → 0. Vamos mostrar que (un) admite uma subsequência que converge forte em

Eλ. Pela Proposição 2.1 (un) é limitada em Eλ. Sendo Eλ um espaço de Hilbert, então Eλ

é Banach reflexivo e como (un) é limitada neste espaço, então pelo Corolário 3.18 em [15]

existe u ∈ Eλ tal que

un ⇀ u em Eλ.
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Da imersão compacta Eλ ↪→ Lp(BR(0)) e por Vainberg, temos
un → u em Lp(BR(0))

un → u q.t.p em BR(0)

|un(x)| ≤ g, q.t.p em BR(0) com g ∈ Lp(BR(0)) e p ∈ [1, 2∗s).

(2.16)

Note que

M(||un||2λ) ⟨un, un − u⟩λ = J̃ ′
λ(un)(un − u) + c̄

∫
RN

un(un − u)dx+

∫
RN

h̃(un)(un − u)dx.

Como (un) é uma sequência Palais-Smale e (un − u) é limitada em Eλ, então

M(||un||2λ) ⟨un, un − u⟩λ = on(1) + c̄

∫
RN

un(un − u)dx+

∫
RN

h̃(x, un)(un − u)dx (2.17)

Primeiro vamos mostrar que

∫
RN

h̃(x, x, un)(un − u)dx→ 0

quando n→ ∞. Observe que,

∫
RN

h̃(x, un)(un − u)dx =

∫
RN\BR(0)

h̃(x, un)(un − u)dx+

∫
BR(0)

h̃(x, un)(un − u)dx

=

∫
RN\BR(0)

f̃(un)(un − u)dx+

∫
BR(0)\ΩΥ

f̃(un)(un − u)dx

+

∫
ΩΥ

f(un)(un − u)dx.

Da condição (2.2), temos

|f(un)(un − u)| ≤
(ε
2
|un|+ C1 |un|γ−1

)
|un − u|

=
ε

2
|u2n − unu|+ C1|uγn − uγ−1

n u|

≤ ε

2
|u2n + unu|+ C1|uγn + uγ−1

n u|

≤ ε

2

(
|un|| + |un||u|

)
+ C1(|un|γ + |un|γ−1|u|)

≤ ε

2

(
|g|2 + |g||u|

)
+ C1(|g|γ + |g|γ−1|u|),
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onde 2 ≤ γ < min{2∗s, 2α1 + 2}. Usando a desigualdade de Hölder com expoentes
γ

γ − 1
e γ

e com expoentes 2 tem-se que gγ−1|u| ∈ L1(ΩΥ) e |g||u| ∈ L1(ΩΥ) respectivamente e como

g ∈ Lγ(ΩΥ), então g
γ ∈ L1(ΩΥ) além disso, |g|2 ∈ L1(Ω), onde ΩΥ ⊂ BR(0). Dai, temos

ε

2

(
|g|2 + |g||u|

)
+ C1(|g|γ + |g|γ−1|u|) ∈ L1(ΩΥ).

Logo, aplicando o teorema da convergência dominada de Lebesgue, segue que

∫
ΩΥ

f(un)(un − u)dx→ 0, (2.18)

quando n → +∞. Da condição (2.4), da imersão compacta e do teorema da convergência

dominada, mostra-se

∫
BR(0)\ΩΥ

f̃(un)(un − u)dx→ 0. (2.19)

quando n→ +∞.

A seguir analisaremos a expressão

∫
f̃(un)(un − u)dx

em RN \BR(0). Da condição (2.4), por Hölder com expoente conjugados p e q =
p

p− 1
e da

imersão cont́ınua, temos

∫
(RN\BR(0))

f̃(un)(un − u)dx ≤
∫
(RN\BR(0))

|f̃(un)(un − u)|dx

=

∫
(RN\BR(0))

|f̃(un)un − f̃(un)u|dx

≤
∫
(RN\BR(0))

|f̃(un)||un|dx+
∫
(RN\BR(0))

|f̃(un)||u|dx

≤ σ

∫
(RN\BR(0))

|un|2dx+ σ

∫
(RN\BR(0))

|unu|dx

≤ c2||un||2Eλ(RN\BR(0)) + c3||un||Eλ(RN\BR(0))||u||Lq(RN\BR(0))).
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Uma vez que, ||u||Lq(RN\BR(0))) é um constante, segue do Lema 2.2 que

c2||un||2Eλ(RN\BR(0)) + c3||un||Eλ(RN\BR(0))||u||Lq(RN\BR(0))) → 0.

logo,

lim
n→+∞

∫
(RN\BR(0))

f̃(un)(un − u)dx = 0. (2.20)

Portanto, de (2.18), (2.19) e (2.20) tem-se que

∫
RN

h̃(un)(un − u)dx→ 0, (2.21)

quando n→ ∞.

Note que

c̄

∫
RN

un(un − u)dx = c̄

∫
RN\BR(0)

un(un − u)dx+ c̄

∫
BR(0)

un(un − u)dx.

Por 2.16

|u2n − unu| ≤ |un||un − u|

≤ |un||un + u|

≤ |un|(|un|+ |u|)

≤ |un|2 + |un||u|

≤ g21 + g1|u|.

Temos g1 e |u| pertencem a Lp(BR(0)) então pela desigualdade de Hölder com expoentes

conjugados p e q, tem-se que g1|u| ∈ L1(BR(0)), assim como g21 ∈ L1(BR(0)) o que implica

g21 + g1|u| ∈ L1(BR(0)). Logo, pelo teorema da convergência dominada, segue que

lim
n→∞

∫
BR(0)

|u2n − unu|dx =

∫
BR(0)

|u2 − u2|dx = 0.
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Assim,

c̄

∫
BR(0)

un(un − u)dx→ 0 (2.22)

quando n→ ∞. Usando a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua∣∣∣∣∫
RN\BR(0)

(u2n − unu)dx

∣∣∣∣ ≤
∫
RN\BR(0)

|u2n − unu|dx

≤
∫
RN\BR(0)

|u2n + unu|dx

≤
∫
RN\BR(0)

|un|2dx+
∫
RN\BR(0)

|unu|dx

≤ c4||un||2Eλ(RN\BR(0)) + c5||un||Eλ(RN\BR(0))||u||Lq(RN\BR(0))).

Pelo Lema 2.2, segue que

lim
n→+∞

c̄

∫
RN\BR(0)

un(un − u)dx = 0. (2.23)

Por (2.22) e (2.23), temos

lim
n→+∞

c̄

∫
RN

un(un − u)dx = 0. (2.24)

De (2.17), (2.21) e (2.24), obtemos que

M(||un||2λ) ⟨un, un − u⟩λ → 0

quando n→ ∞. Da hipótese (M1),

m0 ⟨un, un − u⟩λ ≤M(||un||2λ) ⟨un, un − u⟩λ → 0,

e sendo m0 uma constante positiva, segue que

⟨un, un − u⟩λ → 0

41



quando n→ ∞. Desta forma,

⟨un, un⟩λ − ⟨un, u⟩λ = ||un||2λ − ⟨un, u⟩λ .

Logo,

lim
n→∞

(
||un||2λ − ⟨un, u⟩λ

)
= 0. (2.25)

Como consequência da convergência un ⇀ u em Eλ, temos

||u||λ ≤ lim inf ||un||λ,

e obtemos

||u||2λ ≤ lim inf ||un||2λ ≤ lim
n→∞

||un||2λ.

Como

||un − u||2λ = ||un||2λ − 2 ⟨un, u⟩λ + ||u||2λ

tomando o limite quando n→ ∞, e utilizando a desigualdade anterior, temos, de (2.25)

lim
n−→∞

(||un||2λ − 2 ⟨un, u⟩λ + ||u||2λ) = lim
n−→∞

||un||2λ − 2 lim
n−→∞

⟨un, u⟩λ + ||u||2λ

≤ lim
n−→∞

||un||2λ − 2 lim
n−→∞

⟨un, u⟩λ + lim
n−→∞

||un||2λ

= 2 lim
n−→∞

(||un||2λ − ⟨un, u⟩λ)

= 0,

de onde, segue que

||un − u||2λ → 0,

ou seja, un → u em Eλ. Portanto, o funcional J̃λ satisfaz a condição de Palais-Smale.

■

Em seguida mostraremos que o funcional J̃λ assume um mı́nimo em Eλ e que esse mı́nimo
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é ponto cŕıtico.

Proposição 2.3. Nas mesmas condições do Teorema 2.1, para todo λ > 0, existe um ponto

cŕıtico u0 de J̃λ tal que

J̃λ(u0) = inf
u∈Eλ

J̃λ(u).

Demonstração: Ja sabemos que J̃λ é coercivo e portanto é limitado inferiormente em Eλ.

Logo, existe um cλ tal que

cλ = inf
u∈Eλ

J̃λ(u)

dessa forma, existe uma sequência minimizante (un) ∈ Eλ tal que J̃λ(un) → cλ. Desde que o

funcional é coercivo, (un) é uma sequência limitada em Eλ. Logo, un ⇀ u em Eλ. Como

J̃λ satisfaz a condição de Palais-Smale, então, a menos de subsequência, temos que

un → u em Eλ

e pela imersão cont́ınua, temos que

un → u em Lp(RN)

com 2 ≤ p ≤ 2∗s. Pelo teorema de Vainberg existe g2 ∈ Lp(RN) tal que

un → u q.t.p em RN

e

|un(x)| ≤ g2(x) q.t.p em RN .

Logo,

u2n → u2 q.t.p em RN

e

|un(x)|2 ≤ g22(x) ≤ gp2(x) q.t.p em RN .

Como g2 ∈ Lp(RN), então gp2 ∈ Lp(RN) e assim, pelo teorema da convergência dominada de
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Lebesgue, segue

∫
RN

u2ndx→
∫
RN

u2dx. (2.26)

Note que podemos escrever

∫
RN

F̃ (un)dx =

∫
RN\ΩΥ

F̃ (un)dxdx+

∫
ΩΥ

F̃ (un)dxdx.

Observando que, em RN \ ΩΥ, tem-se

F̃ (un) =

∫ un

0

f̃(t)dt

e em ΩΥ

F̃ (un) =

∫ un

0

f(t)dt.

Então da convergência un → u em Lp(RN \ ΩΥ) e por Vainberg, existe ḡ ∈ Lp(RN \ ΩΥ) e

uma subsequência, que ainda denotaremos por un, tal que

un → u q.t.p em RN \ ΩΥ,

além disso,

|un(x)| ≤ ḡ(x) q.t.p em RN \ ΩΥ.

Da continuidade da integral

F̃ (un) → F̃ (u) q.t.p em RN \ ΩΥ,

e da condição (1.7), temos

F̃ (un) =

∫ un

0

f̃(t)dt ≤
∫ un

0

σtdt ≤ σ

2
u2n ≤ σ

2
|un|2 =

σ

2
ḡ2 ≤ σ

2
ḡp.

Como ḡ ∈ Lp(RN \ ΩΥ), então ḡ
p ∈ L1(RN \ ΩΥ). Assim, pelo teorema da convergência

dominada, tem-se ∫
RN\ΩΥ

F̃ (un)dx→
∫
RN\ΩΥ

F̃ (u)dx.
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Da imersão compacta Eλ ↪→ Lγ(ΩΥ), com 2 ≤ γ < min{2∗s, 2α2 + 2}, temos un → u em

Lγ(ΩΥ). Usando o mesmo argumento anterior, existe uma g3 ∈ Lγ(ΩΥ) e juntamente com a

condição (f2), obtemos

F̃ (un) ≤
∫ g3

0

a2|t|γ−1dt =
a2
γ
gγ3 .

Uma vez que, g3 ∈ Lγ(ΩΥ) então |g3|γ ∈ L1(ΩΥ) e pelo teorema da convergência dominada,

tem-se ∫
ΩΥ

F̃ (un)dx→
∫
ΩΥ

F̃ (u)dx

e portanto,

∫
RN

F̃ (un)dx→
∫
RN

F̃ (u)dx (2.27)

Logo de (2.26), (2.27), da continuidade de M̂ e do fato de que a norma é fracamente

semicont́ınua inferiormente, estimamos

J̃λ(u) ≤ lim inf
n→∞

(
1

2
M̂(||un||2λ)−

c̄

2

∫
RN

u2ndx−
∫
RN

F̃ (un)dx

)
.

Portanto, temos que J̃λ é semicont́ınuo inferiormente e pelo teorema da minimização global,

ver teorema (A.4), existe uλ tal que J̃λ(uλ) = cλ e como J̃λ é de classe C1, então uλ é ponto

cŕıtico do funcional auxiliar. Agora precisamos garantir que uλ seja positivo e não trivial.

Primeiro mostraremos que uλ ̸= 0. De fato, tome φ ∈ C∞
0 (RN) \ {0} com suporte em

Ω′ ⊂ ΩΥ (para que não se tenha dependência do parâmetro λ, logo iremos omitir o ı́ndice

λ na simbologia ||.||λ) tal que ||φ||L2(ΩΥ) = 1 e ||φ|| = ρ(Ω′) com 2 ≤ γ < min(2∗s, 2α2 + 2).

Agora observe que

J̃λ(tφ) =
1

2
M̂(||tφ||2)− c̄

2

∫
RN

(tφ)2dx−
∫
RN

F̃ (tφ)dx (2.28)

com t > 0. Da condição (M1) temos

1

2
M̂(||tφ||2) ≤ 1

2

∫ ||tφ||2

0

M(s)ds ≤ 1

2

∫ ||tφ||2

0

(m1 + b1s
α2) ds ≤

∫ ||tφ||2

0

(m1 + b1s
α2) ds.
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Assim,

1

2
M̂(||tφ||2) ≤ m1||tφ||2 +

b1
α2 + 1

||tφ||2(α2+1)

≤ m1t
2||φ||2 + b1

α2 + 1
t2(α2+1)||φ||2(α+1).

Logo,

1

2
M̂(||tφ||2) ≤ m1t

2||φ||2 + b1t
2(α2+1)||φ||2(α2+1). (2.29)

Note que

c̄

2

∫
RN

(tφ)2dx =
c̄

2
t2
∫
RN

φ2dx =
c̄

2
t2
∫
RN

|φ2|dx =
c̄

2
t2||φ||2L2(RN ).

Como L2(RN) = L2(RN \ ΩΥ) ∪ L2(ΩΥ) então

||φ||2L2(RN ) = ||φ||2L2(RN\ΩΥ) + ||φ||2L2(ΩΥ) = ||φ||2L2(ΩΥ) = 1

de onde, segue que

c̄

2

∫
RN

(tφ)2dx =
c̄

2
t2. (2.30)

Agora observe que

∫
RN

F̃ (tφ)dx =

∫
RN\ΩΥ

F̃ (tφ)dx+

∫
ΩΥ

F̃ (tφ)dx. (2.31)

Da condição (f4), temos

f(s) ≥ C2|s|ϑ−1

com 2 ≤ ϑ < min(2∗s, 2α2 + 2). Assim, em ΩΥ, temos

F̃ (tφ) =

∫ tφ

0

f(s)ds ≥ C2

∫ tφ

0

|s|ϑ−1ds =
C2

ϑ
|tφ|ϑ =

C2t
ϑ

ϑ
|φ|ϑ.
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Integrando a desigualdade acima sobre ΩΥ, temos

∫
ΩΥ

F̃ (tφ)dx ≥ C2

ϑ
tϑ||φ||ϑLϑ(ΩΥ) (2.32)

Da condição 2.4, temos que f̃(s) ≤ σs e f̃(s) ≥ −σs. Assim, dessa primeira desigualdade,

temos

F̃ (tφ) =

∫ tφ

0

sds ≤
∫ tφ

0

σsds =
σ2

2
t2φ2 ≤ σ2

2
t2|φ|2.

Integrando a expressão acima, obtemos

∫
RN\ΩΥ

F̃ (tφ)dx ≤ σt2

2
||φ||2L2(RN\ΩΥ).

Como, o supp(φ) ⊂ Ω′ ⊂ ΩΥ, então∫
RN\ΩΥ

F̃ (tφ)dx ≤ 0. (2.33)

Por outro lado, da segunda desigualdade, e usando argumentos análogos ao anterior, esti-

mamos

∫
RN\ΩΥ

F̃ (tφ)dx ≥ 0. (2.34)

Assim, de (2.33) e (2.34 ), temos

∫
RN\ΩΥ

F̃ (tφ)dx = 0. (2.35)

De (2.32) e (2.35) em (2.31), temos

∫
RN

F̃ (tφ)dx ≥ C2

ϑ
tϑ||φ||ϑLϑ(ΩΥ). (2.36)
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Dessa forma, de (2.29), (2.30) e (2.36) em (2.28) segue que

J̃λ(tφ) ≤ m1t
2||φ||2 + b1t

2(α2+1)||φ||2(α2+1) − c̄

2
t2 − C2

ϑ
tϑ||φ||ϑLϑ(ΩΥ)

≤ m1t
2||φ||2 + b1t

2(α2+1)||φ||2(α2+1) − c̄

2
t2 − Ctϑ

da hipótese sobre m1 e b1, da escolha de φ, de (f4) e da condição m1 <
c̄

2(ρ(Ω′))2
, temos

para t suficientemente pequeno que J̃λ(tφ) < 0, logo

J̃λ(uλ) = inf
u∈Eλ

(J̃λ(u)) < 0

e assim uλ ̸= 0. Agora, para ver que uλ > 0, defina u+λ = max{uλ, 0} e u−λ = max{−uλ, 0}

assim

u−λ = u+λ − uλ

pelo fato de uλ ser ponto cŕıtico de J̃λ e usando u−λ como função teste, então

J̃ ′
λ(uλ)u

−
λ = 0

donde, segue que

M
(
||uλ||2λ

)
< uλ, u

−
λ >= c̄

∫
RN

uλu
−
λ dx+

∫
RN

h̃(x, uλ)u
−
λ dx.

Assim,

M
(
||uλ||2λ

)(∫∫
R2N

(uλ(x)− uλ(y))(u
−
λ (x)− u−λ (y))

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN

V (x)(u−λ )
2dx

)
= c̄

∫
RN

uλu
−
λ dx+

∫
RN

h̃(x, uλ)u
−
λ dx

como

[u−λ ]
2
Hs(RN ) =

∫∫
R2N

|u−λ (x)− u−λ (y)|2

|x− y|N+2s
dxdy ≤

∫∫
R2N

(uλ(x)− uλ(y))(u
−
λ (x)− u−λ (y))

|x− y|N+2s
dxdy
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temos, da igualdade anterior

M
(
||uλ||2λ

)(
[u−λ ]

2
Hs(RN ) +

∫
RN

V (x)(u−λ )
2dx

)
≤ c̄

∫
RN

uλu
−
λ dx+

∫
RN

h̃(x, uλ)u
−
λ dx

M
(
||uλ||2λ

)
||u−λ ||

2
λ ≤ c̄

∫
RN

uλu
−
λ dx+

∫
RN

h̃(x, uλ)u
−
λ dx (2.37)

Agora, observe que se u−λ = 0, o lado direito da expressão acima é igual a zero. Porém, se

u−λ = −uλ, então

−uλ = u+λ − uλ =⇒ u+λ = 0.

logo, uλ ≤ 0. Assim,

c̄

∫
RN

uλu
−
λ dx = −c̄

∫
RN

u2λdx = −c̄||uλ||2L2(RN ). (2.38)

Desde que f(t) = 0 se t ≤ 0, temos que

∫
ΩΥ

f(uλ)u
−
λ dx = 0. Utilizando a definição de h̃,

(2.4) e a argumentação anterior, temos

∫
RN

h̃(x, uλ)u
−
λ dx ≤

∫
ΩΥ

f(uλ)u
−
λ dx+ σ

∫
RN\ΩΥ

uλu
−
λ dx

= −σ
∫
RN\ΩΥ

u2λdx

= −σ||uλ||2L2(RN\ΩΥ). (2.39)

De (2.37), (2.38) e (2.39), segue que

M
(
||uλ||2λ

)
||u−λ ||

2
λ ≤ 0

da positividade de M , tem-se que

||u−λ ||
2
λ ≤ 0

logo, u−λ = 0. Portanto, conclui-se que uλ é solução positiva.

49



2.4 Existência de Solução para (Pλ)

Para provar a existência de solução para (Pλ), precisamos garantir que exista um λ∗ > 0

tal que os pontos cŕıticos uλ de J̃ ′
λ obtidos anteriormente são tais que se λ > λ∗, então

uλ(x) ≤ ξ para todo x ∈ RN \ ΩΥ. O lema a seguir nós dará informações de como a famı́lia

de pontos cŕıticos (uλ)λ>0 de J̃λ se comporta fora de ΩΥ quando λ→ +∞.

Lema 2.3. Com mesmas hipóteses do teorema 2.1, considerando {un = uλn} ⊂ Hs(RN)

uma sequência satisfazendo

J̃λn(un) → c e ||J̃ ′
λn(un)||E′

λ
→ 0

para alguma constante c ∈ R e tal que λn → +∞ quando n → ∞. Então, a menos de

subsequência, existe u ∈ Hs(RN) tal que un ⇀ u em Hs(RN) e vale que

(i) un → u em Hs(RN);

(ii) u = 0 em RN \ ΩΥ e u é solução do problema

(PΥ,∞)

 M([u]2ΩΥ
+ |u|2L2(ΩΥ))((∆)su+ u) = c̄u+ f(u)

u ∈ X(ΩΥ);

(iii) λn

∫
RN

a(x)|un|2 → 0;

(iv) J̃λn(un) →
1

2
M̂
(
[u]2ΩΥ

+ |u|2L2(ΩΥ)

)
− c̄

2

∫
ΩΥ

u2dx−
∫
ΩΥ

F (u)dx.

Demonstração: A prova dessa proposição e semelhante aos argumentos apresentados por

Alves e Figueiredo em [3]. Observe que, pelo fato de J̃ ′
λ ser coercivo, temos que {un}n∈N

é limitada em Eλ, para todo λ > 0 e como ||un||Hs(RN ) ≤ ||un||λ então, {un} é limitada

em Hs(RN). Como Hs(RN) é reflexivo, existe uma subsequência de {un}, denotada por ela

mesmo e u ∈ Hs(RN), tal que

un ⇀ u em Hs(RN)

e

un(x) → u(x) em q.t.p em RN .
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Agora, para cada m ∈ N considere o conjunto

Cm =

{
x ∈ RN ; a(x) ≥ 1

m

}

dessa forma,

RN \ ΩΥ =
+∞⋃
m=1

Cm.

Observe que

|un|2 =
λna(x) + 1

λna(x) + 1
|un|2. (2.40)

Como

a(x) ≥ 1

m
=⇒ λn

m
≤ λna(x)

=⇒ λn
m

+ 1 ≤ λna(x) + 1

=⇒ 1

λna(x) + 1
≤ m

λn +m
.

Multiplicando por (λna(x) + 1)|un|2 em ambos os membros, temos de (2.40)

λna(x) + 1

λna(x) + 1
|un|2 ≤

m

λn +m
(λna(x) + 1)|un|2

|un|2 ≤
m

λn +m
(λna(x) + 1)|un|2

aplicando a integral sobre Cm, temos

∫
Cm

|un|2dx ≤ m

λn +m

∫
Cm

(λna(x) + 1)|un|2dx

≤ m

λn +m

(∫∫
C2

m

|un(x)− un(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
Cm

(λna(x) + 1)|un|2dx
)

≤ m

λn +m
||un||2Eλn

.

Como (un) é limitada em Eλn , então existe c > 0 tal que

∫
Cm

|un|2dx ≤ mc

λn +m
.
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Pelo lema de Fatou, temos

0 ≤ lim
n→+∞

∫
Cm

|un|2dx =

∫
Cm

lim inf
n→∞

|un|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Cm

|un|2dx ≤ lim inf
n→∞

mc

λn +m
= 0.

Assim,

lim
n→+∞

∫
Cm

|un|2 = 0.

Por outro lado, da convergência anterior e do teorema da convergência dominada, temos

lim
n→+∞

∫
Cm

|un|2 =
∫
Cm

|u|2,

e segue da unicidade do limite que ∫
Cm

|u|2 = 0.

de onde, obtemos que u = 0 em Cm para todo m ∈ N e assim u = 0 em RN \ ΩΥ. Da

limitação de {un} em Eλ, temos que {un − u} é limitada e do limite J̃λn → 0, tem-se

M(||un||2) < un, un − u >λ= on(1) + c̄

∫
RN

un(un − u)dx−
∫
RN

h̃(un)(un − u)dx

pois, J̃ ′
λ(un)(un − u) → 0 quando n→ ∞. Observe que, como u = 0 em RN \ ΩΥ, temos

c̄

∫
RN

un(un − u)dx = c̄

∫
RN\ΩΥ

u2ndx+ c̄

∫
ΩΥ

u2n − unudx.

Da construção anterior,

lim
n→∞

c̄

∫
RN\ΩΥ

u2ndx ≤ lim
n→∞

c̄

∫
⋃

Cm

|un|2dx =

∫
⋃

Cm

|u|2dx = 0.

Agora, pela imersão compacta, do teorema de Vainberg e do teorema da convergência domi-

nada, segue que ∫
ΩΥ

c̄|u2n − unu|dx→
∫
ΩΥ

c̄|u2 − u2|dx = 0,

de onde conclúımos

c̄

∫
RN

un(un − u)dx→ 0

52



quando n→ ∞. Usando argumentos análogos, aos da proposição (2.2) mostra-se que

∫
RN

h̃(un)(un − u) → 0

quando n→ ∞. De onde, vem que

M(||un||2) < un, un − u >λn→ 0

quando n→ ∞. Usando novamente a argumentação da Proposição 2.2, prova-se

||un − u||λn → 0 (2.41)

quando n→ +∞. Como ||un − u||Hs(RN ) ≤ ||un − u||λn , segue que un → u em Hs(RN).

(ii) Pelo fato de, u ∈ Hs(RN) e u = 0 em RN \ΩΥ temos que u ∈ X(ΩΥ). Para φ ∈ C∞
0 (ΩΥ),

tem-se

J ′
λn
(un)φ =M(||un||2) < un, φ >X(ΩΥ) −c̄

∫
ΩΥ

unφdx−
∫
ΩΥ

f(un)φdx.

Como J ′
λn
(un)φ→ 0 quando n→ ∞ e da condição (i), segue que

M(||un||2) ⟨u, φ⟩X(ΩΥ) = c̄

∫
ΩΥ

uφdx+

∫
ΩΥ

f(u)φdx

=

∫
ΩΥ

(c̄u+ f(u))φdx,

e como C∞
0 (ΩΥ) é denso em Hs(ΩΥ) a equação acima implica

M(||u||2) ⟨u, φ⟩X(ΩΥ) =

∫
ΩΥ

(c̄u+ f(u))vdx

mostrando que u restrito a ΩΥ é uma solução fraca do problema não local

(P )Υ,∞

 M(|u|2X(ΩΥ) + |u|2L2(ΩΥ))((∆)su+ u) = c̄u+ f(u) em ΩΥ

u > 0, em ΩΥ, u ∈ X(ΩΥ).
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(iii) Observe que

λn

∫
RN

a(x)|u|2dx = λn

∫
RN\ΩΥ

a(x)|u|2dx+ λn

∫
ΩΥ

a(x)|u|2dx,

e como a(x) = 0 em ΩΥ e u(x) = 0 em RN \ ΩΥ, então

λn

∫
RN

a(x)|u|2dx = 0.

Logo, podemos escrever

λn

∫
RN

a(x)|un|2dx = λn

∫
RN

a(x)|un|2dx− 0

= λn

∫
RN

a(x)|un|2dx− λn

∫
RN

a(x)|u|2dx

= λn

∫
RN

[
a(x)(|un|2 − |u|2)

]
dx

≤ λn

∫
RN

a(x)|un − u|2dx

≤ λn

∫
RN

a(x)|un − u|2dx+
∫
RN

|un − u|2dx

=

∫
RN

(λna(x) + 1)|un − u|2dx

≤
∫∫

R2N

|(un(x)− u(x))− (un(y)− u(y))|2

|x− y|N+2s
dxdy

+

∫
RN

(λna(x) + 1)|un − u|2dx

= ||un − u||2λn
,

e da convergência de (2.41), conclúımos o resultado.

(iv) Observamos que

||un||2λn
= [un]

2
s +

∫
RN

(λna(x) + 1)|un|2dx

= [un]
2
s + λn

∫
RN

a(x)|un|2dx+
∫
RN

|un|2dx

= [un]
2
s + |un|2L2(RN ) + λn

∫
RN

a(x)|un|2dx

= ||un||2Hs(RN ) + λn

∫
RN

a(x)|un|2dx.
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Tomando o limite quando n→ +∞, temos por (i) e (iii) que

||un||2Hs(RN ) + λn

∫
RN

a(x)|un|2dx→ ||u||2Hs(RN ).

Pelo fato de u = 0 em RN \ ΩΥ, obtemos

||un||2λn
→ ||u||2Hs(ΩΥ) = [u]2ΩΥ

+ |u|2L2(ΩΥ),

de onde segue que

1

2
M̂
(
||un||2Hs(RN )

)
→ 1

2
M̂
(
[u]2ΩΥ

+ |u|2L2(ΩΥ)

)
(2.42)

quando n→ ∞. Agora veja que,

c̄

2

∫
RN

undx =
c̄

2

∫
RN\ΩΥ

undx+
c̄

2

∫
ΩΥ

u2ndx.

Usando a imersão cont́ınua Hs(RN) ↪→ Lp(RN) com p ∈ [2, 2∗s], o item (i) e o fato de u = 0

em RN \ ΩΥ mostra-se que
c̄

2

∫
RN\ΩΥ

u2ndx→ 0

quando n→ +∞. Usando novamente a imersão cont́ınua, o teorema de Vainberg e o teorema

da convergência dominada, prova-se que

∫
ΩΥ

u2ndx→
∫
ΩΥ

u2dx.

Das duas convergências acima, temos

c̄

2

∫
RN

u2ndx→ c̄

2

∫
ΩΥ

u2dx. (2.43)

Utilizando os mesmos argumentos da Proposição 2.3, obtemos

∫
RN

F̃ (un)dx −→
∫
RN

F̃ (u)dx. (2.44)

55



Como u = 0 em RN \ ΩΥ e

∫
RN

F̃ (u)dx =

∫
RN\ΩΥ

F̃ (u)dx+

∫
ΩΥ

F̃ (u)dx

=

∫
RN\ΩΥ

[∫ u

0

f̃(t)dt

]
dx+

∫
ΩΥ

[∫ u

0

f(t)dt

]
dx

= 0 +

∫
ΩΥ

F (u)dx

=

∫
ΩΥ

F (u)dx,

então, em 2.44, temos

∫
RN

F̃ (un)dx −→
∫
ΩΥ

F (u)dx (2.45)

Portando de (2.42), (2.43) e (2.45) conclui-se que

Jλn(un) −→
1

2
M̂
(
[u]2ΩΥ

+ |u|2L2(ΩΥ)

)
− c̄

2

∫
ΩΥ

u2dx−
∫
ΩΥ

F (u)dx.

Proposição 2.4. Existe λ∗ > 0, tal que para todo λ ≥ λ∗ o problema (Pλ) possui solução

de energia mı́nima.

Demonstração: Seja uλ um ponto critico do funcional J̃λ e consequentemente solução fraca

do problema

 M(||u||2λ)(−(∆)su+ V (x)u) = c̄u+ h̃(u) em RN ,

u ∈ Hs(RN)

Sendo M estreitamente positiva, podemos reescrever o problema acima como

 (∆)su+ V (x)u =
c̄u+ h̃(u)

M(||u||2λ)
em RN ,

u ∈ Hs(RN)

Fazendo modificações na Proposição 5.1.1 em [22] (ver também Proposição 2.2 em [10])

mostramos no Apêndice C que

||uλ||L∞(RN\ΩΥ) ≤ C0A1
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onde

A1 ≤ C|uλ|L2∗s (RN\ΩΥ),

e usando a imersão cont́ınua Hs(RN \ ΩΥ) ↪→ L2∗s(RN \ ΩΥ), obtemos

||uλ||L∞(RN\ΩΥ) ≤ K1||uλ||Hs(RN\ΩΥ),

onde K1 é positivo. De (i) e do fato de, uλ = 0 em RN \ ΩΥ inferimos que

||uλ||Hs(RN\ΩΥ) → 0

quando λ→ +∞. Então, dado ε =
ξ

K1

> 0 existe λ∗ > 0 tal que

||uλ||Hs(RN\ΩΥ) ≤
ξ

K1

∀ λ ≥ λ∗.

Dáı, temos

||uλ||L∞(RN\ΩΥ) ≤ ξ ∀ λ ≥ λ∗.

Como

uλ(x) ≤ |uλ(x)| ≤ sup
x∈RN\ΩΥ

|uλ(x)| = ||uλ||L∞(RN\ΩΥ),

segue que uλ(x) ≤ ξ para todo λ > λ∗ com x ∈ RN \ ΩΥ. Provando assim o desejado.

Para provarmos o resultado de concentração de soluções do Teorema 2.1 precisamos

mostrar que as soluções uλ de (Pλ) convergem para uma solução de (P )∞,Υ, quando λ→ +∞.

Para tanto, vamos enunciar o seguinte lema;

Lema 2.4. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto do RN , considere u ∈ Hs(Ω) com s ∈ (0, 1).

Se existir um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que u ≡ 0 ∈ Ω \K, então a função extensão

Eu(x) =

 u se x ∈ Ω,

0 se x ∈ RN \ Ω

pertence a Hs(RN) e

||Eu||Hs(RN ) ≤ k||Eu||Hs(Ω)
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onde k̄ depende de n, s, p, K e Ω.

Demonstração: Ver Lema 5.1 em [20].

Considere o funcional energia JΥ : X(ΩΥ) −→ R dado por

JΥ(u) =
1

2
M̂
(
[u]2ΩΥ

+ |u|2L2(ΩΥ)

)
− c̄

2

∫
ΩΥ

u2dx−
∫
ΩΥ

F (u)dx

associado ao problema (P )Υ,∞. Seja

cΥ = inf
u∈X(ΩΥ)

JΥ(u).

Usando os mesmos argumentos da Proposição 2.3 para este funcional é posśıvel mostrar que

existe u0 ∈ X(ΩΥ) tal que

JΥ(u0) = cΥ.

Neste sentido mostraremos a relação existente entre os ńıveis cŕıticos cλ de Jλ e cΥ de

JΥ.

Proposição 2.5. Os seguintes itens são verdadeiro

(i) cλ ≤ cΥ para todo λ ≥ 0;

(ii) cλ → cΥ quando λ→ ∞.

Demonstração: (i) Seja Ω ⊂ RN aberto, tal que ΩΥ ⊂ Ω. Devido a condição de Dirichlet

em (P )∞,Υ, temos que u0 ≡ 0 fora de Ω. Como ΩΥ ⊂ Ω, então ΩΥ ⊂ Ω e portanto, u0 ≡ 0

em Ω \ ΩΥ usando o lema anterior existe uma extensão Eu0 ∈ Hs(RN). Uma vez que,

∫
RN

a(x)|Eu0|2dx < +∞

temos Eu0 ∈ Eλ e como X(ΩΥ) ⊂ Eλ, segue que

cλ = inf
u∈Eλ

J̃λ(u) ≤ inf
X(ΩΥ)

JΥ(u) = cΥ,

para todo λ > 0.

Para ver (ii), considere (cλn) uma sequência do item (i) e observe que (cλn) é limitada

para todo n ∈ N logo, (cλn) admite uma subsequência, que continuaremos a denotar por
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(cλn), tal que cλn → c quando n → +∞ e claro c ≤ cΥ. Por tanto, existe uλn ∈ Hs(RN) tal

que

cλn = J̃λn(uλn) → c e ||J̃ ′
λn
(uλn)||E′

λ
→ 0

com λn → +∞, quando n→ +∞. Pelo item (i) do Lema 2.3 existe ũ ∈ Hs(RN), tal que

uλn → ũ em Hs(RN)

como ũ = 0 em RN \ ΩΥ, temos que ũ ∈ X(ΩΥ). Pelo item (iv) do mesmo lema, segue que

J̃λn(uλn) → JΥ(ũ).

Pela unicidade do limite, tem-se

c = JΥ(ũ).

Observando que

JΥ(ũ) ≥ inf
u∈X(ΩΥ)

JΥ(u) = cΥ

então

c ≥ cΥ.

Logo, c = cΥ. Da convergência cλn → c conclui-se o item (ii).

Prova do Teorema 2.1: A Proposição 2.4, nós diz que existe λ∗ > 0 tal que un é

solução de (Pλ), para todo λn ≥ λ∗. Por isso e do item (ii) da Proposição 2.5 a menos de

subsequência,

Jλn(un) → cΥ e ||J ′
λn
(un)||E′

λ
→ 0,

onde λn ≥ λ∗ para todo n ∈ N. Assim, usando o Lema 2.3 obtemos do item (i) e (ii) que

un converge para u em Hs(RN), onde u é solução do problema (P )Υ,∞ e pelo item (iv) do

mesmo Lema, segue que

Jλn(un) → JΥ(u),

quando n→ +∞. Da unicidade do limite, conclui-se que JΥ(u) = cΥ.
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Caṕıtulo 3

Existência e Concentração de Solução

para o caso Cŕıtico

3.1 Problema proposto

Neste capitulo estamos interessados em obter resultados de existência e concentração de

soluções para o seguinte problema com crescimento cŕıtico.

(P∗)

 M

(
[u]2s +

∫
RN

V (x)u2
)
((−∆)su+ V (x)u) = h(x)u+ u2

∗
s−1 em RN

u > 0, em RN , u ∈ Hs(RN)

onde 2∗s =
2N

N − 2s
é o expoente cŕıtico fracionário de Sobolev.

Para estudar esse caso, exigiremos que a função M tenha a seguinte forma;

(M2) M(t) = m0 + b0t
α1 , m0 > 0, b0 > 0 e 2α1 + 2 > 2∗s e satisfaz

(M3) Existe um θ ∈ (2, 2∗s) tal que

1

2
M̂(t)− 1

θ
M(t) ≥ −Kb0t2α1 ,

onde M̂(t) =

∫ t

0

M(τ)dτ e K é uma constante positiva.

Observe que, se N = 3 e s <
3

4
, temos que 2∗s < 4, então a função modelo de Kirchhoff
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M(t) = m0 + b0t satisfaz a condição (M3) para θ ∈ (2, 2∗s). De fato,

1

2
M̂(t)− 1

θ
M(t) =

1

2

∫ t

0

M(τ)dτ − 1

θ
(m0 + b0t)t

=
1

2

∫ t

0

(m0 + b0τ)dτ −
m0t

θ
− b0t

2

θ

=
1

2

(∫ t

0

m0dτ − b0

∫ t

0

τdτ

)
− m0t

θ
− b0t

2

θ

=
m0t

2
+
b0t

2

4
− m0t

θ
− b0t

2

θ

=

(
1

2
− 1

θ

)
m0t+

(
1

4
− 1

θ

)
b0t

2

≥ −
(
1

θ
− 1

4

)
b0t

2

pois

(
1

2
− 1

θ

)
m0t > 0, além disso, a constante

(
1

θ
− 1

4

)
é positiva.

Vamos assumir que a função h : RN −→ R satisfaça as seguintes condições

(h1) h ∈ L2(RN) ∩ L
2∗s

2∗s−2 (RN)

(h2) |h|L2(Θ) > 2m0ρ(Θ) para um aberto e limitado Θ ⊂ ΩΥ

Estabelecidas essas condições, enunciaremos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1. Suponha que as condições (a1)− (a2) e (h1)− (h2) sejam verdadeiras; além

disso o termo não local M tem a forma (M2) e verifica (M3). Se |h|2∗s/(2∗s − 2) < c∗m
N
2s
0 , onde

c∗ depende da constante de Sobolev S e

c∗ =
(
2C(N, s)−1S

)N
2s

(
2∗s − 2

2

)−1
 2

2∗s

(
1
θ
− 1

2∗s

)
− 2∗s

2∗s−2

então, existe constantes λ∗, ε0 e K0 positivas tal que (P∗) tem solução com energia mı́nima

para todo λ > λ∗, b0 ∈ (0, ε0) e m0 ∈ (K0,+∞). Além disso, para toda sequência (λn) com

λn → +∞, podemos extrair uma subsequência (λni
) tal que (uλni

) converge fortemente em

Hs(RN) para u, de modo que u = 0 fora de ΩΥ e u restrito a ΩΥ é solução para o problema

(P∗)Υ,∞

 M
(
||u||2X(ΩΥ)|u|2L2(ΩΥ)

)
((−∆)su+ u) = h(x)u+ u2

∗
s−1 em ΩΥ

u > 0, em ΩΥ, u ∈ X(ΩΥ)
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onde ||u||2X(ΩΥ) =

∫∫
ΩΥ×ΩΥ

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy e X(ΩΥ) é o espaço definido no caṕıtulo 1.

Para estudarmos o problema (P∗), vamos utilizar um truncamento análogo ao que foi

feito no caso subcŕıtico para contornar a falta de compacidade no RN . Observe que, uma

solução fraca do problema proposto é uma função u ∈ Eλ tal que

M(||u||2λ) < u, v >λ=

∫
RN

h(x)uvdx+

∫
RN

u2
∗
s−1vdx

para toda v ∈ Eλ. Dessa forma, definimos o funcional energia Iλ : Eλ −→ R associado ao

problema (P∗) dado por

Iλ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

1

2

∫
RN

h(x)u2dx− 1

2∗s

∫
RN

u2
∗
sdx

onde os pontos cŕıticos de Iλ são soluções de (P∗). Esse funcional está bem definido e é de

classe C1(Eλ,R).

Sendo t→ t2
∗
s−1 crescente, definimos a função truncada g̃ : R −→ R dada por

g̃(t) =

 t2
∗
s−1 se t ≤ ξ′

σ′t, se t ≥ ξ′,

onde (ξ′)2
∗
s−1 = σ′ξ′ para algum σ′ > 0 fixo. Dessa forma, temos a seguinte condição de

crescimento para g̃

g̃(t) ≤ σ′t. (3.1)

Agora, definamos a aplicação h̄ : RN × R −→ R por

h̄(x, t) = χΥ(x)t
2∗s−1 + (1− χΥ(x))g̃(t)

para todo (x, t) ∈ ΩΥ × R, onde χΥ é a função caracteŕıstica em ΩΥ ⊂ RN . Dessa maneira,

temos o seguinte funcional auxiliar Ĩλ : Eλ −→ R dado por

Ĩλ(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

1

2

∫
RN

h(x)u2dx−
∫
RN

H̄(x, u)dx
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onde H̄(x, t) =

∫ t

0

h̄(x, s)ds.

De modo análogo ao caṕıtulo anterior, é posśıvel mostrar que se u0 é ponto cŕıtico de Ĩλ

com u0(x) < ξ′ para todo x ∈ RN \ ΩΥ, então u0 é ponto cŕıtico de Iλ e consequentemente

solução do problema (P∗). Apesar do roteiro deste caṕıtulo seguir a mesma estrutura do

anterior (no caso subcŕıtico), teremos aqui uma maior dificuldade, pois a função H̄(x, u)

pode ter crescimento cŕıtico em Ω ⊂ RN , onde Ω é um subconjunto limitado do RN e

neste caso o funcional Ĩλ não satisfaz a condição (PS) em todos os ńıveis devido a falta de

compacidade do funcional, causada pela presença do expoente cŕıtico fracionário de Sobolev

na imersão de Eλ em L2∗s . Esse problema, será resolvido analisando o comportamento do

funcional em Ω, e portanto investigaremos o comportamento sequências (PS) restrito a

Hs(Ω), e fora dele e juntamente com uma versão do lema de concentração mostraremos que

a compacidade ocorre abaixo de um certo ńıvel. Faremos essas análises nas próximas seções.

3.2 Sequências Palais-Smale em Eλ(Ω)

Nessa seção, Ω ⊂ RN denota um subconjunto aberto do RN que contém ΩΥ Definamos

o funcional I : Eλ(Ω) −→ R dado por

I(u) =
1

2
M̂(||u||2λ)−

1

2

∫
RN

h(x)u2dx−
∫
RN

H̄dx

onde Eλ(Ω) =

{
u ∈ Hs(Ω);

∫
Ω

V (x)u2dx <∞
}
.

Com a finalidade de provar a condição (PS)c para o funcional I, vamos exibir a seguinte

versão do Lema da Concentração e Compacidade de Lions, para o operador Laplaciano

fracionário, que pode ser encontrada em [36].

Lema 3.1. Se (un) é uma sequência limitada em Hs(Ω), então existem medidas positivas µ

e ν tais que

∣∣(−∆)
s
2un(x)

∣∣2 dx ∗
⇀ µ e |un(x)|2

∗
s

∗
⇀ ν em M(RN). (3.2)

Além disso, se u é limite fraco de (un) em Hs(Ω), podemos obter um conjunto enumerável

de pontos distintos {xi}i∈J , números não negativos {µi}i∈J e {νi}i∈J e uma medida positiva
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µ̃ com suporte contido em Ω̄ tais que

ν = |u(x)|2∗sdx+
∑
i∈J

νiδxi
, µ = |(−∆)

s
2u(x)2dx+ µ̃+

∑
i∈J

µiδxi
(3.3)

e

νi ≤ S
−2∗s
2 µ

2∗s
2
i (3.4)

onde S é a melhor constante de Sobolev, definida por

S = inf
v∈Hs(Ω),v ̸=0

||v||2Hs(Ω)

|v|2
∗
s

2∗s

. (3.5)

Demonstração: Veja o Teorema 5 em [36] e o Teorema 8.6.2 em [13]

A proposição a seguir nós dará informações sobre o ńıvel para o qual o funcional satisfaz

a condição (PS). A prova desta proposição é baseada em [25].

Proposição 3.1. Suponha que sejam verdadeiras as condições do Teorema 3.1. Seja {un}n∈N ⊂

Eλ uma sequência tal que ||un|| < C e

I(un) → c ||I ′(un)|| → 0 (3.6)

com

c < k3 − k4 (3.7)

onde

k1 =

(
1

θ
− 1

2∗s

)
, k2 =

(
1

2
− 1

θ

)
|h|

L
2∗s

2∗s−2 (Ω)

,

k3 = k1
(
2m0C(N, s)

−1S
)N

2s − b0C −
(
1

θ
+

1

2

)
σ′C

e

k4 = k1

(
2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

(
2∗s − 2

2

)
.
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Então, existe uma subsequência de {un}n∈N que converge forte em Eλ.

Demonstração: Sendo (un) uma sequência limitada em Eλ e este Banach reflexivo, então

existe u ∈ Eλ tal que

un ⇀ u em Eλ(Ω)

un → u em Lp(Ω) com 1 ≤ p < 2∗s

un → u q.t.p em Ω

|un(x)| ≤ g q.t.p em Ω com g ∈ Lp(Ω).

(3.8)

Então, pelo lema anterior, existem medidas positivas µ e ν que verificam (3.2), (3.3) e (3.4).

Seja ψ ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]), tal que ψ(0) = 1, 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 e o suporte de ψ esteja contido em

B1(0) ⊂ Ω com Ω ⊂ RN . Definindo para cada δ > 0, a função

ψδ,i0(x) = ψ

(
x− xio
δ

)
,

com io ∈ J , fixo.

Observe que

||ψδ,i0un|| = ||ψδ,i0||||un|| ≤ ||ψδ,i0||C ≤ C.

Logo, {ψδ,i0un}n∈N é limitada em Hs(Ω) e de (3.6), temos

⟨I ′(un), ψδ,i0un⟩ = ||I ′(un)||||ψδ,i0 || −→ 0

quando n→ +∞ e como

I ′(un)(ψδ,i0un) =M(||un||2) ⟨un, ψδ,i0un⟩λ −
∫
Ω

h(x)unψδ,i0undx−
∫
Ω

h̄(x)ψδ,i0undx

temos,

M(||un||2) ⟨un, ψδ,i0un⟩ =
∫
Ω

h(x)u2nψδ,i0dx+

∫
Ω

h̄(x)unψδ,i0dx+ on(1). (3.9)

Pela Proposição 1.10 para qualquer w ∈ C∞
0 (Ω), tem-se

[w]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1||(−∆)
s
2w||L2(RN ).
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Assim ∫∫
R2N

|w(x)− w(y)|2

|x− y|N+2s
= 2C(N, s)−1

∫
RN

|(−∆)
s
2w(x)|2dx,

onde C(N, s) é a constante de normalização (1.7) definida no caṕıtulo (1). Tomando a

derivada da igualdade acima, para qualquer v e w em C∞
0 (Ω), obtemos

∫∫
R2N

(v(x)− v(y))(w(x)− w(y))

|x− y|N+2s
dxdy = 2C(N, s)−1

∫
RN

(−∆)
s
2v(x)(−∆)

s
2w(x)dx,(3.10)

e além disso, para qualquer que seja v, w ∈ C∞
0 (Ω), temos

(−∆)
s
2 (vw) = v(−∆)

s
2w + w(−∆)

s
2v − 2L s

2
(v, w), (3.11)

onde L é definido no sentido do valor principal da seguinte forma

L s
2
(v, w)(x) = P.V

∫
RN

(v(x)− v(y))(w(x)− w(y))

|x− y|N+2s
dy

para todo x ∈ RN . De (3.10) e (3.11), temos

⟨un, ψδ,i0un⟩ =
∫∫

R2N

(v(x)− v(y))(ψδ,i0(x)un(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy

= 2C(N, s)−1

∫
RN

un(x)(−∆)
s
2un(x)(−∆)

s
2ψδ,i0(x)dx+2C(N, s)−1

∫
RN

|(−∆)
s
2un(x)|2ψδ,i0(x)dx

− 4C(N, s)−1

∫
RN

(−∆)
s
2un(x)

∫
RN

(v(x)− v(y))(ψδ,i0(x)un(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy (3.12)

Pelos Lemas (A.1) e (A.2), temos

lim
δ→0

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
RN

un(x)(−∆)
s
2un(x)(−∆)

s
2ψδ,i0(x)dx

∣∣∣∣ = 0 (3.13)

e

lim
δ→0

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)
s
2un(x)

∫
RN

(v(x)− v(y))(ψδ,i0(x)un(x)− ψδ,i0(y)un(y))

|x− y|N+2s
dxdy

∣∣∣∣ = 0.

(3.14)
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Pela convergência em (3.2), temos

lim
n→∞

∫
RN

|(−∆)
s
2un(x)|2ψδ,i0(x)dx =

∫
RN

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx+µ̃ψδ,i0(x)+

∑
i∈J

µiδxi
(ψδ,i0).

Uma vez que, supp(ψ) ⊂ B1(0) da definição de ψδ,i0 , teremos que supp(ψδ,i0) ⊂ Bδ(xi0),

então

lim
n→∞

∫
RN

|(−∆)
s
2un(x)|2ψδ,i0(x)dx =

∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx+ µ̃ψδ,i0(x)

+
∑
i∈J

µiδxi
(ψδ,i0)

=

∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx+ µ̃ψδ,i0(x)

+
∑
i∈J

µiψδ,i0(xi)

=

∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx+ µ̃ψδ,i0(x)

+

∫
Bδ(xi0

)

ψδ,i0dµ

≥
∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx+

∫
Bδ(xi0

)

ψδ,i0(x)dµ

(3.15)

pois, µ̃ψδ,i0(x) ≥ 0. Como

∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx =

∫
Ω

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)χBδ(xi0

)(x)dx

e observando que

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)χBδ(xi0

)(x) −→ 0

q.t.p em Ω, quando δ → 0 e sendo 0 ≤ ψδ,i0 ≤ 1, obtemos

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)χBδ(xi0

)(x) ≤ |(−∆)
s
2u(x)|2
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q.t.p em Ω. Pelo teorema da convergência dominada

lim
δ→0

∫
Bδ(xi0

)

|(−∆)
s
2u(x)|2ψδ,i0(x)dx = 0. (3.16)

De maneira semelhante, temos

∫
Bδ(xi0

)

ψδ,i0(x)dµ =

∫
Ω

ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x)dµ

observando que

ψδ,i0(x)χBδ(xi0
) → χ{xi0

}(x)

q.t.p em Ω quando δ → 0 e

|ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)| ≤ 1

q.t.p em Ω, com 1 ∈ L1(Ω), segue do teorema da convergência

lim
δ→0

∫
Bδ(xi0

)

ψδ,i0(x)dµ = lim
δ→0

∫
Ω

ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x)dµ

=

∫
Ω

χ{xi0
}dµ

=

∫
{xi0

}
dµ

= µ({xi0})

=
∑
i∈J

µiδxi
({xi0})

= µi0 . (3.17)

Aplicando o limite em (3.15) quando δ → 0, temos de (3.16) e (3.17) que

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
RN

|(−∆)
s
2un(x)|2ψδ,i0(x)dx ≥ µi0 . (3.18)

Note que, de (3.13), (3.14) e de (3.18) em (3.12) segue que

lim
δ→0

lim
n→∞

⟨un, ψδ,i0un⟩ ≥ 2C(N, s)−1µi0 . (3.19)
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Por (3.8), temos

h(x)u2nψδ,i0 → h(x)u2ψδ,i0 q.t.p em Ω

e

h(x)u2nψδ,i0 ≤ h(x)|u2n(x)|ψδ,i0(x)

≤ h(x)g2(x)ψδ,i0(x)

≤ h2(x)g2(x) ∈ L1(Ω).

Logo, do teorema da convergência dominada de Lebesgue

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)u2n(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Ω

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)dx. (3.20)

Como supp(ψδ,i0) é compacto e está contido em Bδ(xi0), então∫
Ω

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Bδ(xi0

)

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)dx

=

∫
Ω

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x)dx.

Observando que

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x) → 0 q.t.p em Ω

e

|h(x)u2(x)ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x)| ≤ |h(x)||u(x)|2 q.t.p em Ω

segue do teorema da convergência dominada

lim
δ→0

∫
Ω

h(x)u2(x)ψδ,i0(x)χBδ(xi0
)(x)dx = 0.

Logo, de (3.20),temos

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)u2n(x)ψδ,i0(x)dx = 0. (3.21)
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Como ΩΥ ⊂ Ω, então

∫
Ω

h̄(x, un)un(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Ω\ΩΥ

h̄(x, un)un(x)ψδ,i0(x)dx+

∫
ΩΥ

h̄(x, un)un(x)ψδ,i0(x)dx

=

∫
Ω\ΩΥ

g̃(un)un(x)ψδ,i0(x)dx+

∫
ΩΥ

u2
∗
s

n (x)ψδ,i0(x)dx.

Usando o fato de, g̃ = 0 em ΩΥ e u2
∗
s

n = 0 em Ω \ ΩΥ, então podemos escrever

∫
Ω

h̄(x, un)un(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Ω

g̃(un)un(x)ψδ,i0(x)dx+

∫
Ω

u2
∗
s

n (x)ψδ,i0(x)dx.

Uma vez que, supp(ψδ,i0) ⊂ Bδ(xi0) e Bδ(xi0) ⊂ Ω, então

∫
Ω

h̄(x, un)un(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Bδ(xi0

)

g̃(un)un(x)ψδ,i0(x)dx+

∫
Bδ(xi0

)

u2
∗
s

n (x)ψδ,i0(x)dx.

(3.22)

Da condição (3.1) e da condição sobre ψδ,i0 , temos

g̃(un)unψδ,i0 ≤ σ′|un|2 ≤ σ′g2 ∈ L1(Bδ(xi0)),

e pelo teorema da convergência dominada, obtemos

lim
n→∞

∫
Bδ(xi0

)

g̃(un)un(x)ψδ,i0(x)dx =

∫
Bδ(xi0

)

g̃(u)u(x)ψδ,i0(x)dx.

Da convergência em (3.2), temos

lim
n→∞

∫
Bδ(xi0

)

|un(x)|2
∗
sψδ,i0(x)dx =

∫
Bδ(xi0

)

|u(x)|2∗sψδ,i0(x)dx+
∑
i∈J

νiδxi
(ψδ,i0),

e procedendo de modo análogo ao anterior, prova-se que

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Bδ(xi0

)

g̃(un)un(x)ψδ,i0(x)dx = 0 (3.23)
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e

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Bδ(xi0

)

|un(x)|2
∗
sψδ,i0(x)dx = νi0 . (3.24)

De (3.22), (3.23) e (3.24), segue que

lim
δ→0

lim
n→∞

∫
Ω

h̄(x)un(x)ψδ,i0(x)dx = νi0 . (3.25)

Finalmente, de (3.19), (3.21) e (3.25) em (3.9), obtemos

(
lim
n→∞

M(||un||2λ)
)
2C(N, s)−1µi0 ≤ νi0

sendo M cont́ınua

νi0 ≥M
(
lim
n→∞

||un||2λ)
)
2C(N, s)−1µi0

chamando β = lim
n→∞

||un||λ, segue que

νi0 ≥M
(
β2
)
2C(N, s)−1µi0 (3.26)

onde β > 0.

Agora provaremos que não existe nenhum ı́ndice i ∈ J , tal que a desigualdade (3.26)

aconteça. Assim, estaremos provando que os números positivos µi e νi são todos nulos.

Lembrando que i0 ∈ J é um ı́ndice fixo arbitrário. Suponha por contradição que (3.26)

ocorra, como β > 0, temos que M(β) > 0 então, segue da condição (M2) que

νi0 ≥ 2m0C(N, s)
−1µi0

e de (3.4), temos para i0 ∈ J que

µ
2∗s
2
i0

≥ νi0S
2∗s
2

µi0 ≥ ν
2
2∗s
i0
S.
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Logo,

νi0 ≥ 2m0C(N, s)
−1ν

2
2∗s
i0
S

ν
1− 2

2∗s
i0

≥ 2m0C(N, s)
−1S

ν
2s
N
i0

≥ 2m0C(N, s)
−1S

νi0 ≥
(
2m0C(N, s)

−1S
) N

2s .

Sendo un uma sequência (PS)c, vale que

c = lim
n→∞

(
In(un)−

1

θ
I ′(un)un

)

onde θ é a constante definida em (M2). Note que

I(un)−
1

θ
I ′(un)un =

1

2
M̂(||un||2)−

1

2

∫
Ω

h(x)u2n −
∫
Ω

H̄(x, un)−
1

θ
M(||un||2)||un||2

+
1

θ

∫
Ω

h(x)u2n +
1

θ

∫
Ω

h̄(x, un)un

=
1

2
M̂(||un||2)−

1

θ
M(||un||2)||un||2 +

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω

h(x)u2n −
∫
Ω

H̄(x, un)

+
1

θ

∫
Ω

h̄(x, un)un.

Pela condição (M2)

I(un)−
1

θ
I ′(un)un ≥ −kb0||un||4α1 +

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω

h(x)u2ndx−
∫
Ω

H̄(x, un)dx

+
1

θ

∫
Ω

h̄(x, un)undx

e usando a desigualdade (3.1), temos

I(un)−
1

θ
I ′(un)un ≥ −kb0||un||4α1 +

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω

h(x)u2ndx−
1

2

∫
Ω

σ′u2ndx−
1

2∗n

∫
Ω

u2
∗
s

n dx

− 1

θ

∫
Ω

σ′u2ndx+
1

θ

∫
Ω

u2
∗
s

n dx.
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Sendo un limitada em Eλ para todo n ∈ N e 0 ≤ ψδ,i0 ≤ 1, temos

I(un)−
1

θ
I ′(un)un ≥− b0C +

(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω

h(x)u2ndx−
(
1

θ
− 1

2

)∫
Ω

σ′Cdx

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω

u2
∗
s

n ψδ,i0dx

≥− b0C −
(
1

2
− 1

θ

)∫
Ω

h(x)u2ndx−
(
1

θ
− 1

2

)
σ′C|Ω|

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω

u2
∗
s

n ψδ,i0dx

≥− b0C −
(
1

2
− 1

θ

)∫
Ω

h(x)u2ndx−
(
1

θ
− 1

2

)
σ′C

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)∫
Ω

u2
∗
s

n ψδ,i0dx

e tomando o limite quando n → ∞ e usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s e
2∗s

2∗s − 2
, obtém-se

c ≥ −b0C −
(
1

2
− 1

θ

)
|u|2

L2∗s (Ω)
|h|

L
2∗s

2∗s−2 (Ω)

−
(
1

θ
− 1

2

)
σ′C

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)(∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0dx+
∑
i∈J

νiδxi
(ψδ,i0)

)
. (3.27)

Observe que

∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+
∑
i∈J

νiδxi
(ψδ,i0) =

∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+
∑
i∈J

νiψδ,i0(xi)

≥
∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+ νi0ψδ,i0(xi0)

=

∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+ νi0

=

∫
B2δ(xi0

)

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+ νi0

=

∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)χBδ(xi0
)dx+ νi0

Como

|u|2∗sψδ,i0(x)χBδ(xi0
) −→ |u|2∗s q.t.p em Ω,
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quando δ → 0 e

|u|2∗sψδ,i0(x)χBδ(xi0
) ≤ |u|2∗s q.t.p em Ω,

segue do teorema da convergência dominada que

∫
Ω

|u|2∗sψδ,i0(x)dx+
∑
i∈J

νiδxi
(ψδ,i0) =

∫
Ω

|u|2∗sdx+ νi0 .

Dáı e de (3.27) segue que

c ≥− b0C −
(
1

2
− 1

θ

)
|u|2

L2∗s (Ω)
|h|

L
2∗s

2∗s−2 (Ω)

−
(
1

θ
+

1

2

)
σ′C +

(
1

θ
− 1

2∗s

)(∫
Ω

|u|2∗sdx+ νi0

)
≥ −b0C −

(
1

2
− 1

θ

)
|h|

L
2∗s

2∗s−2 (Ω)

|u|2
L2∗s (Ω)

−
(
1

θ
+

1

2

)
σ′C

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)(
|u|2

∗
s

L2∗s (Ω)
+
(
2m0C(N, s)

−1S
) N

2s

)
≥−

(
1

2
− 1

θ

)
|h|

L
2∗s

2∗s−2 (Ω)

|u|2
L2∗s (Ω)

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)
|u|2

∗
s

L2∗s (Ω)

+

(
1

θ
− 1

2∗s

)(
2m0C(N, s)

−1S
) N

2s − b0C −
(
1

θ
+

1

2

)
σ′C,

onde na segunda desigualdade usamos (3.26). Assim,

c ≥ −k2|u|2L2∗s (Ω)
+ k1|u|2

∗
s

L2∗s (Ω)
+ k3 (3.28)

Considere a aplicação diferenciável l(t) = k1t
2∗s −k2t

2 e vejamos em qual ponto o mı́nimo

é atingido. Com efeito, temos

l′(t) = 2∗sk1t
2∗s − 2k2t = 0

2∗sk1t
2∗s−1 = 2k2t

t =

(
2k2
2∗sk1

) 1
2∗s−2

.

Portanto,

t0 =

(
2k2
2∗sk1

) 1
2∗s−2

> 0
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é o ponto de mı́nimo da função l. Assim,

l(t0) = k1

(
2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

− k2

(
2k2
2∗sk1

) 2
2∗s−2

= k1

(
2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

− k2

(
2k2
2∗sk1

)−1(
2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

=

(
2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

(
k1 − k2

2∗sk1
2k2

)

= −k1
(

2k2
2∗sk1

) 2∗s
2∗s−2

(
2∗s − 2

2

)
= −k4

logo de (3.28),

c ≥ k3 − k4.

Mas isso contradiz (3.7). Logo, a desigualdade em (3.26) não ocorre para i0 ∈ J . Como i0 é

arbitrário, segue que a (3.26) não ocorre para nenhum ı́ndice i ∈ J o que implica que J = Ø.

Assim, νi = 0 ∀i ∈ J . Como consequência disso, segue de (3.2) e de (3.3) que, a menos de

subsequência,

un → u em L2∗s(Ω)

quando n→ ∞. Uma vez que, (un) é limitada em Eλ, tem-se

⟨I ′(un), un − u⟩ → 0.

Logo,

M(||un||2) ⟨un, un − u⟩ =
∫
Ω

h(x)(u2n − unu)dx−
∫
Ω

h̄(x, un)(un − u)dx+ on(1). (3.29)

De (3.8) e do teorema da convergência dominada, obtemos

∫
Ω

h(x)(u2n − unu)dx→ 0 (3.30)
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quando n→ ∞. Observando que

∫
Ω

h̄(x, un)(un − u)dx =

∫
Ω\ΩΥ

g̃(un)(un − u)dx+

∫
ΩΥ

(
u2

∗
s

n − u2
∗
s−1

n u
)
dx. (3.31)

Pela condição (3.1), temos

∫
Ω\ΩΥ

g̃(un)(un − u)dx ≤ σ′
∫
Ω\ΩΥ

(
u2n − unu

)
dx,

e usando os mesmos argumentos anteriores, prova-se que

∫
Ω\ΩΥ

g̃(un)(un − u)dx→ 0

quando n→ ∞. Da convergência de un para u em L2∗s(Ω), tem-se por Vainberg que

un → u q.t.p em Ω

e

|un(x)| ≤ g1 q.t.p em Ω e g1 ∈ L2∗s(Ω).

Assim,

u2
∗
s

n − u2
∗
s−1

n u→ 0 q.t.p em Ω

e

u2
∗
s

n − u2
∗
s−1

n u ≤ |u2∗sn − u2
∗
s−1

n u| ≤ |un|2
∗
s + |u2∗sn u| ≤ g2

∗
s + |g2∗s−1u|.

Como g2
∗
s ∈ L2∗s(Ω) então, g2

∗
s ∈ L1(Ω) e usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s

e
2∗s

2∗s − 1
tem-se que |g2∗s−1u| ∈ L1(Ω) o que implica g2

∗
s + |g2∗s−1u| ∈ L1(Ω). Por tanto, pelo

teorema da convergência dominada,

∫
ΩΥ

(
u2

∗
s

n − u2
∗
s−1

n u
)
dx −→ 0

quando n→ ∞. De (3.31) e das duas ultimas convergências, segue que

∫
Ω

h̄(x, un)(un − u)dx→ 0. (3.32)
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Portanto, de (3.29), (3.30) e de (3.32) segue que

M(||un||2) ⟨un, un − u⟩λ → 0

quando n→ ∞. Assim, por continuidade da M

lim
n→∞

M
(
||un||2

)
lim
n→∞

(
||un||2 − ⟨un, u⟩λ

)
= 0

M
(
lim
n→∞

||un||2
)

lim
n−→∞

(
||un||2 − ⟨un, u⟩λ

)
= 0

M(β2) lim
n→∞

(
||un||2 − ⟨un, u⟩λ

)
= 0,

e como M(β2) > 0, então

lim
n→∞

||un||2λ = lim
n→∞

⟨un, u⟩λ .

Uma vez que, un ⇀ u em Eλ(Ω), então

⟨φ, un⟩ → ⟨φ, u⟩ ∀ φ ∈ E ′
λ(Ω),

e pelo teorema da representação de Riesz, existe único w ∈ Eλ(Ω) tal que

⟨φ, v⟩ = ⟨w, v⟩λ ,

para todo v ∈ Eλ(Ω). Logo, podemos tomar w = u. Assim

⟨u, un⟩λ → ⟨u, u⟩λ ,

ou seja,

lim
n→∞

⟨u, un⟩λ = ||u||2λ,

e da igualdade anterior, segue que

lim
n→∞

||un||2λ = ||u||2λ.

Logo,

||un||λ → ||u||λ
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de onde, conclúımos que un → u em Eλ(Ω).

3.2.1 A condição (PS) para o problema cŕıtico

Assim como no caso cŕıtico precisamos entender o comportamento das sequências (PS)

para o funcional Ĩλ fora de uma bola. A seguinte proposição nós dará essa informação.

Lema 3.2. Seja (un) uma sequência (PS) para Ĩλ, então para cada ε > 0 dado, existe um

R > 0 tal que

lim
n→∞

(∫∫
(RN\BR(0))2

(un(x)− un(y))
2

|x− y|N+2s
dxdy +

∫
RN\BR(0)

(λa(x) + 1)u2ndx

)
< ε

Demonstração: De modo idêntico a demonstração do Lema 2.2

Proposição 3.2. Nas mesmas condições do Teorema 3.1, considere {un} uma sequência

(PS)c para Ĩλ, onde c < 0, então {un} possui uma subsequência convergente em Eλ.

Demonstração: Considere BR(0) ⊂ RN . Inicialmente, vamos mostrar que Ĩλ(un) → 0 e

Ĩ ′λ(un)(un) → 0 em RN \BR(0). Com efeito, sendo

M
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
||un||2Eλ(RN\BR(0)) = m0||un||2Eλ(RN\BR(0)) + b0||un||2(α1+1)

Eλ(RN\BR(0))

e aplicando o Lema 3.2, temos que

M
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
||un||2Eλ(RN\BR(0)) → 0, (3.33)

quando n → +∞ e para R > 0 suficientemente grande. Da condição (3.1) e da imersão

cont́ınua Eλ ↪→ Lp(RN) com p ∈ [2, 2∗s], temos

∫
RN\BR(0)

h̄(un)undx =

∫
(R\BR(0)

ḡ(x, un)undx

≤ σ′
∫
(RN\BR(0))

u2n(x)dx

≤ C||un||2Eλ(RN\BR(0)).
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Tomando o limite quando n→ +∞, segue do Lema 3.2

∫
RN\BR(0)

h̄(un)undx→ 0, (3.34)

para R > 0 suficientemente grande. Por ultimo, utilizando a desigualdade de Hölder com

expoentes r e r′ =
r

r − 1
, onde 2 ≤ r ≤ 2∗s

2∗s − 2
e 2 ≤ r′ ≤ 2∗s

2
, temos

∫
RN\BR(0)

h(x)u2ndx ≤
(∫

RN\BR(0)

|h(x)|rdx
) 1

r
(∫

RN\BR(0)

|u|2r′n dx

) 1
r′

= C|h|Lr(RN\Br(0))|un|
2
L2r′ (RN\Br(0))

.

Observe que, 4 ≤ 2r′ ≤ 2∗s. Logo, podemos usar a imersão cont́ınua e obter

∫
RN\BR(0)

h(x)u2ndx ≤ C|h|Lr(RN\Br(0))|un|
2
Eλ(RN\Br(0))

.

Como C|h|Lr(RN\Br(0)) é uma constante positiva, obtemos do Lema (3.2)

∫
(RN\BR(0))

h(un)u
2
ndx→ 0. (3.35)

Assim, de (3.33), (3.34) e (3.35), temos, para n→ +∞ e R > 0 grande que

Ĩ ′λ(un)un =M
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
||un||2Eλ(RN\BR(0))

−
∫
RN\BR(0)

[
h(x)u2n + h̄(un)un

]
dx→ 0. (3.36)

Agora, observe que por definição

M̂
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
= m0||un||2Eλ(RN\BR(0)) +

b0
α1 + 1

||un||2(α1+1)

Eλ(RN\BR(0))
.

Assim, aplicando o Lema 3.2, temos

M̂
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
→ 0 (3.37)
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com n→ +∞ e R > 0 grande. Usando o mesmo argumento anterior, prova-se que

1

2

∫
RN\BR(0)

h(x)u2ndx→ 0. (3.38)

Finalmente, usando a definição de g̃ e a condição (3.1), obtemos

∫
RN\BR(0)

H̄(x, un)dx ≤ σ′

2
||un||2L2(RN\BR(0)).

Usando, novamente, a imersão cont́ınua e o Lema 3.2 obtemos, para R > 0 suficientemente

grande e n→ +∞

1

2

∫
(RN\BR(0))

H̄(x, un)dx→ 0. (3.39)

Logo, segue de (3.36), (3.37) (3.38) e de (3.39) que

Ĩλ(un) = M̂
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
−1

2

∫
RN\BR(0)

h(x)u2ndx−
∫
RN\BR(0)

H̄(x, un)dx→ 0 (3.40)

para n→ +∞ e R > 0 grande.

Por hipótese (un) é uma sequência (PS)c para Ĩλ em Eλ. Logo, temos Ĩλ(un) → c e

Ĩ ′λ(un)un → 0. Como

RN = RN \BR(0) ∪BR(0),

então

||un||2λ = ||un||2Eλ(RN\BR(0)) + ||un||2Eλ(BR(0)).

Assim, podemos escrever

Ĩ ′λ(un) =M
(
||un||2EλRN

)
||un||2Eλ(RN ) −

∫
RN\BR(0)

[
h(x)u2n + h̄(un)un

]
dx

=M
(
||un||2Eλ(RN\BR(0))

)
||un||2Eλ(RN\BR(0)) −

∫
RN\BR(0)

[
h(x)u2n + h̄(un)un

]
dx

+M
(
||un||2Eλ(BR(0))

)
||un||2Eλ(RN\BR(0)) −

∫
BR(0)

[
h(x)u2n + h̄(un)un

]
dx→ 0.
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De (3.36), segue que

Ĩ ′λ(un) =M
(
||un||2EλBR(0)

)
||un||2EλRN\BR(0) −

∫
BR(0)

[
h(x)u2n + h̄(un)un

]
dx→ 0.

Da mesma forma, temos

Ĩλ(un) = M̂
(
||un||2λ

)
− 1

2

∫
RN

h(x)u2ndx−
∫
RN

H̄(x, un)dx

= M̂
(
||un||2EλRN\BR(0)

)
− 1

2

∫
RN\BR(0)

h(x)u2ndx−
∫
RN\BR(0)

H̄(x, un)dx

+ M̂
(
||un||2EλBR(0)

)
− 1

2

∫
BR(0)

h(x)u2ndx−
∫
BR(0)

H̄(x, un)dx→ c.

De (3.40), segue que

Ĩλ(un) = M̂
(
||un||2EλBR(0)

)
− 1

2

∫
BR(0)

h(x)u2ndx−
∫
BR(0)

H̄(x, un)dx→ c,

em Eλ(BR(0)). Portanto, temos que (un) é uma sequencia (PS)c para Ĩλ em Eλ(BR(0)).

Desde que σ′ > 0 é arbitrário, podemos escolher σ′ pequeno, para que juntamente com as

hipóteses do Teorema 3.1, termos m0, b0 e |h|2∗s/2∗s − 2, de modo que, k3 − k4 > 0 em (3.7) e

do fato de, c < 0 podemos usar a Proposição 3.1 para concluir que

||un||λ → ||u||λ.

3.2.2 Prova do Teorema 3.1

De modo análogo a Proposição 2.1 mostramos que o funcional Ĩλ é coercivo. Considerando

φ ∈ C∞
0 (RN) com suporte em Θ ⊂, podemos repetir os mesmos argumentos da Proposição

2.3 e garantir que o ńıvel de energia mı́nima c de Ĩλ é negativo. Além disso, das Proposições

3.1 e 3.2 tem-se que o funcional Ĩλ satisfaz a condição (PS)cλ assim, uma vez que, Ĩλ

é coercivo utilizamos o prinćıpio variacional de Ekeland, para garantir que o mı́nimo é

atingindo e portanto é ponto cŕıtico do funcional Ĩλ e finalmente utilizando a mesma técnica

da Proposição 2.4, mostramos que existe λ∗ > 0, tal que uλ < ξ′ para λ ≥ λ∗, o que garante

a existência de solução para (P∗). Argumentando como no caso subcŕıtico, mostramos o

resultado de concentração.
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Apêndice A

Resultados Utilizados

Teorema A.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p < +∞

e
1

p
+

1

q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|fg| ≤ |f |Lp(Ω)|g|Lq(Ω).

Demonstração: Ver [15].

Teorema A.2 (Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma sequência de funções

em L1(Ω) tal que

fn(x) → f(x) q.t.p em Ω

e existe g ∈ L1(Ω) com |fn(x)| ≤ g(x) para todo n ∈ N. Então, f ∈ L1(Ω) e

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Demonstração: Ver [15].
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Teorema A.3 (Vainberg). Seja (fn) uma sequência de funções em lp(Ω) tal que fn → f em

Lp(Ω). Então existem uma subsequência (fnj
) ⊂ (fn) e g ∈ Lp(Ω) tal que

(fnj
) → f q.t.pem Ω

e

|fnj
| ≤ g(x) q.t.pem Ω.

Demonstração: Ver [15].

Proposição A.1. Seja Eλ o espaço definido no capitulo 2, então valem as seguintes afirmações:

(i) Eλ está imerso continuamente em Hs(RN).

(ii) Eλ está imerso compactamente em Lp
loc(R

N), para p ∈ [1, 2∗s).

(iii) Eλ é um espaço de Hilbert.

Demonstração: (i) É simples ver que pela própria definição de Eλ, tem-se a inclusão

Eλ ⊂ Hs(RN) e ja mostramos no caṕıtulo 2 que ||u||Hs(RN ) ≤ ||u||λ. O que demonstra a

imersão.

(ii) Já sabemos que Hs(RN) ⊂ Lp
loc(R

N), pois Hs(RN) está compactamente imerso em

Lp
loc(RN )

para p ∈ [1, 2∗s), logo pelo item anterior Eλ ⊂ Lp
loc(R

N). Para mostrar que a aplicação

i : (Eλ, || · ||λ) −→ Lp(RN) é compacta para p ∈ [1, 2∗s) é suficiente mostrar que dado um

conjunto U ⊂ Eλ limitado, o conjunto i(U) é pré-compacto em Lp
loc(RN )

para p ∈ [1, 2∗s). Seja

então U ⊂ Eλ limitado na norma || · ||λ, do item (i) U é limitado em Hs(RN). Da imersão

compacta Hs(RN) ↪→ Lp
loc(RN )

para p ∈ [1, 2∗s), temos que i(U) é pre-compacto em Lp(RN)

para p ∈ [1, 2∗s).

(iii) Como todo subespaço fechado de um espaço de Hilbert é um espaço de Hilbert,

então é suficiente provar que Eλ é fechado. Com efeito, seja uma sequência (un) ∈ Eλ tal

que un → u em Hs(RN). Logo,

∫
RN

a(x)|un|2dx <∞
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dáı, ∫
RN

a(x)|un − u|2dx <∞

pela desigualdade triangular

∫
RN

a(x)|un|2dx−
∫
RN

a(x)|u|2dx <∞

assim, ∫
RN

a(x)|u|2dx <∞

e portanto u ∈ Hs(RN), ou seja, Eλ é um subespaço fechado de Hs(RN).

Teorema A.4 (Minimização Global). Seja E um espaço de Hilbert e J : E −→ R um

funcional, tal que:

(i) J é coercivo;

(ii) J é fracamente semicont́ınuo inferior.

Então, existe um u0 ∈ E tal que J(u0) = inf
u∈E

J(u).

Demonstração: Ver [40]

Teorema A.5 (Prinćıpio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espaço métrico completo

Φ : X −→ R ∪ {∞} um funcional semicont́ınuo inferiormente. Seja ε > 0 e λ > 0 e u ∈ X

tal que Φ ≤ inf
X

Φ + ε. Então, existe v ∈ X tal que;

(i) Φ(v) ≤ Φ(u),

(ii) d(u, v) ≤ λ,

(iii) Φ(w) ≥ Φ(v)− ε

λ
d(v, w) ∀ w ̸= v.

Demonstração: Ver [28]

Lema A.1. Seja (zm) uma sequência limitada inferiormente em Xs
0(Ω) e ϕε uma função tal

que

ϕε

(x
ε

)
onde ϕ ∈ C∞

0 (RN) é não crescente e radial. Então, vale
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lim
ε−→0

lim
m−→∞

∣∣∣∣∫
RN

zm(x)(−∆)
s
2ϕε(x)(−∆)

s
2 zm(x)

∣∣∣∣ = 0

Demonstração: Ver Lema 2.8 em [10]

Lema A.2. Nas mesmas hipóteses do Lema A.1, temos

lim
ε−→0

lim
m−→∞

∣∣∣∣∫
RN

(−∆)
s
2 zm(x)B()zm, ϕε(x)

∣∣∣∣ = 0

onde, B é uma forma bilinear definida por

B(f, g)(x) =

∫
RN

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))

|x− y|N+2s
dy.

Demonstração: Ver Lema 2.9 em [10]
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Apêndice B

Diferenciabilidade de Funcionais

Neste apêndice vamos mostrar que o funcional definido no caṕıtulo 1 e diferenciável. Para

tanto, vamos considerar algumas definições

Definição B.1. Dado um espaço de Banach X e um funcional I : X −→ R, dizemos que I

possui derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um fuincional linear T ∈ X ′ tal

que

lim
||v||→0

I(u+ v)− I(u)− (T, v)

||v||
= 0.

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é única e denotamos por I ′(u).

Definição B.2. Dado um espaço de Banach X e um funcional I : X −→ R, dizemos que I

possui derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear Tu ∈ X ′ tal

que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− (Tu, v)

t
= 0 ∀ v ∈ X.

A derivada de gateaux no ponto u, quando existe, é única e denotamos por DI(u).

Definição B.3. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I ∈ C1(A,R) quando a

Derivada de Frechét de I existir em todo ponto u ∈ A e a aplicação I ′ : A −→ X ′ é

cont́ınua.

Proposição B.1. Se I tem derivada de Gateaux cont́ınua sobre X, então I é de classe

C1(X,R).

Demonstração:
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Proposição B.2. O funcional Jλ ∈ C1(Eλ,R) e para todo v ∈ Eλ, temos

J ′
λ(u)v =M(||u||2λ) ⟨u, v⟩λ − c̄

∫
RN

uvdx−
∫
RN

f(u)vdx.

Demonstração: Considere

Jλ(u) = J1(u)− J2(u)− J3(u),

onde

J1(u) =
1

2
M̂(||u||2λ), J2(u) =

c̄

2

∫
RN

u2dx e J3(u) =

∫
RN

F (u)dx.

Vamos mostrar que J1, J2 e J3 pertencem a C1(Eλ,RN)

1. J1 ∈ C1(Eλ,RN)

Primeiro vamos calcular a derivada de Gateaux . Sendo J1(u) =
1

2
M̂(||u||2λ) com

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds, temos que a derivada de
1

2
M̂(t) é

1

2
M(t) chame H1(u) = ||u||2λ,

assim

J1(u) =
1

2
M̂(H1(u))

e

DJ1(u)v = D

[
1

2
M̂(H1(u))

]
v =

1

2
M(||u||2λ)DH1(u).v

assim, só precisamos calcular a derivada de Gateaux de H1. Por definição

DH1(u).v = lim
t→0

H1(u+ tv)−H1(u)

t

= lim
t→0

||u+ tv||2λ − ||u||2λ
t

= lim
t→0

||u||2λ + 2tλ + t2||v||2λ − ||u||2λ
t

= lim
t→0

2 ⟨u, v⟩λ + t||v||2λ

= 2 ⟨u, v⟩λ
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assim,

DJ1(u)v =
1

2
M(||u||2λ)2 ⟨u, v⟩λ

= M(||u||2λ) ⟨u, v⟩λ .

Agora vamos mostrar que DJ1 é continuo. Sendo M uma função cont́ınua basta

mostrar que DH1 é continuo em Eλ. De fato, seja (un) uma sequência em Eλ tal que

un → u neste espaço, então, temos para cada v ∈ Eλ com ||v||λ ≤ 1, que

|DH1(un)v −DH1(u)v| = |2 ⟨un, v⟩λ − 2 ⟨u, v⟩λ

= 2| ⟨un, v⟩λ − ⟨u, v⟩λ |

= 2| ⟨un − u, v⟩λ |

≤ 2||un − u||λ||v||λ

≤ 2||un − u||λ

para todo un ∈ Eλ, onde na terceira expressão aplicamos a desigualdade de Schwartz.

Como

||DH1(un)v −DH1(u)v||λ = sup
||v||λ≤1

|DH1(un)v −DH1(u)v| ≤ 2||un − u||λ

da convergência un → u, temos que

||DH1(un)v −DH1(u)v||λ = 0

logo

DH1(un)v → DH1(u)v

portanto, DH1 é cont́ınua em Eλ, de onde conclui-se que J1 ∈ C1(Eλ,RN).

2. Para J2 ∈ C1(Eλ,RN)

Seja v ∈ Eλ, por definição
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DJ2(u)v = lim
t→0

J2(u+ tv)− J2(u)

t

= lim
t→0

[
c̄
2

∫
RN (u+ tv)2dx− c̄

2

∫
RN u

2dx
]

t

= lim
t→0

c̄
2

∫
RN [(u+ tv)2 − u2] dx

t

= c̄ lim
t→0

∫
RN

(u+ tv)2 − u2

2t
dx. (B.1)

Seja f : [0, 1] −→ R uma aplicação dada por f(s) = (u+ stv)2 com t ∈ R e s ∈ (0, 1).

Observe que f é continua no intervalo [0, 1] e derivável em (0, 1), além disso,

� f(0) = u2

� f(1) = (u+ tv)2

� f ′(s) = 2(u+ stv)tv

aplicando o teorema do valor médio, existe β ∈ (0, 1), tal que

f(1)− f(0) = f ′(β)

(u+ tv)2 − u2

2t
= (u+ βtv)v.

substituindo em (B.1), temos

DJ2(u)v = c̄ lim
t→0

∫
RN

(u+ βtv)vdx.

Veja que, para uma sequência de pontos (tn) ∈ R, com tn → 0 quando n→ ∞, tem-se

(u+ βtnv)v → uv em q.t.p em RN

além disso,

(u+ βtnv)v ≤ |u+ βtnv||v| ≤ |u+ v||v|,

por Hölder, tem-se que |u + v||v| ∈ L1(RN). Aplicando o teorema da convergência
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dominada, temos que

lim
t→0

∫
RN

(u+ βtv)vdx =

∫
RN

uvdx

de onde vem que

DJ2(u)v = c̄

∫
RN

uvdx.

Vamos provar que DJ2 é cont́ınua. Seja (un) e v em Eλ tal que un → u em Eλ e

||v||λ ≤ 1. Da imersão cont́ınua Eλ ↪→ Lp(RN) com 2 ≤ p < 2∗s temos que un → u em

Lp(RN). Assim, pelo teorema de Vainberg, existe h ∈ Lp(RN) e (unj
) ⊂ (un) tais que

unj
→ u em q.t.p em RN

|unj
| ≤ h(x) em q.t.p em RN

usando a desigualdade de Hölder com os expoentes p e
p

p− 1
, temos

∣∣∣∣∫
RN

(unj
− u)vdx

∣∣∣∣ ≤
(∫

RN

|unj
− u|

p−1
p dx

) 1
p−1
p

(∫
RN

|v|pdx
) 1

p

≤ ||unj
− u||

L
p

p−1 (RN )
||v||Lp(RN )

novamente da imersão continua, obtemos∣∣∣∣∫
RN

(unj
− u)vdx

∣∣∣∣ ≤ C||unj
− u||

L
p

p−1 (RN )
||v||λ ≤ C||unj

− u||
L

p
p−1 (RN )

.

Agora, veja que

|DJ2(unj
)v −DJ2(u)v| =

∣∣∣∣c̄ ∫
RN

unj
vdx− c̄

∫
RN

uvdx

∣∣∣∣
= |c̄|

∣∣∣∣∫
RN

(unj
− u)vdx

∣∣∣∣
≤ C ′||unj

− u||
L

p
p−1 (RN )

,
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onde nesta ultima expressão, usamos e desigualdade anterior. Observe que

|unj
− u|

p
p−1 ≤ |unj

+ u|
p

p−1 ≤
(
|unj

|+ |u|
) p

p−1

≤ c1

(
|unj

|
p

p−1 + |u|
p

p−1

)
≤ c1

(
|h(x)|

p
p−1 + |u|

p
p−1

)
,

onde c1 é uma constante positiva. Como h
p

p−1 e u
p

p−1 pertencem a L1(RN) então

c1

(
|h(x)|

p
p−1 + |u|

p
p−1

)
∈ L1(RN) desta forma, aplicando o teorema da convergência

dominada, vem que

||unj
− u||

L
p

p−1 (RN )
→ 0

quando j → ∞. Por tanto, tomando o limite da expressão

||DJ2(unj
)v −DJ2(u)v|| ≤ sup |DJ2(unj

)v −DJ2(u)v| ≤ c1||unj
− u||

L
p

p−1 (RN )
,

quando j → ∞, segue que

DJ2(unj
) → DJ2(u)

ou seja, DJ2 é cont́ınuo, logo, J2 ∈ C1(Eλ,RN).

Para J3 ∈ C1(λ,RN)

Para v ∈ Eλ e da derivada de Gateaux, temos

DJ3(u)v = lim
t→0

J3(u+ tv)− J3(u)

t
= lim

t→0

∫
RN F (u+ tv)dx−

∫
RN F (u)dx

t

= lim
t→0

∫
RN

F (u+ tv)− F (u)

t
dx

Seja a função g : [0, 1] −→ RN dada por g(s) = F (u+ tv) com s ∈ (0, 1). Observe que

� g(0) = F (u)

� g(1) = F (u+ tv)

� g′(s) = f(u+ tv)tv

além disso, g é cont́ınua em [0, 1] e derivável em (0, 1), assim pelo teorema do valor
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médio existe ρ ∈ (0, 1) tal que

F (u+ tv)− F (u)

t
= f(u+ ρtv)v

desta forma,

DJ3(u)v = lim
t→0

∫
RN

f(u+ ρtv)vdx.

Da condição de crescimento sobre a f , temos

f(u+ ρtv)v ≤ |f(u+ ρtv)||v| ≤ ε

2
|u+ ρtv||v|+ C1|u+ ρtv|γ−1|v|

≤ ε

2
|u||v|+ |ρtv||v|+ C1c

(
|u|γ−1 + |ρtv|γ−1

)
|v|

≤ ε

2
|u||v|+ |v|2 + C3|u|γ−1|v|+ C3|v|γ.

Como v ∈ Lγ(RN) temos que |u||v|, |v|2 e |v|γ pertencem L1(RN) e usando a desigual-

dade de Holder com expoentes γ e
γ

γ − 1
, tem-se |u|γ−1|v| ∈ L1(RN) e como ε e C3 são

positivos, então
ε

2
|u||v|+ |v|2 + C3|u|γ−1|v|+ C3|v|γ ∈ L1(RN). Além disso, para uma

sequência (tn) ∈ R com tn → 0 quando n→ ∞, temos

f(u+ ρtnv)v → f(u)v

nestas condições, do teorema da convergência dominada, segue que

DJ3(u)v =

∫
RN

f(u)vdx.

Agora vamos mostrar que DJ3 é continuo. De fato, seja (un) ∈ Eλ tal que un → u

em Eλ e v ∈ Eλ com ||v|| ≤ 1. Da imersão de Eλ em Lγ(RN) tem-se a convergência

un → u em Lγ(RN) onde 2 ≤ γ < min{2∗s, 2α1 +2}. Pelo teorema de Vainberg existe

uma subsequência de (un) que continuaremos a denotar por (un) e g2 ∈ Lγ(RN) tal

que

un → u em q.t.p em RN

|un| ≤ g2(x) em q.t.p em RN .
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Desde que f seja continua, ocorre |f(un) − f(u)|
p

p−1 → 0 em q.t.p em RN . Usando a

condição de crescimento sobre a f , chegamos a seguinte desigualdade

|f(un)− f(u)|
γ

γ−1 ≤ k1g
γ

γ−1

2 − k2g
γ
2 + k3|u|

γ
γ−1 + k4|u|γ

onde k1, k2, k3 e k4 são todos positivos. Como u e g2 pertencem a Lγ(RN) então |u|γ

e gγ2 pertencem a L1(RN) dáı, temos

k1g
γ

γ−1

2 − k2g
γ
2 + k3|u|

γ
γ−1 + k4|u|γ ∈ L1(RN)

e do teorema da convergência dominada, obtemos

||f(un)− f(u)||
L

γ
γ−1 (RN )

→ 0. (B.2)

Sendo

||DJ3(un)v −DJ3(u)v||λ = sup
||v||≤1

|DJ3(un)v −DJ3(u)v| (B.3)

e

|DJ3(un)v −DJ3(u)v| =

∣∣∣∣∫
RN

f(un)vdx−
∫
RN

f(u)vdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
RN

(f(un)− f(u))vdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN

|f(un)− f(u)||v|dx,

usando a desigualdade de Hölder com expoentes γ e
γ

γ − 1
, vem que

|DJ3(un)v −DJ3(u)v| ≤ ||f(un)− f(u)||
L

γ
γ−1 (RN )

||v||Lγ(RN ).

Usando novamente a imersão cont́ınua, temos ||v||Lγ(RN ) ≤ C||v||λ e como ||v||λ ≤ 1

segue que

|DJ3(un)v −DJ3(u)v| ≤ C||f(un)− f(u)||
L

γ
γ−1 (RN )
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de (B.2) e (B.3), segue que DJ3(un) → DJ3(u) e portanto DJ3 ∈ C1(Eλ,RN).
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Apêndice C

Limitação em L∞

Vamos mostrar em detalhes que ||uλ||L ∞(ΩΥ) → 0 quando λ → +∞ onde uλ é ponto

cŕıtico do funcional auxiliar Ĩλ da Seção 3.1. Os argumentos utilizados para esta demons-

tração servem também para o caso subcŕıtico.

Seja β ≥ 1 e T > 0, definamos a seguinte função convexa e Lipschtziana

φλ(t) =


0 se 0 ≤ t ≤ Tλ

tβ se Tλ < t ≤ T

βT β−1(t− T ) + T β se t ≥ T,

onde Tλ = max
x∈ΩΥ

uλ. Observe que se x ∈ ΩΥ, então φλ ≡ 0. Assim,

φλ ∈ Hs(RN \ ΩΥ) (C.1)

e

(−∆)sφλ(u) ≤ φ′
λ(u)(−∆)su ≤ φ′

λ(u)
(
M(||u||λ)2(−∆)su+ V (x)u

)
. (C.2)

Pelo Teorema 6.5 em [20], existe uma constante positiva S = S(N, p, s), tal que, para

qualquer u ∈ Hs(RN)

|u|L2∗s (RN ) ≤ S−1[u]Hs(RN )
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e pela Proposição 3.6 em [20]

|u|Hs(RN ) = |(−∆)
s
2 |L2(RN ).

Por (C.1), obtemos

|φλ(u)|L2∗s (RN\ΩΥ) ≤ S−2|(−∆)
s
2φλ(u)|L2(RN\ΩΥ)

dáı e da integração por partes em (C.2), temos

|φλ(u)|L2∗s (RN\ΩΥ) ≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

|(−∆)
s
2φλ(u)|2dx

≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

|φλ(u)φ
′
λ(u)(−∆)sφλ(u)dx

≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

φλ(u)φ
′
λ(u)

(
M(||u||λ)2(−∆)su+ V (x)u

)
dx.

Uma vez que, uλ é solução do problema auxiliar, temos

|φλ(uλ)|2L2∗s (RN\ΩΥ)
≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

φλ(uλ)φ
′
λ(uλ)(h̄(x, uλ) + h(x)uλ)dx

= S−1

∫
RN\ΩΥ

φλ(uλ)φ
′
λ(uλ)(g̃(uλ) + h(x)uλ)dx

≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

φλ(uλ)φ
′
λ(uλ)(σ

′uλ + h(x)uλ)dx

≤ S−1

∫
RN\ΩΥ

φλ(uλ)φ
′
λ(uλ)(σ

′u
2∗s−1
λ + h(x)uλ)dx.

Não é dif́ıcil ver, que as seguintes desigualdades são válidas

φλ(u)φ
′
λ(u) ≤ βu2β−1 e uφ′

λ(u) ≤ βφλ(u)

dáı, temos

|φλ(uλ)|2L2∗s (RN\ΩΥ)
≤ Cβ

(∫
RN\ΩΥ

h(x)u2βλ dx+

∫
RN\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx

)
, (C.3)
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onde C é uma constante positiva que não depende de β. Note que a ultima integral está

bem definida para todo T na definição de φλ. Com efeito, pelo fato de β > 1 e φλ ser linear

quando uλ ≥ T , temos

∫
RN\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx =

∫
{uλ≤T}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx+

∫
{uλ>T}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx

≤ T 2β−2

∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+ C

∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx <∞,

escolhendo β espećıfico em (C.3) e chamaremos de β1, tal que

β1 =
2∗s
2
. (C.4)

Seja R > 0 fixado a ser escolhido posteriormente, retomando a ultima integral em (C.3) e

usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2∗s/2 e 2∗s/(2∗s − 2), temos

∫
RN\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx =

∫
{uλ≤R}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx+

∫
{uλ>R}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2u

2∗s−2
λ dx

≤ R2∗s−1

∫
{uλ≤R}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2

uλ
dx

+

(∫
RN\ΩΥ

(φλ(uλ))
2∗sdx

) 2
2∗s
(∫

{uλ>R}\ΩΥ

u2λdx

) 2∗s−2

2∗s
. (C.5)

Pelo teorema da convergência monótona, podemos escolher R grande o suficiente de modo

que (∫
{uλ>R}\ΩΥ

u
2∗s
λ dx

) 2∗s−2

2∗s
≤ 1

2Cβ1
,

onde C é a constante em (C.3). Assim, substituindo o ultimo termo de (C.3) pelo lado

esquerdo de C.5, obtemos juntamente com (C.4)

(∫
RN\ΩΥ

(φλ(uλ))
2∗sdx

) 2
2∗s

≤ 2Cβ1

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+R2∗s−1

∫
{uλ≤R}\ΩΥ

(φλ(uλ))
2

uλ
dx

)
. (C.6)

Como φλ(t) ≤ tβ1 , usado (C.4) e tomando T → ∞, obtemos

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ1

λ dx

) 2
2∗s

≤ 2Cβ1

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+R2∗s−1

∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx

)
< +∞
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portanto,

uλ ∈ L2∗sβ1(RN \ ΩΥ). (C.7)

Supondo agora, β ≥ β1, usando o fato de que φλ(u) ≤ uβ e fazendo T → ∞, obtemos de

(C.3) que

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ
λ dx

) 2
2∗s

≤ Cβ

(∫
RN\ΩΥ

u2βλ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2β+2∗s−2
λ dx

)
< +∞. (C.8)

Agora, podemos escrever u2βλ = uaλu
b
λ, com

a =
2∗s(2

∗
s − 1)

2(β − 1)
e b = 2β − a.

Assim, aplicando a desigualdade de Young com expoentes

r =
2∗s
a

e r′ =
2∗s

2∗s − a
,

temos

∫
RN\ΩΥ

u2βλ dx ≤ a

2∗s

∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

2∗s − a

2∗s

∫
RN\ΩΥ

u
2∗sb

2∗s−a

λ dx

≤
∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2β+2∗s−2
λ dx.

Dáı e de (C.8), segue que

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ
λ dx

) 2
2∗s

≤ Cβ

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2β+2∗s−2
λ dx

)
< +∞

onde C > 0 independe de β. Assim,

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ
λ dx

) 1
2∗s

≤ (Cβ)
1

2(β−1)

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2β+2∗s−2
λ dx

) 1
2(β−1)

. (C.9)

Agora, vamos utilizar um argumento interativo para obter o resultado desejado. Para

tanto, defina βm+1, m ≥ 1, então

2βm+1 + 2∗s − 2 = 2∗sβm
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logo,

βm+1 − 1 =

(
2∗s
2

)m

(β1 − 1).

Substituindo em (C.9)

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβm+1

λ dx

) 1
2∗s

≤ (Cβm+1)
1

2(βm+1−1)

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβm

λ dx

) 1
2∗s(βm−1)

.

Definindo Cm+1 = Cβm+1 e

Am =

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβm

λ dx

) 1
2∗s(βm−1)

podemos afirmar que existe uma constante C0 > 0 independente de m, tal que

Am+1 =
m+1∏
k=2

C
1

2(βk−1)

k A1 ≤ C0A1,

ou seja,

||uλ||L∞(RN\ΩΥ) ≤ C0A1.

Sendo

A1 =

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ1

λ dx

) 1
2∗s(β1−1)

e β1 − 1 > 0, obtemos

A1 ≤
(∫

RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+

∫
RN\ΩΥ

u
2∗sβ1

λ dx

) 1
2∗s
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de (C.7), existe uma constante k > 0, tal que

A1 ≤
(∫

RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx+ k

) 1
2∗s

≤ C

[
k

1
2∗s +

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx

) 1
2∗s

]

= Ck
1
2∗s + C

(∫
RN\ΩΥ

u
2∗s
λ dx

) 1
2∗s

= C + C|uλ|L2∗s (RN\ΩΥ)

≤ C|uλ|L2∗s (RN\ΩΥ).

Se consideramos φ ∈ Hs(RN) teremos, pelo Corolário 5.1.3 em [22], que uλ ∈ Cα(RN) para

qualquer α ∈ {0,min{2s, 1}}. O que mostra a regularidade das soluções.
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