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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia e concentragao de solugoes, com energia minima,
para uma classe de equacoes elipticas fracionarias nao-locais do tipo Kirchhoff-Schrodinger.

Primeiro estudamos o problema

M ([u]§+/RN V(x)u2> (—AYu+ V() = cu+ fu) em RV

u>0, uc HRY),

onde s € (0,1), N > 2s, [ . ]s é aseminorma de Gagliardo, ¢ é uma constante adequada, M é a
funcao de Kirchhoff da forma M (t) = m + bt® continua e nao degenerada, V(z) = Aa(z) + 1
¢ um potencial com a(x) > 0, onde a é identicamente nulo no conjunto limitado Qv, e
f denota uma funcao com nao linearidade continua e crescimento subcritico no infinito. A
prova baseia-se em argumentos de penalizagao e métodos variacionais para obter a existéncia
de solucao com energia minima para um valor grande de A. Além disso, assumindo que
M(t) = mo+Dbot® e utilizando as mesmas técnicas combinadas com um lema de concentracao

e compacidade, estabelecemos a existéncia e concentragao de solugoes para o problema

M ([u]? + /RN V(x)qux) (—A)Yu+V(z)u) = h(@)u+u*"' em RY

u>0, em RY, we H(RY),

25
se A for suficientemente grande e by for pequena ou mq grande, onde h € L*(RY)N L2 (RY)

e 27 é o expoente critico fracionario de Sobolev. Os resultados aqui obtidos é devido a Au-

gusto C. R. Costa, Braulio B. V. Maia e Olimpio H. Miyagaki.

Palavra-chave: Equacao Eliptica Fracionaria, Equacoes Nao-Locais, Métodos Variacionais,

Crescimento Critico, Argumentos de Truncamento, Concentracao de Solugoes.
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Abstract

In this paper, we investigate the existence and concentration of solutions, with minimum
energy, for a class of non-local fractional elliptic equations of the Kirchhoff-Schrodinger type.

First we study the problem

M <[u]§ + - V(x)uZda:) (=A)Yu+V(z)u) =cu+ f(u) em RY

u>0, uec HRY),

where s € (0,1), N > 2s, [.]s is the Gagliardo semi-norm, ¢ is a suitable constant, M is
the Kirchhoff function of the form M (¢) = m + bt continuous and non-degenerate, V(x) =
Aa(z)+1is a potential with a(x) > 0, where a is identically zero on the bounded set 2y, and f
denotes a function with continuous nonlinearity and subcritical growth at infinity. The proof
relies on penalization arguments and variational methods to obtain the existence of a solution
with minimal energy for a large value of A\. Furthermore, assuming that M (t) = mg + bot®
and using the same techniques combined with a concentration and compactness lemma, we

establish the existence and concentration of solutions to the problem

M ([u]i + /RN V(x)u2> (=A)u + V(z)u) = h(z)u +u*"" em RN

w>0, em RY wuec HR"Y)
%
if \ is sufficiently large and by is small or mq large, where h € L*(R™) N L% -2 (RY) and 2

is the critical fractional Sobolev exponent. The results obtained here are due to Augusto C.

R. Costa, Braulio B. V. Maia and Olimpio H. Miyagaki.

Keywords: Fractional Elliptic Equation, Non-Local Equations, Variational Methods, Cri-

tical Growth, Truncation Arguments, Concentration of Solution.

X



Indice de notacoes

Nesta dissertacao C' denota constantes positivas que podem variar em cada linha;
R” denota o espaco euclidiano N —dimensional;

Q) é um subconjunto aberto de RY:

C%! denota espaco das funcoes Hoder continua;

Qy C RY é um aberto e limitado de classe C%;

(PS). denota a condicao de Palais-Smale no nivel ¢;

q.t.p. € uma abreviacao de “quase toda parte” ou "quase todo ponto”;

supp(p) denota o suporte da funcao ;

on(1) uma sequéncia tal que nli_>moo on(1) = 0;

Xa, € a funcao caracteristica do conjunto y;

C*RY) = {u : Q@ — R; u é k-vezes continuamente diferencidvel};

C®RY) = ﬂ C*(RY) é o espaco infinitamente continuamente diferencidvel;
k>1

Ce°(RY) é o espaco das funcdes infinitamente continuamente diferencigvel com suporte

compacto;

LP(Q)) = {u 0 —R mensurdvel;/ |ulPdz < oo} denotara o espaco de Lebesgue
Q

com 1 < p < oo;
[u|pi0) = (/ |u|pdx> " 6 a norma do espago LP(92);
Q
L>®(Q) = (u: Q — R mensuravel; |u(z)| < C qt.p z € Q para algum C > 0)

[u| oo () = Inf{C; Ju(x)| < C q.t.p em Q} se p= o0



1
2 3
( / / i 28’ dxdy) ¢ a seminorma de Gagliardo;
RN JRN |{lf — |

H*(R™) {u € L*(RY); [u]s < +oo} denotara o espacgo fracionario de Hilbert com
s € (0,1);

1

Ha(®RN) = (\u!%Q(RN) + [u]i) ® ¢ a norma do espaco H*(RM);

[lul

X(Q) = {u € H*RY);u =0 qt.p em RV \ Q} denota o espaco das fungoes de H*(R™)

que se anulam fora de 2;
1
— 2 2
lu||x@) = </ dedy) é a norma de X (Q);
aJo |z —yN2
E\ = {u € HS(RN);/ a(x)|ul*dx < +oo} é o espaco das funcdes u € H*(R"Y) cuja
RN
integral/ a(x)|u|?dx é finita;

// |x _))(|1];S-:E21_ v(y))dxdy + / (Aa(z) + 1)uvdx é o produto

interno em F;

z )
[ul|x = (//sz u(z y|N+2)8’ dxdy + /RN V(x)u%m) ¢ a norma de F\;

(—=A)*: S(RY) — L*(RY) denotard o operador Laplaciano fraciondrio;

S(RY) = {u € C®(RY)Va, B € NY | sup |2%0su(x)| < oo} é o espago de Schwartz;
z€RN
— denota a convergéncia forte em um espaco normado;

— denota a convergéncia fraca em um espac¢o normado;

* A~ .
— denota a convergéncia fraca estrela em um espaco normado.
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Introducao

Esta dissertacao tem como objetivo explanar de maneira detalhada o artigo de Au-
gusto C. R. Costa, Braulio B. V. Maia e Olimpio H. Miyagaki [I8]. Neste trabalho os
autores estudaram a existéncia e concentracao de solugoes positivas para a seguinte classe

de equacgoes nao lineares e nao locais do tipo Kirchhoff-Schrédinger

v (s

u>0, uec HRY)

(P,) Vi(z)u dx) (=A)u+ V(z)u) = cu + f(u) em R

onde f: R — R é uma funcio nao linear, continua com crescimento subcritico, V : RY —
R é um potencial que iremos especificar posteriormente, ¢ é uma constante positiva com uma
certa condigao e s € (0,1). Além disso, os autores fizeram o mesmo estudo para o problema

com crescimento critico, especificamente analisaram a seguinte equacao

(P,) M ([u]g + /RN V(x)“2d$> (—A)u+V(2)u) = hz)u +u®"1 em RY

u>0, en RY wuec HR"Y)
2
onde h : RY — R é uma funcao tal que h € L*(RY) N L%-2(RY) e 2 é o expoente critico
fracionario de Sobolev.
As solugoes dos problemas acima estao relacionadas com a equagao nao linear fracionéria

de Schrodinger

POBD Ay 1) V(e 1) — Ee 1) — 1), 0

onde 1 (z,t) representa a amplitude da probabilidade de uma particula de massa unitéria na

”mecanica quantica” para obtengao da posigao x no momento t. As solugoes da equagao (1)

1



sao da forma

Y(x,t) = e “u(z), weR,

onde u resolve os problemas (Py) e (P.) quando M = 1.

A equacao ¢ uma variante da equagao fracionaria de Schrodinger
t a
(PSE) 20 — D () Eu(e, ) + V()G ),

introduzida por Laskin em [30] e [31], onde esta é usada na mecanica quantica para descrever
particulas em campos estocasticos modelados por processos de Lévy. Além disso, o opera-
dor Laplaciano fracionario, surge naturalmente em certos problemas de diferentes areas,
bem como Finangas, probabilidade, Quimica, biologia entre outras, para o leitor interessado
indicamos [9], [T1] e [17].

Pela sua aplicabilidade e também pelo interesse puramente matematico esta equagao vem

sendo amplamente estudada. Ressaltamos aqui a equagao
(=A)u+V(v)u= f(x,u) em RY

onde também as suas variantes vem sendo estudadas intensivamente. Por exemplo em [23]
Felmer, Quaas e Tan consideraram V' = 1 e mostraram a existéncia de uma solugao positiva,

regular e simétrica para o problema

—(AYu+u=f(z,u) em RY

u>0 em RY, |1‘im u(z) =0,
T|—00

onde 0 < s < 1, N > 2 e f tem crescimento subcritico com respeito a u. Secchi em [37]
mostrou a existéncia de solu¢gao com energia minima ao considerar o potencial V' limitado
por baixo por uma constante positiva. E importante enfatizar que os estudos da equacao
acima para o caso critico avancaram bastante desde a publicacao do trabalho de Brézis e

Nirenberg [16] em 1993 onde eles mostraram que para o parametro \ suficientemente grande



o problema
—Au=Af(u) +u* " em Q
u>0, em €
u=0 sobre 0f),

tem solugdo nao trivial. A partir dai, muitos outros autores tém estudado as variantes
desse problema, por exemplo Miyagaki em [35] estendeu o trabalho de Brézis e Nirenberg ao

considerar a equagao

~Au+a(@)u = Mul"tu+ [u* 2 em RY

e mostrou a existéncia de solugao para N = 3, 1 < ¢ < 3 e A grande. Para o caso fracionario,
citamos o trabalho de Servadei e Valdinoci [38], onde eles estabeleceram um resultado do

tipo Brezis-Niremberg para o problema

*_
L2 em Q

(—A)Y’u—Au=|u
u=0 em RV\Q,

onde Q ¢ RY é um dominio limitado e A > 0 é um parametro.
Ambrésio e Figueiredo mostraram em [§] a existéncia de solu¢ao ground station para a
equacao

(=AY u+V(z)u= f(u) em R,

aqui eles consideraram dois casos, primeiro supuseram o potencial V' como uma constante
e depois como nao constante e utilizando o argumento de Jeanjean—Tanaka mostraram a
existéncia de solugao para o caso nao autonomo. Para mais referéncias sobre a equacgao
semilinear fracionaria de Schrodinger, indicamos os artigos [4], [5].

Quando M # 1 a equacgao (P)) estd relacionada com a equagao de Kirchhoff

P E [t
Py — (T—i_i i || dx) Upy = 0

a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchhoff em [29], onde esta representa
as vibragoes transversais de cordas eldsticas. Ela é uma extensao da equacao da onda de

D’Alembert ao considerar os efeitos das mudancas de comprimento nas cordas durante as



vibragoes. Os parametros desta equacao tem os seguintes significado; L é o comprimento da
corda, u = u(x,t) é o deslocamento da mesma na coordenada espacial x e no tempo t, h é a
area secao transversal, £/ é o modulo de Young do material, p é a densidade da massa e P, é
a tensao inicial. Até onde sabemos Vasconcelos em [39] foi quem primeiro introduziu o termo
nao local do tipo Kirchhoff em problemas elipticos. Citamos também os trabalhos de [32] e
[2] que impulsionaram os estudos envolvendo este termo. Em [26], os autores estabeleceram

um modelo estacionario de Kirchhoff na perspectiva fracionaria para o problema

—M(|lullZ)Lu = Af (2, u) +u* 7 em Q
u=0 em RV \Q,

onde £, é um operador integro-diferenciavel. No qual, consideraram o aspecto nao local da
tensao nas cordas.

Seguindo nesta direcao, os estudos sobre os problemas de Kirchhoff-Schrodinger tiveram
avancos significativos a medida que foram considerados diferentes operadores, em diferentes
dominio de R e outras condicdes de crescimento sobre f. Como por exemplo, em [33] Mingqi
e seus colaboradores estudaram o seguinte problema envolvendo o operador magnético fra-
cionario

M([u]; )(=A)hu + V(@) = f(z, ul)u

em RY, onde f tem crescimento subcritico e mostraram a existéncia e multiplicidade de
solucoes. Ao considerar a nao linearidade de f do tipo Trudinger-Moser Mingqi, Zhang e
Repovs também provaram em [34] a existéncia de multiplas solugdes.

Na referéncia [7] Ambrdsio e Isernia mostraram, utilizando tecnicas de penalizagao, a
multiplicidade e concentracao de solucgoes positivas para a seguinte classe de problemas

fracionario do tipo Kirchhoff-Schrédinger

M <€3125 [u]? + 5_13 /RS V(x)u2d$> [e%(—A)*u+ V(z)u] = f(z)

no espaco de dimensio finita R?, onde ¢ > 0 é um parametro grande e f tem crescimento
subcritico. Além disso, usando teoria Ljusternik-Schnirelmann, investigaram a relacao entre
o numero de solugoes positivas com a topologia do conjunto onde o potencial atinge seu

minimo.



Para o caso critico envolvendo o termo nao local de Kirchhoff, ressaltamos o trabalho de

Figueiredo em [24] no qual mostrou a existéncia de solugao para o problema

-M (/ |Vu|2dx) Au=Af(u) +u? " em Q
Q

u>0, em

u =0 sobre 0f),

onde o a funcdo de Kirchhoff satisfaz M(t) > my, f tenha crescimento subcritico e A seja
um parametro suficientemente grande. Para o caso de kirchhoff com dominio ilimitado
destacamos o trabalho de He e Zou [27], onde mostraram que para € pequeno e A grande, o

problema

- <52a + 5b/ |Vu|2dx> Au+V(z)u= Af(u) +u* ' em R
Q

u € H¥(R*),u >0, em R?

possui pelo menos uma categoria de solugoes positivas.

O artigo estudado nesta dissertacao contribui junto aos trabalhos citados anteriormente
no sentido de que, iremos garantir a existéncia e concentragao de solucoes para os problemas
(Py) e (P,) trabalhando em todo o espaco euclidiano RY e com o operador Laplaciano
fracionério. Estes dois pressupostos dificultam ainda mais as contas, uma vez que, o operador
Laplaciano fracionario tem carater nao-local, que juntamente com o termo de Kirchhoff dao
carater nao local aos problemas, e ao considerar todo o espago N —dimensional perdemos a
compacidade dos funcionais associado aos problemas. Diante desses desafios e para que o
leitor tenha uma boa compreensao do contetido dessa dissertacao, dividimos ela da seguinte
forma;

No capitulo 1 fizemos uma pequena introducao aos espacos de Sobolev fracionario onde
apresentamos algumas de suas principais propriedades, introduzimos o espaco H® que é um
caso particular desses e definimos o operador Laplaciano fracionario.

No capitulo 2, vamos mostrar a existéncia e concentracao de solugoes positivas para o
problema (P)), para tal feito, vamos utilizar um argumento de truncamento idealizado por
Del Pino e Felmer em [19], sobre a nao linearidade de f para contornar a falta de compacidade

e assim construir um funcional auxiliar que satisfaca a condicao Palais-Smale. Mostraremos



que este funcional assume ponto de minimo e em seguida recuperar a solucao do problema
(Py). Além disso, mostraremos que as solugoes de (Py) se concentram em torno de uma
solugao de (P)x oo-

No capitulo 3, vamos fazer o mesmo estudo do capitulo 2, entretanto, neste caso consi-
deraremos a nao linearidade critica de f. Utilizaremos os argumentos de Fiscella em [25]
e uma versao do lema da concentracao e compacidade de Lions, para superar a falta de
compacidade causada pelo expoente critico fracionario de Sobolev.

No apéndice, [A] expomos alguns resultados utilizados ao longo do texto. J& no apéndice[B]
mostramos que o funcional associado ao problema (Py) é de classe C'(Ey, R) e calculamos a
derivada de Frechét. E por fim, no apéndice[C| mostramos a limitagao em L™ e a regularidade

das solucoes fracas.



Capitulo 1

Os Espacos de Sobolev Fracionario

Neste capitulo, seguindo Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em [20] e Bisci, Radulescu e
Servadei em [12], apresentaremos os espagos de Sobolev fracionario W*?(Q2) com s € (0,1) e
p € [1,+00] e veremos que, como no caso cldssico, ele apresenta as propriedades geométricas
de reflexibilidade, separabilidade, densidade e verificamos as condicoes para a validade das
imersoes. Além disso, definiremos o operador Laplaciano fracionario e provaremos algumas

de suas principais propriedades.

1.1 O Espago W**((2)

Definigao 1.1. Seja Q um subconjunto aberto de R™. Para qualquer p € [1,00) e s € (0,1),

defini-se o espaco de Sobolev Fraciondrio, como sendo

WeP(Q) == {u € LP(Q); Jutz) = u)| LP(Q x Q)} .

’ ‘1‘ B y‘%+s

Esse espaco é um espaco vetorial e munido com a norma

_ p 7
[[ullwsr@) = /|u|pd:p+// dedy
Q axQ |z — y‘;ﬂ



é um espaco de Banach, onde o termo

-

[ulwsr) = (//QXQ %dwdy)

¢ conhecido como seminorma de Gagliardo.
E importante observamos que se s > 1 com s ¢ N a definigdo acima nao é conveniente,

pois se u :  — RY é uma funcéo que cumpre

oL
// |as— o g dady <+

entao, de acordo com a proposi¢ao 2 em [14] u é uma constante. Portanto, para dé sentido
ao espago W*P(€) quando s > 1 e s ¢ N, podemos escrever s = m + o, onde m € N e

€ (0,1) e assim definir W*?(Q) por
WeP(Q) = {u € W™P(Q) : D% € WP(Q) para todo acom |a| =m}.

Munido com a norma

3=

[lullwer) = | ulfymogo) + Y 1Dulfyon

laj=m

esse espaco ¢ um espaco de Banach.
Uma das principais propriedades dos espacos de Sobolev classico é a reflexibilidade para
1 < p < 00 e a separabilidade para 1 < p < oo e de fato, essas propriedades continuam

sendo validas para o espaco fracionario.

Proposicao 1.1. Sejam Q um subconjunto aberto de RY e s € (0,1). Entdo, o espaco de

Sobolev Fraciondrio W*P(Q) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo.

Demonstracao: Considere a seguinte aplicacao

T:W*P(Q) — LP(Q)x L7(Q2x Q)

u — T(u) = (u,v)



u(z) — u(y)

onde ’U(l’, y) = W

Observe que pelo fato de, LP(2) ser um espaco de Banach, entao
LP(Q) x LF(Q x Q) é também um espaco de Banach, assim ver-se facilmente que 7' é uma
isometria sobre sua imagem. Além disso temos que 7' (W*P(2)) é um subespagco fechado de
LP(2) e sendo LP(Q2) um espago reflexivo para 1 < p < 400 segue que W*P(€Q) é reflexivo
para este p. Uma vez que, LP(Q) é separdvel para 1 < p < oo do fato de T (W*P(Q)) ser um

subespago fechado e da isometria segue a separabilidade de (W*?(Q2) para 1 < p < 0.

Definigao 1.2. Definimos o espago Wi*(Q2) como sendo o fecho de C5°(2) na norma de

|| /|ws»). Além disso, de acordo com a proposicao anterior, temos
Wo P (RY) = WP (RY).

Estes espacos sao de suma importancia na busca por solugoes de EDP, ja que, elas tem
a caracteristica de se anularem na fronteira de um dominio limitado de R,

Uma vez definido espaco de Sobolev fracionario, somos induzidos a questionar qual a
relacao existente entres os espacos W*?(Q) e W*(Q2) com s < t e s,t € (0,1) a proposi¢ao

abaixo justificard que o espago W"P(£2) estd imerso continuamente em W*?(Q).

Proposigao 1.2. Sejam p € (0,1], @ C RY um subconjunto aberto do RN e considere

0<s<t<1comste(0,1). Entio o espaco W"P(Q) estd imerso continuamente em

Wer(Q).

Demonstragao: Considere u € W*?()). Vamos mostrar que existe uma constante positiva
C > 1 tal que

[[ullwsr@) < Cllullwrso)

Observe que, podemos escrever

() — u(y)” // (z) —uly)”
. B = BIN grdy + I dedy. (1.1
Wipena) = //Qﬂ{m yl<1} \5’7— \N“p Qn{lz—y|>1} ’33— |[N+sp (1)

Sendo s < t e para x e y em (), tais que |z — y| < 1, temos

u(@) —uy)l” _ |ulz) — u(y)

|x —y|Ntsp = |z — y|NtP




assim,

Qn{|z—y|<1} ’95— ! +Sp Qn{|z—y|<1} \fU— Y| “’

Para estimamos a segunda integral, vamos fazer a seguinte mudanca de varidvel z =x —y e

aplicar o teorema de Fubini para, obter

u(z)[P / / 1
——————dxdy < u(z)|Pdx —dz
//m{x y>1y [T —y[Nrep Ql (@)l nlz>1y |2V
1

17(0) @n)z>1y 12V TP

IN

Como N + sp > N, entao f(z) = ¢ integravel, logo

’z|N+sp

u(z)[P
/ﬂ/ﬂﬂ{x—y|>1} mdxdy = Cy(N, s, p)l|ull70

Note que, para todo = e y em  tem-se |u(z) — u(y)[F < 2P~ (|u(z)[? + |u(y)|P) e usando a

igualdade acima, temos

[ )y o e [ @ + ),
Qn{jz—y[>1} ’1’— | Ntsp - Qn{ja—y|>1} ’-TC— | NVtsp

// |u(z)[? B ICOI S,
onf{le—y>1} [T — Y|P
< 2°C( stap)HuHLp(Q) (1.3)

A

IN

De (L), (T2 e (T3), obtemos
[U]%/Sap(ﬂ) < 2°Cy(N, 3»1’)““”%(9) + [U]];vt,p(g)-

Assim,

||U||Wsp(g) = ||U||§p @ T [U]];Vs,p(g)

< lullfe) + 2°C1N, s, p)l[ull]s 0y + [ulfyragq
() (@) ()
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Nullyen@y = (2PC1(N,s,p) + DlullLrq) + [ulipeso
C(N, S7p)(||u||LP(Q) + [U]Wz,p(g))

= C(N,s,p)l|ulfyeny-

IN

Observe que a constante C'= C(N, s,p) > 1. Dal, segue o resultado.
[ |

Proposigao 1.3. Sejam Q wm subconjunto aberto de RY de classe C*', p € [1,4+00) e
€ (0,1). Entdo
WhP(Q) C W5P(Q)

e existe uma constante C' = C(N,s,p) > 1, tal que
ullwsr@) < Cllullwir)-

Em outras palavras, W'P(Q) estd continuamente imerso em W*?(2).

Demonstragao: Seja u € W?(Q). Fazendo a mudanca de varidvel z = y — z e aplicando

o teorema de Tonelli, temos

_ P _
/] o) ol ¢ [ [ WG,
2n{ja—yl<1} T — Y|V B |Z| P
B ) —u(z+x)P 1
- [ e
P
t
_ // /V““ Vulr £12) 1) gada
B 0 ’z‘ +s—1
U IVu(x + t2)|P
< //31 FhEes INTR D ——————dtdzdx. (1.4)

Pela regularidade do dominio €2, podemos estender a funcéo u para uma funcéo @ : R — R

de modo que

a e WHRY) e [[allwir@y) < Ollal|lwisq)

11



para alguma constante C' > 0. Assim,

Y Vu(x + t2)| Y IVi(x + t2)|P
—————dtdzdx < ——————dtdzd
S J) e aete < [ [ [ Sy

1 HVUH
- / / _ L”Rf dtdz
B |Z| e
< CUN, s, )|Vl @

< CQ(N Sp)Hunlp (RN)

dai e de (|1.4)), temos

lu(z) —u(y)
————>dxdy < Cy(N, s,p)||u BN 1.5
//QQQH:E yl<1} |x_y|N+sp 2( )|| ||W1 (RN) ( )

De acordo com , existe uma constante D = D(N, s, p) tal que

// %d dy < 2°D(N, s, p)|[ul[2, (1.6)
Q2n{je—y[>1} 1T~

comparando [L.5] e [1.6] segue que

u —uly
/g 0 %d dy < 2°D(N, s, p)||ull],q) + C2(N, 5, p)|ul [f1 @)

Portanto, u € W*P(Q) e

ullwer@) < Cllullwrr@
onde C'=max {2’ D(N, s,p) + 1,Co(N, s,p)}.
n

Vamos agora apresentar alguns resultados de imersoes que envolve o espaco de Sobolev
fraciondrio com outro espaco de L? (ndo iremos fazer a demonstragao desses resultados, para
o leitor interessado, consultar [di nezza] ou [bisci]). Este fato, esta estritamente relacionado
com a dimensao do dominio e com os valores de s e p onde p € [1,400) e s € (0,1). Para
isso, vamos apresentar a seguinte definicao;

2N

Definig¢ao 1.3. Sejam p € [1,+00) e s € (0,1) tal que sp < N. O wvalor numérico

¢ chamado Ezpoente Critico Fraciondrio de Sobolev e denotado por p:.

12



Proposicao 1.4. Seja s € (0,1) ep € [1,400), tal que sp < N. Entao, ezxiste uma constante
positiva C = C(N,p, s) tal que, para qualquer u € WP (RY)

u(y)P
lullseny < € [ T ey

Como consequéncia dessa proposi¢ao, temos as seguintes imersoes;
e Continua W*P(RY) — L4(RY) para todo ¢ € [p, p],
e Compacta W*P(RY) — L% (R") para todo ¢ € [p, p).

Proposicao 1.5. Seja s € (0,1) e p € [1,+00), tal que sp < N e Q um dominio limitado
de classe C*'. Entdo existe uma constante positiva C = C(N,p,s) tal que para qualquer
u e WHP(Q), temos

l[ullLa) < Cllullwsr@),

para todo q € [p,pi]. Além disso, a imersao W*P(QQ) — LY(Q) € compacta para todo q €

[1,p).

Agora, observe que no caso onde sp = N, teremos que p; — +oo quando sp —> N,
assim o espago WP estd continuamente imerso em L? para qualquer ¢ € [p,+00). Mas

especificamente, temos

Proposicao 1.6. Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp = N. Entao, erxiste uma
constante C = C(N, s,p) > 0 tal que para todo u € W*P(RY), tem-se que

|[ul| Loy < Oflul[wer @)

para qualquer q € [p,+00).

Observacao 1. Se © C RY é um dominio de extensido, entdo vale a imersio continua
WHP(RY) « L9(€2) com ¢q € [p,+00). Além disso, se  for limitado, a imersdo vale para
qualquer ¢ € [1,400).

Observacgao 2. Veja que nas proposigoes e exigimos que o dominio {2 tenha uma
certa regularidade. Este fato, é essencial para a validade das imersdes, uma vez que, sem

essa condicao as imersoes podem falhar.
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Para resultados envolvendo o caso sp > n consultar as referéncias mencionadas acima.
Assim como no caso clédssico dos espagos de Sobolev, qualquer fungao no espago fracionario

WP (RN ) pode ser aproximada por uma sequéncia de fungoes suaves com suporte compacto.
Proposigao 1.7. Para qualquer s > 0 o espagco C°(RY) € denso em W*P(RY).

Demonstracao: Ver [1].

1.2 O espaco H® e o operador Laplaciano Fracionario

Nessa segao, concentraremos nossa atencao no caso em que p = 2. Quando isso ocorre o

espago WS’Q(RN ) é um espago de Hilbert com produto interno

gy = D) o)

T — y|N+2s

e é denotado por W*?(RY) = H*(R™).

Para vermos algumas das propriedades mais relevantes desses espacos vamos definir o
operador Laplaciano fracionario. Com esse intuito, temos duas formas distintas de defini-
los, via Valor Principal e via transformada de Fourier. Contudo, veremos que essas duas

defini¢oes sao equivalentes. Antes, vamos precisar de uma classe especial de fungoes

Definicao 1.4. O espaco de Schwartz ou espaco das fungoes que decrescem rapidamente pra

zero no infinito € o espaco dado por

S(RY) = {u € C®(RY)/Va, B € NV sup |#905u(x)| < oo} :

zERN

Definicao 1.5 (Via Valor Principal). Seja s € (0,1). Definimos o operador (—A)° :
S(RY) — L*(RY) por

(=A)u(z) = C(N,s) lim Mdy

e—0t Jrm\p (@) [T — y|N T2
para todo x € RY onde C(N,s) é uma constante positiva.

A constante que aparece na definicao acima depende dos valores de N e de s e é chamada
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de constante de normalizagao, dada por

C(N,s) = (/RN %ﬂfﬁdg) B (1.7)

com ¢ = ((1,¢'), ¢ € RY71 O limite da integral na definicio acima é chamado na literatura
de Valor Principal e abreviado por P.V, assim

p‘V‘/ Mdy: lim Mdy

N —y[Nr 0% Jrv\p. @) [T — Y[V

e portanto, daqui por diante, vamos escrever

(=A)u(z) = C(N,s)P.V. / Mdy (1.8)

RN ‘ZU—?J‘NHS .

Observagdo 3. O limite acima estd bem definido para toda funcdo u € S(RY) com s €
(0,1). O que poderia gerar confusao seria o caso que s € (1/2,1) ao consideramos y préximo de
x pois, nessa configuragao a singularidade nao é integravel no sentido de Lebesgue. Mas, essa
dificuldade é superada através de um argumento de simetria. Contudo, podemos reescrever

a definicao do operador de acordo com a seguinte proposicao;

Proposicao 1.8. Sejam s € (0,1) e (—A)® o operador definido em (1.8)). Entdo, para todo
u € S(RY)

(—A)u(x) = —%cuv, 5) /R ) ule +9) +‘z’(§+;y> ~2ula) g, (1.9)

Demonstracgao: De acordo com a definicao e fazendo z = y — x, temos

(=A)*u(z) = C(N,s)P.V. / Mdy

RN |$_y|N+23

u(y) — u(z)
= —ON,s)PV. | =g
C(N,) /RN & — 2

u(z + z) — u(x)
2| VF2s

dz.

~ _C(n, S)P.v./

RN

(1.10)
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Além disso, substituindo Z = —z no ultimo termo da igualdade acima, temos

P-V-/RN u(z—i—x)—u(x)dzzp‘v'/RN u(x—i)—u(a:)dz

|Z’N+28 ‘Z|N+28

assim,

2P.V. /RN urrz)—ul@), _ py /RN ueta)—u@, | py /RN ur—z) —ul@) .

‘Z|N+2S ‘Z|N+2S |Z’N+2s

u(r + 2z) —u(x — z) — 2u(x)
2| N2

= PV. dz (1.11)

RN

De (|1.10]) e (1.11)) e chamando z = y, segue que

u(z +y) —u(z —y) — 2u(x)
[y | V2

(—A)u(z) = —%C(N, )PV, dy. (1.12)

RN

Com o intuito de remover a singularidade da integral na origem, vamos usar o fato de que
u € C"X’(]RN ). Assim, podemos expandir a fungao u através da férmula de Taylor com resto
de Lagrange, isto é,

u(e+ ) = u(z) + Dule)y + 5 Dula)y’

u(z —y) = u(x) — Du(z)y + %D2u(:€)y2.

Somando as igualdades acima, obtemos
2 2 2 2 2 2 2
w(z +y) +ulr —y) — 2u(x) = Du(z)y” < D7u(z)y” + ely|” < [|D7ul[L=y|

assim,

uw(z +y) —u(z —y) — 2u(z) 9 1
pV/RN ‘y’NJrQs dySHD UHLooPV RNWdy<OO

desde que u € S(R™), entdo podemos escrever

u(zx +y) —ulzx —y) —2u(x) , wx +y) —ulx —y) — 2u(x)
PV /RN [y |N+2s dy—/RN [y V2 dy.

Portanto, de ([1.12)) conclui-se o resultado.
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Como dito anteriormente, podemos definir o operador laplaciano fracionario via trans-
formada de Fourier. Na realidade ele é definido como sendo a inversa da transformada de
Fourier de uma funcio de S(R™). Para ver esse fato, considere u € S(R™) e a transformada

de Fourier dada por

ile) = 5ule) = [ uw)e > =9da,

RN
onde ¢ € RY e (.,.) é o produto interno usual em RY. Tomando a inversa da transformada

de Fourier da igualdade acima, temos
u(e) =T () = [ a(©em e
RN
Aplicando o operado laplaciano acima com o sinal negativo, temos

—Au(z) = —A ( /R Na(g)ewx@dg)

= [ Crrieemod
A CIRO)

Logo, podemos definir o operador Laplaciano fracionario, tomando a poténcia s no multipli-

cador associado ao operador Laplaciano classico e obter a seguinte igualdade;

Proposicao 1.9. Seja u € S(RY), entdo

(=A)u(z) =T ((2nlg)*a(§))

Demonstragao: Aplicando a transformada de Fourier a igualdade (1.9)), temos

Ay = (S [ Tl alety) st

2 ’y‘N+25
_ / C(N7 S) / 2U<LIZ’) — U(.CC —]i_vyg — U(SL’ — y) dye—27ri<x,§>d$
RN 2 RN \y| +2s
C(N,s)

T2 /RN |y|1\17+25 </RN(2“<”3> —u(z+y) —u(z - y))em@’@d:c) dy

Agora fazendo a seguinte mudanca de varidvel n = x +y e v = x — y, podemos escrever a
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ultima integral, da seguinte forma

u(x)e 210 dy — / u(x + y)e 2™ @8 dy
]RN

/ (2u(z) — ulz +y) — ulz — y))e 2 dy — 2 /
RN RN
— / u(z — y)e @8 dy

RN
=2i() ~ [ ulme 9y
RN

— / u(n)e 2mOHYE) gy
RN

[\
>
—
I
|
>
—
I
N—
a
[N}
3
=
<
o
|
>
—
mn
N—
Cb‘
N
3
=
&
o

)

Assim,

gi-aru) = D0 [ e (ST
- o [ g (o).

— C(N, s)i(€) /RN <1 - Cloysﬁigf’y))) dy. (1.13)

z

. Logo,
N

Agora, fazendo a mudanca de varidvel z = ||y, temos y =

1 B |€|N+2S ~
|

e = e ¢ 760 =20 (6 )

1
além disso, dy = ——=dz. Dai, definindo

€1~

J(S) — /RN 1— COS(QW <£7y>)dy

|y|N+2s

z

_ / 1 — cos (27r<§,é>) |§|N+25d
RN

|Z|N+2s |£|N

S Crle)),

|Z|N+2s

Vamos agora usar o fato de J ser invariante por rotagoes. Com efeito, seja R uma rotagao

, ou seja, Re; = — e chamaremos R’ sua transposicio.

€]

que envia e; = (1,0,0...,0) em

€]

18



Usando a mudanca de varidvel ¢ = RT z, obtemos

1-— 27 (R
J(g) _ ‘€|25/RN COT§|;TJF<28617Z>)dZ

\§|28/ 1—cos(27r<RTz,el>)dZ
RN

|RT 2[N+2s
1 — cos(27()
2s
= [¢] /]RN |C[V+2s dz.
1 1
Chame ¢’ = 27¢, entdo d¢’ = (27)NdC e = daf, (ainda denotando

|C/[N+2s T (2m)N+2s|C[N+2s
¢ como variavel de integragao), obtemos

5o = erleh [ o

Considerando B;(0) C RY e usando a férmula de expansao de Taylor, prova-se que a integral

acima é finita e de acordo com a defini¢ao (|1.7)), segue que

J(€) = (2r[g))* (C(N, 5)) 7.

Conforme a defini¢ao de J e aplicando em ([1.13)), temos

F((=A)u(z)) = C(N, s)a(€)J (§) = (2[¢])**u(é).

Aplicando a inversa da transformada de Fourier,

(—A)"u(z) =T ((2n[€)*a(€)) -

Em suma, a proposi¢ao acima afirma que as defini¢oes via valor principal (1.10]) e via
transformada de Fourier sao equivalentes. Mostraremos mais adiante a relagao existente
entre o operador laplaciano fracionério e o espaco H 2(]RN ), para isso precisaremos do seguinte

lema.

Lema 1.1. Sejam s € (0,1) e C(N,s) a constante de normalizacao definida em . Entao,
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para todo u € H*(RY),

Fo@myy = 2C0(N,5)™ 2 Fu(€)|de.
iy = 200V5) 7 [ e Igu g

Demonstracao: Para cada y € RY fixado considere a mudanca de varigvel z = z —y e

usando a identidade de Plancherel, temos

lu(z) — u(y)|? / / u(z +y) — u(y)l?
—r " dr|dy = dzd
/RN (/RN |x_y|N+28 v RN JRN |Z|N+28 =Y

u(z +y) — uly)?
= dy | d
/]RN ( ]RN |z|NF2s V)
L2(RN)
dz

ulz u(-)
|2|N+23
_ u(z + ) —u(’)
— / gj( |Z|N+23 ) L)
§2) _ 1|2
B /IRN /RN |€|z!N+2s| |Fu(€)[*déd>

-2 [ s pace:

= 20 [ lePTu)ks

dz

que demonstra o lema.

Proposicdo 1.10. Sejam s € (0,1) e u € H(RY). Entdo

[ulfrs vy = 20(N, 5)7'(=A)2u

)

Demonstragao: A demonstragao segue diretamente da proposicao ((1.9)) e do lema anterior.
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De fato, veja que

\(—A)%Uﬁ%m) = |?(—A)%U’%2(RN)
= ||§|89:u|%2(]RN)

= [ e
C(N,s), .

= T[U]HS(RNp

o que conclui a demonstracao.
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Capitulo

Existéncia e Concentracao de Solucao

para o caso Subcritico

2.1 Problema proposto

Neste capitulo estudaremos existéncia e concentracao de solugoes para uma classe de
equacoes elipticas fraciondrias nao linear do tipo Kirchhoff-Schrédinger em RY com cresci-

mento subcritico. Especificamente vamos estudar o seguinte problema nao local

M ([u]? + /RN V(az)uz) (=A)u +V(z)u) = cu+ f(u) em RY
u>0, uc HR"Y)

(P)

onde s € (0, 1) é a poténcia fracionaria, N > 2s, [ .| ¢ a seminorma de Gagliardo de u dado

(// - \N+2)s|2d dy)%

e M denota uma funcgao continua que sera especificada posteriormente. O potencial V' tem

por

a forma V(z) = Aa(z) + 1 onde a : RY — R é uma fungo continua e nio negativa que se
anula em um dominio limitado Qy C RY, X\ é um parametro positivo e ¢ é um parametro
escolhido de forma adequada.

Neste trabalho, vamos supor que o potencial V(z) = Aa(z) + 1 satisfaga as seguintes

condicoes;
(a1) a(x) > 0 para todo x € RY.
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(az) O interior do conjunto a~ {0} serd denotado por int(a '{0}) que é nio vazio e a~*(0) =

Qy é um dominio limitado e aberto do RY de classe C'%!.

As hipétese sobre a fun¢do a foram introduzidas por Ding e Tanaka em [21] elas sao
essenciais para ajudar a contornar a falta de compacidade causada pelo RY e também para
mostrar a concentracao de solugoes.

Para este caso vamos assumir que a fun¢ao M : [0, +00] — (0, +00) pertenga a C'(R, R)

e satisfaca a seguinte condicao

(M;) Para 1 < oy < ay tem-se que

mg + botal < M(t) <mp+ blta2

onde mg, mq, by e by sao constantes positivas de modo que m; < 5 bara algum

2(p(EY))

aberto Q" C Qry, o termo p(Q) denota o nimero

)= min <// u(y)l* — 7 dxdy + u2dx). 2.1
p( Jo lulP=1 oy |l._y|N+2 Y Q/| | (2.1)

A nao linearidade de f : R — R satisfaz as seguintes condic¢oes
t
(f1) A aplicagao t — @ é crescente

(f2) f tem crescimento subcritico no infinito, isto é,

0

t—00 ‘t”}’ 1 < +00

com 2 < v < min{2},20; + 2}, onde 2] é o expoente critico fraciondrio dado por

IN
9 —
5 N —2s
f(t)
(fs) Jim == =0

(f1) Existem 2 <9 < 2a5 + 2, e tg, Cy > 0 tal que
f(t) > Cot™™

para todo 0 <t < t.
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Como buscamos solugoes positivas, vamos impor ao longo da disserta¢ao que, f(t) =0

set <0.

Observe que, a partir das condigoes (fs) e (f3), para qualquer € > 0 dado, existe C; > 0

de modo que,

()] < %W FOtPTY, ViteR (2.2)

Estabelecidas as condigoes acima enunciamos o teorema central deste capitulo:

Teorema 2.1. Suponha verdadeira as hipdteses (fi) — (fs) para f, o termo nao local M
satisfaz (My) e a fungdo a(x) verifica (a1) e (az). Entdao para o subconjunto fixo ndo vazio
Qy, existe \* > 0 tal que para todo A > X* o problema (Py) tem uma solu¢do com energia
minima. Além disso, para qualquer sequéncia (\,) com X\, — o0, podemos extrair uma
subsequéncia (An,) tal que (uy, ) converge fortemente em H*(RY) para u de modo que, u = 0

fora de Qy e u € Qy € uma solucdo do problema

M (Il ) + [l ) (—A)u+u) = cu+ f(w) em Qr
u>0, em Qvr,u GX(QT)

(P)T,oo

onde

ol = [ O,
B QrxQy |l'_ |2

2.2 Estrutura Variacional

Nesta secdo, apresentamos o espa¢o/ambiente no qual o nosso estudo se desenvolvera, e
além disso, vamos definir o funcional energia associado ao problema (Py).

Considere o espaco fracionario de Sobolev definido como
H*RY) := {u € L*(RY); [u], < oo}

onde [-]s; é a semi-norma de Gagliardo com p = 2. Este espago é um espago de Hilbert com
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a norma

N[

- ey = (1 o, + [2)

Em problemas elipticos que envolvem o laplaciano fracionario em um dominio 2, a
condicdo de Dirichlet pede que a solucdo seja nula em RY \ Q. Desta forma, definimos
0 espago

X(Q):={uec HRY);u=0 qtp em RV\Q}

este é um espaco de Hilbert com o produto interno

u(y))(v(x) —v(y))
e = [

que induz a norma

I, N
. 2.
||| x@) = (//Q2 7 — y‘N+2s " dxdy (2.3)

Observagao 2.2.1. Para N > 2s, s € (0,1) e Q C RY um dominio limitado, vale as imersoes
compacta H*(Q) < LP(Q) para 1 < p < 2¢ e continua H*(RY) <« LP(RY) para 2 < p < 2,
onde 2} é o expoente critico fracionario de Sobolev definido na se¢ao anterior . Daqui por

diante, vamos assumir que s € (0,1) e N > 2s.

Definamos agora o seguinte espago linear

By = {u € H*(RY); /RN o(2)|ul2dz < —i—oo}

munido com o produto interno

(u,v), = //Rw ]x _))(’zgl_ U(y))d:cdy + /RN(ACL(QJ) + Duvdz.

A norma induzida por esse produto interno denotaremos por || - ||, e é dado por

uly)l [ view)
— 77 dxd Vv d
lully = (/Aw m—MM% sy + [ Vs

Mostramos na proposicao que £, munido com o produto interno acima é um espaco
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de Hilbert, além disso, as normas || - |[x e || - |[ =@~y s@0 equivalentes. De fato, sendo A > 0
a(xz) > 0, entao

Aa(r) +1> 1= (Aa(x) + Du? > u?

/V(m)quxZ/ u?dz
RN RN

assim
logo,

u(y)

2 2\
HS(RN) = (//R2N |x_ |N+2 d dy+ RNU dl’
1
u(y)[? 2. \?
< ——————dxdy %4 d
< <//RQN |x—y|N+2 + . (x)udx

= lullx

||l

Por outro lado, temos

_ u(y)P o)’
i = ([ u_yw WO gty + [ Vioptas
— // )’2d1’dy+/ (Aa(x)u® + u?)dx ’
R2N ‘iU— ‘N+2S RN
(// N 2>| dxdy +/ Aa(m)uZdJH—/ u2dm> .
R2N |$_ y[vr RN RN

Como / a(x)u*dr < +o0 entdo, existe k > 0, tal que / a(x)u*dr < k, logo
RN R

N

/ Aa(z)u’dr < K.
RN

Assim,
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1
u(y)[? / 2.\
< — % dxd K d
ul[x < (//sz |x_ |N+2 xdy + K + RN|U| x
// )|2d dy—i—K/ |u|2d5(:—i—/ |u|*dx :
N R2N |5E— y|NHes RN RN
()P Y
= dxd K+1 d
(/] m_ywws:xy+<-+>éwmrx)
u(y)? / Y
< (K+1) ———"dxdy K+1 d
< (wen [ \x— s+ (K +1) [ s
1
< [(K+1) // )|dd +/ |u|*dx )
N R2N |L’70_?J|NJr2 RN

1
1 )|2 2 2
< (K 1 — " dxd d
< + 2(//sz |x— |N+28 .ry+/RN\u| :1:)

= (K+1)2[|ul

Hs(RN)

o que mostra a equivaléncia das normas. Logo, podemos usar os resultados de imersao para
o espaco F, definido acima.

Lembre que uma solugao fraca de (Py) é uma fungao u € E) tal que

M([|ul]3) (u,v), = c/ uvdx + f(u)vdx
RN RN

para todo v € F). Definimos entao o funcional J : E)\, — R associado ao problema (P))

dado por
o )
lmwz—MMMm—f/'fm—/’mmm
2 2 ]RN RN

onde M / M(s)ds e F(u / f(T)dr. O funcional acima é de classe C*(Ej,R), ver
Proposicao [B.2] no Apéndice [B] e

T (o = M(|Jull2) (u, v}, — a/RN wio— [ fujuds

Observe que os pontos criticos do funcional Jy sdo exatamente as solugoes de (Py).
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2.3 Funcional Auxiliar para o problema (P))

Para mostrar que o problema ( Py) possui uma solugao ground state (com energia minima),
precisamos garantir a existéncia desse ponto de minimo, no entanto, pelo fato de estamos
trabalhando em um dominio ilimitado, perdemos a condi¢ao de compacidade para o funcional
energia e isso cria uma série de dificuldades. Para contornar esse problema, vamos adaptar
um argumento de truncamento utilizado por Del Pino e Felmer em [19] e usar a metodologia
utilizada por Alves e Figueiredo em [3] onde eles trabalham com um problema subcritico no

RY envolvendo o operador Laplaciano tradicional e depois recuperam a solucao.

Veja que da condigao (f2), (f3) e (f1),

lim& =0 lim /)

t—0 ¢ t—oo {

= +OO,

e da condicao (f;) a funcao f é mondtona, logo para cada 0 < o fixado existe um unico &,

tal que

Por (f1), V¢t >0,
f@)] < ot. (2.4)
Sendo Oy C RY defina a aplicacdo h : Qy x R — R dada por
h(a,t) = xr (@) (1) + (1= xr(2)) (1)
para todo (x,t) € Qy x R, onde xy é a funcao caracteristica em Qy, i.é

1 se x € Qy
0, se x ¢ Q.

xr(r) =
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Defina o funcional j,\ . B\ — R tal que

Inw) = 5 (lR) - 5 [

RN

ugdaz—/ F(u)dx
RN

onde F(s) = /S h(x, t)dt.

De modo aglélogo ao funcional Jy é possivel mostrar que J, € CY(E\,R). Além disso,
temos que se uy é ponto critico de Jy com ug < & para todo z € R\ Qy, entdo uy é ponto
critico de Jy e consequentemente solugao do problema (Py). De fato, supondo que ug seja

seja ponto critico do funcional auxilar com uy < & e x € RV\Qy, entdo a funcio

h(z,up) = f(ug) = f(uo).

/Ou0 h(z, t)dt = /Ouo f(t)dt

F(ug) = F(uo),

Assim,

o que implica

e portanto

— c -
D) = 5wl =5 [ o= [ Flunjda
1~ c
= S (wlR) -5 [ o~ [ Pl
RN RN
== JA(U())

Devido o truncamento feito na nao linearidade da f, é de se esperar que o funcional
auxiliar satisfaca a condicdo de Palais-Smale. Contudo, sendo R” ilimitado precisamos
garantir que sequéncias (PS) em R sejam limitadas. Diante disso, vamos mostrar que I\

é coercivo. Antes porém, enunciaremos e seguinte lema;

Lema 2.1. Considere (u,) € H*(RY) uma sequéncia limitada neste espaco e ¢ € C3°(R™)

com 0 < ¢ <1 tal que p =0 em Bg(O) e ¢ =1 fora de Bg(0) além disso, | <7 ¢| < }% Se
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orlx) = ¢ () entdo,

lim lim sup // |up ()2 [Or(x) = ¢R(y)‘2dmdy = 0.
R2N

R—00 n— oo |$_y|N+25

Demonstracao: Ver Lema 2.2 em [6].

Proposigao 2.1. O funcional auziliar J é coercivo, isto €, Jy — 400 quando ||ul|, — +oo.

Demonstracao: De fato, considere o funcional auxiliar

B 1~ c 3
Ja(u) = §M(||u||?\) ~ 3 /RN uldx — /RN F(u)dx

pela condicdo de crescimento (M) e para u restrito a R \ Qy, temos

) I _
I(u) > = / [mo + bos™| ds — E/ udz — / F(u)dz
2 /o 2 Jrv\oy RN\ Qy

1 bo 2(a1+1) c 2 Yz
— m0||u||2 + ||| — = u dr — f(r)drdx
2 { A o1 + 1 A 2 RN\ Qy RM\Q~y J0

v

usando ([2.4)), temos

= mo 2 bo 2(a1+1) C/ 2 / 0 o
Huw) > —||ulls + ———||u — = u dx — —u“dx
b o é
> Tl g IR =5 =G s
2 2((1/14—1) 2 RN\Qvy 2 RN\Qy
Mo o bo 2ar+l)  Cppqp2 o
> 7”““)\ + MHUH)\ = §||u||L2(RN\QT) - §||u||L2(RN\m)'

Como, ||u||2L2(RN\Q) < ||u||%2(RN) e pela imersdo continua Ey — L*(RY), existe ¢, > 0 tal
que

|[ul |%2(]RN\QT) < 3
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e fazendo ¢ = ¢?, obtém-se

7 Mo o bo 2ar+l) _ CC\ g OC, o

J > 0 0 _= _ =

) = T+ g el = Sl — 5l
bo 2(a1+1) 9 (mg cc ac)

cc+oc

Descartando o termo positivo % e chamando (4 = , segue que
i~ bO 2(a1+1) 2
J > — - C : 2.5
) 2 ol lull} (25)

Fazendo a restricao de u a €2y teremos inicialmente que h= f(t). Logo,

Flu) = Fu) — /Ouﬁ(a:,s)ds:/ouf(s)ds

e da condigao (M;) obtemos

) Ll . u
Ja(u) > —/ ' (mg + bos™) ds — E/ lu|*dz — / f(s)dsdx. (2.6)
2.Jo 2 Jay ar Jo

Agora, veja que

1 [llX 1 bo S
- bps*t) ds = = T (1), 2.7
5[ (ot bost) ds = Gollul + 5ol (2.7

Usando a imersao de Ey em L7(Q) onde 2 < v < min(2*s,2(ay + 1)), existe um ¢’ > 0

tal que

c c c c
S Par< S [ pulde = Sl < Sl (2.9
Qry

2

\)

Da condigao (f») existe uma constante positiva a; tal que

f(t) < a1|ﬂ7_1’
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assim,
| tsyas < 2P,
0 Y

de onde vem que

f(s dsd:c</ —u“’dx— U < U
// [ e = 2l ey < il

e novamente da imersao, existe um c; > 0 tal que

/QT /0“f< s < L% ul |} (2.9)

Agora usando (2.7)), (2.8) e (2.9) em (2.6 segue que

= mo 2ai+1) C
Ja(u) > —HuHi e 111 bt §C'HUH§——HUHK

o
_ 2(a1+1) 2 @_E_C/ _ MGy
Ol +||u||x( o) - g

2(a + 1)
=/
descartando o termo positivo % e chamando C5 = % e (3= %, temos
Y
- bo 2(a+1)
Ia(u) = MHUHA Y — G [ul[} — Cslfull} (2.10)
Sendo RY = (RY \ Qy) U Qy somando (2.5) com (2.10)) tem-se
Tw) 2 ol B — Gl + g a2 — Calful§ — Callull
- 2(0&1 + 1) 2(0(1 + 1)
bO 2(a1+1
= R = (ot Go)llul§ = Gallull}.

Uma vez que, 2 < ~, podemos estimar

T b [o%1 1
Ia(u) = o +1|| ul 3D = (Cy + Co)|[ull} = Cslfull
b a1+1)
= 2l .

Como v < 2(a;+1), entéo Jy(u) — 400 em RY | quando ||u|[y — +oc. Portanto, o funcional
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auxiliar Jy é coercivo.

Lema 2.2. Seja (u,) uma sequéncia (PS) para Jy, entio para cada e > 0 dado, existe um

R >0 tal que

. 2
lim (// (un(l‘)— 11\671(231» dxdy +/ (Aa(z) + 1)uidx) <e
nreo EN\BrO)2 |T =Yl RN\ Bx(0)

Demonstracao: Dado € > 0 fixe R > 0. Considere a funcao cut-off ng : RY — R dado

por
0 se xe Bg(O)

Nr(x) = I
1, se ze€R™\ Bg(0)

com 0 <ngr <1, |Vng| < % e Qy C Bg(O).

Como .J, é coercivo e (u,) é uma sequéncia Palais-Smale, entao (u,) é limitada em E.
De fato, suponha que (u,) nao seja limitado, entao existe M > 0 tal que ||u,||x > M para
todo n € N. Sendo J, coercivo, entdo J, — +oo quando n — +00 o que é um absurdo,
pois Jy(u,) — cx. Isso, mostra a limitacio de (u,) em E). Logo, existe K > 0, tal que

||un||x < K para todo n € N. Como 0 < ni < 1, entao

[Inrunllx < lnallxllunllx < llunflx < K

para todo n € N, ou seja (ngru,) é limitada em E). Observe que,

Jg\(un)nRun - M(H“”Hi) <un7 nRun>)\ - 5/ UnTIRUndl‘ - / h(“n)nRundx
]RN ]RN

Ml ) (), = [

RN RN

Como Qy C Bg(O) enr =0 em Bg(O), entao podemos escrever

M olf) ey = [ o [ B+ e
T
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Ml ) = [

uian:E + / ]E(un)nRundaj + j,/\(un)nRun
RN\ Qv RN\Qy

expandindo o produto interno, temos

2 (un(z) — un(y)) (MR (@)un(z) — NR(Y)un(y))
MOl ff FRiE dedys (211)

M(||un||§)/ (Aa(z) + Duynru,de = j;(un)nRun + c/ uian:B
RN\ Qv RM\Qy

+ / f(un)nRundx.
RN\Qy

Agora observe que,

/ / (un(7) — un(y))(Mr(z)un(r) — nR(Y)UA(Y)) dxdy
(RN\ Q)2

|z —y| N2

_ / / (un(2) = un(y)) (1 (2)un (@) + 1R(2)1n(Y) — 1R(2)ua(y) = 10(Y)Uuy)) dy
(RN\ Q)2 |z — y|N+2s

- |$ _ y|N+2s

_ / / (un(2) = un(y)) 1R (@) (un(2) = ua(y)) + ua(y) () —nr)] a0
(RN\Qr)?

_ / / () [(un (x) = un(y))* + tn(y) (un(x) = un(y)) (mr(x) — 1)) dy
(RN\ Q)2 |z — y|Nt2s

o
(RN\ Q)2 z =y

(un(z) — un(y)) (r(x) — nr(y))
+ //(RN\QT)z un(y) dxzdy.

‘x _ y‘N+2s

Substituindo em ({2.11)), obtemos

2 (un(2) — un(y))® 2
My (ff ooy [ ate) + D)
e A o () — () On() ~ el
= (o = M(llR) [ i dedy

+/ cuianx+/ f(un)nrunde. (2.12)
RN\ Qv RN\Qy

34



Afirmamos que

- (un(2) = un(y))(r(z) —0R(Y) ,
lim lim //(RN\BR 2un(y) dxdy = 0.

R—00 n—o0 ‘QZ’ _y‘N+2s

Com efeito, pela desigualdade de Holder com expoente 2, temos

[ e =l one) =,
(RM\BR(0))? |z =yl

1
_ 2 2
<(Jf. o |) (] )=,
(RN\Qy)? |90— | N2 (RN\Qy)? |z — y|Nt2s
U (2) — up(y) 2 2
(// | Wl / V(x)\un|2dx)
(RN\Qy)2 |z =yl RN\ Qv
2 IR (x) = na(y)[? )%
un(y dzdy
(//(RN\QT)2| )l |z — y| N+
1
2[nr(@) = nr(y) )2
= ||u, Up (Y dxdy
ol ([ e L

_ 2
S Uy, 2// Un(y 2|7]R(ZL') R( >| dﬁl:d
ol ff |

Inr(z) — UR(y)|2
< k:// U ()2 dxdy.
RN\ Q)2 [un(9)] |z — y|NF2s

Como k > 0 e sendo (u,) € Ex(RY) temos, em particular, que (u,) € H*(R") além disso,
Uy, é limitada em H*(R") para cada n € N. Pelo Lema ({2.1), temos

Rggongr;o//(m\m)? |un ()] |:L. y|N+2 zdy =

de onde conclui-se que

bm Tim //RN\BR () (un(2) — un(y)) (nr(z) — nR(y))dxdy _o

R—00 n—o0 ‘x _y‘N+2$

Logo, podemos considerar sem perda de generalidade que

/] () 20) = ) 0p() =), C
(RN\BR(0))?

|z — y|NH2s R
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Assim, de (2.12)) temos

sty (ff oDty s [ ale) 4 i) -

=~ C
Jé\(un)nRun - M(““ﬂ”i)ﬁ + /N\Q Euianx + / f (un)nrundz.
R T

Pela propriedade (M)

RN\ Qy

M) (ff |t

Un () — un(y))? / 2 )
dzdy + Aa(z) + 1)ngu; dz
|z — y|N+2s RN\QT( (x) )R

~ C
< J{ (un)NRU, — Mo—= + / cuznrd + / f(u,)nruyd.
RN\Q~

Designando

R RN\QT

(un(m> - un(y))2 2
L= // n d:cdy—i—/ Aa(z) + 1)ngurdz | .
( (RN\ By (0))2 f |z — y|N+2s ]RN\BR(O)< (@) + Lyne

De ([2.4), temos

logo

f(un) < ’f(un” < OUp,

/ f(un)nrunde < / onpusrdr < o / nru’ < oL.
RN\Qy RN\Qy RN\Qy

Além disso,

c/ nRui < cL.
RN\Qy

Assim, de (2.14)) e (2.15) em (2.13), obtemos

~ C
M(|Ju.|3)L < Ji(un)nrty — Mo— + oL + €L

R

C
< Ji(un)nRty — Mo + (o +¢)L.
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Da condigao (M), temos

- C B
moL < M(HunH?\)L < J{ (un)nrus, — moﬁ + (0 +¢)L,

que implica

~ C
L(mg — (0 +¢)) < ,/\(Un)'f?RUn - mOE-

C
Sendo myg e = positivos

L< (W) (T4 (un) it + mo%).

Como (u,) uma sequéncia (PS), entdo J}(u,)u, — 0 quando n — oo, assim tomando o

limite da desigualdade acima com n — +o00, temos

lim L < moC — .
n—+00 (mo — ((T + C))R

Como, ng = 1 em R\ Bx(0)) escolhendo R suficientemente grande tal que <
m

¢ conclui-se

_ 2
lim (// (un(x)_ %’ﬁi)) dxdy +/ (Aa(z) + 1)uid:€) <e.
noree ®¥\Bro)2 [T =Yl RN\ Bg(0)

Proposicao 2.2. Nas mesmas condicoes do Teorema o funcional Jy satisfaz a condi¢do

Palais-Smale.

Demonstragao: Seja (u,) € F) uma sequéncia Palais-Smale logo, existe ¢ € R tal que
Jy—ceJ { — 0. Vamos mostrar que (u,) admite uma subsequéncia que converge forte em
E\. Pela Proposicao (u,) é limitada em FE). Sendo E) um espago de Hilbert, entao E)
¢ Banach reflexivo e como (u,,) ¢ limitada neste espago, entao pelo Corolario 3.18 em [15]
existe u € F, tal que

U, =~ u em F,.
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Da imersao compacta Ey — LP(Bg(0)) e por Vainberg, temos

up, — u em LP(Bg(0))
Uy, — u q.t.p em Bg(0) (2.16)
lun ()] < g, qt.p em Bgr(0) com g € LP(Bg(0)) e p € [1,2]).

Note que

M(|[un3) (g — )y = T4 () (tn — u) + E/RN Up (Up, — w)dx + / () (ty — u)d,

RN
Como (u,) é uma sequéncia Palais-Smale e (u, — u) é limitada em E), entao

M ([Junl3) (tn, un — u)y = 0,(1) + E/RN Up (U, — w)dz + /RN h(x, u,)(u, —u)de (2.17)

Primeiro vamos mostrar que

/ h(z, z,up) (un — w)dz — 0
RN

quando n — oo. Observe que,
/ Wz, up) (U — w)de = / Wz, ) (U — u)dz + / Wz, ) (g — u)da
RN RN\BR(0) Br(0)

= / f(un)(un —u)dx +/ f(un)(un —u)dx
RN\BR(0) Br(0)\Qr

+ g f(un)(u, — u)de.

Da condigao ({2.2)), temos

) =) < (Sl + 1 fual ™) i = v

g\ui — upu| + C1|ul — )t

IN

2 + ] + Gl +
9
>
< < (IgP+lgllul) + Callgl” + g Jul),

(Jnl' + lanlu]) + Cr(Jun|” + fun " ul)
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onde 2 <y < min{2},2a; +2}. Usando a desigualdade de Holder com expoentes

Yo
1
e com expoentes 2 tem-se que g7 '|u| € L'(Qy) e |g|lu| € L' (Qy) respectivamente e como

g € L'(Qy), entdo g7 € L'(Qy) além disso, |g|* € L'(Q), onde Qy C Br(0). Dai, temos

£ —
5 (lgI” + lgllul) + Ca(lgl” + gl ul) € L' (Qx).

Logo, aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, segue que

f(un)(u, —u)dx — 0, (2.18)

Qy

quando n — +oo. Da condigao (2.4), da imersao compacta e do teorema da convergéncia

dominada, mostra-se

/B oo f () (tn — u)dx — 0. (2.19)

quando n — +00.

A seguir analisaremos a expressao
/f(un)(un — u)dz

e da

em RY \ Bg(0). Da condicio 1) por Holder com expoente conjugados p e ¢ = P
p p—

imersao continua, temos

[ Fu) - wde < () (0 — ]
(RM\Bg(0)) (RM\Bg(0))
(RM\Br(0))
< Fanllldo+ [ ) uids
(RNM\Br(0)) (RN\BR(0

VAN

a/ |, |2 da +U/ lupu|dx
(RN\BR(0)) (RN\Br(0))

< eollunll T, @ maoy) + Callnll 2y @By [l La@ Ba(0))-
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Uma vez que, ||ul|pa@~\py(0)) € um constante, segue do Lema que

calltn [, @\ oy + €31ty @3\ Bro) 1l L@\ BR0))) — 0.

logo,

lim f(un)(uy —u)dx = 0. (2.20)
n 0 J(RN\BR(0))

Portanto, de (2.18), (2.19) e (2.20) tem-se que

/ () (1t — w)dar — 0, (2.21)

quando n — oo.

Note que

c/ U (U, — w)dr = c/ U (Up, — w)dx + c/ U (U, — u)dz.
RN RN\BRr(0) Br(0)

Por 216
un —ugu| < g, — |
< Jun|(lun] + |ul)
< unl® 4 Jun ful
2
< 9 +91|u|-

Temos ¢; e |u| pertencem a LP(Bg(0)) entdo pela desigualdade de Holder com expoentes
conjugados p e ¢, tem-se que g;|u| € L'(Bg(0)), assim como g; € L'(Bg(0)) o que implica
g: + gi|lu| € L'(Bg(0)). Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, segue que

n_

lim [uZ — u,ulde = / |u® — u?|dx = 0.
"9 J Br(0) Br(0)
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Assim,

c/ Up (U, —u)dz — 0 (2.22)
Br(0)

quando n — oo. Usando a desigualdade de Holder e a imersao continua

/ (u? — u,u)dr
RN\BRr(0)

< / |u? — w,u|de
RN\BR(0)

/ |uZ + upuldz
RN\Bg(0)

< / \un|2daj+/ |unu|dx
RN\BR(0) RN\BR(0)

IN

Pelo Lema 2.2} segue que

Por (222) ¢ (2.23), temos

< callunl [z, @\ aoy) + Csllunll ey @\ rop Ul La@\Ba ) -
lim E/ Un (Up, —u)dz = 0. (2.23)
n—-+4oo RN\BR(O)
lim c/ Up (U, — u)dz = 0. (2.24)
n—-4oo RN

De (2.17)), (2.21) e (2.24), obtemos que

M(H“ﬂ”i) (Uny, Uy — u>>\ —0

quando n — oo. Da hipétese (M),

Mo (tn, tn — )y < M(|[un|[3) (tn, un — )y =0,

e sendo my uma constante positiva, segue que

(Un, Uy, —u), =0
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quando n — oo. Desta forma,

(Un, Un)y — (Un, u)y = HunHi = (Un, )y -
Logo,
i ([}~ (. 0),) = 0. (2.25)

Como consequéncia da convergéncia u,, — u em FE), temos
[lul[x < liminf ||u,]|»,
e obtemos
[Jul} < liminf [Ju, [} < lim [Ju,[3.
n—oo
Como
[l = ullX = lunllX = 2 (un, w)y + ||ull3
tomando o limite quando n — oo, e utilizando a desigualdade anterior, temos, de (2.25)

im (Jual § =2 (s + D) = i fJunll§ =2 i)y + [l
< lim ju,|[} =2 Im (ug,u), + lm Ju,])}
n—aoo n—=o0 n—m=oo
— 2 tim ([ful = ()

= 0,
de onde, segue que
|t —ull} 0,
ou seja, u, — u em F\. Portanto, o funcional Jy satisfaz a condic¢ao de Palais-Smale.
[ |
Em seguida mostraremos que o funcional Jy, assume um minimo em E) e que esse minimo
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é ponto critico.

Proposicao 2.3. Nas mesmas condigoes do Teorema[2.1], para todo A > 0, existe um ponto
critico ug de JN,\ tal que

Ja(ug) = inf Jy(u).

(SN

Demonstracao: Ja sabemos que Jy é coercivo e portanto é limitado inferiormente em FE).
Logo, existe um c, tal que

e\ = uiené Jx(w)

dessa forma, existe uma sequéncia minimizante (u,) € F) tal que Jy(u,) — ¢x. Desde que o
funcional é coercivo, (u,) é uma sequéncia limitada em F). Logo, u, — u em FE). Como

Jy, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale, entdo, a menos de subsequéncia, temos que
U, > u em B,
e pela imersao continua, temos que
U, —u em LP(RY)
com 2 < p < 2. Pelo teorema de Vainberg existe g, € LP(RY) tal que

U, —u qtp em RY

e
lun(2)] < go(x) qt.p em RY.
Logo,
ui—>u2 gtp em RY
e

[un(2)[* < g3(2) < gi(x) qtp em RY.

Como gy € L? (RN ), entao gh € LP (RN ) e assim, pelo teorema da convergéncia dominada de
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Lebesgue, segue

/ urdr — u?dz. (2.26)
RN RN

Note que podemos escrever

/ F(un)dx:/ F(un)d$d$+/ F(uy)dzdz.
RN RN\Qy Qr

Observando que, em RY \ Qv, tem-se

Fuy) = / " Fyar

e em Qy

Flun) = /0 " ryr.

Entdo da convergéncia u, — u em LP(R™ \ Qy) e por Vainberg, existe g € LP(RY \ Q) e

uma subsequéncia, que ainda denotaremos por u,,, tal que
U, = u q.t.p em RY\ Qr,

além disso,

lun(2)] < g(z) q.t.p em RV \ Q.
Da continuidade da integral

F(u,) — F(u) q¢tp em RY\ Qr,

e da condigao (1.7), temos

Como g € LP(RY \ Qy), entdo g° € L'(RY \ Qy). Assim, pelo teorema da convergéncia

dominada, tem-se

/ F(uy)dz — F(u)dz.
RN\QT ]RN\QT
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Da imersao compacta E, < L7(Qy), com 2 < v < min{2},2as + 2}, temos u, — u em
L7(Q2y). Usando o mesmo argumento anterior, existe uma g3 € L”(€2y) e juntamente com a

condigao (f3), obtemos

g3 . as -
Flu) < [ aoltdt = Zg3.
0 Y

Uma vez que, g3 € L7(Qy) entdo |gs|” € L*(Qy) e pelo teorema da convergéncia dominada,

tem-se
/ F(un)dx — F(u)dx
Qr

Qy

e portanto,
/ F(uy,)ds — F(u)dz (2.27)
RN RN

Logo de 1' 1} da continuidade de M e do fato de que a norma ¢é fracamente

semicontinua inferiormente, estimamos
~ . . 1 —~ 2 E 2 ~
Ja(u) < lminf | =M ([|u,]]3) — = udr — F(uy)dx | .
n—oo \ 2 2 JrN RN

Portanto, temos que Jy, é semicontinuo inferiormente e pelo teorema da minimizacao global,
ver teorema , existe uy tal que j,\(uA) = ) € como j,\ é de classe C, entdo uy é ponto
critico do funcional auxiliar. Agora precisamos garantir que u, seja positivo e nao trivial.
Primeiro mostraremos que uy # 0. De fato, tome ¢ € C5°(RY) \ {0} com suporte em
V' C Qy (para que nao se tenha dependéncia do parametro ), logo iremos omitir o indice
A na simbologia ||.|[x) tal que [|¢]|r2@p) = 1 € |@|| = p(Q) com 2 < v < min(2], 205 + 2).

Agora observe que

Ite) = 53(el) = 5 [ pdo— [ Fitoda (2.28)

RN

com t > 0. Da condigao (M;) temos

1 - 1 [litel? 1 [ltel? el |2
el < 3 [ wopas < 2 [T omsmsyas< [ omv sy as
0 0 0
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Assim,

1~ by
_M t 2 < t 2 t 2(a2+1)
SMlel?) < el + — el

b1
< 12 2 (2(az+1) 2(a+1).
< mattflplff + e D]
Logo,
1~ N
SMIlEl[?) < mat*[Jip][* + byt D] 22, (2.29)
Note que

c c c
[ orde =5 [ pao=¢ [ 6o = SE Yl

Como L*(RY) = L2(RY \ Qy) U L*(Qy) entdo

NN e

||90||%2(RN) = ||90||%2(RN\QT) + ||<P||%2(QT) = ||90||%2(Qy) =1

de onde, segue que

N[ O

— /RN(tgo)de = §t2. (2.30)

Agora observe que

/]RN F(tp)dr = /RN\Q F(to)ds —I—/Q F(ty)dz. (2.31)

Da condigao (f4), temos
f(s) = Cols|"™

com 2 <9 < min(27, 2as + 2). Assim, em Qy, temos

- te te C Cyt?
Plto) = [ 5(s)ds = Co [ sl s = pol? = Sl
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Integrando a desigualdade acima sobre {2y, temos

. C
/ F(ty)dz > _27519“@“1279(%) (2.32)
Qr v

Da condicao , temos que f(s) <ose f(s) > —o0s. Assim, dessa primeira desigualdade,

temos
B ty ty 0_2 0.2
F(ty) = / sds < / osds = —t2p* < —12|p]?.
0 0 2 2
Integrando a expressao acima, obtemos
~ ot?
F(tp)de < —-[1ol|Z2@may)-
/RN\QT 2 L2(RN\Qx)
Como, o supp(p) C ' C Qr, entdo

/ F(to)dr < 0. (2.33)
RM\Qy

Por outro lado, da segunda desigualdade, e usando argumentos analogos ao anterior, esti-

mamos
/ F(to)dz > 0. (2.34)
RN\Qy
Assim, de (2.33) e (2.34] ), temos

/ F(ty)ds = 0. (2.35)
RM\Qy

De ([2.32)) e (2.35) em ([2.31)), temos

: Cog 9
| Feohde = Fellele, (2.36)
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Dessa forma, de (2.29), (2.30)) e (2.36)) em ([2.28]) segue que

T @ @ c 02
Atg) < mullgll + bt Vgl - S S,

ma? ||l |? + bt D | Pl — 22 — O

IN

da hipétese sobre m; e by, da escolha de ¢, de (f4) e da condicao my < 2(,0(—52’))27 temos

para t suficientemente pequeno que j,\(tcp) < 0, logo

JA(U)\) = inf (J,\(u)) <0

ueFy

e assim uy # 0. Agora, para ver que uy > 0, defina v} = max{uy,0} e u, = max{—uy,0}

assim

pelo fato de uy ser ponto critico de Jy e usando u, como funcao teste, entao

Ji(un)uy =0

donde, segue que

M ([[ual3) < ur, uy >= E/N uyu, dr + /RN h(z, uy)u, dx.

R

Assim,

() ([ = =0 D ey [ i) )

:E/ u,\u;dx—k/ h(z, uy)uy de
RN RN

CcOo1mo

i = [, POy ey < [ OO A
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temos, da igualdade anterior

M (|fus]3) ([u;1zs<RN>+ / V<x><u;>2dx)s(: [ wde s [ leun)usds
RN RN RN

M () o B < e [ wnurdot [ ey ds (2.37)
R

RN

Agora, observe que se u, = 0, o lado direito da expressao acima ¢ igual a zero. Porém, se
uy, = —uy, entao

—uy =uf —uy = uy =0.

logo, uy < 0. Assim,
5/ uyu, dr = —E/ usdr = —EHu,\H%g(RN). (2.38)
RN RN

Desde que f(t) = 0 se t < 0, temos que f(ux)uydr = 0. Utilizando a defini¢do de h,
Qy
(2.4) e a argumentagao anterior, temos

/ h(z,uy)uyde < f(u,\)u;dx—i—a/ upu, dx
RN

Qr RN\ Qry

= —O’/ usdx
RN\ Qv

= —ollul[f2@n\ar): (2.39)

De ([2.37), (2.38)) e (2.39), segue que

M ([lulR) [Jux |3 < 0

da positividade de M, tem-se que

lux IR <0

logo, u, = 0. Portanto, conclui-se que uy ¢ solugao positiva.
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2.4 Existéncia de Solugao para (P))

Para provar a existéncia de solugao para (P)), precisamos garantir que exista um \* > 0
tal que os pontos criticos uy de j;\ obtidos anteriormente sao tais que se A > A*, entao
uy(z) < € para todo z € RV \ Qy. O lema a seguir nés dard informacées de como a familia

de pontos criticos (uy)xso de Jy se comporta fora de Qy quando A\ — +oc.

Lema 2.3. Com mesmas hipdteses do teorema considerando {u, = uy,} C H*(R")

uma sequéncia satisfazendo
j)\n(un) —ce ||j/>\n (un>||E/A — O

para alguma constante ¢ € R e tal que A, — 400 quando n — oco. Entao, a menos de

subsequéncia, eviste u € H*(RY) tal que u,, — u em H*(RY) e vale que
(1) wp — u em H*(RN);

(ii) u =0 em RY \ Qv e u € solugio do problema

M ([ufy, + 2@ (A)u +u) = cu+ f(u)

(PY,<>0>
u € X(QT),

(i) A / a(2)un |2 — 0;
RN
o 1 c
() Jx, (un) — =M ([u]?lT + |u|%2(QT)> — —/ u?dzx —/ F(u)dx.
2 2 Jo, o

Demonstracao: A prova dessa proposicao e semelhante aos argumentos apresentados por

Alves e Figueiredo em [3]. Observe que, pelo fato de J~/’\ ser coercivo, temos que {uy}nen

¢ limitada em FE), para todo A > 0 e como ||u,||gs@yy < ||un||x entdo, {u,} é limitada
em H*(RY). Como H*(RY) é reflexivo, existe uma subsequéncia de {u,}, denotada por ela
mesmo e u € H*(R"Y), tal que

U, —=u em H*(RY)

Un (1) — u(x) em q.t.p em RY.
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Agora, para cada m € N considere o conjunto

C,, = {xERN;a(;E) > l}
m

dessa forma,

Observe que
2 2
unl? = 35 (240

Como

+1< \a(z)+1

I3

1 m
< .
Aa(x)+1 =7 Ny+m

Multiplicando por (A,a(x) + 1)|u,|* em ambos os membros, temos de ([2.40))

Ana(z) +1, m 5
a1l S o ae) + Dl
unl? < 5 ) - D

aplicando a integral sobre C,,, temos

/m |un|2dx < " +m/ /\ a |un| dx
< [un (@ )l dzdy + (Ana(z) + 1)|u, |*dx
- )\ +m 02 |ZL' — |N+28 y C " "
< AnTH Un [, -

Como (uy,) € limitada em FE),, entao existe ¢ > 0 tal que

9 mc
nldx < )
[ <
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Pelo lema de Fatou, temos

=0.

0 < lim |up|?d = / liminf |u,[*dr < lim inf/ |up|?dz < lim inf
n—+oo Jo c,, Moo n—00 n—00 +m

m n

Assim,

lim un|? = 0.
n——+00 Com

Por outro lado, da convergéncia anterior e do teorema da convergéncia dominada, temos

im [ juf? = / uf?,
n=+o Jao, Com

e segue da unicidade do limite que
/ fuf? = 0,
Cm

de onde, obtemos que u = 0 em C,, para todo m € N e assim u = 0 em RY \ Qy. Da

limitacdo de {u,} em E), temos que {u, — u} é limitada e do limite .Jy, — 0, tem-se

M(||un||2) < Uy Uy, — U >3= 0 (1) + c/ Up (U, — u)dx — / h(u,)(u, — u)dx
N RN

R

pois, J(t)(un — u) = 0 quando n — co. Observe que, como u = 0 em RV \ Qr, temos

c/ Up (U, — u)dr = c/ uldr + c/ u? — u,udz.
RN RN\Qy Qy

Da construcao anterior,

lim c/ uldr < lim c/ |y |*d :/ lu|*dz = 0.

Agora, pela imersao compacta, do teorema de Vainberg e do teorema da convergéncia domi-
nada, segue que

/ elu — u,uldr — elu® — u?ldr = 0,
Qy Qy

de onde concluimos

E/ Up (Uy, —uw)dz — 0
RN
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quando n — oo. Usando argumentos anédlogos, aos da proposi¢ao (2.2)) mostra-se que
/ h(un)(tn — 1) = 0
RN
quando n — oco. De onde, vem que
M ([t [?) < U, Uy — 1w >y, — 0
quando n — oco. Usando novamente a argumentacao da Proposicao [2.2 prova-se

|wn — ullx, — 0 (2.41)

quando n — +o0o. Como ||u, — u||ge@ny < |[un, — ul|r,, segue que u, — u em H*(RY).

(i) Pelo fato de, u € H*(R™) e u = 0 em R™ \ Qy temos que u € X (Qy). Para ¢ € C5°(y),

tem-se

I3, () = M([|ual]?) < tn, ¢ >x(00) —C/Q
T

ungoda:—/ f(up)edz.
Qy

Como Jj (un)e — 0 quando n — oo e da condicao (i), segue que

M(|[un] ) (S gy = © / wpdz+ [ f(u)pdn
Q~r Q~r

- / (cu+ f(u))pdr,
Qy

e como Cg°(2y) é denso em H*(Qy) a equacdo acima implica

MIlP) ) xiey = [ (Gut fw)oda
T
mostrando que wu restrito a {2y é uma solucao fraca do problema nao local
M(Julxayp) + [ulZ2i0n) (D) u +u) = cu+ f(u) em Qr
u>0, em Qvy,u€ X(QT)

(P)T,OO
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(771) Observe que

)\n/ a(a:)\u]Qda::)\n/ a(a:)]u|2dx+)\n/ a(r)|u|*dz,
RN RN\ Qy

Qy

e como a(z) = 0 em Qy e u(z) = 0 em RY \ Qy, entdo

)\n/ a(x)|ul*dz = 0.
RN

Logo, podemos escrever

= RN(Ana(I) + D) — ul*dz
|(un() —u(z)) — (un(y) — u(y))?
= //sz |z — y|NF2s ity

+ / (Ana() + 1)|u, — ul*dz
RN
= |lun — ull3,,

e da convergéncia de (2.41)), concluimos o resultado.
(iv) Observamos que
luall, = a2+ [ (wae) + Dl P
RN
= [un]§+)\n/ a($)|un|2dx+/ u, |*dx
RN RN

= [un)?+ |un|%2(RN) + /\n/ a(x)|u, *d
RN

= |lun]

?{s(RN) + )\n/ a(x)|un|2dx
RN
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Tomando o limite quando n — +o0, temos por (i) e (iii) que

il By + A [ alo)lunfde > [l oy
Pelo fato de u = 0 em RY \ Qy, obtemos
[l R, = Nullfrs @) = [ty + [uli2i0y);

de onde segue que

1/\
%IS(RN)> — §M <[U]32T + M%%Qﬂ)

1/\
S (1l

quando n — oco. Agora veja que,

E/ U dr = E/ undx—l—g/ uidx.

(2.42)

Usando a imersdo continua H*(RY) < LP(RY) com p € [2,27], o item (i) e o fato de u = 0

em R \ Qy mostra-se que

¢ / uldr — 0
2 RN\QT

quando n — +4o00. Usando novamente a imersao continua, o teorema de Vainberg e o teorema

da convergéncia dominada, prova-se que

/ uldr — u?dz.
Qy Qy

Das duas convergéncias acima, temos

E/ uldr — < u?dz.
2 RN 2 QT

Utilizando os mesmos argumentos da Proposicao [2.3] obtemos

/ F(uy)dz — F(u)dz.

RN
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Como u =0 em RV \ Qy e

Flu)de = F(u)dr + [ F(u)dx
RN RN\ Qy Qr

= Lo, L 701

— 0+/9T F(u)dx

- /Q ) F(u)dz,

~
oW
S
+
5;\
1
O\é
—
—~
=
QL
ILI
IS
S

entao, em [2.44] temos

/ F(uy)dz — F(u)dz (2.45)
RN Qr

Portando de (2.42)), (2.43)) e (2.45)) conclui-se que

1 - c
Tanun) — S ([ufh, + 0l _5/ u%lx—/ F(u)dz.
Qv Qv

Proposicao 2.4. Erxiste \* > 0, tal que para todo A\ > \* o problema (Py) possui solu¢ao

de energia minima.

Demonstracgao: Seja u) um ponto critico do funcional J e consequentemente solugao fraca

do problema

M ([[ul 2)(—(A)*u+ V(z)u) = cu+ h(u) em RY,
u € H*(RY)

Sendo M estreitamente positiva, podemos reescrever o problema acima como

(A)Yu+V(z)u= % em RV,

u € H*(RY)

Fazendo modificagoes na Proposi¢ao 5.1.1 em [22] (ver também Proposi¢ao 2.2 em [10])

mostramos no Apéndice [C| que

[|ur]Loe @M\ 0y) < CoAy
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onde

A1 < C‘UA’L%‘ (RN\Qy)>

e usando a imersao continua H*(RY \ Qy) < L* (RY \ Qv), obtemos

[unl|Loe @vvayy < Killual|ms@or):

onde K, é positivo. De (i) e do fato de, uy = 0 em R \ Qy inferimos que

T
[l s @3\0p) — 0

quando A — +o00. Entao, dado € = Ki > 0 existe A* > 0 tal que
1

£ .
]| s @iy < i vV A> )\
1

Dali, temos
|[url Lo @M\0yp) S EV A > A"
Como
ux(z) < Jupn(2)] < sup  |ua(@)] = [|ur]|po @3\ 2)s
xGlRN\QT

segue que uy(x) < € para todo A > \* com x € RY \ Qy. Provando assim o desejado.
Para provarmos o resultado de concentracao de solugoes do Teorema [2.1| precisamos
mostrar que as solugoes uy de (Py) convergem para uma solugao de (P)u v, quando A — +o00.

Para tanto, vamos enunciar o seguinte lema;

Lema 2.4. Seja Q C RY um conjunto aberto do RY, considere u € H*(Q2) com s € (0,1).

Se ezistir um conjunto compacto X C Q tal que u =0 € Q\ K, entdo a fun¢do extensdio

u se x €€,

Eu(x) = v
0 se zeRY\Q

pertence a H*(R™) e
[|€ul

Hs(RN) S EHSU’

Ho(Q)
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onde k depende de n, s, p, K e Q.

Demonstragao: Ver Lema 5.1 em [20].

Considere o funcional energia Jy : X (€y) — R dado por

1~ c
Jr(u) = §M ([u]?h + |u|%g(QT)) — 5/9 u?dzx —/Q F(u)dx
T e

associado ao problema (P)y . Seja

Cy = inf JT (u)
ueX(QT)

Usando os mesmos argumentos da Proposicao para este funcional é possivel mostrar que
existe ug € X (Qy) tal que

Jy(ug) = cx.

Neste sentido mostraremos a relagao existente entre os niveis criticos ¢y de Jy e ¢y de

Jr.

Proposicao 2.5. Os sequintes itens sao verdadeiro

(1) cx < ey para todo X > 0;

(7i) cx — ey quando A — oo.

Demonstragao: (i) Seja Q C RY aberto, tal que Qy C €. Devido a condicio de Dirichlet

em (P)sor, temos que uy = 0 fora de Q. Como Qy C €, entdo Qy C Q e portanto, ug = 0

em Q \ Qy usando o lema anterior existe uma extensao Eug € H*(RY). Uma vez que,

/ a(r)|Eup|?dr < 400
RN
temos Eug € E) e como X (Qy) C E), segue que

— inf J < i —
A ulen}g Ja(u) < Xl(%g) Jr(u) = ev,

para todo A > 0.
Para ver (ii), considere (c,,) uma sequéncia do item (i) e observe que (c,,) é limitada

para todo n € N logo, (c,,) admite uma subsequéncia, que continuaremos a denotar por
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(cx,), tal que ¢y, — ¢ quando n — 400 e claro ¢ < cy. Por tanto, existe uy, € H*(R") tal
que

ex, =, (uy,) = c e ||j/,\n(u>m)||E; —0
com \, — 400, quando n — +oc. Pelo item (i) do Lema [2.3] existe & € H*(R"), tal que
uy, — @ em H*(RY)
como i = 0 em RY \ Qy, temos que @ € X (Q2y). Pelo item (iv) do mesmo lema, segue que

J,\n (U)\n) — J'r(ﬂ)

Pela unicidade do limite, tem-se

Observando que

entao

Logo, ¢ = c¢y. Da convergéncia ¢y, — ¢ conclui-se o item (7).

Prova do Teorema [2.1; A Proposicao nés diz que existe \* > 0 tal que u, é
solucdo de (P,), para todo A\, > A*. Por isso e do item (ii) da Proposicao a menos de
subsequeéncia,

an(un) = cx e ||J3 (un)l|gy — 0,

onde )\, > \* para todo n € N. Assim, usando o Lema obtemos do item (i) e (ii) que
u, converge para u em H*(RY), onde u é solucdo do problema (P)y o € pelo item (iv) do
mesmo Lema, segue que

J)\n (Un) — JT (u),

quando n — +o00. Da unicidade do limite, conclui-se que Jy(u) = cy.
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Capitulo 3

Existéncia e Concentracao de Solucao

para o caso Critico

3.1 Problema proposto

Neste capitulo estamos interessados em obter resultados de existéncia e concentragao de

solugoes para o seguinte problema com crescimento critico.

) M ([uﬁ + /RN V(x)uQ) (=AYu+ V(z)u) = h(z)u+u>"1 em RY

u>0, emn RY wue HR"Y)

(P

2N
onde 2} = N3 ¢ o expoente critico fracionario de Sobolev.
—2s

Para estudar esse caso, exigiremos que a funcao M tenha a seguinte forma;

(M) M(t) = mg + bot™*, mo > 0, by > 0 e 20y + 2 > 27 e satisfaz
(M;) Existe um 6 € (2,2) tal que

1
S M(t) = ZM(t) > — Kbt

t
onde M(t) = / M (7)dr e K é uma constante positiva.
0

Observe que, se N =3 e s < 7 temos que 2 < 4, entao a funcao modelo de Kirchhoff
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M (t) = mg + bot satisfaz a condigao (M;) para 6 € (2,2). De fato,

SM(t) = ZM() = %/0 M(T)dT—%(mo—Fbot)t

1 t mot b0t2
- = bor)dr — ob Pt
2/0(m0—|— 0T)dT 7 7

1 1 1 1
pois (5 — 5) mot > 0, além disso, a constante (5 — Z) é positiva.

Vamos assumir que a funcdo h : RY — R satisfaca as seguintes condicoes
23
(hy) h € L*(RY)n L2 (RY)
(h2) |h|r2(e) > 2mop(©) para um aberto e limitado © C Qy

Estabelecidas essas condicoes, enunciaremos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1. Suponha que as condigoes (a1) — (az) e (h1) — (he) sejam verdadeiras; além
N
disso o termo nao local M tem a forma (Ms) e verifica (Ms). Se |h|a: /o~ < ¢"'mg*, onde

c¢* depende da constante de Sobolev S e

N *_ -1
¢ = (2C(N,s)~'S) = (—28 2) 2z
) s

23

entao, eziste constantes \*, €y e Ky positivas tal que (P.) tem solu¢do com energia minima
para todo A > X*, by € (0,e9) e mg € (Ky,+00). Além disso, para toda sequéncia (\,) com
An — +00, podemos extrair uma subsequéncia (An,) tal que (uy, ) converge fortemente em

H*(R™) para u, de modo que u = 0 fora de Qy e u restrito a Qy € solugdo para o problema

(P.) M (||U||§c(ﬂr)|u|%2(9r)> (=AY u+u) = h(z)u+u*~" em Qr
* )T, 00
u>0, em Qy, ue X(Qy)
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u(y

onde ||ul|% (@) // | |N(+2)| dxdy e X (2y) é o espago definido no capitulo 1.
QTXQT T —

Para estudarmos o problema (P,), vamos utilizar um truncamento andlogo ao que foi

feito no caso subcritico para contornar a falta de compacidade no RY. Observe que, uma

solucao fraca do problema proposto é uma funcao u € F), tal que

h(a:)uvdm—l—/ u* odr

RN

M(llul) < w0 2= /

RN

para toda v € FE). Dessa forma, definimos o funcional energia I, : F\ — R associado ao

problema (P,) dado por

1~ 1 1 .
() = SM(1ll}) — 5 /RN nepdr — o [ i

RN

onde os pontos criticos de I sao solugoes de (P.). Esse funcional estd bem definido e é de
classe C'(Ey, R).

Sendo t — t% 7! crescente, definimos a funcao truncada § : R — R dada por

t3271 se t< ¢

o't, se t>¢,

onde ()%~ = ¢'¢’ para algum o’ > 0 fixo. Dessa forma, temos a seguinte condicio de

crescimento para ¢
g(t) < o't (3.1)
Agora, definamos a aplicacdo h: RY x R — R por

Iz, t) = xr (@)t + (1= xx(2))g(t)

para todo (z,t) € Qy x R, onde yy é a funcio caracteristica em Qy C RY. Dessa maneira,
temos o seguinte funcional auxiliar I x . E\ — R dado por
~ 1~ 9 1 9 _
I(u) = 5 M(|[ul[X) — 5 [ h(@)uwde — |  H(z,u)de
2 2 RN RN
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t
onde H(x,t) :/ h(z,s)ds.

De modo anéfogo ao capitulo anterior, é possivel mostrar que se ug é ponto critico de T
com ug(r) < & para todo x € RY \ Qr, entao ug é ponto critico de I e consequentemente
solucdo do problema (P,). Apesar do roteiro deste capitulo seguir a mesma estrutura do
anterior (no caso subcritico), teremos aqui uma maior dificuldade, pois a funcao H(x,u)
pode ter crescimento critico em Q@ C RY, onde © é um subconjunto limitado do RY e
neste caso o funcional Iy ndo satisfaz a condicdao (PS) em todos os niveis devido a falta de
compacidade do funcional, causada pela presenga do expoente critico fracionario de Sobolev
na imersao de Ey em L*. Esse problema, serd resolvido analisando o comportamento do
funcional em €2, e portanto investigaremos o comportamento sequéncias (PS) restrito a
H*(Q), e fora dele e juntamente com uma versao do lema de concentragdo mostraremos que

a compacidade ocorre abaixo de um certo nivel. Faremos essas andlises nas préximas secoes.

3.2 Sequéncias Palais-Smale em F),({2)

Nessa secdo, Q C RY denota um subconjunto aberto do RY que contém Qy Definamos

o funcional I : E)(2) — R dado por

1~ 1 _
I(u) = =M (|[ul]3) — —/ h(z)u’dx — Hdz
2 2 RN RN
onde E,(Q2) = {u € HS(Q);/ V(z)uldr < oo}.
Q
Com a finalidade de provar a condigao (PS). para o funcional I, vamos exibir a seguinte

versao do Lema da Concentracao e Compacidade de Lions, para o operador Laplaciano

fracionario, que pode ser encontrada em [36].

Lema 3.1. Se (u,) é uma sequéncia limitada em H*(QY), entdo existem medidas positivas i

e v tais que

2

!(—A)gun(as)fdxiu e |un(z)|® 2v em  MRM). (3.2)

Além disso, se u € limite fraco de (u,) em H®(Q2), podemos obter um conjunto enumerdvel

de pontos distintos {x;}ics, nimeros nao negativos {p;tics € {Vi}ics € uma medida positiva
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[ com suporte contido em Q tais que

v = |u(z)|*dx + Z Vibp, = |(=A)2u(z)dx + ji + Z [0, (3.3)

eJ icJ

*
25

v; < S%SMF (3.4)

onde S ¢ a melhor constante de Sobolev, definida por

2
V|| gs

S= inf H’%(Q) (3.5)
verr @020 o[

Demonstragao: Veja o Teorema 5 em [36] e o Teorema 8.6.2 em [13]
A proposicao a seguir nés dard informagoes sobre o nivel para o qual o funcional satisfaz
a condigao (PS). A prova desta proposi¢ao ¢ baseada em [25].

Proposigao 3.1. Suponha que sejam verdadeiras as condi¢oes do Tem“ema. Seja {up }nen C

E\ uma sequéncia tal que ||u,|| < C e

I(up) = ¢ ||[I'(uy)|| = 0 (3.6)
com
c < k?g — ky (37)
onde
1 1 1 1
hw=(5-5) k=(3-4) M otz o
-1 1 1 /
ks = ki (2moC(N, s)7'S) > — bC — G+5)0C
e
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Entao, existe uma subsequéncia de {u,}nen que converge forte em E).

Demonstragao: Sendo (u,) uma sequéncia limitada em E) e este Banach reflexivo, entao

existe u € F, tal que

u, — u em FE\(Q)
U, = u em LP(Q) com 1 <p<2;

Up — U q.t.p em €

lun ()| < g qtp em Q com g€ LP(Q).

\

Entao, pelo lema anterior, existem medidas positivas p e v que verificam (3.2), (3.3)) e (3.4).
Seja v € Cg°(R™,[0,1]), tal que 1(0) =1, 0 < ¢(x) < 1 e o suporte de ¥ esteja contido em
B1(0) € Q com Q C RY. Definindo para cada § > 0, a funcao

T — T

%,io(x):w( _5 .0)7

com i, € J, fixo.

Observe que

[hsiounl] = [[¥s.io || [unl] < [[¥050]1C" < C.

Logo, {¥s,iytn }nen é limitada em H*(2) e de (3.6)), temos

(I (tn), sigtn) = (11" (n)||[1¢05,30 ]| — O

quando n — 400 e como

I () W) = M) Gt ity = [ Wohntininde = | Bapispunda

Q

temos,

h(z)usq,dr + / h(x)untbs igdx + on(1). (3.9)
Q

M ([ttnl ) (1 55 0m) = /

Q

Pela Proposicao [L.10| para qualquer w € C5°(Q), tem-se

[w]és(RN) = 2C(N,s)_lH(—A)%wHLz(Rw).
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Assim

//RQN iz —y |N+zs)|2 _2C(N>5)1/RN|(—A)§w(x)|2dx,

onde C(N,s) é a constante de normaliza¢ao (|1.7) definida no capitulo . Tomando a

derivada da igualdade acima, para qualquer v e w em C§°(£2), obtemos

/ / o fﬂfﬁf W) iy = 20(N, ) /RN(_ A)

e além disso, para qualquer que seja v, w € C5°(2), temos

[ NI

v(z)(=A)2w(z)dz, (3.10)

(=A)3 (vw) = v(=A) 3w 4+ w(—A)2v — 2L (v, w), (3.11)

onde £ é definido no sentido do valor principal da seguinte forma

|z —y| N2

para todo z € RY. De (3.10) e (3.11)), temos

(1) W0 () tn (%) — V5,00 () un(y))
una'lvbézoun //R2N dl’dy

‘ilf _ y‘N+25

=209 [ ()-8 (o) (=) s (@) +200N, ) [ (=) o) P )

— 40(N, S)—l /RN(_A) un(x) /RN (’U(:L‘) — U(y))(¢5,io(l‘)un($) — wd,io (y)un(y))dl‘dy (312)

|z —y| N2

[SI[%)

Pelos Lemas (A.1)) e (A.2)), temos

lim lim
0—0n—oo

~0 (3.13)

/RN Un<x)(_A)%un(x)(—A>%¢6ﬂ.0 (z)dx

lim lim
d—0 n—oo

[ (Yt [ ()= o saloiunte) - duolohun, dy‘ L

|ZE _ y|N+25

(3.14)
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Pela convergéncia em (3.2)), temos

lim [ (A ()P (2)d = / (= A sur) P )+ it o () + 3 it (51).

n—oo N N
R R ieJ

Uma vez que, supp(vy)) C B1(0) da definicao de vs,,, teremos que supp(¥s.,) C Bs(zs,),

entao

im [ ((—A) (o) P (2 >da::/ (Al P (@) + il (2)

n—oo RN B6 (:Eio )
Y 10, (Vi)

icJ

:/B( .)|( A) 3 u(@)[*s50 (x)da + fits 50 ()
+ Z 1its.io ()

ed
— [ ) )P s (e + s o)
Bs(z4)
+ w,iod
/Ba(v’cio) ' 8
- % i d i0 d
2 [ P [ @i

(3.15)

pois, i), (x) > 0. Como

/Bé(xio)K )5 (z )| Vs.io (T d:p_/|

e observando que

M\rn

) 218,30 (2) X By 2y) (2) d2

(=) 2 () P50 (€) X By (1) () — 0

g.t.pem ), quando 6 — 0 e sendo 0 < ¥5,;, < 1, obtemos

l\.’:\rn

|(=A)2 (@) Ptsi ()X By (1) () < 1(=A)2u(z)]?
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q.t.p em 2. Pelo teorema da convergéncia dominada

lim [(=A)2u(z) s, (x)dx = 0. (3.16)

00 Bs(wig)

De maneira semelhante, temos

[ s = [ b)) @)
B(; (mio ) Q

observando que

Vs,io (x)XBs(zio) - X{xi0}<$€)

q.t.p em €2 quando 6 — 0 e

W&io (x)XBg (wig) | < 1

gt.p em Q, com 1 € L'(Q), segue do teorema da convergéncia

i [ wss@dn = b [ s @) ()
Q

li
6—0 Bs (zio ) 6—0

Q
_ / Ay
{zio}

= n({xi})
= Z pi0z; ({0 })
icJ

Aplicando o limite em (3.15) quando § — 0, temos de (3.16) e (3.17) que
lim lim (=) 2w (2) 5,0 (2)d > g, (3.18)

d—0n—o0 JpN

Note que, de (3.13)), (3.14) e de (3.18)) em ({3.12]) segue que

lim Hm (u,, ¥si0tn) > 2C(N, 8) " g, - (3.19)

d—0n—oo0
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Por (3.8)), temos
h(‘r)uiwtg,io - h‘<x)u2w5,io qtp em ()

h(@) up (%) 15,0 ()
h(w)g® () s, (@)
< W (2)g*(z) € LYQ).

h (33)“721%,1'0

IN

IN

Logo, do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

lim h(m)ui(x)w&io(x)dx:/h(x)uQ(x)l/Jgj,;O(x)dx. (3.20)

Como supp(1s;,) ¢ compacto e estd contido em Bj(z;,), entao

/Q B (o) s (x)dr = By (@) s (@) de

5(Tig)

h(z)u ( V5,00 (T) X B xlo)(x)dx.

S~ o —

Observando que

h(z)u ( )50 ()X Bs %)( r) =0 qtp em

(@) (2) V5,60 (2) X By(ay) ()] < W) |[u(@)? gt.p em Q

segue do teorema da convergéncia dominada

}SI_E% ( ) ( )¢620( )XR; xlo)(x)dxzo'
Q

Logo, de ([3.20)),temos

lim lim [ h(z)u(2)s, (z)dr = 0. (3.21)

d—=0n—o0 Jq
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Como Qy C €, entao

/Qh(:c,un)un(:v)w(;,io(a:)da: = /Q\Q (@, up)uy (z )w(;,io(a:)daﬁl—/ h(z, )ty ()54, (2)da

B / g(un)un(x)@b&io(x)dx—'—/ Ui:(x)l/)(;,io(x)dx
O\

Qy

Usando o fato de, g =0 em Qy e uff =0em Q\ Qy, entdo podemos escrever

/Q (2, )t (2) 5. () = / 3ttt ()51 () + / W (W (2)de

Q

Uma vez que, supp(s,) C Bs(zi,) € Bs(z;,) C 2, entdo

/Q R, )t ()50 () = /B o @) + / W (@i () de

Bs(zig)
(3.22)
Da condicao (3.1) e da condicao sobre 1)5,,, temos
~ / 2 /2 1
G(un)untsi, < o'lu,|” < o'g” € L (Bs(wi,)),
e pelo teorema da convergéncia dominada, obtemos
fim [ gl @)ds = [ gulelisg @)ds
"0 J Bs(xiy) Bs (i)
Da convergéncia em (3.2), temos
lim ’un(‘r)‘zzdj&io (I)dﬂﬁ = / |U(l‘) 23%10 dZL‘ + Z Vz T; %m
7790 J Bs (i) Bs(xi4) ieJ
e procedendo de modo analogo ao anterior, prova-se que
lim lim G(up)un () s (z)dr =0 (3.23)

6—0n—oo Ba(mio)
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lim lim |t ()% 45,4 (2)d = v (3.24)

6—0n—oo Bs (Iio)

De (3.22)), (3.23)) e (3.24)), segue que

lim lim [ h(z)u,(2)s, (z)dr = v, (3.25)

d—0n—00 Jq

Finalmente, de (3.19)), (3.21)) e (3.25) em (3.9), obtemos

(1im M(ljual 3)) 20N, )i, <

sendo M continua

Vi = M ((Tim [lual3)) 20N, )"

n—oo

chamando = lim ||u,l|x, segue que
n—oo
Vie > M (8%) 2C(N, s) ™" s, (3.26)

onde 8 > 0.

Agora provaremos que nao existe nenhum indice ¢ € J, tal que a desigualdade
aconteca. Assim, estaremos provando que os numeros positivos u; e v; sao todos nulos.
Lembrando que 75 € J é um indice fixo arbitrario. Suponha por contradicao que (|3.26)

ocorra, como 3 > 0, temos que M (f) > 0 entdo, segue da condic¢ao (M) que
Vi, 2 2WLOC’(]V’ 8>_1#i0

e de (3.4]), temos para iy € J que
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Logo,

S
% S
VALY,
[N} [\}
S 3
(e} o
Q Q
= =
O
|
wn X

X
z
v

2moC(N, s)~1S
(2moC (N, 3)’15)% :

v

Sendo u,, uma sequéncia (PS),., vale que

¢ = lim ([n(un) - %I’(un)un)

n—o0

onde 6 é a constante definida em (M;). Note que

Tlta) = g1 () = 537 nl) = 5 [ 1oy = [ Frtem,) = GM )

+%/ﬂh(a¢)ui+%/ﬁfl(%un)un
= M l) = gl Pl + (5= 5) [ w0 = [ A

2
1 [_
—i——/h(x,un)un.
0 Ja

Pela condicao (M)

1 1 1 _
[(un> - éll(un)un 2 _kb0’|un“4al + (5 - 5) /Qh(:l?)uid:v — / H(.Z',Un)d.fl?

e usando a desigualdade (3.1)), temos

1 1 1 1 1 .
) = 31/t > k][0 + (5 _ 5) /Q hapidds — | / P — - /Q 2

Q n

1 (., 1 [ 4
_9/§20u"dx+9/§2u”dx'
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Sendo u,, limitada em E) para todon € Ne 0 <;;, <1, temos

1 1
I(un) = 51 (un)uin 2 = boC + (% _ %) /Q h(x)ude — (5 _ %) /Q o' Cdz

e tomando o limite quando n — oo e usando a desigualdade de Holder com expoentes 27 e
* — obtém-se
2% — 2

siodr + Y vids, (s, ) . (3.27)

ieJ
Observe que

J

¢610 d[E—f-ZVZ T ¢6zo /

ieJ

77/}510 d[L‘ + Z Vﬂv/}(szo :L‘z

ieJ

% ¢57i0 (I)d‘r + Vig w&io (l‘io )

22@%@ (x)dx + vy,

/ ’u|2:¢5,io (z)dx + v4
BQ(S(xio)

2;w5ai0 (x)XBg((rZO)dx + ViO

Como

%zo( )X35 (ziy) — 7 |UI qt.p em £,
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quando 6 — 0 e

% ogtp em Q,

lu

% Vs.ig ('T)XBé(zio) < |u

segue do teorema da convergéncia dominada que

/’ul2 wélo d$—|—ZI/Z T; 7%10

e

%dr 4 vy,

Dai e de (3.27)) segue que

1 1 1 1 1 1 .
>—bC—|=z—- 2 ol 2 —(=+=)dC —— = :
c=7m (2 ‘9> MLQS(Q)‘ |L2§75‘2(Q) (9 " 2) e <9 22‘) < Q’u
1 1 1 1
> —boC — (= — = ) |h| = 2 e — =+ =) C
= —0p (2 9) | |L2§2i2(g)|u|L2s(Q) (9 + 2) o

11 . X
+ (5 - 2—) (10l ) + (2moC(N, 5)75) > )

o (1Y, 1Y,
= = 5_5 | |L2§§2(Q)|u’L2* )+ 5_2_: |U|L2§(Q)

1 ~1q\ 2, 1,1 !
+ (5 - 2—:) (2moC(N,s)7'8) % — byC — <5+§) o C,

onde na segunda desigualdade usamos ([3.26)). Assim,

c> —k2|u|22* + kyul® )T ks (3.28)

L2 (Q

Considere a aplicacio diferencidvel I(t) = kit* — kyt® e vejamos em qual ponto o minimo

¢ atingido. Com efeito, temos
U(t) = 25kyt® — 2kot = 0

2 k1% = 2hopt
Qk 2* 2
t = 2 .
(2§k‘1>
ey \ T
2 2* 2
to = >0
° <2§k1)

Portanto,
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¢ o ponto de minimo da fungao [. Assim,

*

23 2
2ko \ 252 2ky \ 252
L(t = k —k
(fo) ! (Q’S‘kl) ’ (QL‘kl)
s » 22
(2T (2 2y \ 72
-\ 2k 2\ 2tk 2tk
2
2ko \ %E-2 2%kq
= [
(2§k1> ( b ok, >

2!
2ky \ %2 (27 =2
= —k 2 s
2k 2

logo de (B:23),

CZkg—k4.

Mas isso contradiz (3.7). Logo, a desigualdade em (3.26)) nao ocorre para ig € J. Como ig é

arbitrario, segue que a (13.26)) ndo ocorre para nenhum indice i € J o que implica que J = .
Assim, v; = 0 Vi € J. Como consequéncia disso, segue de (3.2)) e de (3.3) que, a menos de

subsequeéncia,
U, — u em L% (Q)

quando n — oo. Uma vez que, (u,) é limitada em E), tem-se
(I'(uy), up, — u) — 0.

Logo,

Ml [2) 1y — ) = /Qh(x)(ui _ uyu)dz — / B, )t — ) + on(1).

Q

De (3.8) e do teorema da convergéncia dominada, obtemos

/Q h(2) (2 — upu)dz — 0
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quando n — oo. Observando que

/Qh(a:, Up ) (Uy, — u)dr = /Q\QT g(up)(u, —u)dr + / (w2 —u2'u) da. (3.31)

Qr

Pela condicao (3.1)), temos

/ g(up) (U, —u)de < a'/ (u — upu) dz,
O\

Q\Qy

e usando os mesmos argumentos anteriores, prova-se que
/ g(up)(uy, —u)dz — 0
A\Qy

quando n — co. Da convergéncia de u, para u em L* (), tem-se por Vainberg que

Up — u .t.p em €

e
|un(z)] < g1 q.t.p em Qe g € L*(9Q).
Assim,
u® — vty — 0 q.t.p em
e

2% 2F—1 2% 2F—1
Uy — Uy U < |uné — Uy’ U| < |Un

5t JuZul < g%+ (g% ).

Como g% € L*(Q) entdo, g € L*(Q2) e usando a desigualdade de Holder com expoentes 27
2

25 —1
teorema da convergéncia dominada,

e tem-se que |¢g% tu| € L*(Q) o que implica g* + g% u| € L*(Q). Por tanto, pelo

/ (ui — ui:_lu) dr — 0
Qy
quando n — oco. De (3.31]) e das duas ultimas convergéncias, segue que
/ h(z, up) (U — u)dr — 0. (3.32)
Q
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Portanto, de (3.29)), (3.30) e de (3.32)) segue que
M([Jun?) (s wn — u)y — 0
quando n — oo. Assim, por continuidade da M
. 2\ 1 2 _
Tim M ([fun][*) T (Jfun|[* = (un,u)y) =0

: 2\ 1 2 _
M (Tim [lual[2) Tim (Jlunl[2 = (wn,),) = 0

M(E) T ([l P~ () = 0.

e como M(S?) > 0, entdo

lim ||u,|3 = lm {(u,,u), .
n—o0 n—oo
Uma vez que, u,, — u em E,()), entao

(@, un) = (0, u) ¥V ¢ € E\(Q),

e pelo teorema da representagao de Riesz, existe inico w € E)(Q) tal que
(o, 0) = (w,v),,
para todo v € E,(Q2). Logo, podemos tomar w = u. Assim
(u, un)y = (u, 1)y,

ou seja,

T (u, ), = [l 3

e da igualdade anterior, segue que
i [fug 3 = [Julf3

Logo,

[fnl[x = [lul]x
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de onde, concluimos que u, — u em F)(2).

3.2.1 A condicao (PS) para o problema critico

Assim como no caso critico precisamos entender o comportamento das sequéncias (PS)

para o funcional I, fora de uma bola. A seguinte proposicao nés dara essa informacao.

Lema 3.2. Seja (u,) uma sequéncia (PS) para Iy, entio para cada € > 0 dado, existe um

R > 0 tal que

lim (// tn(®) = tn(W))” g, dy+/ (Aa(x)+1>ugdx) <e
=00 \J J @™\ By (0))2 |l“— R BN\ B (0)

Demonstragao: De modo idéntico a demonstracao do Lema

Proposicao 3.2. Nas mesmas condi¢oes do Teorema considere {u,} uma sequéncia

(PS). para I, onde ¢ < 0, entdo {u,} possui uma subsequéncia convergente em E.

Demonstracao: Considere Br(0) € RY. Inicialmente, vamos mostrar que Iy(u,) — 0 e

I (u) (1) — 0 em RN \ Bg(0). Com efeito, sendo

2(a1+1)
M (||UN||2E,\(RN\BR(O))> ||un||2E)\(RN\BR(O)) moHunHE,\ (RN\Bg(0 +b0|| nHE IRN\BR( 0))
e aplicando o Lema temos que
M (113, 2 o) 1l 13, 1 0 = O (3.33)

quando n — +oo e para R > 0 suficientemente grande. Da condigao (3.1) e da imersao

continua Ey < LP(RY) com p € [2,27], temos

/ h(u,)up,de = / g(z, up)upde
RN\Br(0) (R\Bg(0)

o / u? (x)dxw
(RN\BRr(0))

< CHUHH%A(RN\BR(O))'

IN
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Tomando o limite quando n — +o00, segue do Lema |3.2

/ () updz — 0,
RN\Bg(0)

(3.34)

para R > 0 suficientemente grande. Por ultimo, utilizando a desigualdade de Holder com

* *

2 2
Til,onde2§r§2:i2e2§r’§§s,temos

1
/ ha)lde < < / |h(x)|rdcv) ( / |u|$;"’da;>
RN\Bg(0) RN\BR(0) RN\Bg(0)

= C |h|LT(RN\BT(0)>|un|i2T’<RN\BT(0))'

expoentes r e 1’ =

ﬁ\‘ -

Observe que, 4 < 2r' < 2*. Logo, podemos usar a imersao continua e obter

/ h(x)updz < Clh| L@y b, 0y [Unl By @3\ 5, (0))-
RN\ BR(0)

Como C|h|pr®n\ B, (o)) ¢ uma constante positiva, obtemos do Lema ({3.2))

/ h(up)uds — 0.
(RN\BR(0))

Assim, de (3.33)), (3.34) e (3.35)), temos, para n — 400 e R > 0 grande que

I\ (up)u, = M <||un||2EA(RN\BR(O))> ||un||2EA(RN\BR(0))

— / [h(x)up + h(ug)u,) dz — 0.
RN\BR(0)

Agora, observe que por defini¢ao

'V 0 2(a1+1)
M (||un||2EA(RN\BR(O))) = m0||un||]25,\(]RN\BR(O)) + mHUnHEf&N\BR(o))-

Assim, aplicando o Lema [3.2] temos

M (1funll, @ agon ) = 0
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com n — +00 e R > 0 grande. Usando o mesmo argumento anterior, prova-se que

1
- / h(z)u2dz — 0. (3.38)
2 Jen\Bx(0)

Finalmente, usando a defini¢ao de § e a condicao (3.1]), obtemos

/
_ o
H(z,up)dz < —||lu ||%2 RN\Bg(0))"
/]RN\BR(O) n o L2 (RN\BR(0))
Usando, novamente, a imersao continua e o Lema obtemos, para R > 0 suficientemente

grande e n — +00

1
—/ H(z,u,)dx — 0. (3.39)
2 J®M\Br(0))

Logo, segue de (3.36)), (3.37) (3.38) e de (3.39)) que

~ —_~ 1 —
I(uy) = M (||un||%MRN\M))))—5 /]R . ()h(x)uidx— /R . ()H(x,un)d:v S0 (3.40)
r(O r(0

para n — +o0o e R > 0 grande.

Por hipétese (u,) é uma sequéncia (PS). para I, em E,. Logo, temos I:A(un) — ce

I (up)u, — 0. Como

RY = RV \ Bg(0) U Bx(0),
entao
uall3 = ||un||2EA(RN\BR(O)) + ||un||2EA(BR(0))'
Assim, podemos escrever
) = M (o) Nt By = [ o+ B d
RN\BR(0)
= 1 (Junl e o) Nl emrson = [ [l + hlun)u] do

RN\BR(0)

+ M (HUHHJQEX(BR(O))) HunH%)\(RN\BR(O)) - /B o [h(@)ul, + P(un)un] dz — 0.
R
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De ([3.36)), segue que

f&(“n) =M (HUHHQE,\BR(O)) HunH%ARN\BR(O) - /B o [h(ﬂf)ui + B(un)un] dz — 0.
R

Da mesma forma, temos

~ —_~ 1 —
Ta(wn) = M (un] 2) - 2 / haytde — | H(z,u)de
2 RN RN

> 1
=M <||un||2E>\RN\BR(O)> - 5/ h(x)uidx —/ H(z,u,)dx
RN\Br(0) RN\BRr(0)
1

+ M (||unll, 5y0)) — 5/ h(z)udz — H(z,u,)dr — c.
Br(0) Bgr(0)

De ([3.40)), segue que

1

—/ h(z)u?dx — H(z,u,)dx — c,
Br(0) Br(0)

In(n) = 3 (lnl 0 —

em Ej(Bg(0)). Portanto, temos que (u,) é uma sequencia (PS), para I, em E\(Bg(0)).
Desde que o' > 0 é arbitrario, podemos escolher o’ pequeno, para que juntamente com as
hipéteses do Teorema , termos my, by € |h|2zs: — 5, de modo que, ks — kg > 0 em (3.7) e

do fato de, ¢ < 0 podemos usar a Proposicao |3.1| para concluir que

[[unl[x = {lul]x

3.2.2 Prova do Teorema [3.1]

De modo analogo a Proposi(;éomostramos que o funcional I, é coercivo. Considerando
v e Cy° (]RN ) com suporte em © C, podemos repetir os mesmos argumentos da Proposi¢ao
e garantir que o nivel de energia minima ¢ de I, é negativo. Além disso, das Proposicdes
e tem-se que o funcional I, satisfaz a condicao (PS)., assim, uma vez que, I
é coercivo utilizamos o principio variacional de Ekeland, para garantir que o minimo é
atingindo e portanto é ponto critico do funcional I, e finalmente utilizando a mesma técnica
da Proposicao mostramos que existe \* > 0, tal que uy < £ para A > \*, o que garante
a existéncia de solugao para (P,). Argumentando como no caso subcritico, mostramos o

resultado de concentracao.
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Apeéendice A
Resultados Utilizados

Teorema A.1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g € LY Q) com 1 < p < 400

1 1
e —+~-=1. Entio fg€ L'(Q) e
p q

/ £l < 1l |glzocey.
Q

Demonstragao: Ver [15].

Teorema A.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
em L'(Q) tal que

fulz) = f(x) qt.p em Q

e existe g € L*(Q) com | f.(7)| < g(z) para todo n € N. Entdo, f € L'(Q) e

n—oo

lim an(x)dx:/gf(m)dm.

Demonstracao: Ver [17].
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Teorema A.3 (Vainberg). Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em IP(QQ) tal que f, — f em

LP(Q). Entdo existem uma subsequéncia (fn;) C (fn) € g € LP(2) tal que

(fu)) = f at.pem Q

| o] < g(x) gq.t.pem Q.

Demonstracao: Ver [15].
Proposicao A.1. Seja E)\ o espaco definido no capitulo 2, entao valem as sequintes afirmacoes:
(1) Ey estd imerso continuamente em H*(RN).

(ii) E\ estd imerso compactamente em L} (R™), para p € [1,2F).

(1ii) Ex é um espago de Hilbert.

Demonstragao: (i) E simples ver que pela propria definicio de E), tem-se a inclusdo
E\ C H*(R") e ja mostramos no capitulo 2 que ||ul[gs®~) < [|u|[r. O que demonstra a
imersao.

(i1) J& sabemos que H*(RY) c LI (RY), pois H*(R") estd compactamente imerso em

p

P (RY). Para mostrar que a aplicagao

Llpoc(RN) para p € [1,2%), logo pelo item anterior £\ C L
i i (Ex,||-|]x) — LP(RY) é compacta para p € [1,2%) é suficiente mostrar que dado um

conjunto U C F) limitado, o conjunto i(U) é pré-compacto em L?OC(RN) para p € [1,2%). Seja

entdo U C F, limitado na norma || - ||y, do item (i) U ¢ limitado em H*(R™). Da imersdo
compacta H*(RY) — Lfoc(]RN) para p € [1,27), temos que i(U) é pre-compacto em LP(R")

para p € [1,27).
(7i7) Como todo subespaco fechado de um espago de Hilbert é um espaco de Hilbert,
entao é suficiente provar que F) é fechado. Com efeito, seja uma sequéncia (u,) € E) tal

que u, — u em H*(R"Y). Logo,
/ a(x)|u,|*dr < oo
RN
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dai,
/ a(r)|u, — ul*dr < oo
RN

pela desigualdade triangular

/RN a(x)|u, |*dz —/ a(x)|u*dr < oo

RN
assim,
/ a(r)|ul*dr < oo
RN
e portanto u € H*(R"), ou seja, F é um subespaco fechado de H*(R").

Teorema A.4 (Minimizagao Global). Seja E um espago de Hilbert e J : E — R um

funcional, tal que:
(1) J € coercivo;
(ii) J € fracamente semicontinuo inferior.

Entao, existe um ug € E tal que J(ug) = in}ﬁJ J(u).
ue

Demonstracao: Ver [40]

Teorema A.5 (Principio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espago métrico completo
®: X — RU{oo} um funcional semicontinuo inferiormente. Sejae >0 eA>0eu e X

tal que < igfq) + . Entao, existe v € X tal que;
(i) ®(v) < D(u),
(i1) d(u,v) < A,
(idi) (w) > B(v) — ;d(v, w) Y w # v.
Demonstracao: Ver [2§]

Lema A.1. Seja (z,) uma sequéncia limitada inferiormente em X3(Q2) e ¢. uma funcgdo tal

*(2)

onde ¢ € C°(RY) € ndo crescente e radial. Entdo, vale

que
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lim lim
e—0m—o0

JIECICINEXCICINENE

Demonstragao: Ver Lema 2.8 em [10]

Lema A.2. Nas mesmas hipdteses do Lema[A. ], temos

lim lim =0
e—0m—o0

[ 82 @B0zm0.(a)

onde, B ¢ uma forma bilinear definida por

|z — y[ N2

RN

Demonstragao: Ver Lema 2.9 em [10]
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Apendice B
Diferenciabilidade de Funcionais

Neste apéndice vamos mostrar que o funcional definido no capitulo 1 e diferenciavel. Para

tanto, vamos considerar algumas defini¢oes

Definicao B.1. Dado um espa¢o de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que I
possui derivada de Fréchet no ponto uw € X quando existe um fuincional linear T € X' tal

que
I _ _
- (u+v) = I(u) — (T,v)
lJoll—0 ]|

=0.

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é unica e denotamos por I'(u).

Definicao B.2. Dado um espag¢o de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que [
possui derivada de Gateauz no ponto u € X quando existe um funcional linear T, € X' tal

que
lim I(u+tv) — I(u) — (Ty,v)
t—0 t

=0VwveX.

A derivada de gateauz no ponto u, quando eziste, € unica e denotamos por DI(u).

Definicao B.3. Se A ¢ um conjunto aberto em X, dizemos que I € C*(A,R) quando a
Derivada de Frechét de I existir em todo ponto u € A e a aplicagio I' : A — X' ¢

continua.

Proposicao B.1. Se I tem derivada de Gateauxr continua sobre X, entao I é de classe

C'(X,R).
Demonstragao:
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Proposicao B.2. O funcional Jy € C'(Ey,R) e para todo v € Ey, temos

Awwzﬂﬂmm@wmn—c/

wvdzr — f(w)vdz.
RN RN

Demonstracgao: Considere
Ia(u) = Ji(u) — Ja(u) — J3(u),

onde

i) = %M(Huui), To(u) = g/ W2dz e Jy(u) = /RN Fu)dz.

RN

Vamos mostrar que J;, Jo e J3 pertencem a C'(E}, RN)

1. J; € CHE\RY)

1.~
Primeiro vamos calcular a derivada de Gateaux . Sendo J;(u) = §M (|[ul|3) com
- ! 1 1
M(t) = / M (s)ds, temos que a derivada de EM(t) é EM(t) chame H,(u) = ||ul|3,
0
assim

~

Tu(u) = 3 NI (H ()

DJy(u)y = D [%M(Hl(u))] v %M(Huui)DHl(u).v

assim, s6 precisamos calcular a derivada de Gateaux de H;. Por definicao

Hi(u+tv) — Hi(u)

DH,(u).v = lim

t—0 t
g e ol [
t—0 t
Il 20+ 2l — [l
t—0 t

_ : 2
= lim2 (u,v), + t][o]}

= 2(u,v),
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assim,

D = M2 (w,0)y

= M(|[ull}) (u, v),-

Agora vamos mostrar que DJ; é continuo. Sendo M uma fungdo continua basta
mostrar que DH; é continuo em FE). De fato, seja (u,) uma sequéncia em F) tal que

u, — u neste espaco, entao, temos para cada v € E, com ||v|[y <1, que

|DH;(up)v — DHy(u)v] = |2 (up,v), —2(u,v),

= 2’ (un,v))\ - <U,'U>)\ ‘

2| {un = u, 0), |

IN

2lfun — ul[x[[v]]x

< 2f|un = ul]x

para todo u, € E), onde na terceira expressao aplicamos a desigualdade de Schwartz.

Como

||DHy(un)v — DHy(u)v||x = sup |DH;(u,)v — DHy(u)v| < 2||u, — ul|x

llvllx<1

da convergéncia u, — u, temos que
||DHy(un)v — DHy(u)v||x =0

logo
DH;y(u,)v — DHy(u)v

portanto, DH; é continua em E), de onde conclui-se que .J; € C*(E}, ]RN).

2. Para J, € C'(Ey,RY)

Seja v € E, por definicao
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Jo(u + tv) — Ja(u)

DJy(u)v = lim

t—0 t
. [g Jan (u+tv)2de — £ [on u2dx}

t—0 i t
. ¢ Jan [(u+tv)* —u?] da
50 t

t 2 _ .2
= clim de. (B.1)
RN

Seja f : [0,1] — R uma aplicacdo dada por f(s) = (u+ stv)? comt € Re s € (0,1).

Observe que f é continua no intervalo [0, 1] e derivdvel em (0, 1), além disso,

e f(0)= u?
o F(1) = (ut o)

e f'(s) =2(u+ stv)tv

aplicando o teorema do valor médio, existe 5 € (0, 1), tal que

f) = £0) = f(8)
(u+ tv)? — u?
2t

substituindo em (B.1]), temos
DJy(u)v =clim [ (u+ Stv)vdz.
t—0 RN
Veja que, para uma sequéncia de pontos (t,) € R, com ¢, — 0 quando n — oo, tem-se

(u + Bto,v)v — wv em q.tp em RY

além disso,

(u+ ftyo)v < |u+ Btyolv] < Ju+vljvl,

por Holder, tem-se que |u + v||v| € L*(RY). Aplicando o teorema da convergéncia
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dominada, temos que

lim [ (u+ Btv)vde = / uvdx

t—0 RN RN
de onde vem que

DJy(u)v = E/ uvdz.

RN

Vamos provar que DJy é continua. Seja (u,) e v em E) tal que u, — u em FE) e
[v][x < 1. Da imersdo continua Ey < LP(R") com 2 < p < 2% temos que u,, — u em

LP(RY). Assim, pelo teorema de Vainberg, existe h € LP(RY) e (uy,;) C (u,) tais que
N
Up, = u em q.t.p em R
|tn,;| < h(z) em gq.t.p em RY

usando a desigualdade de Holder com os expoentes p e Ll’ temos

1 1

</ |, — u|p;1dx) v (/ |U|pdx>p
RN RN

letn, =l 2y g ol

|

IN

/ (Up, — u)vdz
RN

IA

novamente da imersao continua, obtemos

/ (Un; — uw)vd
RN

Agora, veja que

< Cllin, = ull, 2 g 10l < Cllun, ],

LT (RN 7T (RN)

|DJ2(unj)v — DJy(u)v| =

c Up;vdr — C uvdx
RN RN

/ (Un; — w)vdz
RN

< C”Hunj — ul|

= |

_p_
Lp—T(RN)’
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onde nesta ultima expressao, usamos e desigualdade anterior. Observe que

IA

_p
(R
_p_ _p_
ex (Jun, |77 + Jul7)

< e (In(@)7T +ul7T),

U, — ulpt < |, =

IN

onde c¢; é uma constante positiva. Como hoT e upT pertencem a L'(R™) entdo
1 <|h(x)|17%1 + |u|17%1> € L'(RY) desta forma, aplicando o teorema da convergéncia
dominada, vem que

[t — ul| — 0

_Db_
LP-T(RN)

quando 7 — oo. Por tanto, tomando o limite da expressao

||[DJa(tn; )v — DJy(w)v|| < sup |DJy(un,)v — DJo(u)v| < e |ug, — uHL%(RN)’

quando j — 00, segue que

D Jy(un,) — DJo(u)
ou seja, D.J, é continuo, logo, Jo € C*'(Ey, RY).
Para J; € C*(\,RY)
Para v € E) e da derivada de Gateaux, temos

Js(u + tv) — J3(u) Jan Fu+tv)dz — [on F(u)dz

DJs(u)v = lim = lim
t—0 t t—0 t
F - F
— lim (u + tv) (u) I
t—0 RN t

Seja a funcdo g : [0,1] — RY dada por g(s) = F(u+tv) com s € (0,1). Observe que

e g(1) = F(u+tv)
e ¢'(s) = flu+tv)tv

além disso, g é continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1), assim pelo teorema do valor
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médio existe p € (0, 1) tal que

F(u+tv) — F(u)
t

= f(u+ pto)v

desta forma,

DJs(u)v = lim f(u+ pto)vde.
RN

t—0

Da condicao de crescimento sobre a f, temos

£
Pt ptoyo < |flu+pro)llel < Slut ptollo] + Crlu+ pro] ol

IA

£ _ _
Slullvl + lptvllol + Cre (Jul ™ + [pto" ) [0l

IN

€ _
slullvl + [of* + Cslul ™ ol + Chfo.

Como v € L7(RY) temos que |ul|v|, |v|* e |v]” pertencem L'(RY) e usando a desigual-

dade de Holder com expoentes v e 7 T tem-se |u|”"!v| € L*(RY) e como ¢ e C5 sdo

positivos, entao %|u!|v[ + [v|? + Cs|u[" | + Cslv|” € L*(RY). Além disso, para uma

sequéncia (t,) € R com ¢, — 0 quando n — oo, temos

flu+ ptyo)v — f(u)v
nestas condigoes, do teorema da convergéncia dominada, segue que

DJs(u)v = f(u)vdz.

Agora vamos mostrar que DJ3 é continuo. De fato, seja (u,) € E\ tal que u, — u
em Ey e v € Ey com |[v|| < 1. Da imersio de Ey em L"(RY) tem-se a convergéncia
u, — uem LY(RY) onde 2 < v < min{2*s, 2a; +2}. Pelo teorema de Vainberg existe
uma subsequéncia de (u,) que continuaremos a denotar por (u,) e g» € L7(RY) tal
que

U, — u em q.t.p em RY

lun| < go(z) em q.t.p em RY.
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Desde que f seja continua, ocorre |f(u,) — f(u)\z’pf1 — 0 em ¢.t.p em RY. Usando a

condi¢ao de crescimento sobre a f, chegamos a seguinte desigualdade
0
[f ) = F)|7T < Fagy " — kagd + ksl 77 + kalul?

onde ki, ko, ks e ky sdo todos positivos. Como u e go pertencem a L7(R™) entdo |u|

e g) pertencem a L'(RY) dai, temos
1 T LN
kigs ' — kogd + kslu[7T + kylu]” € LY(RY)

e do teorema da convergéncia dominada, obtemos

1 ) = S, 27 g, = O (B.2)
Sendo
1D Js(ua)e = DIu)ells = sup, D)o = D)o (B.3)
e

|DJ3(un)v — DJs(u)v| =

f(up)vde — f(uw)vdz
RN

RN

[ () = u)ods
< [ 1) = r)elds

usando a desigualdade de Holder com expoentes v e T vem que

IDIy(un)o = DI (el < 11 () = S, 2y o 0]l e

Usando novamente a imersao continua, temos ||v||p@yy < C|lv|[x e como |v][y <1
segue que

| D J3(un)v = DJs(u)o| < C||f(un) = f(u)]]

0
L7-T(RN)
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d
e (B.2) e (B.3), segue que DJs(u,) — DJs(u) e portanto D.Js € C*(Ey, RY)
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Apéndice C
Limitacao em L

Vamos mostrar em detalhes que ||us||f oo(@y) — 0 quando A — 400 onde uy é ponto
critico do funcional auxiliar I, da Secdo . Os argumentos utilizados para esta demons-
tracao servem também para o caso subcritico.

Seja > 1eT > 0, definamos a seguinte fungao convexa e Lipschtziana

0 se 0<t<Ty
o) =< ¥ se T\ <t<T
BTt —T)4+T° se t>T,

onde T\ = max u). Observe que se x € Qy, entao ¢, = 0. Assim,

2EQY
ox € HS(RY\ Q) (C.1)
e
(—A) pau) < Qh(W)(=A)"u < i (u) (M([[ullx)*(=A)u+ V(z)u) . (C.2)
Pelo Teorema 6.5 em [20], existe uma constante positiva S = S(N,p,s), tal que, para

qualquer u € H*(R™)

|U|L2§ (RM) < S_l[u]Hs(RN)
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e pela Proposicao 3.6 em [20]

(NI

\U Hs(RN) = !(—A)

L2(RN)-
Por , obtemos

oa(u)] 2 E®M\Qy) = S_2|(—A)%SOA(U)\L2(RN\QT)
dai e da integracao por partes em , temos

oAz amay < 57 / (=AYb () Pde
RM\Qy

< 5 / o (u) g (1) (~ A ox (u)da
RN\ Qv

IN

s - () (u) (M([[ull3)*(=A)u + V(z)u) dx.

Uma vez que, uy ¢ solugao do problema auxiliar, temos

IA

S—l - gp)\(uA)QO/)\(U)\)U_l(I,U)\)+h(I)U)\)d$

- 5 / o, PR () + )

loa(ux) |i2§ (RN\ Q)

IN

5 / ()@ (1) (0"ur + h(2)un)de
RN\ Qy

IA

S_l/ \0 oa(un) oy (un) (0"uy ™ + h(w)uy ) da.
RN T

Nao é dificil ver, que as seguintes desigualdades sao validas

pa(w)eh(u) < Bu® ™t e uph(u) < Bpa(u)

dai, temos

h(z)us’ da —|—/ (goA(uA))zui:2dx) ,

RN\Qy

|90/\(u)\)|i2§(RN\QT) S Cﬁ (/R

N\QT
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onde C' é uma constante positiva que nao depende de 3. Note que a ultima integral estd
bem definida para todo T na definicao de ). Com efeito, pelo fato de § > 1 e ¢, ser linear

quando uy, > T, temos

/ (QD,\(u,\))%i:_de - / (QOA(UA»QUi:_ZdI +/ (%(w)yl&izﬂdx
RM\Qy {ur<TH\Qy {ur>TH\Qr
< T2’82/ uyde 4+ C uydr < oo,
RN\QT RN\QT

escolhendo (5 especifico em ((C.3|) e chamaremos de [y, tal que

pr = % (C4)

Seja R > 0 fixado a ser escolhido posteriormente, retomando a ultima integral em (C.3)) e

usando a desigualdade de Hélder com expoentes 25 /2 e 2 /(2;‘ —2), temos

/ g a2 = /{ g e [ ot
T UN>S T

{U)\ >R}\QT
2
< R / (aw))”
{urx<R}I\Qr Ux

+ </ (goA(uA))Z:dx) ’ (/ u?\daz) T (C.5)
RN\ Qry {ux>R}\Qx

Pelo teorema da convergéncia monotona, podemos escolher R grande o suficiente de modo

que
2% 2

o\ % 1
u\*dx < —,
(/{upR}\QT A ) 208,

onde C é a constante em ((C.3). Assim, substituindo o ultimo termo de (C.3) pelo lado
esquerdo de obtemos juntamente com (|C.4])

% * * 2
(/ (SDA(u,\))2:dx) <20p, (/ urdr + R% / Mdm) - (C.6)
RN\ Qy RN\Qy {ux<R}\Qv U

Como @y (t) < "', usado (C.4) e tomando T' — oo, obtemos

2
2% 8, 2z 2 25—1 25
uydx <20CpH uy'dr + R uy'dr | < +oo
RN\Qy RN\Qv RN\Qy
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portanto,
uy € L%P(RY\ Q). (C.7)

Supondo agora, # > 1, usando o fato de que @) (u) < u” e fazendo T — oo, obtemos de

(C.3) que

2
* f *
(/ Ui35d$> <Cp (/ uiﬁda: —|—/ uiﬂ+23_2d:c) < 400. (C.8)
RN\Qy RM\Qy RN\ Qy

286 a,b
Agora, podemos escrever u)” = uSu}, com

2525 —1)
a=-—"">—"¢cb=20—a.
2(8-1)
Assim, aplicando a desigualdade de Young com expoentes
25 25
r=-=-er = ,
a 2*—a

S

temos

a * 2% kL
/ v < uyde + = / uy' " dx
RN\Qy 23 RN\Qy 23 RN\Qy

/ uizdx +/ u?\mz;ﬂd:p.
RN\ Qv RN\ Qy

IN

Dai e de (C.§), segue que

2
* i * *
</ ui“%x) <Cp (/ uisdm —i—/ uiﬁ+25_2dx> < +00
RN\Qy RN\ Qy RN\Qy

onde C > 0 independe de 5. Assim,

L 1
. = : . PICESY
(/ u?\“*ﬂd:v) < (Cﬁ)z(ﬁl—n (/ uisd:v +/ ui’8+25_2da:> ' (C.9)
RN\Qy RN\Qy RN\ Qv

Agora, vamos utilizar um argumento interativo para obter o resultado desejado. Para

tanto, defina 3,1, m > 1, entao

2Bme1 + 25 —2 =20
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logo,

Substituindo em ((C.9)

1 1
* f 1 * * 2: (ﬂm_l)
( / uisﬁm“dx) < (CBia) P D ( / uy da + / uy’ ’"dx) -
RN\Qy RN\Qy RN\Qy

Definindo C,,, 11 = CfB, 41 €

1
N " 25 (Bm—1)
A, = </ uisdx +/ uisﬂmdx)
]RN\QT RN\QT

podemos afirmar que existe uma constante Cy > 0 independente de m, tal que
m+1 1
Api = H C;:(ﬁk_l)A1 < CpAy,

k=2

ou seja,

]| oo @myp) < CoAr.

1
« * 23(B1-1)
A = (/ uisdx +/ u?fﬁldx)
RN\Qy RN\ Qry

e /1 —1 > 0, obtemos

Sendo

1

2* 2*5 ﬁ
A < (/ u;dw%—/ (N 1d:1:>
RN\ Qry RN\Qy
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de (C.7)), existe uma constante k > 0, tal que

2* %
/ uy dr + k
RN\Qy
1
1 o* 23
k2t + (/ u;dm)
RN\Qy
1
1 2% 2;
= CkEZ+C (/ u;d:c)
RN\Qry

= O+ Clua|p (RN\Qr)

A

IN

< C

< C|U>\‘L2§(RN\QT)-

Se consideramos ¢ € H*(RY) teremos, pelo Corolario 5.1.3 em [22], que uy € C*(R") para

qualquer o € {0,min{2s,1}}. O que mostra a regularidade das solugoes.
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