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1l

Ao meu Deus, Rei da minha vida,

a familia e a futura companheira.



“Deus € o nosso refigio e fortaleza, socorro bem presente na angistia. Pelo que nao
temeremos, ainda que a terra se mude, e ainda que 0s montes se projetem para o meio
dos mares; ainda que as dguas rujam e espumem, ainda que 0s montes se abalem pela
sua braveza. Hda um rio cujas correntes alegram a cidade de Deus, o lugar santo das
moradas do Altissimo. Deus estd no meio dela; nao serd abalada; Deus a ajudard desde
o ratar da alva. Bramam nacgaoes, reinos se abalam; ele levanta a sua voz, e a terra se
derrete. O Senhor dos exércitos estd conosco; o Deus de Jaco € o nosso refigio. Vinde
contemplai as obras do Senhor, as desolagoes que tem feito na terra. Ele faz cessar as
guerras até os confins da terra; quebra o arco e corta a lancga; queima os carros no fogo.
Aquietai-vos, e sabei que eu sou Deus; sou exaltado entre as nagoes, sou exaltado na
terra. O Senhor dos exércitos estd conosco; o Deus de Jacd € o nosso refigio”.

Salmo 46.1-11

v



Agradecimentos

Primeiramente, agrade¢o a Deus no nome do Filho Jesus mediante o Espirito Santo
pela sua rica misericordia e graca, que diariamente me alcanca para o fim de ser seu filho.

Aos meus pais Antonio Delci e Rosa Angélica pelo apoio incondicional prestado em
toda a minha vida, por serem meu incentivo na busca de ser uma pessoa melhor e prin-
cipalmente por constituirem meu exemplo de humildade e bondade para com todos, sem
distingao.

Ao meu irmao de sangue Breno Felipe e familia.

A minha amiga, namorada e futura esposa Joyce Guimaraes, pelo companheirismo,
incentivo, atencao, carinho e amor que me ofereceu desde quando a conheci.

Aos meus tios Joao e Lauriceia por tudo, foram e sempre serao a minha segunda
familia.

Ao meu tio Paulo Augusto pela confianca, ajuda e bondade em todos os instantes da
caminhada.

Aos meus amigos que tive o privilégio de conhecer no mestrado, Pastana e Enielson,
pelas trocas de experiéncias e momentos de descontragao.

Ao meu orientador Prof. Dr. Augusto César dos Reis Costa pelas sugestoes, colabora-
¢oes, disponibilidade e suporte técnico que foram fundamentais. Obrigado por acreditar
em mim.

Agradego aos professores doutores Braulio Brendo Vasconcelos Maia (UFRA), Fabio
Rodrigues Pereira (UFJF) e Gelson Conceigao Gongalves dos Santos (UFPA) que aceita-
ram participar da banca examinadora.

A Universidade Federal do Para em nome de todos os meus professores que foram
coparticipantes da minha formacao. Ao Programa de Pés-Graduacao em Matemaética e
Estatistica (PPGME), e ao Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais (ICEN).

A Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) pelo apoio

financeiro, sem o qual este trabalho nao seria possivel.



Resumo

Neste trabalho, mostramos a existéncia de solucao para o seguinte problema eliptico

quasilinear

—Apu+ c(x)|ulP~?u = f(z,u) em Q,

|Vu]p_zg—:; = g(z,u) sobre 012,
onde A,u = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p-Laplaciano, p € (1,00), 2 C RY, para N > 2,
¢ um dominio limitado com 99 € C%!, e (,% = 1.V ¢é a derivada normal exterior unitaria
sobre 0. As funcoes ¢ : Q@ — Re f,g : Q@ x R — R assumirdo certas condicoes
que serao dadas posteriormente. Para obter o nosso resultado utilizaremos a teoria de
autovalores de Steklov-Neumann.

Em seguida estudamos uma classe de problemas elipticos com dois expoentes criticos

envolvendo nao linearidades do tipo convexo e concavo-convexo

(

—Au=u*"1 + f(z,u) em Q,

0
a—z = u*~! + g(x,u) sobre 09,
u >0 em €,

\

. . u -, .
onde Q C RY, para N > 3, é um dominio suave limitado, % ¢ a derivada normal
v

2N

exterior unitaria sobre 02, f e g tém crescimento subcritico no infinito, 2* = N 3¢
2(N—-1) _ o : ~ 1 2*

2, = —N g sdoos expoentes criticos de Sobolev para as imersoes H; () < L* ()

e H'Y(RY) — L?(0RY). Para obter a existéncia de solugao, usaremos uma versao do
Teorema do Passo da Montanha.

Usaremos os métodos variacionais para estudar os dois problemas.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais elipticas quasilineares. Autovalor de Steklov-
Neumann. FExpoente critico. Problemas do tipo convexo e céncavo-convexo. Métodos

variacionais.
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Abstract

In this work, we show the existence of solution to the following quasilinear elliptical

problem

—Apu+ c(x)|ulP~?u = f(z,u) inQ,
0
\Vu|p_28—:; = g(z,u) on 09,
where Ayu = div(]Vu[P~?Vu) is the p-Laplacian operator, p € (1,00), @ C RY, for N > 2,
0
is a bounded domain with 9Q € C*', and — = 7.V is a normal derivative on 9§2. The

on
functions ¢ : Q@ — R and f,¢: Q x R — R, will assume certain conditions that will be

given later. To obtain our result we will use Steklov-Neumann’s eigenvalue theory.
Next, we study a class of elliptical problems with two critical exponents involving

convex and concave-convex nonlinearities

(

—Au=u*"1 + f(z,u) in Q,

0
a—z =u*! + g(x,u) on 09,
u > 0in €,

\

ou
where Q C RV, for N > 3, is a bounded smooth domain, — is the outer unit normal

v
o . P 2 2(N —1)
derivative, f and g have subcritical growth at infinity, 2* = N3 and 2, = N3

are the limiting Sobolev exponents for the embedding H}(Q) < L?"(Q2) and H'(RY) —

L?+(ORY). For to obtain the existence of solutions, we will use a version of the Mountain
Pass Theorem.

We will use variational methods to study the two problems.

Key-words: Quasilinear elliptical differential equations. Steklov-Neumann eigenva-
lue. Double critical exponents. Convex and concave-convex type problems. Variational

methods.
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Indice de notacoes

Q é o fecho de Q;

0f) é a fronteira de 2;

B.(z) = B(z;r) é a bola de centro x e raio 7;

|A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de RY;
|A|, ¢ a medida de um subconjunto A de RV~1;

(PS). condigao de Palais-Smale no nivel c;

q.t.p. é uma abreviacao para “quase todo ponto”;

lulloo = inf{m >0 [{z € Q: |u(x)] > m}| = 0};

L>*(Q) ={u:Q — R:wué mensuravel : |u(z)| < C q.t.p. = € Q para algum C >

0};

L>*(09) = {u: 00 — R : u é o-mensuravel : |u(z)| < C q.t.p. z € I para algum C' >

0};
1 1
lally = ([ 1) e il = ( [ 1uraz)"
Q 20
LP(Q) = {u: Q2 — R : u é mensuravel e ||u||, < oo};
LP(09Q) = {u : 0Q — R : u é o-mensuravel e ||u||,s < co};
(L7 (DN ={U = (uy,...,un) :up, ..., uy € [LP (V)

Whr(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q),V]a| < 1}, onde a = (ay,...,ay) é um

multi-indice;

Vu = Ou , Ou fee s Ou ¢ o gradiente da fungao u;
0x1 0x9 oxrn

|Vu| é o modulo do gradiente da fungao u;

lulle, = ( JAE rumdx) — (1Yl + ul2):

viil



H(Q) = W2(0);
C*(Q) ={u:Q — R : u é continuamente k vezes diferenciavel, com k € N};

C>®(Q) = ﬂ C*(Q) ¢ o espaco infinitamente continuamente diferenciavel;
k>1

oo H

Hi () = Cx(Q) ), onde C2°(§2) é o espago das fungdes u € C*°(£2) com suporte

compacto contido em €2;

CY109Q) = {u: 90 — R, lipschitziana};
N
92
Au = ;a—;g é o operador Laplaciano;

Ayu = div(|Vul|P~2Vu) é o operador p-Laplaciano;

0 0

s 1n.Vu ou simplismente — ¢ a derivada normal exterior;

on on

X* representa o espago dual de (X, || - ||), munido da norma || - ||*;

o(X, X*) representa a topologia fraca de X;
up, — wem (X, || -|]) < limy,—e0 ||un, — ul| = 0 < u, converge fortemente para u;

u, = wem (X,||-]]) € limyseo |f(un) — f(u)] = 0, Vf € X* & w, converge

fracamente para u.

e f=o0(g9) quando x — x, significa que lim |f(z)] =0;
e f = O(g9) quando = — x, significa que existe uma constante C' > 0 tal que

|f(z)| < C|g(x)| para todo x suficientemente proximo de x.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos dois problemas, a saber: um problema do Tipo Steklov-
Neumann, envolvendo o p-Laplaciano, e uma classe de problemas de Neumann envolvendo
dois expoentes criticos.

No problema estudado em [25]

Au=0 em €,

(1)
@ = pu  sobre OS2,
In

a condi¢ao de fronteira o _ pu define um auto-problema de Steklov e é chamado de
condicao de contorno de gteklov, e aparece no estudo de muitos problemas de valor de
contorno. Na literatura, se p satisfaz o problema acima para alguma fungao nao nula,
dizemos que p é um autovalor de Steklov. Ainda em [25], Lamberti diz que o problema
(1) tem um significado fisico importante e muitas propriedades dos autovalores de Steklov
sao conhecidas. Em certas condigdes, (1) descreve a vibragdo de uma membrana livre cuja
massa total é uniformemente distribuida ao longo da fronteira. Em [29], os autores referem
que, no estudo de deformagoes conformes em variedades Riemannianas com contorno, as

condicoes de contorno nao lineares aparecem.

Considerando o seguinte problema estudado em [27]

Au+au = Au em
2)
9 (
au_ 0 sobre 012,
on
se A satisfaz a equagao (2) para alguma fungao u nao nula, dizemos que A é um autovalor

para o problema de Neumann. Tais problemas estudam, por exemplo, a corda vibrante e

a dinamica populacional. O problema estudado em [16]

—Ayu = MulP2u(m — |ul|?) em Q,
ou

8_77 =0 sobre 0f),

onde ¢ > 0 é um nimero fixo e A > 0 é um parametro real, biologicamente, modela uma

espécie de densidade u > 0 em algum momento fixo ¢. O termo —A,u representa a difusao



da populagao, enquanto que seu crescimento ¢ dado por AulP~2u(m — |ul?). O peso m
da algumas informagoes sobre as regides favoraveis e desfavoraveis para a sobrevivéncia
da espécie; de fato, o crescimento é negativo quando m < 0 e é positivo quando m > 0,
desde que a densidade u nao seja muito alta.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos.

No Capitulo 1, baseado no artigo de Godoi, Miyagaki e Rodrigues [22], utilizaremos a
teoria de autovalores para provar resultados de existéncia de solugoes para o problema a

seguir com condigoes de fronteira nao lineares:

—Apu+ c(z)uP?u = f(z,u) em Q,
Hu (D

|Vu|p’2a—77 = g(z,u) sobre 09,
o qual é um problema do tipo Steklov-Neumann para uma classe de equagoes elipticas
quasilineares, com p € (1,00) e 0, f, g e ¢(x) satisfazendo certas hipoteses que serao
dadas posteriormente. Na verdade, o primeiro problema cuidadosamente examinado é o

auto-problema de Steklov envolvendo o operador p-Laplaciano

—Apu+c(@)|[ufPu=0 em Q,

o (IT)
|VulP~2— = plulP?u  sobre 09,

on
com p € (1,00) e Q, ¢(x) satisfazendo certas condigdes. Aqui, a principal dificuldade que
o problema apresenta é que nao estamos trabalhando com um espaco de Hilbert, e sim
um espago de Banach. Citamos, como referéncia ao leitor, 7], [26], [31] e [36]. O segundo

problema estudado é o auto-problema de Neumann ao operador p-Laplaciano

—Apu + c(z)|uP"u = AuP"?u  em €,

(III)
@ =0 sobre 012,

com p € (1,00) e Q, c(x) satisfazendo certas condigdes. Novamente, a principal dificuldade
é o fato de nao estarmos trabalhando com um espaco de Hilbert. Citamos, como referéncia,
[10], [26], [16] e [11]. Nos problemas (II) e (III) mostramos somente a existéncia do
primeiro autovalor positivo.

Agora, como aplicagao de (II) e (III), estabelecemos a existéncia da solugédo fraca para
o problema (I). Em outras palavras, esse resultado sera obtido quando houver uma certa

interagao entre as nao linearidades e o espectro de Neumann, e uma interagao entre as



nao linearidades de fronteira e o espectro de Steklov, associados as equacoes. Para os
problemas (I), (II) e (III), fazemos mengao a tese de Godoi [21].

Para p = 2, Mavinga e Nkashama [30] estudaram o mesmo problema em que nao line-
aridades interagem com autovalores de alta ordem. Nosso resultado estende esta pesquisa
para p # 2. De outro modo, o resultado de existéncia de solugao fraca que conseguimos
estende o primeiro teorema do artigo [30] para o caso do operador p-Laplaciano.

O problema nao linear (I), tem sido consideravelmente estudado no a&mbito de métodos
de sub e super-solugdes. Citamos, por exemplo, [6]. Para o caso linear, citamos Auch-
muty [8], donde provou para p = 2, que as autofungdes de Steklov formam um sistema
ortonormal completo para o espago [H}(Q)]* em H'(Q2) no que diz respeito aos produtos
internos especificos.

No Capitulo 2, estudamos o artigo de Abreu, Carridao e Miyagaki [2], o qual versa

sobre o seguinte problema:

~Au=u*"" 4 f(z,u) em ©, (IV)

Ou 5.
5, = U + g(z,u) sobre 09, (V)
u >0 em (2, (VI)

que é uma classe de problemas elipticos com dois expoentes criticos, dos tipos convexo e

ou
concavo-convexo, onde Q2 C RN, (N > 3), ¢ um dominio suave limitado, — ¢ a derivada

ov
o . . . " e 2N
normal unitaria exterior, f e g tém crescimento subcritico no infinito, 2* = N ©
2(N—-1) _ o : ~ 1 2*
2, = — g 5d0 08 expoentes criticos de Sobolev para as imersoes H;(2) C L* () e

HY(RY) < L?(ORY), respectivamente, onde RY = {(z,t) : x € RV ¢ > 0}.
Um trabalho pioneiro sobre problemas envolvendo expoentes criticos de Sobolev é o

famoso artigo de Brezis e Nirenberg [12]

(

—Au=u*"1+ f(x,u) em Q,
u = 0 sobre 012, (3)

u >0 em €,

\
o qual possui solugao para todo A € (0, A\1(€2)), que é um pardmetro real, quando N > 4,
e se f(z,u) = Au, onde \;(Q) denota o primeiro autovalor do operador (—A, H}(£2)). Se

A ¢ (0,A1) e & um dominio estrelado, entao (3) tem solugao, com f(z,u) = Au. Quando



N = 3, o problema torna-se delicado e seus resultados podem ser divididos em trés casos,

conforme [1]:

1. se f(x,u) = Au, entdo existe um namero A* > 0 tal que o problema (3) possui

solugdo para todo A € (A", \1(€2)). Se Q = B(0, R), R > 0, uma bola de centro na

A1 () )

origem e raio R no RY, entdo \* = =4

2. se lim flzu)

u——+00 u3

= 400, entao (3) possui solugao.

3. se f(z,u) = a(z)u + pg(x,u), com a(z) € L*(N) e g(x,u) > 0, mas nao identica-
mente nula, que existe um niumero real po > 0 tal que o problema (3) possui solugao

para todo u > po, desde que g(z,u) = o(u) quando u — 0.

. - . . N
Em [12], os autores obtiveram solugoes positivas com energia menor do que %S z,

S = inf{/ |Vul*dz : / lu
Q Q

¢ a melhor constante de Sobolev. Na verdade, em outras palavras, apesar da imersao

onde

Ydr=1,0#u € H} ()}, (4)

HY(Q) C L*(Q) ndo ser compacta, eles foram capazes de obter algumas condigoes de
compacidade, provando que o nivel critico do funcional de Euler-Lagrange associado a
(IV) com a condigao de contorno de Dirichlet esta abaixo do ntumero critico %S 2. Pela
falta de compacidade da imersao, problemas como (3) apresentam maior dificuldade para
demonstrar a existéncia de solucao do que aqueles que envolvem apenas crescimento sub-
critico. Vale ressaltar que a originalidade do trabalho de Brezis e Nirenberg veio do fato
de usarem funcoes extremais da desigualdade de Sobolev para localizar o nivel do Passo
da Montanha associado ao problema.

Para solucionar o problema (IV)-(VI) iremos seguir a mesma metodologia usada em
[12]| descrita anteriormente. Ou seja, procuraremos pontos criticos do funcional associado

a equacao diferencial parcial do problema em estudo, que em nosso caso é dado por

O(u) = L |Vul*dz — 1au2 + Fi(z,u) + Juf” dx
2/, 0\ 2 n 2+

1 2
—/ (—bu2 + Gi(y,u) + Ju ) do,
o0 \2 2.

o qual é definido sobre H*(), onde Fi(x,u) = [} fi(x,t)dt e Gi(y,u) = [} g1(z,t)dt. No

entanto, este método ¢é dificultado pelo fato do funcional ® envolver o expoente critico de



Sobolev, de tal forma que nao temos a comodidade de usar resultados de compacidade
imediatos, devido a imersdo de H'(Q2) em L?"(Q) nao ser compacta (ver [20]).

Neste sentido, mostraremos a existéncia de solugoes a partir de uma versao do Teorema
do Passo da Montanha. Mostraremos um Lema que garante, através de algumas hipoteses,

que o nivel minimax esteja abaixo de uma constante, isto é, ¢ < S, onde
q ]' ]' 23*2 22*2
S=|5— g Jmax{S 7, 5" "}
*

tal que

So = inf{|Vu]§7R$ : |u]§*7R$ + |u 3*,112{1 =1},

e |u|q0 denota a norma usual em L%((2).

Para uma melhor compreensao dos tipos de problemas estudados no Capitulo 2, indi-
camos também [4] e Garcia Azorero, Peral Alonso e Rossi em [20], onde estes estudaram
um problema concavo-convexo envolvendo nao linearidades subcriticas na fronteira.

O problema (IV)-(VI) com f = g = 0 foi estudado em [18], que foi generalizado
em [15]. Em [35] propriedades simétricas de solugoes foram obtidas, mas, basicamente,
nestes trabalhos foi provado que toda solucao positiva w, da equacao diferencial parcial

com condi¢ao de contorno nao linear
—Au=N(N—-2)u* ' emRY,
— =cu>! sobre ORY

verifica

N—-2

we(z,t) = (62 ¥ (=, t)e_ (o, to)P) N

para algum e > 0 onde (N —2)tge~! = c. Equivalentemente, o problema de minimizagao S,

¢ atingido pela func@o acima w.(x,t). Em [32], o caso critico ¢ tratado e alguns resultados
de existéncia para (IV)-(VI) com f =0, g(s) =9ds, d >0 e N > 4 foram provados.

De acordo com Brezis e Nirenberg em [12|, a motivac¢ao para investigar problemas que
envolvem expoentes criticos de Sobolev vem do fato de que se assemelha a alguns proble-
mas variacionais em geometria e fisica, onde também ocorre falta de compacidade. No
caso de Chipot, Shafrir e Fila em [15], suas motivagoes vieram das equagoes parabolicas.

Nesta dissertagao, como jé foi visto, a abordagem sera variacional. Métodos Variaci-

onais sao algumas das principais ferramentas utilizadas para atacar problemas na teoria



das equacgoes diferenciais parciais nao lineares. A ideia central é a formulacao de um
problema variacional equivalente, em certo sentido, ao problema de equacao diferencial.
Em grosso modo, o método variacional consiste em associar ao problema estudado um
funcional energia, de tal forma que os pontos criticos do funcional sejam exatamente as
solucoes do problema.

Por fim, fizemos um Apéndice para apresentarmos os resultados que foram usados ao

longo do trabalho. Demonstraremos somente as que forem convenientes.



Capitulo 1

Uma Classe de Equacoes Elipticas Qua-

silineares do Tipo Steklov-Neumann

Neste capitulo, estudaremos resultados de existéncia de solugao para o seguinte problema

do tipo Steklov-Neumann

—Apu+ c(x)|ulf?u = f(z,u) em Q,

ou (1.1)
\Vu]pﬂa—n = g(z,u) sobre 012,

onde Ayu = div(|Vu|P~2Vu) é o operador p-Laplaciano, p € (1,00), Q C R¥ | para

Lo J . . :
N > 2, ¢ um dominio limitado com 99 € C*!, e = = 7.V ¢ a derivada normal exterior

on
unitéaria sobre 0f). Serao assumidas, as seguintes condi¢oes, para as funcoes ¢ : 2 — R

e f,g: QxR —R:

(P1) ¢ € L*(Q), ¢(x) > 0, para quase todo = € Q e

/Qc(x)dx > 0.

(P2) f, g€ C(QxR,R).
(P3) Existem constantes a;, ay > 0 tais que
9@, w)| < a1 + alul®, ¥(z,u) €TxR,

com 0 < s < pi(N) — 1, onde

(P4) Existem constantes by, by > 0 tais que
[f(@,w)] < by + bolult, V(z,u) € QA xR,
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com 0 <t < p,(N)—1, onde
—— sep<N,
p(N) =g N =P

o0 sep>N.

Na secao a seguir, iremos construir dois primeiros autovalores; um associado ao auto-

problema

—Apu+c(x)|uffPu=0 em Q,

ou (1.2)
|VulP~2— = plufP~2u  sobre 09,
on
e outro, ao auto-problema
—Apu+ (@) |[ulP?u = MuP?u  em €,
ou (1.3)

8_77 =0 sobre 0f2,
onde © é um dominio limitado em RY, N > 2, com fronteira, 92, de classe C%', Aju é o

operador p-Laplaciano de u, p € (1, 00), =1 -V é derivada normal (unitaria) exterior

an
a 0N e c: ) — R satisfaz a condicao (P1).

1.1 O primeiro autovalor de Steklov e de Neumann

para equacoes envolvendo o operador p-Laplaciano

Iniciaremos essa secao apresentando alguns resultados preliminares. Recordemos que,
para p € (1,00), (W'P(Q), || - |l1,) ¢ um espago de Banach, uniformemente convexo, logo

reflexivo (ver Teorema A.3.4, Apéndice A), onde

I A |u|ﬁ]dx)’l’ | (1.4)

Ainda, como ¢ : Q@ — R satisfaz (P1), vé-se que

Jull. = [ 1vup + coluriaz) " (15)

também define uma norma em W'P(). A priori, nesta parte introdutéria, afirmamos
que tais normas sao equivalentes em W1P(Q) (ver Proposicao A.1.3, Apéndice A). Além

disso, apresentaremos alguns fatos importantes envolvendo o espago W1P(Q).



Observagao 1.1.1. Como as normas || - ||. e || - |1, sd@0 equivalentes em WP(£2), temos

que o espaco (WP(Q), |- ||lc) € um espago de Banach.
Proposigao 1.1.1. O espagco (WP(Q), || - ||c) € uniformemente convezo.

Demonstragao. Ver [21].

Proposigao 1.1.2. O espaco (W'P(Q), || - ||.) € reflezivo.

Demonstra¢ao. Ver a Proposi¢gao A.1.4, Apéndice A.

Proposigao 1.1.3. Os funcionais Y., 0,3 : (W' (Q),] - |l) — R, definidos por
Ye(w) = llull?, 0(u) =lully —1 e Bu) = |ull,

sao de classe CH(W1P(Q),R), onde

1
fall = ([ turae) " e Wl = ([ 1uin)
Q o0

sao normas em LP(Q) e LP(0N2), respectivamente. Além disso, possuem como derivadas

de Fréchet em uw € WHP(Q),

T (u)(v) = p/[|Vu|p_2Vqu+c(a:)|u|p_2uv]da7, (1.6)
Q
o (u)(v) = p/ lu|P2uvdr e (1.7)
Q
B (u)(v) = p/ |u|P~2uvdo. (1.8)
o0
Por fim, B é um funcional fracamente sequencialmente continuo sobre (W'2(Q), || - |lc)-

Demonstracao. Ver a Proposicao A.1.7, Apéndice A.
[ |

1.1.1 Construcao do primeiro autovalor de Steklov associado ao
problema (1.2)

Comecaremos com uma Proposi¢cao que garante uma compacidade fraca de um subcon-

junto de W1P(Q) e, logo em seguida, uma definigao cléssica.



Proposigao 1.1.4. Seja K = {u € W'?(Q) : ||u|]|> < 1}. FEntao, K € fechado, convezo,

limitado e fracamente compacto em (WP(Q), || - ||c)-

Demonstragdo. Pela Proposicao 1.1.3, T, € CY(W'P(Q),R). Consequentemente, Y. é

um funcional continuo. Como Y.(u) = |ul?, temos K = T;([0,1]) € W'?(Q), o qual,
devido a continuidade de Y., é fechado em (W'?(Q),| - ||.). As provas da convexidade
e limitagao de K em (W'?(Q), || - ||.) sdo imediatas, pois || - ||, define uma norma em

WhP(Q). Finalmente, em razao da Proposigao 1.1.2, (W1?(Q), ||-||.) ¢ um espago reflexivo,
e como K ¢ um subconjunto fechado, convexo e limitado em (WP(Q2),]| - ||.), podemos
aplicar o Teorema A.3.2 (Apéndice A), o que nos garante K ser fracamente compacto em
(WP(Q), || - ||), provando a Proposigao.

[

Defini¢ao 1.1.1. Uma solugao fraca para o auto-problema (1.2) é um par (u,u) em
WP (Q) x R que satisfaz
/[|Vu|p_2VuVU + c(@)|ulP?uv)dr = u/ lulPuvdo, Yv € WHP(Q). (1.9)
Q o0
Se o par (u, ) € WH(Q2) x R for uma solugao fraca para o auto-problema (1.2) e, além
disso, u # 0 em WHP(Q), diremos que g é um autovalor de Steklov do problema (1.2),

sendo u uma autofuncao de Steklov associada ao autovalor pu.

Utilizaremos técnicas variacionais, sobretudo o Teorema dos Multiplicadores de La-
grange (Teorema A.6.1, Apéndice A), para maximinizar 5 sobre K. Com este intuito,

definimos
a; = sup{f(u) : u € K}. (1.10)

Vamos mostrar que o maximizador u; do problema (1.10) é uma autofungao do problema
(1.9) de Steklov, correspondente ao autovalor p; e que 11 = oy *. Para tal, precisamos da

seguinte proposicao técnica.
Proposicao 1.1.5. Eziste uy € K, tal que oy = B(uy) e |Jugle = 1.

Demonstragdo. Da Proposicao 1.1.4, vem que K ¢ fracamente compacto em (WhP(Q), || -
||.). Ainda, pela Proposicao 1.1.3, 3 é fracamente sequencialmente continuo sobre (W?(£2), |-

llc). Deste modo, concluimos que existe u; € K tal que oy = ((uy). Provemos que
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|lui]le = 1. Como uy € K, [Juy||? = Yce(uy) < 1. Suponhamos que ||u]|. < 1. Entéo existe
r > 1, tal que ru; € K, e assim, B(rur) = [[rui|} 5 = r?|lwill} 5 = 778(u1) > B(us), o que
é um absurdo, pois
ar = sup f(u) = Bw).
uek

Portanto, temos ||u]|. = 1.

Teorema 1.1.6. Valem as sequintes propriedades para o :

(i) oy > 0;

(i) a;' € um autovalor de Steklov do problema (1.2), com autofuncio de Steklov, u,;
(iii) o' é o menor autovalor positivo de Steklov associado ao problema (1.2).

Demonstragdo. Seja T = {u € WHP(Q): T.(u) =1} C K. Como a; = B(uy) e ||ug]. = 1,
vem que u; ¢ um extremo de f3 restrito a T = Y1 ({Y.(uy)}). Pela Proposi¢ao 1.1.3, os
funcionais T, e 8 pertencem a classe C*'(W1?(Q),R). Logo, podemos aplicar o Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema A.6.1, Apéndice A), isto é, uma das duas
condicoes abaixo deve ocorrer:

(A) To(ur)(v) = 0, Yo € WHP(Q);

(B) Existe A € R tal que

B'(ur)(v) = AT (ur)(v), Yo € WHP(Q). (1.11)

A condi¢ao (A) nao ocorre, pois Y.(u1)(uy) = p|lur||? = p # 0. Portanto, a condi¢ao (B)
ocorre. Substituindo as expressoes de ' e T/, (dadas em (1.8) e (1.6), respectivamente),

em (1.11), obtemos
/ lus [P 2ugvdo = X/ [V, P2V, Vo + c(x)|uy [P 2uv)de, Yo € WHP(Q). (1.12)
o0 Q

Se tomarmos v = u; em (1.12), vem a; = |luy|f} 5 = Mug |2 = A

Uma vez feito essas consideragoes iniciais, vamos a prova dos itens do Teorema:
(i) A = a; > 0. De fato, visto que a; = |uil[} 5, €1 = 0. Suponhamos a; = 0. Entdo,
da defini¢ao de «aq, vemos que ((u) = 0, para qualquer u € K. Agora, o funcional

©1: Q — R, definido por ¢1(z) = 1, Vo € Q é um elemento de WP(Q). Além do mais,
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temos ((¢1) = |09, > 0. Assim, tem sentido definirmos ¢; =

b1 € K e B(y) = f “fﬁi

(ii) Devido & igualdade (1.12), e & validade de (4), concluimos que o par (u,a;'), per-

, de onde segue que
l1le

> 0, o que é um absurdo, pois contraria nossa suposi¢ao.

tencente ao conjunto (W'?(Q2) \ {0}) x R, ¢ uma solugao fraca para o auto-problema

(1.2).

1
(111) Suponhamos que ;1 = — nao seja o menor autovalor positivo de Steklov do problema
aq

(1.2). Entao existe um par (&,i) e (Whr(Q) \ {0}) x R, com 0 < ) < i1, que satisfaz

(1.9). Por conseguinte, ao considerarmos v = m (1.9), vem /\B (H i ) = 1. Dali,

I II”

u 1 1

6] (ﬁ) = = > — = (1, 0 que gera um absurdo, pois ﬁ € K. Com isso, finalizamos
Ul|c A H1 Ulle

a prova do Teorema.

[ |
A seguir, daremos uma consequéncia imediata da caracterizacao de ;.
Corolario 1.1.1. Vale a sequinte desigualdade:
lull? = mllullys, Yu € WHP(Q), (1.13)

em que [ = ozl_l.
Demonstragdo. Se u =0 em W'?(Q), entao ¢ imediato. Se u # 0 em W'?(Q), entao, ao

. U .
considerarmos v = ——, temos ||v||. = 1. Logo, v € K, e assim,

lulle”
S (]

= = fBw) < a;.
p,0 ||u||]C) B( )— 1

[v

1
De onde segue que [[ul|? > —|[ull? 5 = pu|lul]? 5, como queriamos.
aq
[ |
1.1.2 Construgao do primeiro autovalor de Neumann associado
ao problema (1.3)

Aqui, mostraremos a existéncia de um primeiro autovalor positivo de Neumann para o

auto-problema (1.3), bem como, algumas de suas propriedades.

Definigao 1.1.2. Uma solugao fraca para o auto-problema (1.3) é um par (u,\) em

WP(Q) x R que satisfaz

/[|Vu|p_2Vqu + c(@)|ulPuv)dr = /\/ lulPPuvdz, Yo € WHP(Q).  (1.14)
Q Q
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Se o par (u,\) € W'P(Q) x R for uma solucao fraca para o auto-problema (1.3) e,
além disso, u # 0 em WHP(§), diremos que A é um autovalor de Neumann associado ao

problema (1.3), sendo u uma autofun¢ao de Neumann associada ao autovalor .

Utilizaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema A.6.1, Apéndice
A) para encontrarmos uma solugao fraca para o auto-problema (1.3). Com este intuito,
consideremos p; = inf{Y.(u) : v € L}, onde L. = {u € W'?(Q) : §(u) = 0}. Agora,

vamos a um resultado técnico e, posteriormente, ao principal.

Proposigao 1.1.7. Euxiste u € L, tal que py = Y.(u) e |[u|, = 1.

Demonstragao. Como p; = inf,e, To(u), conseguimos uma sequéncia (u;) em L, tal que
To(u;) = p1 em (R, |-]) e Ye(u;) <pr +1. (1.15)

Ainda, visto que ||u;||? = Y.(u;), por (1.15), segue que a sequéncia (u;) ¢ limitada em
(WHP(Q),] - ||lc). Como as normas || - || e || - |1, s@o equivalentes em W!P(Q), entdo a
sequéncia (u;) é também limitada em (W'?(Q), ||-|/1,). Agora, devido a (WHP(Q), ||+ [l1,)
ser reflexivo, existem @ € W?(2) e uma subsequéncia (uj,) de (u;) (Teorema A.3.5,

Apéndice A), tais que
Uj, — U em (Wl,p(Q)v || ’ ”Lp)' (1‘16)

Por isso e pela imersao W'?(Q2) < LP(Q) ser compacta (Teorema A.3.3, Apéndice A),
wj, = @ em (D(Q, ]| ). Assim, como [[lus I — [@llp| < llug, — ll, temos flus [, —
|@l,, quando k — +o0o0. Com isso e pelo fato de u;, € L, Vk € N, concluimos que
|@l|, = 1, ou seja, w € L. Mostremos que Y.(u) = p;. Para isso, basta provarmos
que Y.(u) < py, pois a desigualdade contraria segue do fato de que w € L. Ora, por
(1.15), (1.16) e pela desigualdade (A.2) da Observacao A.1.1 (Apéndice A), segue que
T.(u) = ||al? <liminfy, i ||u;,||? = p1. Por conseguinte, Y.(u) = p;, como queriamos
mostrar.

|
Teorema 1.1.8. Valem as sequintes propriedades para py:
(Z) p1 > 07'

(11) p1 € um autovalor de Neumann associado ao problema (1.3), tendo como autofun¢ao

de Neumann associada, u;
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(111) p1 € o menor autovalor positivo de Neumann associado ao problema (1.3).

Demonstra¢io. Em razdo de L = 6-1({0(@)}), de p; = infyer Yo(u) = To(T) e de T,
& pertecerem a classe C*(W'2(Q),R) (Proposicao 1.1.3), as hipoteses do Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (Teorema A.6.1, Apéndice A) sao verificadas. Logo, uma
das duas condigoes, a seguir, deve ocorrer:

(A) &'(@)(v) = 0, Yo € W2(Q).

(B) Existe A € R tal que

T (@) (v) = X' (T)(v), Vv e Whr(Q). (1.17)

A condigdo (A) ndo é valida, pois ¢'(7)(T) = plullp = p # 0. Portanto, (B) ocorre.
Substituindo as expressoes de T’ e ¢’ (dadas em (1.6) e (1.7), respectivamente) em (1.17),

temos
/[\Vﬂ\pQVﬂVv + c(x)|[ulP~uv)dr = X/ [u|P *uvdr, Yo € WP(Q).  (1.18)
Q Q

Uma vez feito essas consideragoes iniciais, vamos a prova dos itens do Teorema:
(i) Tomando v = U em (1.18), obtemos p; = Y.(@) = [[ul? = A|ullz = X, pois u € L.
Portanto, ver que p; > 0 ¢ imediato, pois p; = Y.(w) = ||[T|? e ||u]l, = 1.
(i1) Devido a igualdade (1.18), temos, na verdade, (1.14), com u em lugar de u e p; em
lugar de A. Deste modo, o par (@, p;) é uma solucao fraca para o auto-problema (1.3).
Além disso, visto que |||y, = 1, temos u # 0 em W?(Q2), provando o item.
(111) Suponhamos que p; nao seja o menor autovalor positivo de Neumann para o auto-
problema (1.3). Entao existem @ € W'?(Q) \ {0}, e 0 < ) < p1 que satisfazem
: em (1.14), obtemos ) = T, (L) >
[

u

(1.14). Entretanto, ao considerarmos v = TR
Ullp
inf,cp, Ye(u) = p1, 0 que é um absurdo, pois supomos A < p;. Finalizando o item e o

Teorema.

Denotaremos por A\; = p; um menor autovalor positivo de Neumann associado ao
auto-problema (1.3). Agora, vamos a uma consequéncia imediata da caracterizagao de

AL
Corolario 1.1.2. Vale a sequinte desigualdade:

[ull? > Mllullh, Yu e WHP(Q). (1.19)
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Demonstragdo. Caso u =0 em WP(Q), a igualdade em (1.19) é verificada. Se u # 0 em

WhP(Q), entdo, ao considerarmos v = ﬁ, temos ||v||, = 1. Logo, v € L e assim,
Ullp
[[ul?
Jully ~ T =

Seguindo, portanto, (1.19), como queriamos.

1.2 Equacoes elipticas nao lineares envolvendo o ope-

rador p-Laplaciano

O resultado desta segao estende a pesquisa de Mavinga e Nkashama [30] para o caso p-
Laplaciano. Apresentaremos resultados de existéncia para o seguinte problema do tipo

Steklov-Neumann para uma classe de equagoes elipticas quasilineares

—Apu+ c(x)|ulf?u = f(z,u) em Q,
ou (1.20)
|Vu]p_28—77 = g(z,u) sobre 99,
onde A,u = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p-Laplaciano, p € (1,00), 2 C RY, para N > 2,
¢ um dominio limitado com 992 € C%!, e (% = 7.V ¢é a derivada normal exterior unitaria
sobre 0f). Serao assumidas as condigoes (P1), (P2), (P3) e (P4) para as fungoes ¢ : 2 — R

e f,g: QxR —=R.

Observagao 1.2.1. Notamos que ao validarmos as hipoteses (P1), (P2), (P3) e (P4), os
resultados da se¢ao anterior continuarao validos, ou seja, existem autovalores p; para o
auto-problema (1.2) e A; para o auto-problema (1.3). Nesta se¢ao, obteremos resultados de
existéncia de solugao fraca para o problema (1.20), quando relacionarmos a nao linearidade

de fronteira g, com py, e a nao linearidade de reagao f, com ;.

Definigao 1.2.1. Dizemos que u € WP(Q) é solugao fraca para o problema (1.20) se

/[|Vu\p_2Vqu+c(a:)|u|p_2uv]dx:/f(x,u)vdx+/ g(z,u)vdo, Yv € WP(Q).
Q Q o0

(1.21)

A seguir, enunciaremos o nosso principal resultado, o qual garante a existéncia de uma

solugdo fraca para o problema (1.20).
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Teorema 1.2.1. Além de (P1), (P2), (P3) e (P4), suponha que as fungées F, G : QxR —
R, dadas por F(z,u) = / f(z,s)ds e G(z,u) = / g(x, s)ds, satisfacam a sequinte
0 0

condicao:

(P5) Ezistem constantes A\, p € R de tal modo que

. pG(z,u)
limsup —————=
|u|—+o0 ‘u| |u|—+o0 |u’p

uniformemente para x € Q, com A\t + A < ;.

Entao, o problema (1.20) tem pelo menos uma solugdo fraca u € WHP(Q).

b

y
Yo

Figura 1.1: Mostra o plano cartesiano Ay da regiao hachurada representada por Ajpu +

paA < piiAr, p< pir, € A < Ap.

A partir de agora, vamos apresentar alguns resultados auxiliares que nos darao base

a demonstracgao do principal Teorema.

1.2.1 Resultados preliminares

Proposicao 1.2.2. Seja g € C(Q x R,R) e suponhamos que existem constantes a,b > 1,

ai,as > 0, tais que, para quaisquer x € Q, u € R,
lg(z,u)| < a1 + as|ulb. (1.22)
Entao, o operador N, : L*(0Q) — L*(99), definido por Ny(u) = g(x,u), € continuo.
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Demonstragao. Primeiro, provemos que o operador N, esta bem definido. Se u € L*(052),
entdo u é o-mensuravel. Além disso, como g € C(Q2 x R, R), segue que g(x,u(z)) também
é o-mensuravel. Ja, pelo Teorema A.2.1 (Apéndice A), pelo fato de b > 1, aj,as > 0 e

pela desigualdade (1.22), temos
l9(z,w)|” < (a1 + aglul?)” < 2°7(a] + ag|ul®). (1.23)

Como u € L*09Q) e |09, < oo, segue da desigualdade (1.23) que g(z,u) € L°(09Q).
Logo, N, esta bem definido. Provemos que o operador N, é continuo. Sejam (u,) uma

sequéncia em L*(0N) e u € L*(0N), tais que
u, = uwem (L*(0Q),]] - |]a0)- (1.24)

Assim, como 09|, < 0o e em razao do Teorema A.4.2 (Apéndice A) existem subsequéncia

(un,) da sequéncia (u,) e h € L*(09), tais que
Up, () = u(z) em (R, | - |) e |up, | < h(z), q.t.p. em x € 0NQ. (1.25)
Mas também, por hipétese, g € C(Q x R, R). Portanto,
9(; un, (x)) = gz, u(r)) em (R, [ - ). (1.26)

Agora, devido as desigualdades dadas em (1.22) e (1.25),

Sl

19(2, un, (2))| < a1 + asltin,|? < ay + ag[h(z)]? = M(z) q.t.p. em 2 € OQ.

Com isso, ao utilizarmos o Teorema A.2.1 (Apéndice A) e o fato de h € L*(0N2), po-
demos mostrar que M € L°(99). Por isso e por (1.26), concluimos, ao aplicarmos o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.7.3; Apéndice A), que
9(z,un,) = gla,u) em (L°(092), ] - I[n.0), ou seja, Ny(un,) = Nyg(u) em (L*(9Q), ] - |ls)-
Para finalizarmos, mostremos que N,(u,) — N,(u) em (L°(99),|| - ||rs). Suponhamos

que isso nao ocorra. Entdo, existem € > 0 e uma subsequéncia (u,, ) de (u,), tais que
|| Ng(un,) — Ng(u)|lno > €, Vk € N. (1.27)

No entanto, por (1.24), u,, — uw em (L*(09),]| - ||s.9). Deste modo, ao repetirmos o
argumento inicial para (u,, ) ao invés de (u,), vemos que (u,, ) admite uma subsequéncia
(Uny, ), tal que Ny(up, ) — Ny(u) em (LP(09Q),]] - ||ns), 0 que gera uma contradi¢do com
(1.27). Logo, N,(u,) — Ny(u) em (L°(99Q),]| - ||»a), isto é, N, é continuo.

|
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A seguinte proposicao é semelhante & anterior.

Proposicao 1.2.3. Seja f € C(Q x R,R) e suponhamos que existem constantes d,e > 1,

bi,by > 0, tais que, para quaisquer v € Q, u € R,
|, w)] < by + balul. (1.28)
Entdo, o operador N7 : L4(Q) — L¢(Q), definido por N'(u) = f(z,u), é continuo.

Demonstragdo. Primeiro, provemos que o operador N/ estd bem definido. Sejam & €

L4(Q) e x € Q. Entao,

g)edx.

/Q (e €(2))[de < / (by + balé(2)

Se e > 1, temos pelo Teorema A.2.1 (Apéndice A) que

d
e

[f (2, €@@))[° < (b + bal€()[ <) < 2571 (b + bsl€(2)]).

Tomando b3 = max{by, by} e ¢ = 27155, obtemos
[f (2, €@@)) < 2771051 + [€(@)]7) = c(1 + [§(2)[%), Vo € Q. (1.29)

Dai, como || < oo, temos

/Q e (@) de < ¢ / (14 €)1 de < oo

Logo, f(+,£(+)) € L*(f2), e assim, a aplicagdo N/ estd bem definida. Provemos a continui-
dade do operador N7.

Afirmacgao 1. Dados z,¢ € LY(Q) e 2 € Q, considere F(z) = N/(z + ¢) — N¥(y), com
¢ fixo. Entao, N/ é continua em ¢ se, e somente se, F' é continua em z = 0.

De fato, F' é continua em z = 0 se, e somente se, dado € > 0, existe d > 0, tal que

1= Oy < 6 = [1F(B) = F(O)ll1o0) <
ou seja,

17 =0l Lagy < 8 = |IN (R + @) = N ()| 1e(@) < e.
Escrevendo ¢(z) = h(x) + ¢(z), temos

19 = ol <é = [IN/(¥) = N (p)]] <e,
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que é a definicdo da continuidade de N/ em . Portanto, é suficiente mostrar que N/
é continua em ¢ = 0 e podemos supor, sem perda de generalidade, que f(z,0) = 0 em
Q. Seja € > 0. Uma vez que supomos N7/(0) = f(-,0) = 0, devemos mostrar que existe

0 > 0, tal que

lull L) < 6 = ||N'(u)]

Le(Q) < €.

Como f € C(Q x R,R), dado £, para cada x € Q, existe §, > 0, tal que, usando a

equivaléncia das normas em RV,
|z = 2|[ + |Jul| < bz = [f(z,u) = f(z,0)] <€=[f(z,u)| <&

As bolas Bz, %z) formam uma cobertura para € que é compacto, logo esta admite uma

subcobertura finita, ou seja, existem x1, ...,z € €, tais que

k iy
Qc| B, >

i=1

_ 5 _
com 6; = 6,,. Seja ; = lrgjgk d;. Sejam z € Qe u € R com |u| < El Como z € 2, existe
XS

%

i, tal que z € B(x;, 5) e ainda |u| < % < %, entao
o=l llull € 4 % = 6= |17z ) — i, 0)l < &
Logo, dado qualquer £ > 0, existe 6 > 0, tal que
lu| < 0= |f(z,u)| <&, Vo€ Q. (1.30)

Agora, para € > 0 e d > 0 a serem escolhidos, seja u € L4(Q) com ||ul|zaq) < 6 e considere

o conjunto
Q= {2 €Q:|u)] <6}
Logo, u(x) € R e por (1.29), temos |f(x,u(x))| < £, o que implica
|f(z,u(z))|®dx < / Edx < %€ | < €99, (1.31)
1 91
pois Q; C Qe Q] < |Q| = |Q]. Escolhendo & tal que £¢|Q| < %e Entao, por (1.31)

[t < 5 (1.32)
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Seja Qy = Q\ Q). Entdo, por (1.29), temos que
faa@)fde <c | (1 fulo)l)do < of| ] + 5%, (1.3
QQ QQ
pois ||ul|gaq) < 0. Além disso, Qs = Q\ Q = {z € Q: |u(z)| > 0}, dai

u(x)|?dx > / 6% = 09|y

QQ Q2

Logo, §¢ > [ |u(z)|%dxz > 69|y, o que implica || < (60~1)¢. Assim, substituindo em

Qo
(1.33), temos

; (2 u(@))[de < e(|0] + 6%
< (6071 + 7]
= c((07H) 4+ 1)

e

Escolhendo 4 tal que c¢((071)4 +1)6? < %, obtemos

|, u@))|fde < & (1.34)
2 2
Logo, por (1.32) e (1.34), temos
€ 66 86 (&
F @) < 5+ 5 = = 1wl < e
Q
Portanto,
ullpa@y < 0= [[f(,W)]|e@) <,
isto é, N/ é continuo, como querfamos mostrar.
|

Observagao 1.2.2. Se validarmos as condigoes (P2), (P3) e (P4), segue, das Proposigoes
(0Q) e N/ : LTHQ) — L+ (Q), sdo

s+1

(1.2.2) e (1.2.3), que N, : LsT1(9Q) — L

operadores continuos.

Observagao 1.2.3. Agora, se supormos validas as condi¢oes (P1), (P2), (P3) e (P4),

entao, definimos o funcional energia I, : (W'(Q),|| - ||.) — R, associado a equagao
(1.20), por
1
I(u) = —/[\Vu|p + ¢(z)|ulP]dx — / F(x,u)dx — / G(z,u)do,Yu € WHP(Q) (1.35)
P Ja Q oQ

onde G(z, u) = /0 " g s)ds e Fla,u) /0 " . s)ds.
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Agora, é natural verificarmos se I, esta bem definido, isto é, I,(u) € R, Yu € W'P(Q).
1

Com efeito, como I,(u) = ~||ull2 — [, F(z,u)dz — [,, G(z,u)do, Yu € WP(Q2), entéo a
p

boa definigao de I, seguiré, se mostrarmos que

/m G(z,u)do /QF(x,u)d:E

Provemos que ’faﬂ G(a:,u)da’ < 00. De fato, note que existe uma constante K; > 0, tal

/Oug(:ms)ds

< o0 e < Q.

que

|G, u)| =

g/ (a1 + asl€])de < Ko (Jul + Jul*™).
0

Consequentemente,

/GQ |G, u)ldo < K,y /mHu\ + [uMdo = Ku[llullvo + [lull 1 o).

Ainda, pela condigio (P3),1 < s+1 < p!(N). Assim, devido ao Teorema A.4.1 (Apéndice
A), os operadores trago de W1?(Q) sobre L'(9Q) e de W'?(Q) sobre L**1(9) sao lineares

e continuos. Por conseguinte, existe uma constante K, > 0, tal que

1p

/ G, wldo < Ralllullip + [ull{51. (1.36)
o0

Finalmente, como u € W'?(Q), ||ul|. < oo, e notando que || - || € || - ||1,, s30 normas equi-
valentes em W1P(Q), temos ||u||;, < co. Por isso e pela desigualdade (1.36), concluimos

que

0<

/ G(z,u)do S/ |G(z,u)|do < 0.
o0 o0

Demonstrando o que queriamos. Para provar que ‘ fQ F(x, u)dx| < 00, segue-se de maneira

analoga como anteriormente. Portanto, I, estd bem definido.

Proposigao 1.2.4. Suponhamos vdlidas as condigoes (P1)-(P4). Entao I, € C* (W (Q),R),

tendo como derivada de Fréchet em u € WHP(Q),

I(u)(v) = /Q[]VuIPQVuVU + c(@)|ulP?uv)de — /Qf(:c,u)vd:c — /mg(x,u)vda,
para qualquer v € WHP(Q).

Demonstracao. Ver Proposicao A.1.8, Apéndice A.
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Proposicao 1.2.5. Suponhamos vdlidas as hipdteses (P1)-(P4), e sejam os funcionais
Li: WY(Q), |- llc) — R (com i =2,3), definidos por
Ly(u) = G(z,u)do e Ls(u) :/F(x,u)dx.
o9 Q

Entao, as derivadas LY e LY sio operadores compactos.

Demonstragao. Vamos mostrar que L}, ¢ compacto. Com efeito, seja (u,,) uma sequén-
cia limitada em (W'?(Q2),] - ||c). Com isso e devido a (W'P(Q),| - ||.) ser um espago
reflexivo, existem u € W'?(Q) e uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,), tais que u,,, — u em
(WP(Q), || - ||lc) (Teorema A.3.5, Apéndice A). Diante disso, da compacidade e lineari-
dade do operador trago de W1?(Q) sobre LT (99) e de L ser fracamente sequencialmente

continuo (Observagao A.1.2, Apéndice A), temos
U, = wem (LH(0Q), || - [ls+1,0) € La(um,) = La(u) em (R, ] - |).

Ainda, pela validade das condigoes (P2) e (P3), segue, da Observagao 1.2.2 que Ny(uyy,, ) —

s+1

Ny(u) em (L7 (09), || -

(21 ),a)- Consequentemente, ao utilizarmos a Desigualdade de
Holder (Teorema A.2.4, Apéndice A) e a equivaléncia das normas ||| e ||-[|1, em WP(Q),

temos

IE0m) = L)l = s 1 (0, )0) ~ Ly
< sup / 92 wmy) — g(z, )| o]do
[vlle=1J o9
< 1N () = Nyl sy ol
< Ky sup [1Nyftine) = Nyl ez ol
= K| Ny(ttm,) = No(u)ll 11y 5 = 0,

quando k — +oo, onde K, é uma constante positiva. Portanto, Lj(t,,, ) — Ly(u) em
(W2(Q)*/ || - |I#). Daf segue a compacidade do operador L.
A prova de que o operador L} é compacto segue-se de forma analoga.

O préximo resultado nos auxiliard na demonstracao da validade da condigao de Palais-

Smale (PS) para o funcional I,.
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Proposigao 1.2.6. Suponhamos vdlidas as condi¢oes (P1)-(P4). Se (u,,) for uma sequén-
cia limitada em (W' (Q),]| - ||c), tal que lim I (u,) =0, entdo (uy) admite wma sub-
m—r0o0

sequéncia convergente.

Demonstragdo. Seja (u,,) uma sequéncia limitada em (WhP(€2),[]-]|.) com lim I (un,) =
m—0o0
0. Como (W'P(Q),]] - ||.) é um espaco reflexivo (Proposigao 1.1.2), entao pelo Teorema

A.3.5 (Apéndice A) existem subsequéncia (u,, ) de (u,,) e u € WHP(Q), tais que

U, = wem (WHP(Q), || -]]). (1.37)

Agora, pela Proposicao 1.2.5, os operadores Lj e L sdo compactos. Logo, existe sub-
sequéncia (umk,> de (um, ), que, por simplicidade, denotaremos por (uy,, ), tal que L5 (t,,, ) —
Ly(u) e Ly(tp,) — Li(u) em (WHP(Q)* || - ||%). Assim, as sequéncias (||L}(um, )||?), para
i = 2,3, sao limitadas em R. Note que I, = Ly — Ly — Ly e Ly = I + Ly + L3, onde
Li(u) = 5 [olIVul” + c(@)[ul’)dz.

Afirmacao 1. L (up, )(Um, —u) — 0 em (R,|-|).

De fato, por hipotese, lim I;,(um) = 0. Desta forma, ao fazermos k — +oo, temos
m—0o0
Ly (umy.) = Iy (um,) + Lo (tm, ) + Li(um, ) — Ly(u) + Li(u) (1.38)

em (WHP(Q)*, || - |I7). Se denotarmos E = Lj(u) + Lj(u), entdo, por (1.38) e (1.37),

Ly (um,) — £ = 0 em (WHP(Q)" || - []7) (1.39)
e
U, — 1w —= 0 e (W2(Q),]] - [].): (1.40)
Consequentemente,
(L (tmy,) — E) (U, —u) = 0em (R,]-]). (1.41)

Finalmente, devido a (1.41) e (1.40), e do fato de E € WP(Q)*, obtemos
Ly () (. = w) = (L (tn,,) = E) (thm, = 1) + E(ttm, — u) — 0 em (R, | -).

Com isso, finalizamos a prova da Afirmagao 1.

Ainda, visto que L (u)(v) = [, [|VulP"?VuVv+c(z)|uP~*uv]dz, para u,v em W'P(Q),
Ly (u)(u) = [[ul[2. (1.42)
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Além disso, devido a Desigualdade de Holder (Teorema A.2.4, Apéndice A), ao Teorema
A.2.3 (Apéndice A) e notando que c¢(z) = c(x)%c(x)%, para q.t.p. = € €, concluimos

e
L () (0)] = /Q Va2V uVo + e(2)|ulP~2uv]dz
< /Q|Vu|p_1|Vv|dx+/Qc(x)|u|p_1|v\dac
-/ |Vu|p-1|vULdaf+ / <c<x>”?|1i|p-1><c<x>i|v|>dw |
< </Q|Vu|pdx>p (/Q|Vv|pdx)p+ (/Q c(x)|u|pd$>p (/Qc(x)wdx)p
< </Q[|Vu|p —|—c(az)|u|p]dx>ppl (/Q[|Vv|p+c(a:)|v\p]dx>;
= [l |v].-
Isto é,
| Ly (w) (0)| < [l 27wl (1.43)

Da Afirmacao 1 e de (1.37), temos, ao fazermos k — +o00, que
Py = L (um,,) (U, — u) — L7 (w) (U, —u) = 0. (1.44)

Agora, combinando (1.44) a (1.43) e (1.42), e utilizando o Teorema A.2.2 (Apéndice A),

obtemos

By = Ly (um,) () = Ly (um, ) (u) = Ly (w) () + L (u) ()
= [+ [l [ = L () () = L (u) ()

> et |12+ Tl [€ = et e el le = [l [27 e, [l

= (et 127 = el [275) et [l = Hulle)

0. (1.45)

v

De (1.44) e (1.45), temos ||um,||c = ||u||e, quando & — +oo. Por isso, por (1.37) e pela
Proposigao 1.1.1, vemos que as hipoteses do Teorema A.3.1 (Apéndice A) sao satisfeitas.

Logo, U, — uem (W'P(Q),|| -||.). Provando esta Proposicao.
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1.2.2 Prova do Teorema 1.2.1
Demonstragao. A condi¢ao (P5) implica que para todo € > 0, existe r = r(e) > 0 tal que

F
%Su%—e e %é)\—ke (1.46)

para todo x € Q e u € R com |u| > r.
Usando (1.46), (P3) e (P4), vem que dado ¢ > 0 (fixado), existe uma constante M.,

tal que Vu € R

1 1
G(r,u) < —(p+e)|ulf + M e F(z,u) < —(A+¢€)|ul’ + M.. (1.47)
p p
De fato, se |u| > r, por (1.46) temos imediatamente que
1 1
Glau) < 3 (u+ lul? © Fla,w) < S0+ uP.
Se |u| < r, entdo
lg(x,u)| < a1 + azlul* < ay + agr® = 1. (constante que depende de «).
Logo,
el = | [ gtei| < [“lati < [Ca =g <=,
0 0 0
isto é,
|G(z,u)| < M., Yu € [—r,7].
Portanto,
1
Gz, u) < —(p+ )ul’ + M, Vu € R.
p
Analogamente, mostra-se que
1
F(z,u) < =(A+¢€)|ul]? + M., Yu € R.
p

Para mostrar que o problema (1.20) tem pelo menos uma solugao fraca, conforme a
Proposi¢ao A.5.1 (Apéndice A), é suficiente mostrar que o funcional é limitado inferior-
mente e que satisfaz a condigao (PS).

Agora, usando (1.47), provaremos as seguintes afirmagoes:
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Afirmagao 1. O funcional I, é coercivo sobre (WP(Q), || - ||.), isto &,

I

»(u) = 400 quando ||ul|, = +oo. (1.48)

Assuma que |lul]|l. — +oo. Entdo, utilizando a continuidade do operador trago de
Whr(Q) sobre LP(9N2) (Teorema A.4.1, Apéndice A) e o fato das normas || - [|. e || - |1,
serem equivalentes em WP(€), concluimos que, ou ||ull,s — +00 ou ||ull,s < Ki, onde
K, é uma constante positiva. Vamos provar que, em ambos 0s casos, I,(u) — +o0.

Caso 1: Existe uma constante K; > 0 tal que [|ul|,s < K;. Como
1
IL(u) = —/[|Vu|p+c(x)|u|p]dx—/F(x,u)dx—/ G(z,u)do
D Ja Q o0
1
= —||ul? - / F(x,u)dz —/ G(z,u)do,
p Q o0

entao por (1.47) temos

1 1 1
L) > 4ww—%x+a/wv—/ﬂa—+u+a/|wu- M,
p P Q Q p 0 o0
1 1 1
> lull = SO el = -t el — M0 + 0. (149)

Se A < 0, entdo, de (1.49), I,(u) — 400 quando |jull. — 400 para e suficientemente

pequeno. Se A > 0, pelas desigualdades (1.19) e (1.49), temos

1 1 1 1
Lw) = —Julf—=\+e)—|ullf = =(u+ e)||ullf 5 — Mc(|Q] + |09
) > Ll = L+l S+ Ol — M +109)
1 p 1 p 1 p 1 p
> Sl = Ml = sellull =+ el — M9+ 106,
1 A € 1
> S (1= 2 = ) alr = S+ Olull?, — MR+ 109,).
K( > M)H” -+ lull, ~ M.0191 + o6
A

A
Note que A > 0, pois A < Aq, assim " < 1, portanto, para e suficientemente pequeno,
1

A
temos que ™ + )\i < 1. Logo, I,(u) — 400 quando ||u||. — -+o0.
1 1

Caso 2: Agora suponha que ||ul[, s — +00.

Temos que considerar quatro situagoes.
e A< 0epu<0.

De (1.49), para € > 0 suficientemente pequeno, temos

1

1
p(u) > 5||U||f§ — M(|9] +[09]5).
Portanto, se ||u||. — 400, entao I,(u) — +oo.
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e AN<0ep=0.
De (1.13) e (1.49), para € > 0 suficientemente pequeno, temos

1 1 1 1
I(u) = —Jul|? = =(u+e)|ul|lb— — =(A+€)||u]|Z — M(|Q2] + |09,
p(w) = Jllulle = 2 (e lluller= = 2O+ lully = Mc(19] +109,)

1 1 1
> —lullt = —pllullf = ——€llul|? = M2 + [09,)
1 Hip

1 7 €
= - (1 - - —) [[ull? — Mc(1€2] + [0€2]5).
p\ Ml J

-~

B

Note que B > 0, pois p < pt1, assim el < 1, portanto, escolhendo € > 0 suficiente-
H1

mente pequeno tal que LR 1, temos I,(u) — 400 quando ||ul|. — +oo.
M1 p1

e A >0epu<O.

Pelas desigualdades (1.19) e (1.49), temos (basta proceder como anteriormente)

1 A €
I “1—-——-— P _ M. (0 Q).
> (15 5, ) Il = Vet + 01

-~

c

A
Novamente, note que C' > 0, pois A < A, assim ™ < 1, portanto, escolhendo
1

A
¢ > 0 suficientemente pequeno tal que ™ + )\i < 1, temos I,(u) — +oo quando
1 1

|lu)|e = +o0.

e A>0epn=>0.

Usando (1.19) e (1.49) com C(e) = M.(|Q| + |09?|,), temos

B > 5 (1= 5 =) Il Sk ol - C. (150
Agora, substituindo (1.13) em (1.50), para € > 0 suficientemente pequeno de forma
que1—>\—1—>\i1>0 temos
B > 5 (1= 5 = 5wl = 2+ Al - o
- 2 (1—%—7) b } lullz, - C(e)
- - _(1 -2 - f) - M—} llull?, — C(e)
-0 G ,i)] pllf =




Pelas hipdteses A < A1 e At + g A < ppA; e escolhendo € > 0 suficientemente

pequeno tal que

A € A ,u> ( 1 1 )
l-————>0 e|ll-——— ) —€|l—+—] >0,
A1 A1 < A M1 Al M1
temos I,(u) — 400 quando |ju||. = +oo.

Portanto, o funcional I, é coercivo.
Afirmagao 2. O funcional I, é limitado inferiormente.
Este fato é uma consequéncia imediata da Afirmacao 1.
Afirmacao 3. I, satisfaz a condigao (PS).

Seja (u,,) uma sequéncia em (W'P(Q), | -|.), onde

(I,(up,)) € limitado em R

/ 1, * *
L(tm) =0 em  (WHP(Q)", [ - I2)-

Com isso, afirmamos que (u,,) ¢ limitado em (W'?(Q),|| - ||.). De fato, se esse nao for o

caso, entao existe uma subsequéncia (u,,, ) de (u,,) tal que
|tm, ||le = +00, quando k — +o0.

Portanto, pela coercitividade de I,, I,(uy,,) — 400, quando k& — 400, 0 que é uma
contradicao, pois (I,(uy,)) € limitado em R. Ficando provada esta afirmacao. Agora, como
() € limitado em (W'P(Q), [ - ||c) e I (up) — 0, entao (u,,) admite uma subsequéncia
convergente em (W'P(2),] - ||.) pela aplicacio da Proposigao 1.2.6. Portanto, o funcional
I, satisfaz a condicao (PS), ficando provada a Afirmacao 3.

Desde que I, ¢ de classe C1(W1P(Q), R), é limitada inferiormente e satisfaz a condigao
(PS), podemos aplicar a Proposigdo A.5.1 (Apéndice A). Portanto, I, tem pelo menos um
ponto critico u € W'P(Q), isto é, I'(u) = 0. Assim, u satisfaz a igualdade (1.21). Logo,
u ¢ uma solugao fraca do problema (1.20).
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Capitulo 2

Uma Classe de Problemas de Neumann

Envolvendo dois Expoentes Criticos

Neste capitulo, estudaremos uma classe de problemas elipticos com dois expoentes criticos

do tipo convexo e cdncavo-convexo

—Au=u""" 4 f(z,u) em Q, (2.1)
gu _ u** ! 4 g(x,u) sobre 0, (2.2)
v

u >0 em , (2.3)

onde Q C RY (N > 3), ¢ um dominio suave limitado, % ¢ a derivada normal unitéria
exterior, f e g tém crescimento subcritico no infinito, 2* = NQ—JL €2, = % sa0 0s
expoentes criticos de Sobolev para as imersoes Hj(Q) — L* (Q) e H(RY) — L*(9RY),
respectivamente, onde RY = {(z,¢) : 2 € RN ¢ > 0}.

Inicialmente apresentaremos as condigoes sobre f e g, bem como os principais teo-
remas, isto é, o caso convexo e o concavo-convexo. Logo em seguida, faremos algumas

observagoes preliminares e, depois, provaremos os teoremas.

2.1 Condigoes sobre f e g

As hipoéteses sobre f sao:

f(z,s)

f(z,0)=0 e SETOO e 0, (f0)
existe alguma funcao h(s), tal que
flz,s) > h(s) >0 qt.p. @ €wy,Vs >0, (f1)

onde w; é algum conjunto aberto ndo-vazio em ) e a primitiva H(s) = fos h(t)dt satisfaz

N-2

N L
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f:Qx[0,00) — R é mensuravel em z € 2, continua em s € [0, 00), e

sup [f(z,s)| < 00, YM >0, (f3)

z€Q,s€[0,M]
f(z,s) =a(x)s + fi(x,s) com a € L>®(Q),

lim —fl(x,s) =0 e lim hw,s)

s—0 S S—00 32* -1

= 0, uniformemente em x. (f4)

Em [12], Brezis e Nirenberg provaram alguns resultados de existéncia para (2.1) e (2.3)
com condi¢do de contorno de Dirichlet e f satisfazendo (f0)-(f4). Visando enunciar o
primeiro teorema, faremos as seguintes suposicoes:

existe o > 1 com a + g > 0 sobre um subconjunto de {2 com medida de Lebesgue

positiva em R” tal que
0<0; < inf{HuH2 — 2/(Q+a)u2 |ul] = 1} , para algum ©, € R, (f5)
Q

onde [|ul|* = [Vul3, + |ul3 o denota a norma usual em H'(£2).
As trés proximas hipoteses referem-se a g. A funcao g : 92 x R — R, pode ser escrita

CcOomo

9(y,s) =by)s + g1(y,s), y € 02, s € Re be L>*(0N),com g(y,s) > 0,

Yy € Owy N O # (), (g1)
onde wy é algum conjunto aberto nao-vazio em {2,
lim M =0e lim (9, 5) = 0, uniformemente em y, (92)
s—0 S 5§—00 32**1
0 <O <inf {||u||2 - 2/ bu? : ||ul| = 1} para algum ©; € R. (93)
o0

Com isso, podemos apresentar nosso primeiro resultado deste capitulo:

Teorema 2.1.1. (Caso convexo) Suponha vdlidas as hipdteses (g1)-(¢g3) e (f0)-(f5). En-

tao, o problema (2.1)-(2.3) possui pelo menos uma solugdo positiva.

Para o caso concavo-convexo definimos:

f(z,s) = a(z)s + Mi(z,s), 9(y,s) = b(y)s + pug1(y,s), A\, pu >0,

30



com a € L*(Q), b € L>*(092). E ainda, além das hipoteses (g1), (¢3), (f0), (f1), (f2),
(f3) e (f5), consideraremos

lim filz,s) —0e lim fl(*x’ 5) = 0, uniformemente em z, (f6)
s—0 s4 s—oo  g2"—1
lim 9:1(y,5) —0e lim Ny, 5) (y,5) = 0, uniformemente em v, (94)
s—0  §T s=o0 %1

onde 1 < ¢q,7 < 2.

Assim, enunciamos o nosso resultado neste caso:

Teorema 2.1.2. (Caso concavo-convexo) Suponha vdlidas as hipoteses (gl), (¢g3), (g4),
(f0), (f1), (f2), (f3), (f5) e (f6). Entao, o problema (2.1)-(2.3) possui pelo menos uma

solucao positiva com A\, pu > 0, suficientemente pequenos.

Definigao 2.1.1. Dizemos que u € H'(Q) é solugao fraca para o problema (2.1)-(2.3) se

/(auv + fil@, w)v + [u* "2uv)de + / (buv + g1 (y, u)v + |u
0 20

2*_2uv)d0:/Vqudx,
Q

(2.4)
Vo e HY(Q).
Como estamos interessados na existéncia de solucao positiva, podemos assumir
fi(z,8)=0,2€Q, s<0egy,s) =0,y s<O0.

Definamos o funcional Euler-Lagrange ® : H'(Q) — R, associado ao problema (2.1)-

(2.3), dado por

1 ) 1, lul*
Q(u) == | |Vu|*de — sau” + Fi(z,u) + —— | dz
2/, o \2 2
1 2.
—/ (—bu2 + Gi(y,u) + M) do,
onN 2 2.

onde Fi(z,u) = [} fi(x,t)dt e Gi(y,u) = [ g1(x,t)dt. Solugdes do problema (2.1)-(2.3)

correspondem a pontos criticos do funcional ®. Desta forma, procederemos da seguinte
maneira: verificaremos que o funcional associado ao problema (2.1)-(2.3) satisfaz a geo-
metria do Teorema do Passo da Montanha, e usaremos func¢oes extremais para localizar

o nivel do Passo da Montanha.
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Proposigao 2.1.3. ® € C'(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q),

' (u)(v) = /QVqudx - /Q(auv + fi(z,w)v + |u* uv)dx

2,—2

—/ (buv + g1 (y, u)v + |u|>“uv)do,
o0
para todo u,v € H'(Q).

Demonstracao. Ver Proposicao B.1.1, Apéndice B.

2.2 (Caso convexo

Nesta secao, vamos provar o Teorema 2.1.1. Para isso, apresentaremos algumas conside-
racoes e resultados que serao fundamentais.

Note que podemos fixar p > 1 grande o suficiente, tal que
flz,u) < ou+u? 1 qtp. 2 €Q, Yu>0.

Com efeito, dado e > 0, suficientemente pequeno (e < 1), temos por (f4) que existem

§>0e M >0 tais que

|fi(z, s)| <€|s|, q.t.p. z € Q, para ,0 < |s| <o (2.5)

|fi(x,s)| <els]* 7, qtp. 1€Q, M <s. (2.6)

Por (f3), seja ko = sup |fi(z,s)|. Assim,

§<s<M
k J—
g(s) = FOS > | fi(z,s)], qt.p. 2€Q, V§ <s< M, (2.7)

Logo, por (f4) e (2.5), (2.6) e (2.7), vem

| (2, u)| = a(@)u + filz, u)] < la(z)u] + | fi(z,u)]
< la(x)|u+ eu+ %u +eur ! qt.p. 2 €Q, Yu > 0.
(2.8)
Note que, para € = 1,

k *
[flew)] < Ja(@)utu+ Sut e’

k *
— <\a(x)\ +1+ %) u+ur "t qtp. 2 €Q, Yu>0.
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Tomando ¢ > |a(x)|e + 1 + 5

, podemos escrever

|f(z,u)| < ou+u* ", qt.p. x€Q, Yu>0.
Portanto,

flz,u) < ou+u?"1, qtp. 2 €Q, Yu>0.

Definamos o funcional em H'(§2) por

1,

B(u) = /Q <%|Vu|2 ~ ol - F(x,u+)> da — /89 <G(y,u+) + Qlui) do, (2.9

onde u; = max{u,0} é a parte positiva de u. Logo, ® € C'(H'(Q),R) (ver Proposi¢io
2.1.3).
No Lema a seguir, provaremos que o funcional ¢ satisfaz a geometria do Passo da

Montanha (Teorema B.2.1, Apéndice B).
Lema 2.2.1. ® verifica:
(i) existem constantes p, 3 > 0 tais que
O(u) > B, |Jull = p,
(ii) existe uma constante positiva R > p, e ug € H'(Q) tal que
D(ug) <0, ||uol| > R.
Demonstragao. (i) De (2.8), temos

k *
f(z,s) <la(x)|s + <e+ 70) s+es® Vs >0
ou ainda,
fx,s) <la(z)]s + Ces + es* ', Vs > 0,

onde C, > 0 é uma constante dependente de e. Portanto,

F(:c,u):/o flz,s)ds < /0(|a\s+6’63+632*1)d5

1 C. 1 ..
= §|a|u2 + 7u2 + §6u2 ,
isto é,
1., Coy 1
F(r,u) < Slaju® + u” + ——eu”, qt.p. v €Q, Vu>0. (2.10)

2 2 2*
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Analogamente,

1 C. 1
G(y,u) < §|b|u + 5 u2+2—6u2*, q.t.p. y € 9Q, Vu > 0. (2.11)

De (2.9), vem

1 1 1 .. 1
D (u) :/ —|Vul? + gu — —ou? ui — F(x,uy) ) — / G(y,uy) + —ui*
Q) 2 2* an 2*
1

:/ —\VU|2 /u ——/ ]u|2 / < Qu2—§gu2—%uf —F(a:,u+))
1
B 2,

Como ||u||? = ||u||§{1(9) :/ |Vul? +/ lu|?, entdo
Q Q

o) =gl =5 [ W+ [ Sout+ [ (—ggut;uf_m,w)
- /a (O + 5.

Substituindo (2.10) e (2.11) nesta ultima igualdade, e como ¢ > 1, vem

1 1, 1 C. 1
<>_—||u|\2——/|u|2 [ e+ [ (—5e - gt = St - Sz - L)

C. 1 1
2 €, 2 2. 2.
+/a ( 2|b|u 5 U 2*eu 2*u )

1 1 1, C 1 ..
gl =5 [estapet s [ (< - G - Fad)

e R I R (2.12)
e (f5) e (g3) segue que
Tl =5 [ (e labu = Sl (213
€
il =5 [ o = Sl (214)
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Agora, substituindo (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos
O O, 1, C. 1 o
o) 2 Dl + Sl + [ (- - Gt - L)

C. 1 1

Com isso, e pelas imersdes de Sobolev HY(Q) — L2 (Q) e H'(Q) — L?*(99Q) (Teorema
A.3.3 e A4.1, Apéndice A), temos

O(u) > Cillul|* = Collul[*" — Cs|u

24
)

onde C4,Cy, C3 > 0. Isto prova (i). De fato,

2

®(u) = Cilful]® = Coful|*" = Csflu

[ul*(C1 = Colfu

2*-2 CgHu 2*72>7

como 2* > 2 e 2, > 2, segue que para algum p > 0 pequeno, existe § > 0 tal que

®(u) = B,

para todo u com ||u|| = p.

(ii) Fixado 0 # u € H'(Q) e Vt > 0, temos

t? s [ > 2
O (tu) 25/ |Vul —§/qu —/F(w,tu+)—/ Gy, tuy) — 5 / uy
Q Q Q o0 x Jog

t2 , ¥ o t2 )
<5 [ IVul == [ uy + | F(o,tuy) + [ Gy, tuy) — - [ uf,
2 Ja 2" Jo Q 20 2+ Joq

logo ®(tu) — —oo quando t — 400, pois 2* > 2 e 2, > 2. Isto é, ® nao é limitado

inferiormente. Portanto, existe ¢y > 0 tal que ®(tou) < 0.

Do Lema 2.2.1, aplicando uma versao do Teorema do Passo da Montanha devido a
Ambrosetti e Rabinowitz (Teorema B.2.1, Apéndice B) garantimos a existéncia de uma

sequéncia Palais-Smale no nivel ¢, isto é, existe uma sequéncia {u,} C H'(Q) tal que
®(u,) — ¢, ®'(u,) = 0 em H (Q) quando n — oo, (2.15)
onde
= inf O(y(t)) >0
¢ = inf max (v(t)) > 0,
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I'={yeC([0,1], H(2)) : 7(0) = 0 e ¥(1) = uo}.

A estimativa do Lema 2.2.2 a seguir é uma etapa crucial, pois ela garante que o
problema (2.1)-(2.3) possui solugdo, isto é, ela nos da uma condi¢gdo de compacidade

local. Para isso, no entanto, é necessario fazermos algumas consideragoes. Denotemos

i,Rf + |u

S = in{-‘{|vu|;M e ;M =1}, (2.16)

onde |u|m, o denota a norma usual em L™(2). Conforme [2], a constante S ¢ atingida

pela funcao w, : € RV"! x R — R, definida por

N-2

oot = (g —mwr)

para algum € > 0.

Além disso, considere a funcao cut-off ¢ € C>(Q), tal que 0 < ¢(x,t) < 1, (z,t) €

Q CRY! xR e p(x,t) =1 sobre uma vizinhanca U de (zg, 1), tal que U C w C .

Definamos
ue(x,t) = we(x, t)p(z,t) (2.17)
e
ve(a,t) = ulw,t) (2.18)
(Juel3e g + |ucl3, 50)2

Lema 2.2.2. O nivel ¢ do Passo da Montanha satisfaz
2*

1 1 # qitI - G
c<({5-5 max{S; *,S5; *}=S9.

Demonstracao. Antes de tudo, é importante declararmos as seguintes estimativas que se

encontram em |[2]:

Vo0 = So+ OV 7?), (2.19)
[uel3 o = lual3: gy + O(e™), (2.20)
[ucls: o = |U’1’§i7RN—1 +O(eN ), (2.21)

o(e) para N > 4,
[vel5.0 = (2.22)

O(e) para N = 3,
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onde Sy, u. e v, estdo definidas como em (2.16), (2.17) e (2.18), respectivamente.

E suficiente provar que existe vy € H'(Q), vy > 0 sobre 2, vy # 0 sobre €, tal que

sup ®(tvy) < S.
>0

Deste modo, mostraremos

sup ¢(sv,) < S,
s>0

onde U.(x,t) = av.(x,t) com « > 0 escolhido posteriormente e v, definido em (2.18).

Da definicao de v, vem

’Vﬁe‘g,ﬂ = O‘ﬂvve,%,ﬂ = X?a

~ 2* 2* 2* . 2*
|V 2x0 = @ |V 2% 0 = A7,

2 2
2,00 — & |ve

|Ue

24 - 24
2,00 Be :

Agora, calculando a expressao ®(sv,) e substituindo as igualdades acima, temos
52 s . s
P(s0,) = =X? — —A> — —B*> — / F(z,sv,) — G(y, sv.)
2 2% 2, Q 90
Desde que ®(sv.) — —oo quando s — oo, existe s, > 0 tal que
sup ®(sv,) = P(s.0,)

s>0

Se s, = 0, a prova esté concluida. Caso contrario, de (2.26), temos

' (5.0.)0, = seXE2 — sg*_lAf* — s?*_le* — / f(z, s.0)0. — / 9(y, SV )0
Q o0

=0,

ou ainda,

* * _
s X2 - = |
Q

f(x,seﬁg)ﬁg—k/ 9(Y, SV )Ue.

o0N

Usando (f1) e (g1) em (2.27), temos
s X2 —s¥ AT —s27IB2 >0,
isto é,
X2 > A7 4 B
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Dali, vem

X2 2*72A2* 2*7232* .
_ € — > Se ; +Se2 € Z miH{SE —2753*—2 )
A% 4+ B2 A% 4 B2
Entao, de (2.23)-(2.25) temos
. X2
2% -9 2,9
InlIl{SE s Se S m
042|VU6|%,Q
oy, 39 + o+ v, g;m
2 VU 2
S . az* 2 2*| 6|27QQ (228)
min{a?", o} \ [vc]3: o 4 |vel3! o
o que implica,
X2 1 V|3
2+ ) 5 S 22 2.2 ‘ 6’2’92 : (2.29)
AZ + B2~ min{a?" 72,022} \ |u, 3*,9 + |ve 2 00

Agora, passando o limite em (2.29) e substituindo (2.19)-(2.21) nele, obtemos

. X? 1 So

im :
2" % = minda? —2 22 2" 2

=0 AZ + B2- ~ min{a? 2, a% 2} \ |uy |2 ry T il g

Assim, escolhendo o > 0 tal que

1 1
: . <1
min{a? ~2, a?=2} <|U1 ;Rz + |U1|§i,RN1) ’

de (2.28) resulta

min{s?*”, 82*72} < Sy,

isto &,
Se < maX{Sé2*_2)_1, Séz*_z)_l}. (2.30)
Também,
X2 < Sp+O(N72), (2.31)

pois X? = a®|Vu[3 .

Como o nivel critico ¢ > 0, podemos assumir s, > ¢q > 0, Ve > 0. De fato, caso contrario,
podemos obter uma sequéncia €, — 0 quando k& — oo, tal que s, — 0, pois s, > 0.
Logo, s¢, U, — 0 quando k — oo. Portanto,

0 < ¢ <sup P(s0,.) = P(s,0,) = P(0) =0,

s>0
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o que é uma contradigao.

Assim, de (2.27), temos
SE*AE* + SE*BS* > SEXE + O(E), (232)

pois

/ —f(x’SEUE)UE —0 e / M — 0, quando € — 0.
Q o0

Se Se

Agora, inserindo (2.32) na expressao de ®(s.7.), e usando (2.22) vem

2

2,
D(s.0.) = %X 826 B* — /QF(x, SeUe) — /89 G(y, SeUe)
57 12 . L 1] oye ~ ~
—<=X.—minq —, — p s X F(x,s.0.) — G(y, sc0c) + O(e)
2 2+ 2, Q 90

< (%__> / (2, 5:0.) + O(€)

_ (%__) X2+ h(z, s.0.) + Ole)

IN

onde h(z, s.0.) = —/ F(x,s.v.) e N >3.
Q

Argumentando como em [12]| junto com (f2) podemos supor

h(zx, sc0)

Nz % quando € — 0. (2.33)

Mas de (2.30)

e desde que (2.31) ocorre e 2* > 2, 2, > 2, temos
s2X? < max{Sg*(z*_2)71,50 @--2)" }+ O(eV~?), para N > 3. (2.34)
Portanto, de (2.33) e (2.34), concluimos que
O(s.0.) < S.

Isto prova o Lema 2.2.2.
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2.2.1 Demonstracao do Teorema 2.1.1

Aqui, adaptaremos alguns argumentos feitos na prova do Teorema 2.1 em [12]. Antes,

apresentaremos o seguinte Lema:
Lema 2.2.3. Seja (u,) a sequéncia satisfazendo (2.15). Entao, (u,) € limitada em H'(Q).

Demonstragdo. De fato, desde que ®(u,,) — ¢, temos que existe C' > 0, tal que ®(u,) < C.

1
Além disso, —§<I>’(un)(un) < k||uy||, para algum k > 0. Assim,
— 1 ,
C + klun|| > ®(uy) — 5(1) (un) (un).
Note que da Proposicao 2.1.3, temos

O (u)(v) = /Q (Vuvo —uf o — f(z,us)v) —/ (9(y, us)v + ud o) .

Dessa forma,

_ 1 . 1 - 1 1
C k > Z 2% = 2 2 = 24
+ ||un|| =9 /Qun+ O /S; n-+ +35 9 /GQ un+ 2* 50 un+

1 1
L R T / Fla,uns) + / 909 sty — / Gy, tuny).
2 Q Q 2 o0 o0
C 1 1 1 1 1 1
omo - — —=—e—-—— = em
2 2 N 2 2, 2(N—-1
Cor bl = 5 [ o+ g [ g [ - [ P
unll| > — [ u Ty Upy ) U, X, Uy
+§/ 9y Uy Juny — | G(Y, Uny).
o0 oN

De (f4) e (g2), para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos

/ n++/muiqsa+k||un||, (2.35)

onde C; > 0. Combinando (2.35) com ®(u,) = ¢+ o(1), concluimos que ||u,|| & limitada.

[ |
A seguir, vamos a demonstragao do Teorema 2.1.1.

Demonstragao. (Teorema 2.1.1) Motivado pelo Lema anterior, agora, podemos, passando
a subsequéncia, se necessério, assumir u,, — u fracamente em H'(Q).

Passando ao limite em ®'(u,)v = o(1), v € H(Q), quando n — oo, temos
P’ (u)v = 0.
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Pelo principio do maximo (ver Se¢ao B.4, Principio do Méaximo Forte, Apéndice B) segue
que u > 0 sobre ). E ainda:
Afirmagao. u # 0.
Suponha que u = 0. Entao, desde que
/ @,y )y, —0e / 9(y, tn, ), — 0, quando n — oco. (2.36)
Q o0

Lembre-se

|f(z,u)] < ou+u” ", qtp. z€Q, Vu>0,

lg(y,u)| < ou+u*"t, qt.p. y €O, Yu > 0.

Assim, combinando (2.36) com ®'(u,)(u,) = (&, u,) com &, — 0 em H'(Q), obtemos

/\VunIQ / un+) 2z —/ (un+)2* = o(1),
o0
e podemos assumir

/|Vun]2 — 1, /(uM)? — 1l e / (un,)* — la, quando n — oo,
Q Q )

com [ = l; + [s.

Novamente, desde que €2 é limitado, temos

/F(m,uw) —0e G(y,un, ) — 0, quando n — oo.
Q o0

E assim de ®(u,) = ¢ + o(1), inferimos que

oL b, (2.37)

Entao, podemos assumir que [ > 0 (caso contrario a prova esta completa).

Pela definicao de Sy, obtemos

L7 1 L\ 1
e ((8) = () )

v
=
=

vV
=)
=
— — =
(V]
*I.X-)_l
(V]
el =
V)
—_—— —— N——
N




A partir desta desigualdade conseguimos

rnax{l o l En }> So.

Isto é,

) 2% —2

[ > maX{S LS L (2.38)

Agora, como 2* > 2, note que

LR R S S £ U & PR
2 2 2, T2 2 2 2

o que é uma contradicao, conforme o Lema 2.2.2. Logo, u # 0, como queriamos demons-
trar. Portanto, pelo principio do maximo (ver Se¢ao B.4, Principio do Méaximo Forte,

Apéndice B), temos que u > 0 em €. Isto é, u satisfaz a igualdade (2.4).
[

Observagao 2.2.1. A soluc¢do u do problema (2.1)-(2.3) obtida acima possui uma pro-

priedade adicional; ou
d(u) =, (2.39)
ou
O(u) <c—S. (2.40)

De fato, para mostrar isso usaremos as mesmas técnicas como em [12]. Portanto, tomando

uma sequéncia (u,) como na demonstra¢ao acima, tal que

u, — u fracamente em H' (),

Uy — U q.t.p. em Q.
Entao, definindo v,, = u,, — u, temos

1 1
—|——/\an|2——*/1}2 / T, Upy) /Gy,vm / v2, = c+o(1).
2 Ja 2" Jo o)

Pelo Lema de Brézis-Lieb (Teorema A.7.4, Apéndice A), vem

|
/|an\2 / -5 v2 =c+o(l) (2.41)

o0
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/Q|an|2 - /Qvg’; - /aﬂ o2 = of1). (2.42)

Entao, passando a uma subsequéncia, se necessario, obtemos

/|an|2—>l,/vfbl—>l1 e / vr, = I,
Q Q o0

onde [, 11,1y > 0 sao constantes. Portanto, [ = [; 4+ l5. De (2.41), vem

L
+ L+ 2 (2.43)

() = c— -
(w)=c—5+5 2.

Note que

N A
2, 2, T3 Tty

pois 2* > 2,. Com isso e por (2.43), (2.38) e pela estimativa do Lema 2.2.2, obtemos
[l 1 1 1 1 2oy 22
d(u) < c—§+2—* =c— (5 —2—*> [ <c— (5 - 2—*> max{S,* ,S,* }
=c—S.

Concluindo (2.40). Ou, por outro lado, de (2.41) e (2.42), temos (2.39).

2.3 C(Caso coOncavo-convexo

Nesta secao, provaremos o Teorema 2.1.2, em que a existéncia de solugao positiva sera
garantida pelo Principio Variacional de Ekeland (Teorema B.3.1, Apéndice B). Antes de
tudo, vamos apresentar algumas consideragoes essenciais.

Pela defini¢ao do funcional ®, por (f5) e usando as imersoes H'(Q2) < L'(Q) com

t=gq,2" e H(Q) — L"(09Q) com r = 7,2, (Teorema A.3.3 ¢ A.4.1, Apéndice A), temos

o) 2 ¢ (Il =2 [ 0+ ) + 5 (Il -2 [ wet)
uf

R T N Y
ul? = | 5 [u .
04 Q o T 90 “x

> Cil[ul® = ACol|ul|” — pCs][ul|" — Cu ul[** — Cs||u

2%
Y

para as contantes positivas C; (i = 1,2, ...,5).

Defina
h(t) = hau(t) = C1t? — ACot? — puCst™ — Cyt* — Cst* .
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Portanto,
®(u) = h(]ful]).
Tomemos a funcao cut-off £ : R, — [0, 1] ndo-crescente, suave, tal que

1 set <R
£(t) =
0 set> Ry,

onde 0 < Ry = Ry(A, i) e 0 < Ry = Ry(\, ) sdo escolhidas tal que

h(s) <0 para s € [0, Ro] e s € [Ry, 00,

h(s) > 0 para s € [Rg, Ry,

isto é, Ry e Ry serdo tomadas como raizes positivas de h(t), de modo que Ry seja a raiz
mais proxima de zero, e R; a raiz mais longe de zero.

Agora, pondo p(u) = &(||ul]), v € H'(Q), defina o funcional truncado

2%

0ol gllul? — [ (Floptwn) + Soow) = [ (oo + 5 oew),

2,
sendo que
.
F(%,U), se HuH < R07
F(z, p(u)u) =
\O, se |u|| > Ry,
e
.
G(y7u>? se ||UH < R07
Gy, p(u)u) =
0, se ||u]| > R;.

\
Entao @, € C'(B(0, Ry),R) (basta observar que ®,(u) = ®(u)), onde (B(0, Ry) C
H'(Q)) e

CI)S,,(U) > h)\ugo(HuH)?

em que

B (t) = Cht2 — ACot? — pCst™ — Cyt2£(t) — Cst2 €(2)
e

h)\,ucp(t) = h/\'u(t)7 set S Ro,

P (t) = Cit* — ACot? — uCst™, se t > Ry.

44



Se ®,(u) <0, entdo ||ul| < Ry para algum Ry > 0, portanto ® = ®,. Com efeito, veja
que hy,,(t) < 0 somente se t < Ry

O proximo Lema nos dé as condig¢oes de compacidade para a prova do Teorema 2.1.2.

Lema 2.3.1. Para A\, > 0 suficientemente pequenos, ®, satisfaz a condigao (PS)., a

-

saber, toda sequéncia (uy) C H'(Q) satisfazendo @, (u) — ¢ e P (up) — 0 em H(2) €

relativamente compacta, para c € (—g, 0) e A\, > 0 pequenos o suficiente.

Demonstracao. De acordo com as observacoes acima, vamos provar o Lema para A, > 0

pequenos o suficiente tal que

&) 2 hap([lull) = 5. (241
Seja (ux) C HY(Q) tal que
O, (ug) = P(uy) — ¢ quando k — oo,
O (up) = ®'(up) = 0 em H () quando k — oo,

com ||ug|| < Ro. Entao, podemos assumir que

uy, — u fracamente em L* (Q) e L*(092),
u, — u fortemente em L?(§2) e L7(09),

Ur — 4 q.t.p. em Q.

Portanto, da definicao ® vem

1 a lug|*
§/leuk|2_/ﬂ(§ui+ﬂ(az,uk)+ o )

24

b
- [ (Got+ Gty + ) =)
o \2 3,

ou ainda,

1 2 2 a 2 |y, - 9

5 | IVul™ +olu”) = | | Slual” + Frle,wn) + —— ) = | oup,

Q QO Q
b ]2
- / (§|Uk|2 + G1(y, ug) + ’;—) =c+o(1), (2.45)
89 *

(&

—Auy + ouy, — (aug + fi(z, we) + |un* "2ur) — oup, =y,

Ouy,

Gk — (bug, + g1 (y, u) + Jug[> 2

uk) = Vg,
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onde 7y, v — 0 em H~'(Q). Isto ¢, @, (u)u = 0.

Tomando v, = up — u, vem

%[/Q|w|2+/9|w\2} +§ [/(|U|2+|vk| )} -3 [/(WHM )}
- [ Fus o - g | [0 < )] - o | [+ @)
2L e - [ e -2 [

o que implica
/'V Y AGE /|vkl2—§/|u|2—§/|vk| - [ A usw
=0 [t o [w)=3 [ W3 [ P~ [ Giurw

+—/ sz——/ ——/  +o(l)=c+o(1
239 29| t 2* Jo 2. Joq W) ).

1 0 a
bow) =5 [ Vel 42 [l =5 [P = [ A -5 [ —Q/u+

> Lot L

A up — G Yy, u

269“ o0 ) - 2 Joa
entao

a b
o)+ £ [P =5 [ = [ Aoy —e [t -3 [ o
2 Q 2 Q 2 o0
1 1
—/ Gl(y,vk)+§/|vvk|2—— —2—/ vk
o0 Q oQ

Portanto, do Lema de Brézis-Lieb (Teorema A.7.4), temos

24 o

2*>] Fo(1) = e+ o(1),

1 o(1) = c+o(1).

1 1
u +—/ Vol — — - = 2 =c+o(1), (2.46)
2 Ja 2" Jo o0
e (note que @/, (ur) — 0 em H~(Q))
/ | Vo) —/ o] ?" — = o (2.47)

Agora, fazendo (2.46) — —(2 47) e (2.46) — 2—(2 A7), obtemos

/]Vvk|2 (———) /89 v,
s LIVl = (5 - 5) [l serom - @
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De (2.48) e (2.49), podemos supor (passando a uma subsequéncia se necessario) que
/ |Vop|> = 1 >0, quando k — oo,
Q
/ o> — 1L > 0,/ lvg|** — I > 0, quando k — co.
Q o9
Além disso, de (2.47) temos [ = Iy + .

De (2.46), vem

l I Iy l )
Do(u)=c— -t tp 2oty
o(u)=c 2+2*+2*<c 2+2*,

pois 2* > 2,. Conforme a estimativa do Lema 2.2.2 e de (2.38), temos

- 1 1 l
cese(b-L)imte

S_Sa

DN | =~

logo

Por outro lado, combinando esta tultima desigualdade com (2.44), concluimos que ¢ > 0,

o que é uma contradicdo, pois ¢ € (—S5,0). Isto completa a demonstracao do Lema 2.3.1.

2.3.1 Demonstracao do Teorema 2.1.2

Demonstracao. Para A\, u > 0 suficientemente pequenos, aplicando o Principio Variacional
de Ekeland (Teorema B.3.1, Apéndice B) para o funcional ®,, podemos encontrar um

minimo global u € H'(Q) para P, isto é,

Dy (u) = ngg) D, = Dy (Jul).

Portanto, pelo principio do maximo (ver Segao B.4, Principio do Maximo Forte, Apéndice

B), temos que u > 0 em €.
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Apéndice A
Resultados Gerais do Capitulo 1

Neste Apéndice apresentaremos os resultados usados ao longo do Capitulo 1. Quando

necessario, faremos as demonstragoes, caso contrario, apenas o referenciamos.

A.1 Resultados demonstrados

Lema A.1.1. O funcional ¢ : (W'P(Q),| - ||l1,) — R, definido por ¢(u) = |jull., €

continuo e convexo.

Demonstragao. Provemos a continuidade de ¢. Para isso, seja u € W1P(Q). Entao, por

ce L>(Q),

p(u)P = Julp = / [I9uf? + ()]
= |Vl + / () |ul?

max{1, [|e(z) oo Hullt -

IN

Portanto, ao denotarmos A = max{1, ||c(x)||oo}%, que é uma constante positiva, temos

ulle < Allull1,, Yue WHP(Q), (A.1)
dai segue a continuidade de ¢. A prova da convexidade de ¢ ¢ imediata, pois || - ||. define
uma norma em W1?(Q).

|

Observagao A.1.1. Como o funcional ¢ é continuo e convexo, segue que ele é fracamente

sequencialmente continuo (isto é: wu, — u = ¢(u,y,) — ¢(u)) em (WHP(Q), ] - |]1,). Logo,
toda sequéncia (u,,), tal que u,, — u em (W'P(Q),] - ||1,) satisfaz (ver Teorema 1.4 em
[19])
im i > . .
lim inf ¢(un) = (u) (A.2)
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O Lema a seguir teré sua aplicacao quando demonstrarmos a equivaléncia das normas

|- llcell|lip, em WP(Q) (Proposigao A.1.3).
Lema A.1.2. Euiste 6 > 0, tal que
[ull? = oljully, Vue WP(Q). (A.3)

Demonstragdo. Sejam S = {u € WH(Q) : |lull, = 1} e § = inf,es |Jul?.
Afirmagao 1. Existe u € S, tal que |[u||? = .

Com efeito, da definigao de infimo, existe uma sequéncia (u,,) em S, tal que
|uml||? — 9, quando m — +o0 e |Jul]? <6+ 1. (A.4)

Agora, visto que [[un[[}, = VUl + unl} € u, € S, entao |[un|i, = [[Vunl} + 1.
Assim, em virtude da validade de (P1), ||t |2 > [|un|[} ,—1. De onde segue que |[u,,[]}, <
d + 2, ou seja, a sequéncia (u,,) é limitada em (WP(Q),| - |l1,). Com isso e pelo fato
de (WP(Q), || - |l1) ser um espago reflexivo, existem uma subsequéncia (u,,,) de (u;,) e

u € WHP(Q) (Teorema A.3.5), tais que

= em (WH(Q), |-

1p)- (A.5)

Uy,

Por isso e por (A.4), segue da Observagao A.1.1 que
@l < liminf ||uy, || = 07
k——+o0

Ainda, pela validade de (A.5), concluimos, devido ao Teorema A.3.3, que u,,, — U em
(LP(S2), |- |lp). Consequentemente, em razao de u,,, € S e da continuidade da norma ||-||,,
vem u € S. Com isso e por [|u]l. < 6%, temos d = ||u||?, ficando provada a Afirmagao.
Afirmagao 2. § > 0.

De fato, se 6 = 0, entdo, pela Afirmacao anterior, ||u||? = 0. Consequentemente, u = 0
em WHP(Q), o que é um absurdo, pois @ € S. Provando a Afirmacao.

Agora estamos prontos a demonstrar a desigualdade (A.3). Se u € WhP(Q) for tal
que u =0 em W'?(Q), entdo a relagao em (A.3) ¢ verificada. Caso u € WH?(Q2) seja nao
trivial, entdo consideremos v = LS WhP(Q). Assim, |[v]|, =1, isto ¢, v € S. Logo,

ullp
[v||2 > 0. De onde segue que [|ul[2 > d[jul/?. Concluindo a demonstracao.

Proposicao A.1.3. As normas || - ||c € || - |1y sdo equivalentes em W'P().
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Demonstragdo. Seja u € W'(Q). Entdo, como c satisfaz a condi¢ao (P1), [lullf, <
[|w|[2+][Ju|b. Consequentemente, devido a desigualdade A.3, dadano Lema A.1.2, [Jul} , <

1
1+ = ) ||ul[?, de onde vem que

)
1
lullp < {1+ 5wl

Por isso e pela validade da desigualdade (A.1), segue a equivaléncia das normas || - ||. e

I ll1p e WEP(R2).

Proposigao A.1.4. O espaco (WP(Q), || - ||) € reflezivo.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.1.1, o espago (W'*(2),]-||.) é uniformemente convexo.
Assim, pelo Teorema de Milmam-Pettis (Teorema A.3.4), (W'?(Q), ] - ||.) ¢ um espago

reflexivo.

A seguir, vamos apresentar alguns resultados relevantes que nao serao demonstrados,
todavia terao suas aplicabilidades na demonstragao da Proposi¢ao A.1.7.

Consideremos o operador ¢ : W(Q) — [L¥'(Q)]", definido por
o(u) = |VulP~2Vu, Yu € Whr(Q) (A.6)
onde WP(Q) esta munido da norma || - ||, e [L” (Q)]V, da norma
UMy =l + -+ + llunlly, YU = (us, ... un) € [L(Q)]Y.
Além disso, p’ representa o expoente conjugado de p.

Lema A.1.5. O operador ¢ é continuo.

Demonstragao. Ver [21].

|

Agora, consideremos os seguintes operadores W, : (W' (Q), || - ||c) — L”(Q) e ¥ :
(WP (Q), ] - |l.) — L¥ (99), definidos por

Uo(u) = c(z)uffu e U(u) = |ul*u. (A.7)
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Lema A.1.6. Os operadores V. e ¥ sao continuos.

Demonstragao. Ver [21].

Proposigao A.1.7. Os funcionais Y, 8, : (W(Q), | - ||l.) — R, definidos por
Ye(u) = ull?, o(u) = |lully =1 e Blu)=lull),
sao de classe CH(W'?(Q),R), onde

ull, = (/ |u|pdx) ‘ ||u||p,a:(/ |u|Pda)
o0

sao normas em LP(Q) e LP(0N), respectivamente. Além disso, possuem como derivadas

de Fréchet em uw € WHP(Q),

T (u)(v) = p/ﬂ[|Vu|p_2Vqu+c(x)|u|p_2uv]dx, (A.8)

o (u)(v) = p/Q lu|P2uvdr e (A.9)

Bu)w) = p /8 oo (A.10)
Por fim, B é um funcional fracamente sequencialmente continuo sobre (W'P(Q), || - |lc)-

Demonstracao. Provaremos esta Proposicao em quatro etapas.
Etapa 1: T, € C'Y(W'P(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € WP(Q) a
expressao (A.8).
De fato, temos, para u € W'?(Q), T.(u) = A(u) + B(u), onde A(u) = [, |VulPdzr e
= [, c(@)|ulPdr, Yu € WHP(Q). Vamos mostrar que A, B € C’l(Wl’p(Q),]R), o que

1mphcara em Y. € C*(W'?(Q),R).
Afirmagao 1. A € CH(W'?P(Q),R).

Com efeito, seja F' : Q x RY — R, definido por F(z,y) = pf'y‘ Plds, V(x,y) €

Q x RY. Assim, para 0 < h <1 e u,v € WH(Q),
A(u+ hv) — A(u) / |Vu(z) + hVo(z)P — |Vu(a:)]1"al.r

h h
_ /Q F(z,Vu(z) + hVou(z)) — F(z, Vu(x))dx'
Q h
Ainda, dado z € Q, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.7.1), existe A € (0, 1), tal
que
F(z,Vu(z) + hVu(x)) — F(z, Vu(z)) |Vu(z) + hVo(z)P — |Vu(x)?

h h
= p|Vu(z) + AeVo(2) [P~ 2(Vu(z) + \hVo(x))Vo(r)

51



o que implica

|[Vu(z) + hVo(x)|P — [Vu(z)P

N = [pl|Vu(x) + AhVo(z) P Vo(z)|

< plVu(@) + Vo)~ Vu(z)],
com |[Ah| < 1. Desde que
(Vu(z) + Vo(z))PL € Li1(Q) e Vu(z) € LP(Q),
temos, pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.4), para os expoentes p e p%l que
p(Vu(z) + Vo(x))P'Vo(z) € L(Q).

Logo, em razao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.7.3),

Vel

lim A(u+ hv) — A(u) _ lim [/ |Vu(z) + hVo(z)P — |Vu(x)\pdx]
Q

h—0+ h h—0+ h

B / lim [F(x,Vu(x)+th(:r;))—F(:L',Vu(a:))} e

h—0t h

= p/Q|Vu(x)|p_ Vu(z)Vo(z)dz.

Argumentando de maneira semelhante, porém considerando —1 < h < 0, podemos mos-

trar que
lim Alu+ ho) = AQu) = p/ |Vu(x)|P*Vu(x)Vo(z)dz.
h—0~ h Q
Portanto,
}llin% Alu+ h;}L) —AQ) = p/ |Vu(x)|P*Vu(r)Vo(z)dz.
- Q

Temos, para u € WP(Q) fixado, que o funcional T, : W'P(Q) — R, definido por
T.(v) = p [ |VulP?VuVudz, Vo € WHP(Q), é liner e limitado. Provemos a limitacéo de
T,. Segue, das Desigualdade de Cauchy-Schwarz em RY e de Holder (Teorema A.2.4),

que

T.(v)| = 'p/ |VulP?VuVodz
Q

Sp/ |VulP~2|Vu||[Voldr = p/ |VulP~ | Vo|dz
Q 0
< plIVully Vol

< pllulle vl
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Consequentemente, T, é limitado. A linearidade de T, é imediata. E assim, o funcional
A ¢é diferenciavel a Gateaux em u € W'P(Q), tendo como derivada de Gateaux em u,
A'(u) = T,. Finalmente, mostremos que A" : W'?(Q) — [W'P(Q)]*, definido por
A'(u) = T,, ¢ um operador continuo. Para isso, seja (u,) uma sequéncia em W'P(Q) e

u € WHP(Q), tais que
U, —u em (WH(Q), |- 1l.)- (A.11)
Agora, para v € WHP(Q) e ¢ = (o1, -+ ,on), como em (A.6), temos
T, (v) = T,(v)] = ‘p/Q|Vun|p_2Vuandx—p/Q|Vu|p_2VuVUd$
< p/ ||Vt |P~ 2V, — |Vu|P2Vu||Vu|dz
= /|g0 Up,) w)||Vul|dz. (A.12)

Note que, para cada u € W1P(Q) e, em razao das normas em R serem equivalentes,

conseguimos constantes Ky, K > 0, tais que

1
o

llotun) = ol = | [ letw) = etopas]

_ /[Z\gp,un i )]rdx p

< [Z i) >Hpr
< KZ HQOZ Un )Hp
_ Kllp(an) — 9l
Isto é,
o) — o()llly < Klllou) — o). (A13)

Deste modo, |¢(u,)—¢(u)| € LP (Q) e |Vv| € LP(2). Assim, ao aplicarmos a Desigualdade
de Holder (Teorema A.2.4) em (A.12) e utilizarmos a desigualdade (A.13), obtemos

T (0) — Tuw)] < / () — ()| [Volda
< pllou) — @)l Vo],
< pK|lp(wn) — @)y [Vl
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E, como [[[Vol[[f < [[v][2, temos [T, (v) = Tu(v)] < pKllp(un) — @)l [|v]le. Por conse-

guinte,

1A ) = Al = sup{|A'(un)(v) — A'(w)(v)] : v € W(Q) e [[v]. = 1}
— sup{|T.,,(v) = Tu(v)| : v € W(Q) e [[v]. = 1}

< pKlle(un) — ()|l

Isto é,

A (un) = A ()17 < pKlo(un) — (u)]]p-

Finalmente, por ¢ ser continuo (Lema A.1.5) e por (A.11), ||¢(u,) — ¢(u)||,; = 0, quando
n — +oo. Portanto, A'(u,) — A'(u) em (WHP(Q)* | - ||*), ou seja, o operador A’ ¢é
continuo. Com isso e devido & Proposi¢ao A.5.2, A € CY(W'?(Q),R).
Afirmagao 2. B € C'(W'?(Q),R).

De fato, para 0 < h < 1 e u,v € W'P(Q), temos

B(u+hv) = B(uw) [ c@)[ulz)+ ho(@)” — [u(z)["]
7 = /Q . dzx.

Mas, dado x € €, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.7.1), existe A € (0,1), tal

que

c()[Ju(zx) + ho(x)[P — Ju(z)]"]

h = Jpe(a)[u(x) + M) P2 (u(z) + Mo (2))o ()

= ple(@)Ju(@) + M (@)~ |v(z)|

< plle@)llslul@) +v(@)[ o(@)],

com |Ah| < 1. Argumentando analogamente como na Afirmagao anterior, temos
plle(@)lleclu(z) + v(@)" |v(2)] € L'(€).

Deste modo, em razao ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema

A.7.3), vem

i Bt hi;b) —Bw) _ { / c(z)[[u(z) + h%;b(:v)lp — lu(z)]"] dl}
h—0+ h—0+
- [t ZE& o) + by = ulal]

— / () |u(@)P2u(z)v(z)dz.
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Por outro lado, considerando —1 < h < 0, podemos mostrar que

B(u + hv) — B(u)

. _ p—2
lim . p [ d@lu@)r u@oa)ds
Consequentemente,
}llin% Blu+t hz) — B = p/ (@) |u(z) [P~ ?u(z)v(x)d.
- Q

Ainda, para v € W'?(Q) fixado, o funcional S, : W?P(Q) — R, definido por S,(v) =
p [o c(@)|ulP 2uvdz, Yo € WP(Q), é linear e limitado. A limitagéo segue da Desigualdade
de Holder (Teorema A.2.4), pois

ISu(v)ISpHC(fv)Hoo/Qlu(w)l”llv(fv)|dw < plle@)llcllully 101l

plle(@)llsellullz™ 0]l

IN

A linearidade de S, é imediata. Logo, o funcional B é diferenciavel a Gateaux em u €
WhP(Q) tendo como derivada de Gateaux em u, B'(u) = S,. Provemos que o operador
B’ : WlP(Q) — [WP(Q)]*, definido por B'(u) = S,, Yu € WHP(Q) é continuo. Para

isso, sejam u, uma sequéncia em W1P(Q) e u € WHP(Q), tais que
U, —u em (WH(Q), [ - |.). (A.14)

Também, para v € WHP(Q) e ¥, como em (A.7), temos, devido a Desigualdade de Holder
(Teorema A.2.4), ao Teorema A.3.3 e as normas || - ||1p, || - || serem equivalentes em
WP(Q), que existe uma constante Dy > 0, tal que
Sy (V) = Su(0)| < pIVe(un) = Velu) |l llvll, < pDaollVe(un) — We(u)llyllvlle. (A.15)
Assim,
1B (un) = B'(w)[l; = sup{|B'(un)(v) = B'(w)(v)] : v € WP(Q) e |Jv]. = 1}
= sup{[ S, (v) = Su(v)| : v € W'(Q) e [|v]|. = 1}

< pDof|We(un) — We(u)lly-
Isto é,
1B'(un) — B'(W)[lz < pD2||We(un) — We(u)|y-

Por conseguinte, pela continuidade de ¥, (Lema A.1.6) e por (A.14), ||U (u,) =W (u)|y —
0, quando n — +oc. Portanto, B'(u,) — B'(u) em (WY(Q), ] - ||¥). Daf segue a conti-
nuidade de B’. Com isso e pela Proposicio A.5.2, concluimos que B € C*(WP(Q),R).
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Etapa 2: § € CY(W'?(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € W'?(Q) a
expressao (A.10).

Para provarmos que 3 € C*(W1?(Q),R), repetimos a prova feita na Afirmacao 2 da Etapa
1, considerando c(z) = 1 e 9Q, |- [[p0, || - [0, B, ¥ e Teorema A.4.1 no lugar de €, | - ||,
|- |lrs B, V. e Teorema A.3.3, respectivamente.

Etapa 3: § € C'(W'?(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € W'(Q) a
expressao (A.9).

Notemos que S(U) = [le(z)ullb—1, com ¢(z) = 1. Dai segue, analogamente, pela Afirmagao
2 da Etapa 1 e pelos funcionais constantes serem de classe C*°, o resultado requerido.
Etapa 4: 8 ¢ um funcional fracamente sequencialmente continuo sobre (W'?(Q),] - ||.)-
De fato, sejam (u,,) uma sequéncia em W'P(Q) e u € WHP(Q), tais que u,, — u em
(W1P(Q), ]| -||c). Por isso e pela compacidade do operador traco de W1?(Q) sobre LP(01)
(Teorema A.4.1),

U, — wem (LP(0Q), ] - ||p.0)- (A.16)

Dai, t,(x) — u(z), quando m — 400 para quase todo ponto = € 9€2. Com isso e devido
a sequéncia (u,,) ser limitada em (LP(0N),|| - ||,.0) (por (A.16)), segue, pelo Lema de
Brézis-Lieb (Teorema A.7.4), que

lim [t — ul? + |um|? — |ulF]do = 0.
m—+00 [50

Por conseguinte, ainda por (A.16),

i [80) — 5001 = | | [ (=l = o~ i =13, ]| = 0
m—r+00 m—+0o0 90 )
Portanto, f(u,,) — f(u) em R, quando m — 400. Provando o que queriamos.
n

Proposic¢ao A.1.8. Suponhamos vdlidas as condigoes (P1)-(P4). Entao I, € CH(WP(Q2),R),

tendo como deriwada de Fréchet em u € WhP(Q),

I(u)(v) :/Q[]Vu]pQVUVU—l—c(:C)\uV’2uv]da:—/gf(:c,u)vd:c—/ g(x,u)vdo,

o0

para qualquer v € WHP(Q).

Demonstmgda. Notemos que I,(u) = Ll(u) — Lo(u) — La(u), Vu € WHP(Q), onde L;(u) =
}DTC( = [5q G(z,u)do e L3(u) = [, F(x,u)dz. Pela Proposi¢ao A.1.7, segue-se
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que T, € CY(W'P(Q),R) e sua derivada de Fréchet em v € WP(Q) ¢ dada por (A.8).
Consequentemente, como Li(u) = ;Yc(u), vem Ly € CH(IW'(Q),R) e sua derivada de

Fréchet em u € WP(Q) é dada por
Li(u)(v) = / |VulP2VuVudr + / c(@)|ulP?uvdr, Yo € WHP(Q). (A.17)
Q Q

Afirmagdo 1. L, € CY(W'?(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € WP(Q),
Ly(u)(v) = [, 9(x, u)vdo, Yo € WHP(Q).

De fato, para 0 < h < 1 e u,v € WP(Q), temos

Lo(u + hv) — Lo(u) _ / G(z,u(z) + hv(z)) — G(m,u(w))da'
G

h h

Ainda, dado = € 912, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.7.1), existe A € (0,1), tal

que

|G (z,u(z) + ho(z)) — G(z,u(z))|
A

= gl u(@) + Av(@))|v(2)]
< o + agfu(z) + Mo()]jv()]

< Ki[lv(@)] + [u(@)"lo(@)] + [o@)[*]

P(u,v), (A.18)

onde K; > 0 ¢ uma constante. Agora, como 1 < p < pl(N), o operador traco de W?(£2)
sobre LP(992) é continuo (Teorema A.4.1). Por conseguinte, existe uma constante K > 0,

tal que
/8 1olde <1907 vl < RIQL ol

Com isso e pela equivaléncia das normas || - [|. e || - |1, em W'P(Q), existe uma constante

[/(\'1 > 0, tal que
/ lwldo < Ry QY |[o]). < oo, (A.19)
o0

J4, pela hipotese (P3), 1 < s+ 1 < p!(N). Logo, o operador traco de WHP(£2) sobre
L5T1(9R) é continuo (Teorema A.4.1). Assim, pela Desigualdade de Holder (Teorema
A.2.4) e pelo fato das normas || - ||, || - [l1, serem equivalentes em W'P(Q), existem
constantes positivas IA(Q, IA(g, IA(4, IA(5, tais que

/ ulloldo < [lu
o)

1 w1 ANis
L Iy 1llp < Ksllufle® [lvfle < oo. (A.20)

[0l s+10 < Kol|u
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/m o] do = [|v]315 o0 < Kullvlli}" < Ksllv]li* < oo (A.21)

Devido a validade de (A.19), (A.20) e (A.21), concluimos que P(u,v) € L'(99). Segue,
por (A.18), ao aplicarmos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema

A.7.3), que

i [LQ(u + m;L) - Lg(u)] = [ / G(z,u(z) + hv(;c)) — G(x, u(x)) da}
_ /m hlggjg[a@, u(@) + hv(;:)) ~ G, u(az))} B

Analogamente, porém considerando —1 < h < 0, mostra-se que

{Lz(u + hv) — Lg(u)]

lim

h—0—

. = /mg(x,u(:c))v(x)da.

Portanto,

i {LQ(U + m];) - Lg(u)]

= / g(z,u(z))v(x)do.

)
No que segue, para u € W1P(Q) fixado, definimos o funcional S, : W1?P(Q) — R, por
Su(v) = [0 9(z,u)vdo, Yv € WP(Q). Este funcional ¢ linear e limitado. Com efeito, a
linearidade de S, é imediata. Provemos a limitacao de S,. Ora, devido a Desigualdade
de Holder (Teorema A.2.4), a continuidade do operador trago de W1P(Q) sobre L5T1(92)

(Teorema A.4.1), & boa defini¢ao do operador N, (Observacao 1.2.2) e ao fato das normas

|-l e -|l.p serem equivalentes em W'?(£2), existe uma constante K > 0, tal que

[Su(v)] =

/ g(z, u(z))o(z)do S/ l9(, u())[|v(z)|do
o0N o0

= [ N li@lde < 18

< KHNQ(U)

(=) ollVlls+10

s

(5+1)76||U||c.

s

Logo, S, ¢ limitado. Deste modo, o funcional L, é diferecidvel a Gateaux em u € W1P(Q),
tendo como derivada de Gateaux em u, L (u) = S,. Provaremos, agora, a continuidade do
operador L}, : WIP(Q) — [W1P(Q)]*, o qual ¢ definido por L(u) = S, Yu € WP(Q).
Para isso, consideremos (u,) uma sequéncia em WhP(Q) e u € WHP(Q), tais que u, — u

em (W'P(Q),] - ||.). Dai, pelo fato das normas || - || e || - |1, serem equivalentes em
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Whr(Q), vem u, — u em (W'P(Q),| - |l1,). Por isso e pela continuidade do operador
trago de W'P(Q) sobre L**(9€2) (Teorema A.4.1), vem u,, — uw em (L*TH(9Q), | - [|s11.0)-
(092), temos

Assim, por causa da continuidade do operador N, : L¥T1(9Q) — L

Ny(tn) = Ny(u) em (L (09), ||

(s£2) 5)- Deste modo, existe uma constante K >0,

s

tal que

L5 (un) = Lo (u)I7 sup | Ly(un) = Ly(u)]

[vlle=1

< sup [ oo wn) — gl w)oldo
lvlle=1 J o0

< s [Ny (un) = Nyl ey ol

< Ky sup [INy(un) = Ny 22y ol

f[vlle=1

K || Ny (un) — Ny (u)]

(2£1).0 — 0, quando n — +oc.

s

Portanto, L), ¢ um operador continuo. Pela Proposicao A.5.2, segue que Ly € CH(WP(Q), R),
tendo como derivada de Fréchet em u € W'P(Q), S,, como querfamos.
Afirmagao 2. L3 € C'(W'?(Q),R) e sua derivada de Fréchet em u € WH?(Q) é dado
por Li(u)(v) = [, f(z,u)vdz, Vv € WHP(Q).

Segue de forma anéloga como na afirmacao anterior.

Agora, devido a vélidade das duas afirmagoes anteriores, e a validade de (A.17), a

Proposicao fica provada.

Observagao A.1.2. Pela Afirmagao 1 e 2 da demonstragao da Proposicao A.1.8, con-
cluimos pela Proposi¢ao A.7.2 que Ly e L3 sao fracamente sequencialmente continuos em

Wie(Q).

A.2 Algumas desigualdades

Teorema A.2.1. Se0 <p<oo,a>0eb>0, entao existe uma constante positiva K (p)

(K(p)=1,5e0<p<leK(p)=2""1 sel<p< o) tal que (a+b)? < K(p)(a? + bP).

Demonstragao. Veja [3].

Teorema A.2.2. Sejam A >0 e B > 0. Entdo, se a > 0, (A* — B*)(A— B) > 0.
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Demonstracao. Veja [21].
|

Teorema A.2.3. Sejam A, B,C, D numeros reais positivos, e «, B > 0 tais que a+p =1,
entio A°BP + C*DP < (A+ C)*(B + D)~.

Demonstragao. Veja [23].
|

Teorema A.2.4. (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < 00 e 1 < q < 00, tais que,
s to =1 Sefell(Q)ege LUQ), entio fg € L'(Q) e [o1fgl < [ fllollgllra-

Demonstragao. Veja [13].

|
A.3 Resultados de Analise Funcional
Teorema A.3.1. Seja (E,|| - ||) um espago de Banach uniformemente convexo, e (z,)
uma sequéncia em E| tal que x,, — x em (E,||-||), que satisfaz limsup ||z,|| < ||z||, entao
r, = x em (B, -|]).
Demonstragao. Veja [13].

|

Teorema A.3.2. Seja (E,|| - ||) um espago de Banach reflexivo e seja K C E um sub-
congunto limitado, fechado e convexo. Entao, K € fracamente compacto em E, isto €, K

¢ compacto na topologia fraca de E(o(E, EY)).

Demonstracao. Veja [13].
|

Teorema A.3.3. Seja 2 C RN um dominio de classe C%', N > 2. Se p € [1,00), entdo

a 1mersao
WhP(Q) — LYQ),

€ continuo, desde que:
(1)p<Nel<gqg<;™
(2)p>N eqe[l,o00).

" oy p> N eq€[l,00), entio a imersio WP(Q) —

E mais, casop < N el < q< P

n

L9(§2) € compacto.
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Demonstragao. Veja [24].
|

Teorema A.3.4. (Milman-Pettis) Todo espago de Banach uniformemente convexo é re-

flezivo.

Demonstracao. Veja [13].
|

Teorema A.3.5. Se E ¢ um espaco reflexivo, entao toda sequéncia limitada em E possui

uma subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao. Ver [9].

A.4 Operadores traco

Teorema A.4.1. Seja Q C RN um dominio limitado, com fronteira de classe C%', N > 2

e p € [0,00). Entao, existe um tnico operador, denominado operador tragco de W1P(Q)

sobre L1(052),
LW (Q) — LY(09),

continuo, desde que:
(1)p<Nel<qg< &
(2)p>N eqe[l,o00).

(N-1)p

E mais, casop < N el < q <>z Foup=Negqée [1,00), entdo o operador T é

compacto.

Demonstragao. Veja [3].

Teorema A.4.2. Sejam Q2 um dominio limitado de Lipschitz (fronteira de classe C*')
em RY, com N > 2, (u,) uma sequéncia em LP(0) e u € LP(ON), tais que u, — u em

(LP(09Q), || - llp.o)- Entdo, existem uma subsequéncia (un,) de (u,) e h € LP(0S2), tais que
Up, () = u(z) em (R, |- |) e |uy,| < h, q.t.p. em z € O€.
Demonstragao. Ver [14]. |
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A.5 Resultados de Teoria do Ponto Critico

Definicao A.5.1. Sejam E um espaco de Banach e J : F — R um funcional de classe

C'. Se existem ¢ € R e (u,,) C E tais que

J(um) — ¢

J (up) = 0,

dizemos que (u,,) é¢ uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para J, ou de forma resumida,
(uy,) € uma sequéncia (PS). para J. Se tal sequéncia possui uma subsequéncia conver-

gente, diz-se que J satisfaz a condicao Palais-Smale no nivel ¢ ou que J satisfaz a condigao

(PS)e.

Proposicao A.5.1. Seja E um espag¢o de Banach. Se J : E — R € um funcional de

classe C' limitado inferiormente e que satisfaz a condigao (PS)., entdo
c=infJ
E
€ valor critico de J.

Demonstragao. Ver [38] ou [33].
|

Proposicao A.5.2. Sejam E um espaco de Banach e U um subconjunto aberto de E. Se

o funcional ¢ : U — R possui derivada de Gateaux continua em U, entio ¢ € C1(U,R).

Demonstragao. Ver [38].

A.6 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

Teorema A.6.1. Suponha F,G : E — R funcoes de classe C' e E um espaco de
Banach. Se para xo € E tivermos G(xy) = 0 e xy extremo local da F quando restrita a
C={zx € F:G(x)=0}, entao uma das afirmativas a sequir acontece:

(1) G'(z0) =0 ou

(i7) 3 € R tal que F'(xo)(v) = pG'(xo)v, Yv € E.

Demonstragao. Ver [37].
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A.7 Outros resultados

Teorema A.7.1. (Teorema do Valor Médio) Seja f : U — R definida no aberto U C
RY, diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta aberto (a,a+v) e seja continua

sua restri¢ao ao segmento fechado [a,a + v] C U. Entao, existe A € (0, 1) tal que
Fla+v) — fla) = df{a+ Ao) v,
Demonstragao. Ver [28].

Proposicao A.7.2. Seja E um espago de Banach real e reflexivo e seja ® : E — R
um funcional. Se a aplicagao ®'(u) existe e é continua, ou, mais geralmente, compacta,

entao ¢ € fracamente sequencialmente continuo em E.
Demonstragao. Ver [39). |

Teorema A.7.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja 2 um conjunto

mensurdvel do RN e seja (f;) uma sequéncia de fungdes mensurdveis tal que
fi(x) = f(x) ¢.t.p. em €,

onde f € uma funcio mensurdvel. Se existir uma func¢io g € L*(Q) tal que
|fi(x)] < g(x) ¢.t.p. em Q,

entao

i [ f@e = [ i

Demonstragao. Ver [3].

Teorema A.7.4. (Lema de Brézis-Lieb) Sejam Q@ C RY aberto e {u,}nen C LP(Q),
1<p<oo. Se
(1) {un}nen € limitada em LP(Q);
(1) u,(x) — u(zx) q.t.p. em €,
entio u € LP(§2) e
|70y = [tn — wl70(q) = [ul10(q) + 0n(1).

Demonstragao. Ver [38].
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Apéndice B
Resultados Gerais do Capitulo 2

Neste Apéndice apresentaremos os resultados usados ao longo do Capitulo 2. Quando

necessério, faremos as demonstragoes, caso contrario, apenas o referenciamos.
B.1 Resultados demonstrados
Proposigao B.1.1. ® € C'(H*(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q),

' (u)(v) = /QVqudx - /Q(auv + fi(z,w)v + |u* uv)dr

2,—2

—/ (buv + g1 (y, u)v + |u]* " *uv)do,
o0

para todo u,v € H' ().

Demonstra¢ao. Vamos dividir a prova em trés etapas. Para isso, escrevamos CID(u) =
Jl(u) — Jo(u) — J3(u), onde Ji(u) = 3 [, |Vul?, L(u) = [(Gau® + Fi(z,u) + ‘ul ) e
Js(u) =[50 (3bu? + Gy, )+%).

Etapa 1: J; € CY(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q) a expressao

Ji(u)(v) Z/QVUVU. (B.1)

Basta considerarmos p = 2 na Afirmacao 1 da Etapa 1 da Proposicao A.1.7. Isto é,
prova-se de forma anéloga.

Etapa 2: J, € C'(H*(2),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q) a expressao

Jo(u)(v) = /Q(auv + filz, u)v + |ul* 2uw). (B.2)

Tomando Jo(u) = Ml(u) + Ms(u) + Ms(u), onde M (u) = 5 [, au®, My(u) = [, Fi(z,u)

e Ms(u) = 5 Jo
Aﬁrmagao 1. M; € CY(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em v € H'(Q2) a

expressao

M{(u)(v):/ﬂauv. (B.3)
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Mostremos que M; é Fréchet diferenciavel. De fato, para 0 < t < 1 e u,v € HY(Q),

temos
1 s 1 2
Ml(u+tv) —Ml(U,) o §/§;a(u+tv) B §/QCLU
t N t
1
—/(2&utv+at2v2)
_ 2Jg
N t
1/ fo(2u + t)
= — [ atv(2u + tv).
2t Jq
Portanto,

, . Mi(u+ tv) — M (u)
Mi(u)(v) = lim = / auv.

t—0 t

Mostraremos agora que o operador M| é continuo. Seja (u,) uma sequéncia em H'(£2)

tal que u,, — u em H'(). Assim, para cada ||v|| < 1 temos

/Q a0 — /Q auw /Q av(uy — 1)
< [ lallotu, =)
< el [ fotun =)l

(M (un) — Mi(u)]v] =

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(M (un) = My (u)]o| - < HaHoo/Q\vHun—M

< WMM<Ah¥>2<LMn—Mﬁé

= llallollvl2lltn = ull2- (B4)

Devido a imersao continua H'(Q2) < L?(Q) (Teorema A.3.3), existem constantes C;, Cy >

0 tais que
[v]]2 < Chl|v]|m) e [|un — ullz < Collun — ul| g1 (o).

Portanto, de (B.4) vem

IN

|[M] (un) — M{(u)]v| la|]oe C1|v| 10y Col|un — ul|m1 ()

= llallocCallv][a@lun — ullm(0).
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Logo,

1M () = M{()]ll1(@) = sup{|[M(un) — Mi(w)]v] : v € H(Q) e [Jv]lme) < 1)}
< lal|eCsl|ttn — || 1) = 0 quando n — +o0.
Provando que Mj ¢ continuo. Pela Proposigao A.5.2, segue que M; € C'(H'(Q),R),
tendo como derivada de Fréchet em v € H'((), a expressao (B.3).

Afirmagao 2. M, € C'(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q) a

expressao

Mj(u)(v) = / filz, upo. B.5)

Esta demonstragao é analoga a Afirmacao 1 da Proposicao A.1.8.
Afirmagao 3. M; € C'(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € H'(Q) a

expressao

T2, (B.6)

Mia)(w) = [ Ju

Basta considerarmos c¢(z) = 1, Vx € Q e p = 2* na Afirmagao 2 da Etapa 1 da Proposigao
A.1.7. Isto é, prova-se de forma analoga.

Etapa 3: J; € C'(H'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em v € H'(f2) a expressio

2 2u0). (B.7)

Jy(u)(v) = /m(buv + g1(y, u)v + |u

Argumenta-se de forma semelhante como feito na Etapa 2 anterior.
Como ®'(u)(v) = Jj(u)(v) — J5(u)(v) — Ji(u)(v), entdo pelas Etapas anteriores e as
expressoes (B.1), (B.2) e (B.7), concluimos que ® € C! e

2,—2

uv).

' (u)(v) = /QVqu — /Q(auv + fi(z,w)v + |u* Puv) — / (buv + g1 (y, u)v + |u

[2}9]

B.2 Teorema do Passo da Montanha

Teorema B.2.1. (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz) Sejam
X um espago de Banach real e ® € C1(X,R). Suponha que ®(0) =0 e que

(1) existem constantes p, 5 > 0 tais ®(u) > B, se ||u]|x = p,
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(11) existe ug € X, com ||upl|x > p tal que ®(ugy) < 0.

Entao, existe uma sequéncia (u,) € X, tal que
P(uy,) — ¢, ®'(u,) = 0, em X* quando n — oo,
onde

= inf O(v(t)) >0
¢ = Inf max (v(t)) > 0,

P = {y € C([0,1],X) : 7(0) = 0 e /(1) = uo}.

Demonstragao. Ver [12] ou [5].

B.3 Principio Variacional de Ekeland

Teorema B.3.1. (Principio Variacional de Ekeland) Seja X um espago de Banach, ® €
CH(X,R) limitado inferiormente, v € X ee,d > 0. Se

O(v) <infd +¢
X

entao existe u € X tal que
(1) ®(u) < infy & + 2¢,
(ii) ||2" ()| < 5,

(111) ||u —v|| < 20.

Demonstragao. Ver [17].

B.4 Principio do Maximo Forte

Definicao B.4.1. Um operador diferencial parcial de segunda ordem L em Q C RY,
definido por

N N

Lu=— Z iUz, Ug; + Z biug, + c- u,

ij=1 i=1

67



onde u,, representa a derivada em relacao a i-ésima variavel, é chamado uniformemente

eliptico se existir uma constante # > 0 tal que
N
Z aij(2)&&; > 0I€)%,
ij=1

q.t.p. z € Q, qualquer que seja £ € RV,

Proposicao B.4.1. Suponha que L seja um operador estritamente eliptico e que ¢ < 0.
Seuec C*QNCQ) e Lu>0 emQ, entio ou u = supgu ou u ndo atinge um mdrimo

nao negativo em €.

Demonstragao. Ver [34].
|

Corolario B.4.1. Seja Q um dominio limitado do RN e suponha que L seja um operador

estritamente eliptico, com ¢ < 0. Se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

—Lu >0 em €,

u >0 em 0f),

entdo ou u(x) >0 ouu = 0.

Demonstragao. Ver [34].
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