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RESUMO

Neste trabalho € apresentado um método para resolver equacdes diferenciais parciais
elipticas e parabdlicas, fazendo uso de redes neurais artificiais do tipo feedforward, cujos para-
metros (pesos e bias) sdo parcialmente ajustados buscando minimizar a fun¢do erro apropriada.
O método foi implementado no software RStudio. A estrutura da rede se difere apresentando
uma particao de dois conjuntos chamados de LTM (memdria de longo prazo) e STM (memdria
de curto prazo). Em sua atualizacdo, somente os pesos de STM e os pesos da camada de saida
de STM sdo otimizados fazendo uso do método Levenberg-Marquadt, que utiliza o cdlculo do

gradiente, onde os resultados obtidos apresentaram uma aproximaco da ordem de 1073.

Palavras-chave: Equagdes Diferenciais Parciais, Redes neurais Artificiais, Retropropaga-

¢ao restrita.



ABSTRACT

This work presents a method to solve elliptic and parabolic partial differential equations,
using feedforward type artificial neural networks, whose parameters (weights and bias) are parti-
ally adjusted in order to minimize the appropriate error function. The method was implemented
in RStudio software. The structure of the network differs by presenting a partition of two sets
called LTM (long-term memory) and STM (short-term memory). In its update, only the STM
weights and the STM output layer weights are optimized using the Levenberg Marquadt method,

which uses the gradient calculation, where the obtained results presented an approximation of

the order of 1073,

Keywords: Partial Differential Equations, Artificial neural networks, Constrained back-

propagation.
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1 INTRODUCAO

1.1 ASPECTOS GERAIS

A busca de solucdes de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) através de Redes Neu-
rais Artificiais (RNA) deu origem a diversos métodos e aprimoramentos ao longo dos anos.
Com a evolugdo dos computadores e o surgimento da neurocomputagio, métodos vem sendo

desenvolvidos e aprimorados para obter solucdes de equagdes diferenciais.

Dentre os modelos de rede, o Perceptron de camadas multiplas se mostra como um
excelente aproximador de fun¢des com uma precisao arbitraria (Batista, 2012), sendo um forte

candidato para trabalhar com EDPs.

Um método que merece destaque ao se trabalhar com Equacdes Diferenciais € o artigo
publicado por (Lagaris; Likas; Fotiadis, 1998), onde ele apresentou solu¢des para Equagdes
Diferenciais Ordindrias e a solu¢do de uma Equacgdo de Poisson, através da aplicagdo de uma
rede feedforward, com um elemento de aproximacado, onde ocorre um ajuste dos parametros

(pesos e bias) para minimizar uma fungdo erro apropriada.

Em 2001, Aarts e van der Veer apresentam um outro método de rede neural para resolver
uma equacgdo com condi¢des de contorno e/ou condi¢des iniciais. As equagdes e suas condi¢des

sdo incorporadas na estrutura da rede, gerando bons resultados para problemas de duas dimensdes.

Outro avanco foi feito por Parisi, Mariani e Laborde (2003) ao implementarem uma rede
artificial com treinamento ndo supervisionado, resolvendo problemas de engenharia quimica
que envolviam equagdes diferenciais. O treinamento envolvia o método do algoritmo genético e
o método do gradiente descendente, de modo que ao analisarem os resultados, eles concluem
que a solucdo aproximada pela rede € de express@ao matemdtica compacta, podendo utilizar n

parametros como varidveis e € um 6timo método para problemas de otimizagdo de controle.

Shirvany, Hayati e Moradian (2009) utilizaram uma rede Perceptron de Camadas Muilti-
plas e Funcdo de Base Radial para trabalhar com equagdes do tipo Ordinaria e Parcial. Com as
condig¢des de fronteira de cada equacao, € preparada uma fun¢do de energia da rede que utiliza
um treinamento nao supervisionado para ajustar os paradmetros, onde obtiveram bons resultados.
O método apresentou um baixo custo computacional, quando comparado a métodos numéricos

classicos.

Em 2009, o algoritmo de evolucdo gramatical foi utilizado por Ioannis, Gavrilis e Glavas
para resolver equacdes diferenciais utilizando redes neurais. Essa aplicagdo consiste em uma série
de 19 experimentos, mostrando que o método proposto conseguia resolver todos os problemas
e concluindo que o mesmo pode ser utilizado para resolver equagdes diferenciais de qualquer

ordem.

Ainda no ano de 2009, Beidokhti e Malek apresentam um sistema geral de equacdes
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diferenciais parciais dependentes do tempo contendo multiplas condi¢des iniciais e de fronteira.
Para determinar uma solug¢do, foi utilizado um método hibrido, utilizando redes neurais, técnicas
de minimiza¢ao e métodos de colocagdo. O método apresentou bons resultados, funcionando

bem para pontos interiores do dominio.

Em 2012, Batista abordou o algoritmo desenvolvido por Lagaris, Likas e Fotiadis,
utilizando no treinamento da rede os métodos do Gradiente Descendente e Levenberg-Marquadt.
Foi realizada uma comparacdo da solu¢do numérica com a solucao analitica, calculando o desvio

e para cada algoritmo de treinamento.

Dois anos depois, Mall e Chakraverty realizam uma aplicagdo baseada na Rede Neural
de Chebyshev (RNT), para solucionar equacdes de Lane-Emden homogéneas e ndo-homogéneas.
Durante essa aplicacao, foi utilizada uma tnica rede neural, com uma expansao do padrao de
entrada através dos polindmios de Chebyshev. A rede era do tipo feedforward e os ajustes eram

feitos por meio do algoritmo backpropagation, aplicado em uma aprendizagem supervisionada.

Em 2014, Rudd, Muro e Ferrari apresenta um novo método de ajuste dos pesos para
resolver equacdes diferenciais parciais elipticas e parabdlicas com problemas de valores de con-
torno e/ou iniciais, a retropropagacao restrita (CPROP). O método consiste em uma atualizacio
restrita dos pesos, particionando a rede em duas partes distintas. O método apresenta vantagem
em relacdo a outros métodos pois consegue adaptar a rede para minimizar o erro definido pelo
operador diferencial, ao mesmo tempo que satisfaz as restri¢des de igualdade fornecidas pelas

condigdes iniciais/contorno, além de uma melhora significativa no custo computacional.

Ap6s um ano, Rudd e Ferrari apresentam um novo método que utiliza o CPROP, denomi-
nado integracao restrita (CINT), que utilizava a retropropagacao restrita com o método cléssico
de Galerkin para resolver equacdes diferenciais parciais. Esse método apresenta a vantagem de
poder trabalhar com dominios irregulares e de geometria complexa, apresentando uma vantagem
se comparado aos métodos de elementos finitos, além da melhora do custo computacional e da

precisao.

No ano de 2016, Mall e Chakraverty apresentam uma proposta de método que teve
como base a Rede Neural de Legendre, com consideragdes semelhantes a proposta de 2014. Foi
utilizada uma unica camada neural com expansdo dos dados de entrada através dos polindmios

de Legendre, Apresentando um niimero menor de parametros com implementacao simples.

Campos (2018) realizou um estudo comparativo entre as redes de Legendre e Chebyshev
propostas por Mall e Chakraverty com o método da descida mais ingrime para sua otimizagao.
Foi realizada uma comparagdo da solu¢do numérica com a solugdo analitica obtida por cada rede,

obtendo resultados excelentes com baixo custo computacional.

Este trabalho empregou a mesma metodologia proposta por Rudd, Muro e Ferrari(2014)
para resolver equagdes diferenciais parciais elipticas e parabdlicas, com o método de Levenberg-

Marquardt para treinar a rede.
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1.2 JUSTIFICA DO TRABALHO

O método utilizado por (Rudd; Muro; Ferrari, 2014) apresenta uma forma de resolver
Equagdes Diferencais Parciais, utilizando a adaptagdo de uma rede neural com um baixo custo
computacional. Essa adaptacdo consiste em uma restricdo na atualizacdo da rede, permitindo
que a mesma obtenha bons resultados em solugdes de equacdes diferenciais parciais. Tornando

interessante realizar uma replicacdo do método para estudar seu desempenho.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo Geral

Apresentar a metodologia proposta por Rudd; Muro; Ferrari bem como sua aplicagcao

para obter solucdes de equacdes diferenciais parciais.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Apresentar um modelo de rede neural que utiliza otimizacao restrita (CPROP)

e Realizar simulagdes para realizar a andlise do modelo proposto

1.3.3 Sumadrio da dissertacdo

Esta dissertacdo consiste em 3 capitulos e consideragdes finais:

e O primeiro capitulo: Introduz de forma breve os conceitos de uma rede neural, necesséarios

para o desenvolvimento do trabalho.

e O segundo capitulo: Mostra a métodologia aplicada no trabalho, apresentando o calculo

do gradiente do erro proposto por Rudd, Muro e Ferrari(2014)

e O terceiro capitulo: Apresenta a solugcao de algumas equagdes diferenciais parciais, tanto

o cdlculo do gradiente do erro de cada uma como a sua representacdo grafica.

e As consideragdes finais: Serd apresentada a conclusdo a cerca dos experimentos realizados

e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 REDES NEURAIS

2.1 INTRODUCAO

As Redes Neurais Artificiais sio modelos computacionais que simulam caracteristicas
do cérebro humano, como a sua estrutura e func¢des. Para realizar esse tipo de simulagdo,
pesquisadores desenvolveram uma forma de modelar o neurdnio biolégico, adaptando sua

estrutura, funcionalidade e principalmente a sua forma de operar.

Segundo Silva, Spatti e Flauzino(2010), as redes neurais sao modelos inspirados no
sistema nervoso, com capacidade de aquisi¢dao e manutencdo de conhecimento. Sdo caracterizadas
por neurdnios artificiais que sao ligados por um enorme nimero de interconexdes (sinapses

artificiais), que sao representadas através de matrizes/vetores.

Devido a sua versatilidade, as redes podem ser aplicadas em diversos problemas de enge-
nharia e ciéncias (Campos, 2018), com uma aplicagdo maior em situa¢des do tipo: Aproximador
universal de func¢des, reconhecimento/classificacdo de padrdes, sistemas de previsdo e solugdes

de Equacdes Diferenciais.

2.2  0S NEURONIOS BIOLOGICOS E ARTIFICIAIS

2.2.1 O Neurdnio Biolégico

O processamento de informacdes dentro de uma rede neural depende de uma célula
elementar, o neurdnio. O seu papel se resume basicamente em conduzir impulsos (estimulos
elétricos) sob determinadas condicdes. Segundo Bear, Connors e Paradiso(2017), sua estrutura

se divide em vdrias partes, mas destacando trés delas temos:

e O corpo Celular: Também conhecido como Soma, € a regido central do neurdnio, que
armazena diversas estruturas (organelas) e serve como centro de processamento de infor-

macoes, recebidas pelos dendritos.

e Os Dendritos: Sao estruturas semelhantes a ramos de drvore, que tomam essa forma
conforme vao se afastando do Soma. Eles funcionam como antenas que recebem milhares

de esimulos (sinapses).

e O Axonio: Se trata de um tnico filamento especializado em transferir informacdes para

outros neurdnios ou para outras estruturas receptoras.

Através dessa estrutura, sdo transmitidas as sinapses, que sdo pequenos impulsos elétricos
que carregam informacdo de um neur6nio para outro através de ponderacdes sindpticas que

dependem da quimica cerebral. A Figura 1 apresenta uma estrutura de um neur6nio bioldgico.
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Figura 1 — Estrutura - Neuronio biolégico

Axoénio

Fonte: Google imagens

2.2.2 O Neurdnio Artificial

Adaptando a estrutura funcional, o neur6nio artificial consiste em uma versao mais
simplificada do neur6nio bioldgico. sdo definidos sete elementos principais em sua estrutura

(Silva; Spatti; Flauzino, 2010), sdo eles:

e Sinais de entrada: Possuem uma func¢ao semelhantes aos dendritos, os sinais de entrada
sdo representados pelo conjunto {x;,xz,---,x,}, que carregam informacdes do meio

externo.

e Pesos sinapticos: Desepenham o papel da ponderagao sindptica no neurdnio biolégico e
no artificial serdo valores numéricos {wi,wy,---,w,} capazes de ponderar os sinais de

entrada.

e Combinador linear (X): Tem a funcdo de agregar os sinais de entrada ponderados para

produzir um valor de potencial de ativacao.

e Limiar de ativacido(bias): E uma varidvel 6 que tem a funcdo de determinar o patamar
apropriado para que o resultado produzido pelo combinador linear possa gerar um valor
de disparo em direcdo 4 saida do neurdnio.

e Potencial de ativacido: Se trata do valor u resultante entre a Combinagdo linear e o Bias.

e Funcdo de ativacdo: A fungio g(.) tem o papel de limitar a saida do neurdnio, dentro de

um intervalo razoavel.

¢ Sinal de saida: E o valor final produzido pelo neur6nio, com base nas entradas fornecidas.
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A Figura 2 ilustra um neur6nio artificial e seus respectivos componentes.

Figura 2 — Estrutura - Neuronio artificial

-0
X, == w,
X, == w, z g ag.) ——vy
Xye={w,

Fonte: Adaptado de Silva, Spatti e Flauzino(2010)

Para sintetizar os resultados do neur6nio artificial, McCulloch e Pitts propuseram duas

expressoes
U=y | wix

y=g(u)

2.3 ARQUITETURAS DAS REDES E TIPOS DE TREINA-
MENTO

Uma Rede Neural Artificial pode variar em sua forma, uma vez que ela pode se adaptar
ao problema que ela vai ser aplicada, mas ela pode ser divida basicamente em trés partes. A
primeira camada recebe o nome de Camada de Entrada, a segunda parte recebe o nome de
Camada Oculta, sendo que esta pode ser constituida por diversas camadas, uma vez que € feita

de forma heuristica (Batista, 2012) e a terceira camada recebe o nome de Camada de Saida.

Existem dois tipos de arquiteturas que sdo mais utilizadas, o primeiro deles modelo
unidirecional (feedforward), que é empregado em casos de aproximagado de fungdes, classificacdo
de padrdes, otimizacgdo, etc. O segundo modelo € o recorrente, que pode ser empregado em

previsdes de séries temporais, controle de processos e outros (Campos, 2018).

2.3.1 Feedforward

Esse modelo de arquitetura possui uma entrada, conectada a uma ou mais camadas
ocultas e uma camada de saida, de modo que os dados sempre percorrem um tnico sentido, da
entrada para a saida. Nessa estrutura, os neurdnios de uma camada se conectam com todos os
neurdnios da camada posterior, sem interagir com os neurdnios da mesma camada. A Figura 3

representa uma rede Feedforward, com duas camadas ocultas, com n entradas e m saidas.
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Figura 3 — Estrutura - Feedforward

amada
- 2 Camada neural
entrada 1% Gamada neural dessaida

escondida

29 Camada neural
escondida

Fonte: Google imagens

2.3.2 Recorrentes

Diferente do Feedforward, uma arquitetura do tipo Recorrente ndo possui um tnico
sentido dos fluxos de sinais, onde um neurdnio pode ser direta ou indiretamente alimentado
por sua camada de saida através de um laco de recorrencia. A Figura 4 representa uma rede

Recorrente, com uma camada oculta, n entradas e m saidas.

Figura 4 — Estrutura - Recorrente

Fonte: Google imagens

2.3.3 Processos de Treinamento e Aprendizagem

Uma rede neural possui uma caracteristica peculiar, a capacidade de adaptagdo por
experiencias (Silva; Spatti; Flauzino, 2010), desse modo € possivel atualizar os pesos sindpticos

da rede a partir da apresentacao de exemplos. Das formas de treinamento, podemos destacar:

e Treinamento supervisionado: Este modelo consiste na utilizacdo de um conjunto de pares

de entradas e saidas ja conhecidos. O treinamento ocorre quando um conjunto de entradas
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ndo obtem a saida desejada para aquele teste, isso indica que a rede precisa realizar alguns

ajustes em seus pesos, até obter um erro minimo desejado.

e Treinamento ndo-supervisoonado: Diferente do modelo anterior, esse treinamento nao
possui conhecimento prévio de um conjunto de saidas. A prépria rede deve se auto-
organizar utilizando somente os pesos de entradas de modo que seja feita uma classificacao

através de um critério de semelhanca.

e Aprendizagem usando lote de padrdes (off-line): Neste tipo de aprendizagem, a atualizagdo
dos pesos s ocorre apds a avaliacao de todos os elementos do conjunto de treinamento,

pois € considerado o total dos desvios das amostras.

e Aprendizagem usando lote de padrao-por-padrao (on-line): O modelo de aprendizagem
on-line, realiza atualizagdes ap6s a apresentacdo de cada amostra de treinamento, de forma

que apods o ajuste, o par de treinamento ja utilizado é descartado.

2.4 MODELOS DE REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Quando falamos de Modelos de Redes, podemos encontrar diversos, dos mais simples
aos mais complexos, adequados para situacoes diferentes. Nesta secdo serdo apresentados trés

modelos cléssicos, sdo eles: Rede Perceptron, Rede Adaline e Rede Perceptron Multicamadas.

2.4.1 Rede Perceptron

Modelo Proposto por Rosenblatt(1958), o Perceptron é a forma mais simples de uma
rede neural, funcionando como uma forma de percepgao eletronica podendo indentificar padroes
geométricos. Sua estrutura consiste em camadas de entrada, um unico neurénio compondo a

camada neural e uma saida, conforme ilustra a Figura 5

Figura 5 — Estrutura - Perceptron

—0 === Limiar de ativacio

X, n Potencial e ativacio
us= Zw‘vxi -8
&

Fonte: Google imagens
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Em funcionamento, a rede serd alimentada pelas entradas, que serdo respectivamente
ponderadas pelos pesos sindpticos, para posteriormente terem seus valores adicionados do limiar
de ativacdo. Essa soma serd repassada para a fun¢do de ativacdo que ird produzir a saida do

Perceptron para essas respectivas entradas, como representado nas equagdes a seguir:

® U= Z?lei.xl' - 9;
o y=g(u).

A forma de ajustar os pesos do Perceptron era igualmente simples, através de um
treinamento supervisionado, os pesos sdo ajustados quando a saida obtida pelo perceptron
for diferente da desejada, a diferenca entre esses resultados implica na atualizacdo dos pesos

sindpticos e do limiar de ativacdo, de modo que:

1

W?tual = yanterior | (d(k) _y) X0 (2.1)

gutual — ganierior | <d<k> _y) oY (2.2)

Com x® representando a k-ésima entrada, y representando a saida do Perceptron, d (k) represen-
tando a saida desejada e n € a constante de aprendizagem da rede, que define a velocidade de

convergencia dos pesos para um valor ideal.

2.4.2 Rede Adaline

O modelo Adaline foi proposto em 1960 por Widrow e Hoff, com uma estrutura se-
melhante ao Perceptron mas trazendo uma nova regra de aprendizagem, a regra Delta, que
mais tarde serviria de base para a regra Delta generalizada, utilizada no Perceptron de camadas

multiplas. A Figura 6 ilustra sua estrutura.

Figura 6 — Estrutura - Adaline

/Bloco
.-~ associador

Fonte: Google imagens
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O resultado produzido por uma rede Adaline segue o mesmo modelo da perceptron, de

modo que:

u=Yy wixi—0; (2.3)
i=1

y=g(u). (2.4)

2.4.2.1 O treinamento da Rede Adaline

O grande diferencial se encontra no treinamento dos pesos, onde a regra Delta ou também
conhecida como algoritmo LMS (least mean square), busca um valor minimo entre a saida
desejada d e a resposta do combinador linear u, procurando minimizar o erro quadratico entre
eles, a fim de ajustar os pesos da rede w = (6, wy,ws,...,w,). O sinal do erro no bloco presente
na Figura 6 ¢ descrito por

erro =d —u. (2.5)

A fungio Erro Quadritico, busca obter um w 6timo, de modo que o erro quadrético E (w)
seja o menor possivel, tornando a rede mais tolerdvel ao erro sem ignorar a presenca do mesmo.

Tal fungdo € descrita por:
1 & 2
:52( ). (2.6)

Com u definido pela equacdo (2.3). substituindo a equacao (2.3) em (2.6), obtemos.

1Y ’
Ew)=3) |d Z%% ; 2.7)

1 & 2

Ew) =5 Y (¥ - x® —)))". 2.8
W=3L (W' x™ —8)) (2.8)

Para obter o valor minimo de (2.8), € aplicado o gradiente em relag@o aos pesos w.

JE(w)
VE(w) = ———=. 29
) =50 29)
Esse resultado pode ser definido através da expressao a seguir (Batista, 2012).
p

Vﬂm:—ZQNL@)NX (2.10)

O vetor dos pesos serd atualizado buscando um ponto minimo, indo em dire¢cdo oposta ao

gradiente naquele ponto, dessa forma, a variacdo a ser efetivada pelo vetor de pesos é
Aw = —n.VE(w). (2.11)

Com 1) representando a taxa de aprendizagem, a nossa variagao assume a forma de (2.12)

p
Aw:n):@w—uwxw. 2.12)
i=1
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Que serve para ajustar os pesos através de
, p
W?tual _ W?nterwr +1. Z (d(k) . u)) .X(k). (2.13)
i=1

Podendo ser simplificada para atualizar discretamente os pesos de w = wy,wy, -+, w, apds cada

padrdo de treinamento (Silva; Spatti; Flauzino, 2010).

1

watual _ W;mterior +1. (d(k) _ u)) .x(k)_ (2.14)

2.4.3 Rede Perceptron de Multiplas Camadas

A estrutura da Rede Perceptron de Multiplas Camadas (PMC), € caracterizada pela
presenca de pelo menos uma camada oculta de neurdnios, entre as camadas de entrada e saida.
Possuindo no minimo duas camadas para distribuir seus neurdnios, a camada de saida e a camada

oculta.

Esta Arquitetura apresenta uma alimentacao do tipo feedforward, com treinamento
supervisionado, sendo ele o algoritimo backpropagation, que utiliza a regra Delta generalizada.

A Figura 7 ilusta a estrutura de uma rede PMC contendo duas camadas ocultas.

Figura 7 — Estrutura - PMC

Camada
entrada

12 Camada Neural 22 Camada Neural
Escondida Escondida

Fonte: Adaptado de Batista(2012)

Com essa estrutura, os dados fornecidos pela camada de entrada alimentam a primeira
camada oculta, de forma que as saidas de cada neur6nio alimenta a camada sucessora, seguindo

esse fluxo até a camada de saida.

Além das camadas ocultas, a camada de saida pode apresentar mais de um neuronio,
como € o caso da Figura 7, distribuindo o conhecimento referente da entrada-saida, por todos os
neurdnios da rede, permitindo um mapeamento mais amplo do problema, sendo mais completo

que o perceptron.
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2.4.3.1 O treinamento da rede Perceptron de Multiplas Camadas

O treinamento feito em redes PMC ¢é feito através da aplicacdo do algoritmo backpropa-
gation, conhecido também por regra do Delta generalizada. A sua aplicac@o consiste em dois
passos: propagacao adiante (forward) e propagacao reversa (backward)(Silva; Spatti; Flauzino,
2010).

O primeiro passo consiste na alimentacao da rede, camada por camada, iniciando com
uma amostra dos sinais {xj,xp,...,X,} que resultard na produ¢ao de um conjunto respectivo de
saida. Esse primeiro passo leva em consideragdo somente os valores atuais dos pesos sinapticos

e limiares dos neurdnios, que ndo sao alterados nesse primeiro momento.

ApOs essa alimentacao, as saidas obtidas sdo comparadas com as saidas desejadas, que
devem estar disponiveis pois se trata de um treinamento supervisonado. As saidas produzidas
nos n neurdnios sao utilizadas para obter os respectivos desvios em relacdo as n saidas desejadas,

de modo que esses desvios sdo utilizados para atualizar os pesos.

Com os desvios obtidos, € possivel realizar a segunda fase do método, que € a atualizacao
dos pesos através dos desvios. A aplicacao das duas fases ajustam os pesos e limiares a cada
iteracdo, reduzindo gradativamente a soma dos erros produzidos pelas respostas. O fluxo desses

dados pode ser observado na Figura 8

Figura 8 — Estrutura - Backpropagation

Propagacao do Sinal de Entrada

/' ERRO
(Obtldo Desejado)

< Propagacio do Erro ‘

Fonte: Google imagens

2.4.3.2 O algoritmo backpropagation

O algoritmo backpropagation utiliza diversas variaveis em sua aplicagdo, de forma
que elas devem ser definidas antecipadamente para melhor entendimento. Essas varidveis se

encontram distribuidas e posicionadas na Figura 9.
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Figura 9 — Estrutura - Backpropagation com varidveis
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Fonte: Adaptado de Silva, Spatti e Flauzino(2010)

Com base na Figura 9, serd considerado cada um dos { j} neur6nios que pertencem a cada
uma das {L} camadas, com uma fun¢@o g(.) que representa a fungio de ativacéo presente em
cada neurdnio, que deve ser diferencidvel em todo o seu dominio, como a tangente hiperbodlica
ou a logistica (Batista, 2012), conforme a Figura 10

Figura 10 — Configuracio de neuronio utilizado na derivacio do algoritmo backpropagation

Entrada 0
(limiar =0 =-1)

Entrada1 [

YlU
Entrada 2 [_]
neurénio j

(camada L)

Entrada n []

Fonte: Adaptado de Silva, Spatti e Flauzino(2010)

Com base nas Figuras 9 e 10, assume-se a seguinte termonolgia para os seus parametros:

o W
Jji

Sdo matrizes de pesos cujos elementos denotam o valor do peso sindptico conectando
0 j-ésimo neurdnio da camada (L) ao i-ésimo neurdnio da camada (L-1). Para a topologia

ilustrada na Figura 9, tem-se:

Wj(. J¢o peso sindptico conectando o j-€simo neur6nio da camada de saida ao i-ésimo
neurdnio da camada 2;
2) . . o A . o
Wj(. )60 peso sindptico conectando o j-ésimo neurdnio da camada escondida 2 ao i-ésimo
neurdnio da camada 1;
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1) . L o o . Do
Wj(l- Jéo peso sindptico conectando o j-ésimo neurdnio da camada escondida 1 ao i-ésimo

neurdnio da camada de entrada.

L) ox . - o
. Z](. ; ) Sdo vetores cujo os elementos denotam a entrada ponderada em relagdo ao j-ésimo

neurdnio da camada L, os quais s@o definidos por:

Z0 = Y W e 2 =W xo + W o+ W (2.15)
I LR N B S
= E W 2 =W W R

L) o= . . o A <~ s
. Yj( ) Sdo vetores cujos elementos denotam a saida do j-€simo neur6nio em relacio a

camada L, os quais sdo definidos por:

Yj(l) _g <Z§1)) : (2.18)
r® =g <Z§2>> : (2.19)
Yj(3) _ (Z](?)) - (2.20)

Considerando a Figura 9, a funcdo erro quadrético que € utilizada para medir o desempe-
nho local associado aos resultados produzidos pelos neurdnios de saida em relagdo ao conjunto

de entradas, € definodo por:

n3
B0 = ¥ (40 -P®)" @21)
=1

(3)

Onde y; (k) € o valor obtido pelo j-ésimo neurdnio da saida da rede, produzido pela

k-ésima entrada, euquanto d;(k) é o valor desejado.

Dessa forma, considerando que o conjunto de treinamento possua p amostras, o erro

quadratico médio fica definido por:

Ey=-Y E(k). (2.22)

O ajuste dos pesos € baseado no método da descida mais ingrime, ou seja, utilizara o

gradiente da fun¢do erro quadratico definido em 2.21.
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2.4.3.2.1 Ajuste dos pesos da camada de saida

A atualiza¢do da camada de saida consiste na aplicacio da corregdo Aw; j{3} , que € obtido
através do gradiente VE {3} para atualizar a matriz de pesos da camada de saida w; j{3}, com O
fim de minimizar o erro presente na mesma. Através da regra da cadeia, o gradiente pode ser

expresso por:

) 8Yj(3) alj(?) 2oy
- = T S (2.23)
J J

vE®)

Por meio das defini¢des anteriores, obtém-se:

o1
I _y®. 2.24
i (229
ay?
I =g (17): (2.25)
3 ¢ (, ’ '
8Ij
oE
oy® (dj_YJ'(3)) ' (2.26)

Com g'(.) sendo a derivada de primeira ordem da fun¢do de ativagdo. Através das

equacoes (2.24), (2.25) e (2.26), pode-se reescrever a equacao (2.23).

ajfm - <df - Yj(3)> ¥4 (1](‘3)) 'Yi(Z)' (2.27)

Através desse gradiente, o ajuste da matriz de pesos w; 713} deve ser efetuado em direcdo
oposta ao gradiente, com a finalidade de minimizar o erro, ou seja:

= Awij® =080 y?. (2.28)

Awij(S) =-n. J i

JE

Onde 6 }3) = (d =Y j(3)) g (I](-3)> ¢ definido como gradiente local em relagdo ao j-€simo

neurdnio da camada de saida e 1 € a taxa de aprendizagem do algoritmo
Definindo a equacao (2.28), podemos definir a atualizagdo dos pesos da camada de saida

como:
wij 3 (e +1) = wij (1) + 77-5,(3)-1/1'(2)' (2.29)

2.4.3.2.2 Ajuste dos pesos das camadas intermediarias

Diferente da camada de saida, os neurdnios da camada intermedidria ndo tem acesso
direto as saidas desejadas. Para suprir essa condi¢do, os ajustes s@o feitos através de estimativas
de erros da camada imediatamente posterior, seja ela uma camada de saida ou uma camada oculta,
pois ja terd os seus pesos ajustados nessa etapa do algoritmo. A rede em questdo € retratada na

Figura 9 e apresenta duas camadas intermedidrias.
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e Ajuste dos pesos da segunda camada oculta

. . N 2 - C
Essa etapa do algoritmo consiste na atualiza¢do dos pesos wg.l.), com o objetivo de minimizar o
erro produzido entre a saida da rede em relacdo a retropropagacao do erro dos ajustes da camada

de saida. Com isso o gradiente VE(2) é definido por:

or? ar?
ve@ - 9E __ 9F 7 % (2.30)
owij?) gy g1 ow;i
J
Considerando as defini¢des estabelecidas anterioemente, tem-se:
o1
J _y).
@ 1 230
oy?
b (7).
¢ (1]. ) (2.32)
J
n 3) (2
Slal Yevcewn i 3 @) (@35
IY; k=101 JY; k=10I, JY;
Onde a equagdo (2.33) resulta em:
oE B JE (3)
— =) —= W (2.34)
ay kg o1 Y
Enquanto % pode ser definida por:
k
IE _ (1 0N () — _sB
SE (a=¥) g (1) = 8. (2.35)
k
Substituindo em 2.35 em 2.34, tem-se:
IE _ $ 53) 1y
=—) 6.7.W: . (2.36)
ayj(z) 1;1 J kj
Substituindo 2.31, 2.32 € 2.36 em 2.30, temos:
n3
2) _ (3) yw3) 2\ vy
VE( >__k21<5j wi) g (1) v, (2.37)

. 2) N . .
Desse modo, o ajuste dos pesos WJ.(i ), € efetuado em direg@o posta ao gradiente para minimizar o

erro, resultando em:

AW = n.VE® & aw =n.67 vV, (2.38)
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Onde 5](2) = (ZZil 5](3).Wk(;)) g (11(2)) ¢ definido como gradiente local em relagdo ao j-€simo

neurdnio da segunda camada intermedidria.
Definindo a equagdo (2.38), podemos definir a atualiza¢ido dos pesos da segunda camada

oculta:
wif® (1 +1) = wij® (1) + .82 7. (2.39)

e Ajuste dos pesos da primeira camada oculta

(1)
ji
o erro entre a saida da rede em relacdo a retropropagacgdo do erro dos ajustes da segunda camada.

A ultima etapa do algoritmo consiste na atualizacdo dos pesos w'.”, com o intuito de minimizar

Com isso o gradiente VE!) pode ser representado como:

o op " arY

VE(W = = : : : 2.40
dwij gyl gl dwith =
Por meio das defini¢des anteriormente apresentadas, obtém-se:
a1
8wji(1) = Xj; (2.41)
oyV
=g (1"): (2.42)
m 8 (, ’
81].
n 2) (1)
OE _”é oE I & OE 8( 21 W Y ) 2.43)
8Yj(1) k=1 81,52) 8Yj(1) k=1 81,52) 8Yj(1)
Onde a equagdo (2.43) resulta em:
0E Y )
=y — W . (2.44)
oy kgl a1
Enquanto %/?) pode ser definida por:
JE () o (43 )
POl <dj—Yj >.g (Ij ) =87 (2.45)
k
Substituindo em 2.45 em 2.44, tem-se:
E n2
E ¥ w. (2.46)

8Yj(1) k=1
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Através dos resultados obtidos em 2.41, 2.42 e 2.46 pode-se definir 2.40 como:

n2

vE(W = —kg (62w g (1) i (2.47)

. 1) . . .
Desse modo, o ajuste dos pesos Wj(i ), ¢ efetuado em diregdo posta ao gradiente para
minimizar o erro, resultando em:

Onde 5}]) = (ZZL 5}2).Wk(j2) ) g (I](-])> ¢ definido como gradiente local em relacdo ao

j-ésimo neurdnio da primeira camada intermedidria.
Definindo a equagdo (2.48), podemos definir a atualizacio dos pesos da primeira camada
oculta:
. . 1
wij D (1) = wifV (1) + 1.8 . (2.49)
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3 METODOLOGIA

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo seréd apresentado o método utilizado para resolucao das equacdes diferen-

ciais parciais (EDP) através do uso de redes neurais e da retropropagacdo restrita (CPROP).

3.2 RETROPROPAGACAO RESTRITA - CPROP

Foi apresentado no capitulo anterior, formas de alimenta¢do da rede neural e atualizacio
dos pesos. Com os ajustes corretos de uma rede feedforward e a aplicagao do algoritimo
backpropagation foi possivel resolver equagdes diferenciais através de redes neurais (Lagaris;
Likas; Fotiadis, 1998).

O backpropagation cldssico busca realizar uma otimizac¢ao sem restri¢ao trabalhando com
todos os pesos da rede. Por sua vez, A Retropropagagdo Restrita (Constrainer Backpropagation
- CPROP) trabalha com otimiza¢do com restricdo, envolvendo a minimizacdo de uma fung¢ao
objetivo escalar que € sujeita a um conjunto de restricdes (Rudd; Muro; Ferrari, 2014), de modo

que parte da rede serd otimizada enquanto parte permanecera constante.

O algoritmo CPROP foi baseado por meio do treinamento algébrico (Ferrari; Stengel,
2005), onde o método da eliminagdo direta (Stengel, 1986) pode ser utilizado para treinar
redes neurais artificiais com restricdes de igualdade, que sdo satisfeitas ao longo das sessoes de

treinamento.

Dessa forma, a Retropropagacdo Restrita pode ser utilizada para aproximar e adaptar
solugdes de equagdes diferenciais parciais (EDPs), utilizando a saida N como aproximacao para
uma soluc@o de uma EDP. Essa aproximagao pode ser descrita como, N = h(X), sendo 4(X) uma
funcao escalar suave de r varidveis independentes baseada num operador diferencial e satisfaz o
conjunto de restri¢des obtidas pelas condi¢des iniciais (IC) ou condicdes de contorno (BC), onde
XeR™'eh:R =R,

Para definir o funcionamento do método, teremos um conjunto de entradas dado por
X=(X(1), -X())- (3.1)
A partir da entrada desse conjunto alimentando a rede, ela € particionada de modo que
uma parte da rede possui Kg e outra contém Kz neurdnios, ou seja:
Ks+K. =K. (3.2)
sendo K o nimero de neurOnios presentes na rede.

A primeira parti¢do utiliza os dados do interior da malha e pode incrementar alguns

parametros ao longo do tempo, por isso serd chamado de memoria de curto prazo (STM). Com
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isso a fungdo objetiva a ser minimizada é obtida de um conjunto de entrada-saida, denominada

por Ts = {)E’k, Nk} k=1... N’ sendo N a saida fornecida pela rede e Ny = K.

A outra parte ird preservar ao longo do procedimento alguns parametros da rede, além de
atender as Condig¢des Iniciais (IC) ou as Condigdes de Contorno (BC). Ele contém informagdes do
conjunto de entrada-saida e derivadas a serem preservadas ao longo do procedimento, recebendo
o nome de memdria de longo prazo (LTM) e sendo definido por 7 = {¥,h"(x;) },_; _,,onde

h"(.) representa a n-ésima derivada de & em relagdo as entradas e N;, = K.

A particdo da rede nos grupamentos LTM e STM pode ser representada pela Figura 11

Figura 11 — Estrutura - CPROP

Fonte: Adaptado de Rudd, Muro e Ferrari(2014)

No caso do CPROP, a saida da rede pode ser definida respeitando a particdo dos conjuntos
STM e LTM, desta forma:

N=0(Z)VF +6(Z5)VE ~ h(%). (3.3)

Com Z; = )?TWZ + bZ e Zg = X’ng + bg. Onde b € RKX1, representa o bias, W € RK*",
representa os pesos da camada oculta com r sendo a dimensio de X e V € R'*X contém os pesos
da camada de saida, de modo que as terminagdes S e L fazem referéncia aos conjuntos STM e

LTM, respectivamente, dessa forma, tém-se:

° bS c RKSXI

bL c RKLXI

WS c RKer

WL c RKLX"

VS c RI ><KS

Vi, € Rl XKy,
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Desse modo os pesos de STM e LTM serdo organizados em dois vetores, tendo o vetor
dos pesos de py, = {bp,Wy,V.} e os pesos ps = {bs,Ws, Vs}, que sdo referentes aos conjuntos
STM e LTM, respectivamente.

Baseada na equagdo (3.3) e nas suas derivadas, os dados LTM podem ser aplicados em
uma fungio implicita ¢ : R¥ — RV, onde V = N; + Ng, de modo que os dados LTM podem ser
preservados na restricao de igualdade.

c(pL,ps) = 0. (3.4)

Além disso, o treinamento ird preservar 77 enquanto minimiza uma fun¢do objetivo

e : RM — R obtida a partir dos dados Ts, podendo obter uma otimizacdo com restrigio.

min e(pr, Ps);

(3.5)
s.t. ¢(pL,ps) = 0.

Vale resaltar que se (3.4) satisfaz o teorema da funcdo implicita (T.F.I) (Guidorizzi, 2006),

entao:
pL = C(ps)- (3.6)

Logo
E(ps) = e(C(ps),ps)- (3.7)

Dessa forma os valores de ps podem ser obtidos de forma independente enquanto os
valores de pr, sdo obtidos apartir de pg ,ja otimizado, utilizando (3.6) (Rudd; Muro; Ferrari,
2014). Além disso, a otimizacao da func¢do (3.7) pode ser obtida numericamente, de modo que

ela pode ser reescrita como:
1
E(ps) = EeTe. (3.8)

Onde ¢ ;) equivale erro do j-ésimo termo em T.

3.3 ILUSTRACAO DO METODO

A abordagem do CPROP oferece um modelo para resolver Equacdes diferenciais parciais
utilizando redes neurais, uma vez que elas podem ser treinadas para minimizar o erro definido

pelo operador diferencial e a0 mesmo tempo satisfaz as condi¢des inicais e de contorno.

As condi¢des de contorno podem ser supridas através das restri¢des de igualdade em (3.4)
por meio do treinamento algébrico (Ferrari; Stengel, 2005). Essas especificidades do método,
permitem a resolucao de equacdes diferenciais do tipo eliptica linear ou nao linear e EDPs do

tipo parabdlicas de segunda ordem, que podem ser escritas como

ZaNR)] = fu(X). 3.9)
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onde .%, é um operador diferencial e f, : RY — R representa uma funcio.

Em cada tipo de EDP, os conjuntos 77, sdo redefinidos, onde ele supri as condi¢des de
contorno nas equacgdes elipticas e as condi¢des iniciais nas equagdes parabolicas. Por sua vez, Ty
ird fornecer os pontos do interior do dominio. Com isso, as equagdes elipticas e parabdlicas irdo
apresentar como solucdo o termo N (p), permitindo reescrever a fungdo objetivo (3.8) em termos

de erro do operador diferencial como:

A

e = { /() — LN} (3.10)

com gy representando o k-ésimo elemento de erro €.

3.3.1 Elipticas

Considerando o vetor de entradas (varidveis independentes) X = (X(l )y e x(r)), de modo
que X € . C R, o CPROP ird obter a fungdo objetiva (3.5) através da aplicagao do operador

diferencial na solucdo aproximada da rede (3.3)

O*N
mi
ax(l),

£ = 0%(21) . AL.VT + 6%(Zs).As.VE. (3.11)
’ r

onde modo que o¥(.) representando a k-ésima derivada da funcio de ativacio, k =

my + ...+ m, e Ag representa o produto da matrix diagonal de Ws. De forma que
r i
— J
Ag = stj. (3.12)
j=1
tomando cogj;" como representacdo da j-ésima coluna de Wy.

3.3.2 Parabodlicas

Nessa secdo, o operador diferencial define uma solucdo para Equacdes Diferenciais
Parabdlicas, onde o vetor de entradas X € .# onde .¥ = JZ X [to,tf) C R’. Apartir da equagio

(3.3), a solucdo das Equacdes Parabdlicas pode ser escrita como:

N=h+q.[06(Z.).V] +0(Zs).V§]. (3.13)

De modo que /1: R — Re g: R — R sio diferencidveis, com 7 satisfazendo as condicdes de
contorno de qualquer entrada pertencente ao vetor X € .#. Quando as condi¢des de contorno ndo
variam ao longo do tempo, através de (3.13), elas ja ficam automaticamente supridas, deixando

as Condicdes Iniciais (IC) como unica restri¢do de igualdade.
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A derivada de primeira ordem e de segunda ordem da equacdo (3.13) podem ser definidas,

respectivamente, como:

N oh g
8x(i) = &x(i) + 8x(i)' [G(ZL.)V{ + G(Zs).Vg:} +q. [G/(ZL)-COL,--V{ + G/(ZS).COSi.Vg] ;
(3.14)

PN 9%h  d%yg
ox? oxg? d
Xi®  IXG® o dXg)
éfq_kK&)wMVf+G%%&w&Vﬂ~-

X (3.15)

d
5 7. [6'(Z1).01,. V] + 06" (Zs).05,. V§ | ...
X(i)

+q. [G”(ZL).a)sz.Vf - c"(zs).ng.vg} :

5 [G(ZL.)VZ + G(Zs).vg:}

_|_

+

3.4 CALCULO DO GRADIENTE

3.4.1 Eliptica

Como foi representado em (3.9), ao trabalhar com equacgdes elipticas, -Z,[N(X)] denota

um operador eliptico, com as condi¢des de contorno definidas por:
PBN(X)] = h(X). (3.16)

De modo que % é um operador diferencial de ordem inferior a %}, e h: R” — R € uma funcio

continua e conhecida que satisfaz as condicdes de contorno.

Para determinar a solugdo através do CPROP, se faz nescessario determinar o gradiente
da saida da rede em funcdo de suas entradas. Dito isso, a solu¢cdo das Equagdes Diferenciais
Elipticas podem ser definidas através de (3.11), de modo que as derivadas em relacdo aos pesos

serdo determinadas por:

d (N d T . — .
Ips (8i’< ) = aps [G (ZL)ALVL +07(Zs)AsVs | - (3.17)

Separando as derivadas de LTM e STM, obtemos dois conjuntos distintos, sendo eles

g1(ps) e g2(ps), respectivamente:

g1(ps) = =— [G"(ZL)ALVZ] ; (3.18)

0
g2(ps) = s [Gk(ZS)/\SVg] : (3.19)
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A derivada de g»(ps) em relacdo a camada de entrada é definida por:

g2(Ws) = aiws [o"‘(Zs)Ang] . (3.20)
que resulta em:
g2(Ws) = [a,-, j.0%(Zs) + 6! (ZS).AS.x} V, 3.21)
Onde
a; j = kWL (3.22)

As derivadas das entradas do Bias e da camada de saida pode sem definidas, respectiva-

mente por:

g2(Bs) = 651 (Zg) . Ag. Vy; (3.23)

2(Vs) = 6X(Zs).As. (3.24)

Enquanto o termo gi(ps), por ndo depender de qualquer pg, é utilizada uma condi-
¢do como definido em (3.6). Quando as condi¢des de contorno sdo impostas sobre a solugao

aproximada da rede, ela pode ser escrito como:

BINR) = Blo(Z)]. VI +Bo(Zs)] .VE. (3.25)
Com o operador diferencial %.

Através do treinamento algébrico, a equacdo (3.25), utilizando os pontos pertencentes
a Ty, € organizada em um sistema linear de equacdes. Dessa forma € organizada uma rede que

satisfaz T em todos os momentos, desde que o treinamento satisfaga a seguinte restricao de

igualdade:
h=w¥V!I +QVl. (3.26)
Onde,
hg) = h(%); (3.27)
¥ =2 [o(x] .W,,+b],)]. (3.28)

Q=% [c(@ Wi+bi)]. (3.29)
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com X; € LTM, podemos suprir a condi¢ao de dependéncia de modo que (3.26) pode ser reescrita

como:
Vi =91 [h-QV]]. (3.30)

onde W € uma matriz inversivel que pode ser construida através do treino algébrico (Ferrari;

Jensenius, 2008). Mais informagoes sobre a matriz ¥ podem ser obtidas no anexo B.

Utilizando (3.30), podemos determinar as derivadas de g;(ps) em relagdo a qualquer um

dos pesos. Em relacdo a camada de entrada, obtemos:

J k
Ws) = —— 06" (Z1).AL.VL|; 3.31
g1(Ws) QWS[ (ZL).AL L} (3.31)
vy
g1<Ws)—[ “(zu). AL] W (3.32)
. Onde, 5
A\ _
8_WI; =y . VL (3.33)
dessa forma, substituindo (3.33) em (3.32),obtemos:
g1 (Ws) = — [ok (ZL).AL.} w0 VT (3.34)
0 que nos leva a:
o (G ) = |[F@a es o[t ons]vi|. 63

De forma semelhante, as derivadas do Bias pode ser calculada através de (3.30), ou seja:

0
ai(bs) = 5y |0k (Z) ALV (3.36)
A%
g1(bs) = [ “zp). AL} s (3.37)
&__ -1 ~/ v 7.
Tbs = w-lo/ vl (3.38)
g1(bs) = —0*(Zp) AL ¥~ L.Q VT, (3.39)

resultando em:

d [J*N oV 0
T (W) = Hck(ZL) AL} 8bgL +8_bs [ (ZS)} As. Vq : (3.40)
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O mesmo ocorre com a derivada de g;(ps) em relagdo a Vg,

d
ailV) =5 [o—k (ZL).AL.VL} ; (3.41)
A"
_ [k 9VL,

g1 (Vs) = |:G (ZL).AL.:| 8VS 5 (342)

A
F T ~y1 0 (3.43)
g1(Vs) = —c*(Zp) ALY L .Q. (3.44)

Que permite definir:
o (JN oV d

FIA <W) = HG"(ZL).AL.] a—VSL—i—Gk(ZS).AS.a—VS Vil (3.45)

As substitucdes das respectivas derivadas de cada peso podem ser ser encontradas no
Apéndice A

3.4.2 Parabdlicas

Para determinar a solu¢cao das Equagdes Parabdlicas utilizando o CPROP, ¢ utilizado
um processo semelhante ao das Equagdes Elipticas, desse modo, se faz nescessario determinar
as derivadas de (3.14) e (3.15) em relacao aos pesos. Para tal atualizacdo iremos utilizar uma

condic¢ao semelhante a (3.30):

Vi =¥ [z-QV{]. (3.46)

Sendo W e Q definidos em (3.28) e (3.29), respectivamente. Além disso,

z(X) = T (3.47)

Onde A(%;) e q(%) estdo definidas na equagdo 3.13, ¥ € LTM e u(%;) fornece as Condigdes
Iniciais.

Utilizando (3.46), € possivel obter as derivadas de (3.14) e (3.15) em relagcdo aos pesos
de Entrada, Bias e Saida. Derivando (3.14) em relac@o aos pesos, encontramos

9 (
dps

SIS
2

o [ ok g
_ , , . 3.48
) 55 ( ax(i)> + Ixy fi(ps) +q.-f2(ps) (3.48)
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onde, para melhor organizagdo, obtemos:

oVl do(Zs).VL
= |0(Z). L+ S] : 3.49
ilps) = o) G+ 278 (.49
oVl  96'(Zs).ws,. VL
= |0/ (Z1).0p,. =L + ' S]. 3.50
f2<p5) |: ( L) L aPS aPS ( )
derivando em relacdo aos pesos de Entrada, obtemos:
W) = [0(2) 2L 1+ 2 _(6(2)) VT G.51)
J1(Ws) = ) Sws T aws s)).Vg | .
(Ws) = |0’ (Z1).0 ﬁ—Fi(G(Z)CO)VT (3.52)
f2(Ws) = R T2 s).0s.). Vg | . )
Substituindo (3.51) e (3.52) em (3.48)
o [oN _ dq 8Vz d T
ovli 9 '
+q |:G/<ZL) th aW{; +8_W9 (G(ZS) wSl) V§:|
ov? . .
Sendo a—Wg definido anteriormente em (3.33).
O mesmo ocorre em relagdo aos pesos do Bias, derivando (3.14), obtemos:
filbs) = [02). DXL 1+ 2 (6(29) V7 3.5
OS5 O T abg TS | '
fr(bs) = |06’ (Z).0 ﬁ+i(a(2)w)vT (3.55)
2(0s) = L~L,--abS obs 5).@s;)-Vg | - .
substituindo (3.54) e (3.55) em (3.48)
o [oN _ dq 8Vz d T
ovl 9 '
/ L, Y T
+q. [G (ZL).O)LI..—abS + 9bs (G(Zs).(z)si).vs} .
Com % definido em (3.38). Derivando (3.14) em relacio aos pesos de Saida,
B v}y AR
i(¥s) = 0@ Gk +o(28). 5| (3.57)
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ov? ovE
R ) ovyp / grs
fz(Vs) = |:G (ZL)~COL,-~ 8VS +0 (Zs).(l)gl.. 8VS} . (3.58)
substituindo (3.57) e (3.58) em (3.48)
d [N\ dq A Vi
+q.10'(Z).0 8—Vl{+cr’(Z)a) Al |
q. L)-QfL;. 8V5 S )-Qs; . 8VS .

do 2V definido em (3.43
ten 0 Fve efinido em (3.43).

A derivada de (3.15) em relac@o aos pesos vai apresentar resultados semelhantes das

derivadas de (3.14), com o acréscimo de f3(ps), de forma que:

d (N o [ 3h 92 J J
< ):8 ( )+ax<iq>2'f1(ps)+ax?iffz(pSHaxq. S2(ps) +4.£3(ps).

dps \ I%? ps \ 9%()? (i)
(3.60)
sendo f3(ps) definido por:
ovl 00" (Zs).w2 . VL
. " 2 J
f(ps) = | 0" (Z0) ;5 -+ s (3.61)

como f(ps) e f2(ps) ja foram determinados, para todos os pesos, basta definir as

derivadas de f3(ps). Derivando em relagdo aos pesos de Entrada,

avi 0
f3 (WS) — {G//(ZL)-wzj-a—WI; 4 a_vVS <GN(ZS)'O)§j) V§‘| . (362)

com % definido em (3.33). Substituindo (3.62), (3.51) e (3.52) em (3.60), obtemos:

(29 () 2 b ]

8WS 8x(i)2 &WS ax(i)2 8x(i)2 '8WS 3WS
) ovl 9
+ 4 . |:G,(ZL).Q)L1..—L+—(G(Zs).a)gi).vg::|
8x(i) 8WS &WS (3.63)
dq , ovl 9 T
+ 8x(i)' [G (ZL).O)Li.aWS + IWs (0(Zs).ws;) . Vg | ...
, oVl 9

+q. [o-”(zL). i e + PR (o”(zs).w§j> .vg} :
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Derivando em relacdo aos pesos do Bias,

ovl 9
f3(bs) = [c”(zL).ng.a—b: 30 (0" (Zs)) .mszj.vﬂ (3.64)

com % definido em (3.38), substituindo (3.64), (3.54) e (3.55) em (3.60). Obtemos:

0 (PN _9 () 9% AE. /
8bS <ax(i)2> o ( . 2) + 3 {G(ZL).T%+T%(G(ZS)),VS}

(3.65)

Derivando em relagdo aos pesos da camada de Saida,

T T
oV 2 %} (3.66)

f3(Vs) = {G/I(ZL).ng.—L + G//(Zs).a)sj Vs

T
com %Lvé definido em (3.43).Substituindo (3.66), (3.57) e (3.58) em (3.60). Obtemos:

0 (NN _o (%, 0% [ OV o0 0Vs
8VS 8x(i)2 _8VS 8x(i)2 8x(i)2' L'&VS S'&VS

(3.67)

Semelhante as derivadas obtidas em relag@o as equacdes elipticas as substitu¢des das

respectivas derivadas de cada peso podem ser ser encontradas no Apéndice B
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4 RESULTADOS

4.1 INTRODUCAO

Este ponto do trabalho consiste em apresentar os exemplos que ilustram o funcionamento

do CPROP para resolucdo de equagdes diferenciais parciais (EDPs).

Para esta aplicacdo em uma Equacdo Direfencial Parcial Eliptica, foi utilizada uma rede
neural de 60 neur6nios na camada oculta e somente um na camada de saida no problema 1.
Como func¢do de ativacdo, foi empregada a funcao Tangente Hiperbélica bem como o método de

Levenberg-Marquadt para sua otimizag¢do. O método utilizado se encontra presente no Anexo A.

A taxa de aprendizagem utilizada nas simulagdes foi de n = 107, dessa forma o
programa continuard realizando as atualizagdes até atingir o erro minimo ou até atingir o limite

de ciclos permitido.

A implementagdo dessa rede foi feita no software R v. 1.3.1093 (R Core Team, 2020),
em um notebook com 8 GB de memoria, 2 TB de HD e processador Intel Core I5 de sétima
geracdo. As caracteristicas das solugdes geradas pelo método Nt(7) serdo ilustradas para uma
melhor visualizag@o e do desvio em relacdo solugdo analitica Na(7). Dessa, a precisdo da rede
pode ser determinada pelo desvio das solucdes AN( %) = N;(¥) — Nu(7).

4.2 CPROP APLICADO NA SOLUCAO DE UMA EQUA-
CAO ELIPTICA

4.2.1 problema 1

PN PN

et =t o =, 1+ ——— . 4.1
com condi¢io de contorno definida por h(¥) = log(1 +x*> +y?) com seu dominio definido de
[—1,1] x [-1,1] onde o, =0.2n comn =0, ... ,5.

A equacido (4.1) pode ser aplicada em muitos processos dindmicos em dreas como
mecanica dos fluidos, eletrostatica e termodindmica, trabalhando com o fluxo de um fluido
irrotacional, incomprensivel e constante em duas dimensdes ou processos de calor/difusao

estacionarios.

A regido interna consiste em uma malha de 35 x 35 e a sua fronteira esta distribuida em
180 pontos equidistantes. A rede foi particionada como descrito na subsecado 3.2, possuindo 20
neurdnios pertencentes a STM e 40 neurdnios pertencentes a LTM de modo que os pesos Wy, e

by, foram inicializados com uma distribui¢éo uniforme no intervalo (—5,5)
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Como foi definido em (3.8) e (3.10), a funcd@o objetivo a ser minimizada serd definida

por
4 J°N  9°N
1+x2+y2| ox2  0y?

2
E(ps) = 1.2{(1" {1 +x2 4y + - OcneN]} . 4.2)

2 &
1
de modo que pg representa qualquer um dos pesos. Onde todas as EDPs do tipo elipticas podem

ser expressas pela derivada parcial em (3.11). A aplicacdo dessa derivada transforma a equacao

(4.2) gera os seguintes resultados:

J°N
2= 6" (Z)W2 .V + 6" (Zs)W2 V5. (4.3)
Ao derivar ‘3271;/ onde os termos Wy, e Ws, representam as derivadas dos pesos da camada

de entrada respectivos a X.

De forma semelhante

I*N

5y~ 6"(ZL)WL, VL + 6" (Zs)W5, Vs. (4.4)

com os termos Wy, e Ws,, que representam as derivadas dos pesos da camada de entrada

respectivos a y.

Sendo o termo f,(.) = o4, | 1 +x%2+y2+ H;‘Tyz , um elemento independente em relagao
aos pesos, sua derivada é expressa por.
aful.
Sl) _ g (4.5)

Jps

Dessa forma, a equagdo (4.2), ao ser derivada em relag@o aos pesos para obter o gradiente,

resulta em:
IE(ps) _ d (*N\ 9 (I*N\ 9 %
e =2E {—aps (aXZ ~55:\ 57 ) s (aane ) . (4.6)
Sendo & = {a” [1 oty 1+x£21+y2} B ?927]3 - a;T/g - “neﬁ}'

Em relacdo ao peso W, que pertence ao conjunto STM , (4.6) pode ser representada

E(ps) o (RN 9 (PR\ 9 5
IWs _2‘8'{_aws(ax2 ~ows \9y? )~ ows (9ane") ;- 7

Em relacdo a (4.3) iremos obter

como

I*N

W
a;vs = 3w (6" (2)W7, VL + 06" (Zs)W3, V5] . (4.8)

De modo que

0
g1(Ws) = W (6" (Z). WL, VL] . (4.9)
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J /
g (Ws) = pTA (6" (Zs). W3,.Vs] . (4.10)

O termo g»(W;) pode ser definido como
22 (Ws) = 2.Ws,.6" (Zs).Vs+ 6" (Zs). W%, Vs.x. (4.11)

Como foi representado de (3.32) a (3.34), podemos reescrever (4.9) como

(4.12)

g1 (WS) = — [G//<ZL).W]%X.] .‘P’I.Vg.Q/.xl.

com ¥ e Q sendo definidos em 3.28 e 3.29, respectivamente.
Definindo g;(W;) e g2(Ws), é possivel determinar (4.8).
N
(4.13)

22— 1 (W) +82(Wo).

substituindo,

ox2 _

PR
= (= [0"(Z1) Wi ] ¥~ LVEQ ) + (2.Wer.6"(Z). Vi + 6" (Z,). Wi Vix) . (4.14)
N

De forma semelhante,

N
N _ (= [0"(2L) Wi,.] ¥ V5.Q ) + (2.Wy,.0"(Z,) Vi + 6" (Z,) W5, Vs.y) . (4.15)

IW;

Essa equagdo apresenta um terceiro elemento que depende dos pesos, dessa forma
aane/v

também ira ser derivado em relagdo a qualquer um dos pesos p;. Com isso, ao derivar =—, 0
resultado obtido € definido por:
dae 0 ovl ; 0L
= o(Z 0 (Zs).Vg.=—1|. 4.16
aw, % | Ol Gy o (Zs)-Vs gy (4.16)
resultando em
4.17)

8(XneN & 1 wT / T
Ty = e [—0(Z1). Y '.V§.Q X +06'(Zs). Vg X].
N

Substituindo (4.14), (4.15) e (4.17) em (4.7), temos

JE _
8‘55;) =2.£.{0"(Z). Wi ¥ .V{.Q x) — (2W4,.6"(Z).Vy+ 6" (Z,). W5, Vi.x) ..

+0"(Z) Wi, W V.9 y — (2Wyy.6"(Z,).Vs + 6" (Z;). W5, Vy.y) ...

— o [~0(2.). % VE.Q X + 0 (Z5).VE X] } .
(4.18)



Capitulo 4. Resultados 45

Derivando em relacdo ao bias, O gradiente da funcdo objetivo serd

IE(py) o (PN\ a9 (PN\ 9 o
a—t,s_z'g'{_a_los<ax2 “ans Loy ) o (Gane)p. @19)

de modo que

22N
2 9 [0 Z)WE Vi + 0" (Z) WaVs] (420)
Onde,
g1(by) = . (6" (2). W7, VL] (4.21)
J " 2
g2(bs) = T [6"(Z,).W5,. V] . (4.22)
aE(Ps)

De forma semelhante ao procedimento realizado para determinar , podemos deter-

IW;
minar g (b) e g2(bs), sendo g;(by) submetido a condi¢ao descrita em (3.36) até (3.39), dessa

forma:
g1(by) = —0"(z;). Wi, . wL.vl .o, (4.23)
g2(bs) = 6" (Z;). W2, V,. (4.24)
Logo,
2N
3’,;2 = —6"(Z) WL W' VL. +6"(Z,). W2, Vs. (4.25)
s
De forma semelhante,
32 = —0"(Z). Wi, ¥~ .VE.Q' + 6" (2,). W3,.V,. (4.26)
N

. N
Para determinar 83";78
S

, serd utilizado o mesmo procedimento de (4.16) pois serd necessa-

rio derivar a saida da rede N em func¢do do bias.

doy, e q ovl s OZL
= ay Z, Zs). VL. : 4.27
g, ~ % | oA G0 (Zs) Vs *-27)
resultando em X
doye” N 1 vT o / T
S, = e [—0(Z1). ¥~ . Vg.Q' +0'(Zs). V] . (4.28)
N

Substituindo (4.25), (4.26) e (4.28) em (4.19), obteremos o gradiente da fun¢@o objetivo
em funcdo do bias, sendo descrita como

IE (ps)
dbg

—2.e.{0"(Z) W7 W .VL.Q — 6"(Z). W, V...
+0"(Z). Wi, ¥ V.9 — 6" (Z,).W3,. V... (4.29)
— e [~0(2) W' VE.Q +6'(Zs). VY] } .
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Derivando em relagdo aos pesos da camada de saida, O gradiente da fun¢do objetivo serd

OE(ps) o (NN 9 [N\ 9 N
Vs _2'8'{_3_\4 <ax2 “avs oy ) v Q) g 30
2N
Podendo escrever 3"‘2 como
2N
3’{/ == (6" (ZL)W7, V1L + 6" (Zs) W5, Vs] . (4.31)
de modo que
d
aVy) =~ [6”(21). Wi, VL] (4.32)
d
g (V) = 5V [6”(2,).W5,.V]. (4.33)

Uma vez que g;(V;) deve obedecer a condi¢@o (3.30), resultam em

a1 (V) = —0"(Z1). W7, ¥~ 1.Q; (4.34)
2(Vs) = 6" (Z,).W3,. (4.35)
com isso, podemos reescrever 3"‘,2 e % como

PN
3’{/2 = —0"(Z,) W2 ¥ ' .Q+06"(Z,) Wi (4.36)

N

R

B _

ai/s =—0"(21) Wi, ¥~ '.Q+ 6" (Z,).W5,. (4.37)

Derivando a saida da rede (3.3) em relagdo aos pesos da camada de saida, podemos

N
escrever 2%¢~ como
Vg

20, o ov? oVl
= Z Zs). 4.
Sr = e |o(2) G f 4 0(25). 5 438)
Resultando em .
aOCneN N -1
Sy = e [—0(Z). Y '.Q+0(Zs)]. (4.39)
N

Substituindo (4.36), (4.37) e (4.39) em (4.30), obteremos o gradiente da fun¢@o objetivo

em func¢do do bias, sendo descrita como

9E (ps)
dVs

=2.£.{0"(Z) Wi . ¥~ '.Q—0"(Z;). Wi,...
+0"(2L) Wi, ¥ '.Q— 0" (Z,).W;,... (4.40)
— o [~0(2). % Q4 0(Zs)] } .
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As Figuras 12, 13, 14, 15, 16 e 17 mostram respectivamente a solu¢do fornecida pela
rede treinada com o método de Levenberg-Marquardt, com n =0, ...,5, onde s6 existe solu¢do

analitica para n = 5. Cada execucio teve, tolerancia de 1074

A Figura 12 apresenta o resultado para n = 0, com seu processo levando 416 épocas para

ser finalizado.

Figura 12 — Problema 1: Solucio fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=0

1.00
0.95
0.90
0.85
0.80

0.75

A Figura 13 apresenta o resultado para n = 1, com seu processo levando 319 épocas para

ser finalizado.

Figura 13 — Problema 1: Solucio fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=1
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A Figura 14 apresenta o resultado para n = 2, com seu processo levando 257 épocas para

ser finalizado.

Figura 14 — Problema 1: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=2
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A Figura 15 apresenta o resultado para n = 3, com seu processo levando 198 épocas para

ser finalizado.

Figura 15 — Problema 1: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=3
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A Figura 16 apresenta o resultado para n = 4, com seu processo levando 176 épocas para

ser finalizado.

Figura 16 — Problema 1: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=4
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Para n =5, a solucao N; (f( ) obtida pelo método, é representada pela Figura 17. Nesta
simulagdo, o ndmero de épocas necessdrias foi de 128, sendo a tinica que apresenta solugdo

analitica permitindo realizar uma compara¢do com a mesma.

Figura 17 — Problema 1: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com n=5
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A Figura 18 contém a solug@o analitica de 4.1 para n = 5, sendo definida por N, (X) =
log(x* +y*+1)

Figura 18 — Problema 1: Solucao Analitica da EDP paran =5
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A Figura 19 apresenta o desvio obtido na comparacdo entre a solug@o analitica e a obtida

pelo CPROP, apresentando uma solu¢ao muito boa.

Figura 19 — Problema 1: Desvio obtido pelo método Levenberg-Marquadt
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Além disso, a Figura 20 apresenta o nimero de épocas necessdrias para obter as solu¢des
fornecidas pelo método, com 50 simulagdes para cadan = 1...5, com pesos iniciais aleatorios
em todos os casos. As simulagdes monstram que o o nimero de épocas decai conforme o valor
de n varia a cada nova EDP.

Figura 20 — Problema 1: Box Plot de épocas de treinamento necessarias para obter a solucao do
problema 1
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A Figura 21 indica uma redugao do erro ao fim de cada processo. Isso mostra que a
precisao do CPROP melhora de uma EDP para a préxima, isso ocorre por que o método se

beneficia do conhecimento obtido na solugdo anterior.

Figura 21 — Problema 1: Erro final de cada EDP do problema 1
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43 CPROP APLICADO NA SOLUCAO DE UMA EQUA-
CAO PARABOLICA

4.3.1 problema 2

i R
oN .{a N2 N}. (4.41)

ot o Toy
com condigdo de contorno definida por h(¥) = 0 com seu dominio definido de [—1,1] x [ 1, 1]
onde Ky = 0.1 e K; =0.01 com n=0,1. Com o kn mantido constante nesses dois casos, eles
representam a difusividade do material além de determinar qual calor ou massa € difundido pelo

sistema em questao.

A condicao inicial é definida como u(x,y,0) = e’7(x2+y2).sen(2.7r.x) e a fungdo ¢q é

descrita como g = (x> —1).(y*> — 1)

A regido interna consiste em uma malha de 15 x 15 x 15 e a sua fronteira esta distribuida
em 30 x 30 pontos equidistantes. A rede foi particionada como descrito na subsecao 3.2, pos-
suindo 30 neurdnios pertencentes a STM e 50 neurdnios pertencentes a LTM de modo que os

pesos Wy, e by, foram inicializados com uma distribui¢ao uniforme no intervalo (—5,5)

Como foi definido em (3.8) e (3.10), a funcd@o objetivo a ser minimizada serd definida

oN 2N 92W )7
E(ps) = Z{ o Kn.{ﬁ—i—a—yz}} . (4.42)

de modo que pg representa qualquer um dos pesos. Onde todas as EDPs do tipo elipticas podem

por

ser expressas pela derivada parcial em (3.14) e (3.15). A aplicacdo dessa derivada transforma a

equacgdo (4.42) gera os seguintes resultados:

o
at

Resultante da derivada 2 at , sendo que os termos Wy, e Ws; representam as derivadas dos pesos

= (x2 —1).0% = 1). [6/(Z). W1,.V] + 6" (Zs). Ws,. V5 | . (4.43)

da camada de entrada respectivos a t.

82N T T

) 2.(y? —1) [0(Z1.)V] +0(Zs). Vg ] ...
+2.x.(* = 1). [6(ZL) Wi V] + 6" (Zs) . We. V| .. (4.44)
+2.x.(0* = 1). [67(ZL) Wi V] + 6" (Zs) . We. Vi | ..
+ (= 1).0% = 1). [6"(ZL). WAV} + 6" (Zs) W 2.V ] .
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. 28 .
Que surge a partir de %T];’ onde Wy, e Ws, representam as derivadas dos pesos da camada de

. . 2K
entrada respectivos a X. De forma semelhante, ao derivar I°N

Y
02N 2 T T
57 2@ =1, [6(2.)V] +0(Zs).VE] ...
+2.y.(x* = 1). [6"(Z1) WiV} + 6" (Zs).Wsy. V| .. (4.45)
+2.. (xz — 1). [G/(ZL).WLy.V{ + G/(ZS).WSy-Vg"}
2

+ (= 1).07 = 1). [0"(Z). Wi, V] + 6" (Zs). Wsy. 2. V§] .
Sendo que Vfg e V{ representam os pesos da camada de saida.

Nessa EDP, a fungdo h(¥) = 0 apresenta derivadas expressas por.

9%h —0

[ ] =
aX(i>2

Com isso, derivando (4.42) em funcdo dos pesos trabalhados, obtém-se:
oE 0 oN 0 0ZN o [9*N
(Ps) _pe 2 (MY & + . (4.46)
dps dps \ dt dps \ 9x* )~ dps \ dy?
_JoN 9°N | I°N
Sendo € = {W - K. {W + 8_372}}

Em relacdo ao peso Ws, que pertence ao conjunto STM , (4.46) pode ser representada

como

dE(ps) B 0 oN 0 0*N 0 d*N
TWs 2.€. {8_WS (W) —K,. {3Ws (8x2 + aws \ ay2 . (4.47)
Em relacdo a (4.43), € possivel obter:
0 N
T (W) = (x> —1).(;> = 1).[(6"(Zs) Wss.t + 6" (Zs)) V§] . (4.48)

Uma vez que Wy, é constante, dessa forma, 6(Zz).%~! pode ser computado e processado
antes do treinamento.

As derivadas em relacdo a (4.44), pode ser descrita por:

8375 (gzszv) :aivs {2.0°=1).[0(Z)VL +0(Zs). V5] ...
+2.x.(y* —1). [0"(ZL) Wi V] + 6 (Z5) W5, V5] ... (4.49)
+2.x.(*—1). [6'(z; Wi VI + G/(ZS)'WSX'VQ
+ (2= 1).0% = 1). [0"(20) WA VT + 6" (Zs) W, 2. V5] ).
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Onde
d
fi(Ws) = 8WS{[O'(ZL.)V{+G(ZS).V§}}; (4.50)
d
S2(Ws) = 5y 0" (Z0)- Wi Vi + 0/ (Z5) Wi Vs (4.51)
f3(Wsg) = &Ws {c"(Z1) W2 VI + 6" (Zs). Ws, 2 VE L (4.52)

Para obter a solugdo de (4.50), (4.51) e (4.52), foram utilizados os passos que se encon-

tram presentes em (3.51), (3.52) e (3.62), respectivamente. Resultando em:

ov! T
fi(Ws) = { (ZL). W+G (Zs)-x-Vs} ; (4.53)
N
! 3VZ " / T
fHr(Ws) = |:G (ZL).WLx.a—VVS + [G (Zs).Wsx . x+ 0o (ZS).X} VS} ; (4.54)
2 aVL " 2 " T
f3(Wg) = { "(Z1) Wy W + [6"(Zs) Wex x+2.6" (Zs) Wsx | .VS} : (4.55)

Dessa forma, a equacio (4.49) pode ser reescrita como:

)
aiWS (%) =2.(y" = 1)-f(Ws)...
+2.2.(% = 1).f2o(Ws)... (4.56)
12007 — 1) fo(Ws)...
+ (= 1).0% = 1).f3(Ws).

A derivada de Wg em relacdo a Y € definida analogamente como

+2.5.(x* = 1).fo(Ws)... 4.57)
)
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Sendo (4.53), (4.54) e (4.55) definidos como

ov! T
1(Ws) = |o(20). Sy +(29)3.VE .58)
S

/ 9V{ " / T

fr(Ws) = |06’ (Zy) Wry. W + [6"(Zs) Wsy.y+6'(Zs).y] Vg | ; (4.59)
SY

" 2 9"{ " 2 " T

f3(Ws) = |0"(Z) Wy. 8W5y+[6 (Zs) Weyxi +2.6" (Zs) Wey] .Vg | . (4.60)

O processo € semelhante ao derivar (4.46) em relacio a bg, assumindo a forma

PE(p) [0 (aN\ . (8 (PR\ 2 (o
Jbg _2'8'{abs(at> Kn'{8b5<8x2 o \ay2 ) f ) (“61)

De modo que a derivada 3%5 (a—N> pode ser definida como

t

o (NN T, VT
e <§> =q. [o (72) Woa- g, L+ 6" (z5).Ws. Vs} (4.62)

Dando sequencia ao método, a derivada (4.44), ao ser derivada em relacdo a bg, utiliza o

processo apresentado para obter (3.65).

-
a(zs (?9;;[) :a(zs {2.0°=1)-[0(ZL)VL+0(Z5)-V5] -

+2.x0.(7 —1). [0 (Z) Wi V] + 0/ (Zs) W, VE] . (4.63)
+2.x.(y* = 1). [07(Z) Wi V] + 0 (Zs) W VE] ...
+ (& = 1).07 = 1).[0"(21) WLV + 6" (Zs) Ws:.” VE] }.

Semelhante ao processo realizado de 4.49 a 4.56, as derivadas f(bs), f2(bs) e f3(bs)
sdo definidas por

)

filbs) = 554 [6(Z.)V] +0(Zs).V§] }s (4.64)
fa(bs) = ais {[0"(Z0) WLx. VL + ' (Zs) Ws:. V5] } (4.65)
f3(bs) = i {[0”"(2L) WL VL + 0" (Zs) Ws 2. V§] .} (4.66)

dbg



Capitulo 4. Resultados

56

O processo de derivagdo presente em (4.64), (4.65) e (4.66) € descrito em (3.54), (3.55) e

(3.64), resultando em

a T
filbs) =0(ZL). W +0'(Zs).V§;
S
8VT T
fZ(bS) (ZL) WLx 8_]95 + G (ZS)-WSX-VS;

avT
f3(bs) = G”(ZL).WLZx.a—b]S‘ + 06" (Zs).We. VL.

Dessa forma, a equacio (4.63) é descrita como:

5o
Apresentando uma solucio semelhante em a‘z (a N)

o [J*N ’
+2..(x* = 1).f5(bs)...
+2..(x* = 1). fo(bs)
+ (2 = 1).(* = 1). f3(bs)
De modo que
AL T
fl (bs) = G(ZL).W + o (ZS)-VS;
S
T
fz(bg) = G/(ZL).WLy % +0o (Zs).WSy.Vg:;

BV
f3(bs) = o" (7). WLy Jbs L 1 6" (Zs). WSy VL.

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

4.72)

(4.73)

(4.74)
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A derivada de (4.46) em relacdo aos pesos de saida € descrito por:

E(p) 5 (N o (NN 9 [N

Sendo aivs <an:7 > a sua respectiva derivada em relacdo ao tempo. O resultado da mesma €

expresso através de

o [JN ovT

As derivadas 81\/5 (%) € aivs (a N > sdo obtidas de forma semelhante. A derivada de X,

para facilitar a visualizagdo, passa a ser escrita como

.
8?75 (gx];]) :a(z/ {2.(y2— 1).[0(ZL)V +0(Zs).Vs] .

+2x.(y"—1). [ o' (Z1) W VE + G/(ZS).WSX.VQ (4.77)
+2.x. y - 1) [ o’ ZL)-WLx-VZ + G/(Zs>.st.V§]
+ (= 1).0% = 1).[6"(ZL) WiV} + 6" (Zs) W 2. VE] } .

Reescrevendo novamente, obtemos

9 [d*N p) 5
dVs (axz> BEI7 {2.67 = 1D.A(Vs) ...

+2.x.(02 = 1).fo(Vs)... (4.78)
+2.2.(0% = 1).f2(Vs)...
+ (= 1).0%=1).£5(Vs)} -

onde

f1(Vs) = a?/S {[6(Z1.)V] +0(Zs). V] }s (4.79)
fr(Vs) = 8?75 {[0"(ZL) WiV + 0" (Zs) Wex.VE] }5 (4.80)
f3(Vg) = J {[6"(ZL) WAV + 0" (Zs) Ws .2 VE ]} (4.81)

Vs
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Os resultados de (4.79), (4.80) e (4.81) sao expressos em (3.57), (3.58) e (3.66), respecti-

vamente. Com iSSo

T

(V9) = 0(20). 5+ o(25);

A
f(Vs) = G/(ZL).WLx.a—Vg + G/(Zs).WSx;

T

av
f3(Vg) = o”(zL).fo.a—Vg + 0" (Zs).W2..

Para Y, a estrutura passa a ser

RN

8?75 (aay];]> :8?/5 {2'(x2_ 1).fi(Vs) ...
fZ(Vs)...

-fZ(Vs)...

+2.9.(x* = 1).
+2..(x* 1)

+ (6 =1).07=1).£3(Vs) } .

Obtendo (4.82), (4.83) e (4.84), que sdo descritos como

T

(V) = 0(20). 5+ o(25):

. ovl |
fz(Vs) =0 (ZL).WLy.a—VS +0o (ZS)-WSy;

A
(V) =06"(Z;) .ny.a—vg +0"(Zs) Ws,.

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

As Figuras 22, 23,24 ,25 e 26 apresentam solucgdes obtidas pelo CPROP otimizado pelo

método Levenberg-Marquardt, com Kn = 0.01, nos instantes t =0, 0.2, 0.3, 0.6 e 1. Para cada

simulacdo foram obtidas 15 imagens do instante r = 0 ao instante r = 1 com tolerancia de 10~

A Figura 22 apresenta o resultado no instante t = 0. A Figura 23 apresenta o resultado

no instante t = 0.2.
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Figura 22 — Problema 2: Solucio fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0 k=0.01
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Figura 23 — Problema 2: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.2 k=0.01
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A Figura 24 apresenta o resultado no instante = 0.3. A Figura 25 apresenta o resultado
no instante t = 0.6.
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Figura 24 — Problema 2: Solucido fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.3 k=0.01
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Figura 25 — Problema 2: Solucio fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.6 k=0.01
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A Figura 26 apresenta o resultado no instante ¢ = 1 finalizando a simula¢do para k = 0.01.

Para obter todas as imagens dessa edp na mesma simula¢do foram utilizado 70 épocas.

Figura 26 — Problema 2: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=1 com k=0.01
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As Figuras 27, 28,29 e 30 apresentam solucdes obtidas pelo CPROP otimizado pelo
método Levenberg-Marquardt, com Kn = 0.1, nos instantes t =0, 0.1, 0.2 e 0.3. A Figura 27
apresenta o resultado no instante t = 0.

Figura 27 — Problema 2: Solucio fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0 com k=0.1
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As Figuras 28 e 29 apresentam o resultado no instante = 0.1 e t = 0.2, respectivamente.

Figura 28 — Problema 2: Solucido fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.1 com k=0.1
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Figura 29 — Problema 2: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.2 com k=0.1
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A Figura 30 apresenta o resultado no instante t = (0.3. Para obter as imagens com k = 0.1

fol nescessdrio um niumero maior de épocas, com 170 épocas nessa simulagdo.

Figura 30 — Problema 2: Solucdo fornecida pela rede treinada através do método Levenberg-
Marquardt com t=0.3 com k=0.1
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B\ -0.2

Semelhante ao que foi apresentado em 4.2, a Figura 31 apresenta o nimero de épocas
necessdrias para obter a solucdo fornecida pelo método, com 25 simulacdes para k = 0.01 e

k = 0.1, com pesos iniciais aleatérios em todos os casos.

Figura 31 — Problema 2: Box Plot de épocas de treinamento necessarias para obter a solucdo do
problema 2
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Apesar do grande nimero de dados utilizados para alimentar a rede, os resultados de
k = 0.01 foram obtidos rapidamente e com maior facilidade, enquanto os resultados de k = 0.1
foram mais dificeis de se obter, mesmo com ambos os resultados sendo obtidos uma tolerancia
de 1073

Infelizmente ndo € possivel realizar a comparagdo dos resultados obtidos pela rede, uma

vez que o problema apresentado em 4.3 ndo apresenta solucao analitica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi realizado uma apresentacdo do método Constrained Backpropagation
(CPROP), que soluciona equacdes diferenciais parciais através de redes neurais artificiais, que é
um excelente aproximador de funcdo. Além do método, foi empregado o método de Levenberg-

Marquardt para a otimiza¢do da mesma.

O CPROP apresentou um bom desempenho ao trabalhar com equacdes do tipo eliptica e
parabdlica, satisfazendo as condi¢gdes de contorno/iniciais através de restricoes ao processo de

otimizacao dos pesos da rede neural, apresentando uma boa aproximacgao da solugao.

A malha de treinamento utilizada no Problema 1, referente a equacao eliptica, apresentou
1225 pontos e sua fronteira com 180, distribuidos de forma equidistante em ambos os casos. Man-
teve um excelente desempenho ao longo das simulagdes, com baixo custo computacional quando
comparado ao método empregado por Lagaris, Likas e Fotiadis (1998), que foi apresentado com

outras técnicas de otimizagao por Batista (2012).

O problema 2, referente a equacgdo parabdlica, utilizou 225 pontos, para 15 variacdes de
tempo no intervalo de 0 a 1, com sua fronteira tendo 900 pontos, distribuidos de forma equidis-
tante, tanto no caso k = 0.01 quanto k = 0.1. O processo apresentou um custo compitacional
maior, quando comparado a solucdo do Problema 1, mas considerando o niimero de entradas

utilizadas, o seu custo € justificado.

O CPROP também apresentou um bom desempenho ao trabalhar com equagdes parabdli-
cas, satisfazendo as condig¢des iniciais e de contorno utilizando a respectiva restricao proposta

para esse caso, apresentando uma boa solu¢@o por aproximacao.

Apesar da grande quantidade de neurdnios presentes na rede, o CPROP apresentou um
baixo nimero de épocas para realizar o ajuste dos pesos. O método apresentou uma melhoria
significativa ao implementar método de otimizagao adequado. Para tal, foi aplicado o método de
Levenberg-Marquadt, que acelerou consideravelmente o processo de otimizacao, apresentando .
E recomendado que em trabalhos futuros, sejam implementados outras técnicas de otimizaco,

uma vez que podem gerar resultados com tempo de processamento menor € precisao maior.

Uma observacdo deve ser feita quando ao nimero de pontos presentes na malha e a taxa
de aprendizagem, em quase todas as situagdes envolvendo a equacdo eliptica e parabdlica, os
pontos da malha foram constantes juntamente com a taxa de aprendizagem. Somente com a
eliptica tendo n = 5, por ter uma solugdo analitica, foi realizado testes com mais pontos € uma
variacdo da taxa de aprendizagem, onde 0 mesmo manteve uma Gtima aproximagao e baixo

custo.

Como sugestao, outros testes devem ser feitos com as demais equagdes, para verificar o
desempenho da rede em situacdes diversas e avaliar o seu comportamento. Além disso, também

€ possivel obter resultados melhores alterando o nimero de neur6nios utilizados em cada rede.
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APENDICE A - DERIVADAS DOS PESOS PARA
EQUACAO ELIPTICA

Derivada do erro em relagdo a Wy

o [N _
g (55t ) = [ [ @A) 9 0@V 0420+ 04 29005 V.

(A.1)

Derivada do erro em relagdo a bg

d (N k 1 of vI o ~k+1

e (W) — [—o (Z) ALY Q' V] o (ZS).AS.VS} . (A2)

Derivada do erro em relagdo a Vg

d (N k -1 k

v (W) - [—c (Z) ALY Q1o (ZS).AS] . (A3)



68

APENDICE B - DERIVADAS DOS PESOS PARA
EQUACAO PARABOLICA

Derivada do erro em relagdo a Wy para primeira derivada

9 (0 _ 9 avT ,
T

oV
+q. [ (ZL)'wLi'8_Vl/I; + [ H(Zs).a)si.xi + G/(Zs).xi] V§‘|

(B.1)

Derivada do erro em relagdo a bg para primeira derivada

o (IN\_9q V] ,
T

av;
+gq. { (7). 0. W%—G "(Zs). wsi.vg]

(B.2)

Derivada do erro em relagdo a Vg para primeira derivada

9 (N  ag avT

) av{ )
+q. [G (ZL)'wa'a—\/S +0o (ZS).a)Sl}

(B.3)

Derivada do erro em relagdo a Wy para segunda derivada

o (2N _ 9 (%) d%4 A r
8WS (&X(l)z) _aWS <8X(1)2> + ax(i)z- |:G(ZL>.8—VVS+G (ZS)-xi-VS:|

J vy
axq |: (ZL) o, W + [ //(ZS).(DSl..xi—}—G/(Zs).X,‘} V£:|
dq

8x()

’ (B.4)

|: (ZL) r. al—}— [ ”(ZS).a)Sl..x,-—FG’(ZS).x,-} V§:|

+ ’aW

LA

+ [ ///(Zs).ng.xi+2.G//(Zs).a)sj} ng}
Derivada do erro em relagdo a bg para segunda derivada
d d°N d d%h d%q ov! T
= o(Zy).—= Z
dbs (8X(i)2> dbs <8X1 ) 8X() { (Z1). Jbs L +6'(zs). VS}

861
81

G ZL COL, W—}-G (Zs).a)si.vg]
(B.5)

[G ZL COL —+G (Zs).a)si.vg}

8x(l ' 8b

ov?
+gq. [G”(ZL) a)L Obs +O'W(ZS).(D§]_.V§} :
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Derivada do erro em relagdo a Vs para segunda derivada

N AN AN V7
aVS <8X(i)2) 8VS (a l) > + 8X(i)2' |:G(ZL)a—VS+O'(ZS):|

X(
+ 9 [0' (Z1). o, a—VT‘i‘G (ZS)'wSi}
[
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T
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ANEXO A - LEVENBERG-MARQUADT

Neste trabalho, foi utilizado o método de Levenberg-Marquadt (LM) como técnica de
otimizacdo, uma vez que a utilizagcdo do gradiente descendente converge muito lentamente. Este
método se baseia no método dos minimos quadrados para modelos ndo-lineares, sendo ele uma

aproximag¢ao do método de Newton (Gavin, 2019).

A minimizacao do erro se da pelo seguinte método interativo:
AWs = (T J+n.0) " JTE. (A.1)

De modo que [ representa uma matriz identidade, 11 é a uma taxa de aprendizagem do algoritmo

e J representa a matriz Jacobiana. Sendo definida como:

FOE(Z) () 2E(2)T
07, 07, T 07,
IEr(Z)  JEx(Z) IEx(2)
J= 07, 07, T 07, ) (AZ)
IEN(Z) IEN(Z) IEN(Z)
| 97 97, T 2z, |

Sendo Z um vetor paramétrico.

Com isso, a principal caracteristica desse método se torna a obtencdo da Matriz Jacobiana.

O processo de obten¢do do algoritmo CPROP LM ¢ feito através da derivada do jacobiano, onde:
€ [C(ps),ps] € [pL,Ps]  9€u[C(ps),ps] aC

Tomm (ps) = — + R A3
(m,n) (pS) 8PS(n) aps(n) oC apS<n) ( )

Para realizar a atualizagcdo dos pesos pertencentes a STM.
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ANEXO B - PSEUDO-INVERSA

Neste trabalho, para realizar a atualizacdo dos pesos, se fez necessdrio determinar a
matriz ¥, que pode ser uma matriz do tipo nio-quadrada. Para contornar esse problema, foi

estabelecida uma relagdo algebrica, denominada como pseudo-inversa.

Em relacdo ao sistema U = W.V, a matriz pseudo-inversa pode ser definida como:

ol = (w7 ) T (B.1)

De modo que V = ¥~!.U tem uma solucdo exata (Ferrari, 2002). Além disso, para uma
matriz ¥ € R™" e W—! ¢ R™" ¥~ serd chamada de pseudo-inversa se as seguintes condigdes
forem satisfeitas (Gulob; Van Loan, 2013):

o ¥ lyyp-l —y,
o WYl =yl
o (W) —wyl;
o (W) —wly,

Além disso, se uma matriz A for inversivel, sua pseudo-inversa (A?) e sua inversa sao

iguais (Boos, 2015), ou seja:

Al = AP, (B.2)

No software R, a funcao pseudoinverse, pertencente ao pacote corpcor (SCHAFER et
al., 2017), permite a obtencdo da mesma. Essa fun¢do computa a matriz desejada utilizando a

Decomposicdo em Valores Singulares (SVD), que consiste em uma maneira de fatorar matrizes.

A matriz W, pode ser decomposta como
¥Y=0.D.U" (B.3)

onde O representa uma matriz ortogonal e U, U’ representa a transposta de U e D é uma
matriz diagonal composta por valores singulares e positivos. Através dessa descomposicao, a

pseudo-inversa pode ser obtida através de:

v-!l—uybp'o. (B.4)
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