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Resumo

BRITO, M. J. S. Estabilidade assintdtica de sistemas fracamente dissipativos de Timoshenko.
2021. 33 p. Dissertagao (Mestrado Matemética) — Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais, Universidade
Federal do Pard, Belém — PA, 2021.

No presente trabalho nds consideramos o modelo de vigas de Timoshenko quando submetido a um
mecanismo dissipativo friccional em dois problemas distintos. Num primeiro momento analisamos
a boa colocacao do problema, para tal utilizamos Teoria de Semigrupos. Em seguida, estudamos o
comportamento da energia de solugoes ao se introduzir um mecanismo dissipativo na equagao do angulo
de rotacao. Posteriormente, analisamos o sistema em que se apresenta uma dissipacao na equacao de
deslocamento. Em ambos os casos, seguimos o seguinte roteiro de andlise: cenario de Semigrupo; falta de
estabilidade exponencial; estabilidade exponencial e decaimento polinomial. Vimos que a estabilidade
exponencial somente é garantida sob a condicao em que exista a igualdade das velocidades de propagacao

de ondas. Caso essa condi¢ao nao seja satisfeita, conseguimos provar o decaimento polinomial do mesmo.

Palavras-chave: Vigas de Timoshenko, Teoria de Semigrupos, Estabilidade Exponencial, Decaimento

Polinomial.






Abstract

BRITO, M. J. S. Asymptotic stability of systems weakly Timoshenko’s dissipatives. 2021. 33
p. Dissertagao (Mestrado Matematica) — Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais, Universidade Federal
do Pard, Belém — PA, 2021.

In the present work we consider the Timoshenko beam model when submitted to a frictional dissipative
mechanism in two distinct problems. At first, we analyze the correctness of the problem, for which we use
Semigroup Theory. Next, we study the behavior of the energy of solutions by introducing a dissipative
mechanism into the rotation angle equation. Afterwards, we analyze the system in which a dissipation is
presented in the displacement equation. In both cases, we followed the following analysis script: Semigroup
scenario; lack of exponential stability; exponential stability and polynomial decay. We have seen that
exponential stability is only guaranteed under the condition that the propagation speeds of waves are

equal. If this condition is not satisfied, we can prove its polynomial decay.

Keywords: Timoshenko Beams, Semigroup Theory, Exponential Stability, Polynomial Decay.






SUMARIO

1 INTRODUGAOD . . ottt et e e e e e e e e e e e e e e e 1
2 MODELQOS DISSIPATIVOS DE VIGAS DE TIMOSHENKO . . ... .. ...... 5
2.1 Resultados Preliminares . . . . . . . . . . .. ... ... ... 5
2.2 Introducdo do problema geral . . . . . . . ... ... 6
2.3 Cendrio de Semigrupos . . . . . . . . . L 6
2.3.1 Funcional de Energia do Sistema . . . . . . . . ... ... ... ... ... 9
3 DISSIPACAO NA EQUACAO DE ROTACAO: x =0EB>0 . . . v v v v v v vn .. 11
3.1 Falta de Estabilidade Exponencial . . . . . . . . .. ... ... ... .......... 11
3.2 Estabilidade Exponencial . . . . . . ... ... oo 13
3.3 Decaimento Polinomial . . . . . . . ... ... ... ... ... 19
4 DISSIPACAO NA EQUACAO DE DESLOCAMENTO: x >0ER=0 ........ 21
4.1 Falta de Estabilidade Exponencial . . . . . .. ... .. ... ... .. ......... 22
4.2 Estabilidade Exponencial . . . . . . . . .. .o 23
4.3 Decaimento Polinomial . . . . . .. ... ... 29
CONSIDERACOES FINAIS . . . . o ot e et e e e e e e e e e e e e e e e e e 31

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . o o v e e e e e e e e e e e e e e e e e s e 33






1

INTRODUCAO

A humanidade busca constantemente o aprimoramento de suas técnicas e tecnologias em termos de
durabilidade, baixo custo e eficiéncia. Existem varios problemas em aberto nas engenharias, porém é
necessario mais de um tipo de profissional para entao analisar e julgar todos os aspectos fisicos e quimicos
de um certo material. Uma dessas aplicacgoes sera abordada no presente trabalho sob a ética do campo da

Matematica.

Estamos nos referindo a entao chamada Teoria de Vigas de Timoshenko, no qual é a teoria desenvolvida
pelo engenheiro ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko em parceria com o fisico e matematico
austriaco Paul Ehrenfest, que modela o comportamento de uma viga através das Equacoes Diferenciais
Parciais levando em conta a deformacao por cisalhamento e os efeitos rotacionais da flexdo, tornando
plausivel a descricao do comportamento de vigas grossas ou vigas que estao submetidas a excitagao de

alta frequéncia quando o comprimento de onda se aproxima da espessura da viga.

Desse modo, podemos nos questionar: Como a Matematica pode nos ajudar com esse tipo de andlise
para o comportamento das vigas? Naturalmente, as vigas e as placas sofrem alteragoes ao longo do
tempo, como por exemplo, com a mudanca de temperatura que provoca a dilatagao ou contracao do
material, alterando assim a sua estrutura fisica. Entretanto, é possivel amenizar os efeitos dessa mudanga.
E importante ressaltar que nosso interesse é voltado para modelos dissipativos, isto é, sao modelos
matematicos que liberam energia. Seguindo essa linha de raciocinio, temos a finalidade de estudar e
implementar mecanismos que amenizem as vibragoes que podem surgir nessas vigas. Em outras palavras,

estamos falando do conceito de estabilizacdo, que nos auxilia em muitas andlises sobre o sistema.

O Problema

O presente trabalho inspira-se nos resultados do modelo de vigas de Timoshenko apresentados nos
artigos publicados Almeida Junior, Santos & Munioz Rivera [1] e Munoz Rivera & Racke [2] cuja intencao
¢é analisar o comportamento da energia dos modelos de dissipacao. Em linguagem matematica, podemos

descrever as vibragoes transversais de uma viga pelas seguintes equagoes

P1@1 — K(@x + )+ xpy =0; (1.1)
P2t — by + k(@ +1P) + By =0. (12)

Para esse modelo de vigas de Timoshenko, denotamos o deslocamento transversal da superficie média

da placa de cada ponto do corpo de coordenadas (x,t) € Q x R™ definidos por ¢ = @(x,t); enquanto que o
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angulo de rotacdo de um filamento da placa ¢é indicado por =P (x,t). Além disso, também consideramos
p é a densidade do material, além de p; = pA e p; = pl, em que A é a area de se¢ao transversal e I é o
segundo momento de inércia na secdo; k simboliza o fator de correcao do cortante @y —1; b =b(x) indica

o médulo de rigidez a flexao; e por fim, x e 3 denotam as constantes positivas de dissipacao.

Adicionamos ao sistema (1.1)—(1.2) as condigoes de contorno Dirichlet-Neumann
0(0,1) = @(L, 1) = Py (0,t) = Py (L, 1) = 0; ¥ t > 0. (1.3)
e também as condicOes iniciais seguintes

©(%,0) = @o(x); @1(x,0) = @1(x); W(x,0) =o(x); bi(x,0) =1(x), V x € (0,L). (1.4)

para deixar o problema mencionado acima mais completo.

Trabalhos em Destaque

A condigao que garante a propriedade de estabilidade exponencial foi identificada pela primeira vez
por Soufyane [8], no qual mostra a necessidade de se verificar a igualdade das velocidades de propagagao
de onda. E desde entao ¢ utilizada em outros trabalhos, como por exemplo em Munoz Rivera & Racke [2],
onde ratificaram esta condicdo e também fizeram uso da técnica de Semigrupos para provar a estabilidade

exponencial.

Os autores, deste ultimo trabalho citado, analisam um sistema de Timoshenko nao linear como um
problema de valor de contorno inicial em um dominio limitado unidimensional, estando presente um

mecanismo dissipativo por amortecimento friccional apenas na equacao do angulo de rotacgao, isto é,

P10t — 071(Px, P)x =0, (1'5)
pllptt_X(lbx)x‘i‘o—Z((PX)q))+d1|)t :O) (1'6)

onde consideram que as funcoes @, dependem do par (t,x) € (0,00) x (0,L).

No primeiro momento, ¢ dado uma demonstracao alternativa para a estabilidade exponencial do caso

linear do problema, ou seja, do sistema

P1Pw —01(Px+1P)x =0, (1.7)
P2t — bk +K(@x +1) +dbr = 0. (1.8)

com as condigoes de contorno Dirichlet-Neumann (1.3) e as condigoes iniciais (1.4). Posteriormente, provam
a estabilidade polinomial de forma mais geral. Além disso, é realizado uma investigacao para a estabilidade

exponencial para o caso nao linear, que é o objetivo principal do texto.

A estabilidade exponencial também foi mostrada no trabalho de Raposo, Ferreira, Santos & Castro [3].
Na ocasiao, nao foi necessario a condicao envolvendo as velocidades de propagacao porque foi usado a

técnica de Semigrupos em acordo com o Método de Energia para operadores lineares.

Em Almeida Jdnior, Santos & Munoz Rivera [1], foi estudado o sistema em que se apresenta um
damping na equacgao de deslocamento. Com isso, obtiveram resultados similares aos de Munoz Rivera
& Racke [2], mas foi usado o Método de Energia para obter a estabilidade exponencial. Ainda sobre o

artigo Almeida Junior, Santos & Mufioz Rivera [1], mostraram que o sistema é estdvel exponencialmente



somente quando as velocidades das ondas forem as mesmas. Se essa condi¢ao nao é satisfeita, provaram

que os sistemas de Timoshenko sao polinomialmente estaveis, proporcionando a taxa de decaimento ideal.

Vamos acompanhar o raciocinio que predomina o texto anterior. Um modelo simples que descreve a
vibracao transversal de uma viga foi desenvolvido em 1921. As equacoes governantes de tal modelo podem

Ser expressas por

pA(ptt(X)t) = SX(X)t)) (19)
Pl (x,t) = Mx(x,t) = S(x, 1), (1.10)

onde x é a distancia ao longo da linha de centro da viga na sua configuracao de equilibrio e t indica a
variavel de tempo. A funcao ¢ denota o deslocamento vertical da linha de centro da viga e a fungdo \ a
rotac@o das fibras verticais na viga. Usaram p para a densidade do material de massa, M para o momento
fletor, S para a forca de cisalhamento, A para a area da secao transversal e I para o segundo momento da

area da sec¢ao transversal.

As relacoes de tensdo-deformacao para o comportamento eldstico da viga sao dadas por

M(x,t) = Elthy (x, 1), (1.11)
S(x,t) = kAG (@5 + 1) (x, ), (1.12)

onde E denota o médulo de Young, G o médulo de rigidez e k o fator de cisalhamento. Considerando
o acoplamento das equagoes (1.9)—(1.10) e (1.11)—(1.12), Timoshenko estabeleceu as seguintes equagoes
diferenciais parciais para vibragoes mecanicas no plano de feixes sem a presenca de qualquer mecanismo

dissipativo

P1¢Pt —K(Px+P)x =0, (1.13)
P2t — by + K (@x +1) =0, (1.14)

onde estamos assumindo que p; = pA, Kk =kGA, p, =pl e b =EI. A estabilidade de sistemas do tipo
Timoshenko (em dominios limitados) tem recebido muita atenc¢ao nos tltimos anos, e um grande nimero

de resultados relativos a decadéncia uniforme e assintética de energia foi estabelecido.

O objetivo dos autores é de usar a quantidade minima de mecanismos dissipativos para obter a

estabilidade exponencial para um sistema de Timoshenko. O modelo que eles consideraram foi

P19t —K(Px +P)x +v@or =0, (1.15)
P2t — b + k(@x +1) =0, (1.16)

onde o amortecimento é eficaz apenas no deslocamento @. Mostraram que os sistemas de Timoshenko
(1.15)—(1.16) sao exponencialmente estdveis se, e somente se, as velocidades das ondas forem iguais.
Quando, em geral, as velocidades das ondas nao sao as mesmas, provaram que os sistemas de Timoshenko
sao polinomialmente estavel com taxa de decaimento ideal. E importante notar que em toda a literatura,

a taxa otima de decaimento polinomial para os sistemas Timoshenko nao foram considerados.

Objetivos

O rumo do presente texto é direcionado para propriedades assintéticas de vigas de Timoshenko, em que
se espera analisar a solugao de cada sistema dissipativo, ou seja, verificar se a dissipacao induzida é forte

o suficiente para estabilizar o sistema por meio de alguns mecanismos de dissipacao e de qual tipo a taxa
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de decaimento pode ser obtida. Nesse sentido, desejamos obter o controle do comportamento assintético
de solugoes do sistema e, para isso, devemos estudar e julgar se é um controle de ordem exponencial ou de

ordem polinomial.

Organizacao do Trabalho

No capitulo 2, teremos resultados principais como elementos da Teoria de Semigrupos e a exibigdao do

funcional de energia do sistema que servirao de base para o desenvolvimento dos demais capitulos.

Usando um termo dissipativo em cada equacao, obtemos tranquilamente a estabilidade exponencial, mas
0 que acontece se usarmos apenas um termo dissipativo? Buscamos responder a essa pergunta no capitulo
3, onde estudamos a particularidade do sistema (1.1)—(1.2) para o caso em que o« >0 e  =0. Assim,
tratamos de alguns resultados preliminares e lancamos mao dos lemas técnicos para provar a estabilidade
exponencial do mesmo sistema quando se tem a igualdade das velocidades de propagacao de onda. Caso
contrario, ndo conseguimos obter a tao desejada estabilidade exponencial. Agora, se considerarmos a
diferenca das velocidades podemos garantir um decaimento polinomial para o sistema e ainda obter o que

chamamos de taxa 6tima.

Seguindo para o capitulo 4, obtemos o caso em que x =0 e 3 >0, isto é, onde a dissipagdo encontra-se
apenas na equacao de deslocamento. Para desenvolver a andlise do mesmo, nos baseamos no texto de
Almeida Junior, Santos & Munoz Rivera [1], porém usamos a Teoria de Semigrupos ao invés do Método

de Energia.



2

MODELQOS DISSIPATIVOS DE VIGAS DE TIMOSHENKO

2.1 Resultados Preliminares

Para desenvolver a teoria, vamos necessitar dos seguintes teoremas notaveis.

Teorema 2.1

Seja S(t) = eA' um Co-Semigrupo de contracées em um espaco de Hilbert H. Entdo, S(t) é

exponencialmente estavel se, e somente se,

iR C p(A) (2.1)

lim [|(GAI—A) | 2 < 00 (2.2)
Al — o0

onde p(A) é o conjunto resolvente do operador A.

Teorema 2.2

Seja S(t) um Cy-Semigrupo no espaco de Hilbert H com operador A tal que iR C A. Entao,
1
il

. _ _ C
NE (AI—A)gm <C, VAER & [IS()A lgm) < . (2.3)
Consideraremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para o sistema
—P1@u T K(Ox ) — xor =1 (2.4)
—P2Wtt + by — K(@x +) — By = g; (2.5)

com f e g fungoes dadas e as constantes positivas p1, p2, K, &, p e b.

A existéncia e unidade de solucao fraca é garantida pelo lema de Lax-Milgram.

Teorema 2.3

Dado (f,g) € L(0,L) x L(0,L), o sistema (2.4)—(2.5) possui uma tnica solucao fraca.




2.2

Capitulo 2. Modelos Dissipativos de Vigas de Timoshenko

Introducao do problema geral
Seja QO um dominio limitado de R e R™ = (0,00). Trabalharemos com o seguinte modelo dissipativo de
uma placa fina unidimensional de Timoshenko

P19 —K(@x + )+ axpy =0;

(2.6)
P2 Wt — by + K(@x + ) + By =05
definido para cada par (x,t) € Q x R™.

Aqui levaremos em consideracido que as seguintes fungoes representam:
* ¢=0(xt):
o Y=1(x,t):

o deslocamento transversal da superficie média da placa;

o angulo de rotagao de um filamento da placa.

Outras consideragoes a respeito das constantes ja introduzidas: p é a densidade do material, além de

p1 =pA e p2 =pl, em que A é a area de secao transversal e I é o momento de inércia na se¢ao; k simboliza

o fator de correcdo do cortante @y —1; b =b(x) indica 0 médulo de rigidez & flexao; e por fim, x e B
denotam as constantes positivas de dissipagao.

Adicionamos ao sistema (2.6)-(2.7) as condigoes de contorno Dirichlet-Neumann
@(0,t) = @(L,t) =Ux(0,t) =Px(L,t) =0; V £ > 0.

e também as condicOes iniciais seguintes

9(%,0) = @o(x); @t(x,0) = @1(x); W(x,0) =o(x); We(x,0) =1(x), Vx€(0,L).

para deixar o problema mencionado acima mais completo.

(2.9)

2.3 Cenario de Semigrupos

Analisaremos, nesta secao, a existéncia e unicidade de solugoes fortes para o sistema de equacoes de

Timoshenko via Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares. Queremos escrever o sistema (2.6)—(2.9)
na forma do problema de Cauchy

{ AU = U,
. (2.10)
uo) = U

Inicialmente, consideremos a (possivel) solucao do sistema por U := (@, @, ¥, P¢)" e o dado inicial do
problema Uyg := (@g, @1, 1o, P1)T. Para obter a matriz do operador diferencial A (ou seja, que satisfaz
AU = Uy) basta usar as equagoes

K 04 b K B
Pt = E((Px +P)x— *](Pt e Py = Eﬂ)xx_ (ox+1)

da seguinte forma

— —— 2.11
0 pzll)b ( )
Pt 0 Iq 0 0
K K @ ¢
7((9x+1l))x*7q)t 7(')70( *7Id 7( )x 0
Uy = P _ | P P1 P1 ou
by 0 0 0 Iy ¥
b K K
—Pyx — —(Px w)_ﬁwt — U )x 0 —()xx——14 _Eld Uy
P P 2 P2 P2 P2 P2
= A
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onde I4 representa a transformacao identidade, ja os simbolos (-)x e (-)xx sao os operadores derivadas

parciais em x de primeira ordem e de segunda ordem, respectivamente.

Daqui em diante, iremos assumir as seguintes notacoes: U= @, v =1y,

L
L2(0,L) := {feLz(O,L);J f(x) dx:O} e H!0,L):=H'(0,L)NL2(0,L).
0

Sob estas condigoes, adotaremos o espaco de Hilbert H por
H = H)(0,1) x [%(0,L) x H!(0,L) x L%(0,L),
para comportar os elementos
U= (p,u,h,v)T e Vi=(o ,u,p' V)"
no qual se define o produto interno

(WV) = ((ou v, (0w, 9/, v)7)

L L

D x| (our Wl dx

L L
= p1J w/ dx+pZJ w/ dx+bJ
0 0

0 0

e, consequentemente, induz a seguinte norma

L L L L
Uy = ll(@, 4, %, v) Tl = pr L hul? dx—i—sz [vi? dXerJO [xl? dx+ KL [(@x+ )1 dx

O dominio do operador A é indicado por
D(A) = H}(0,L)NnH2(0,L) x HJ(0,L) x HI(0,L)nH?(0,L) x HI(O,L).

no qual é denso em H. Além disso, a configuragao do operador A indica ser um operador dissipativo. De

fato, acompanhe o desenvolvimento. Desde que U € D(A), podemos calcular o seguinte produto interno

Lk x LMo K B
AU U) = —(@y x— —u|udx — WPy — —(@y ——v|vdx
(AU, U) mL [m(cp +) o ] +sz0 [pztb pz(cp +9) > ]
L L -
b | v dxk | e v)- ()
0 0
L L L L
= K Jo(cpx+1l))xu dx+Joux((px+1|)) dx| +b Lll)xxv dX-l—LVXlDX dx]

+ K J()va dx—JL

0

L L
(px+ V)V dx] —ocJ lu? dx — BJ W2 dx.
0 0
Analisemos as parcelas por partes. Inicialmente, note que a terceira parcela pode ser escrita como

L L L
’ U Vo) dx—J (@r+ )V dx] — 2k Im (f V(@x ) dx>.
0 0

0

Agora, observando a segunda parcela, chegamos a seguinte igualdade

L L
J PxV dX+J vy dx = V’lbx“(i

0 0
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e assim, basta usar a condi¢ao de contorno de Neumann (2.8) para obter

0 0

L L
b U Py V dx+J VyWy dx] =0.

Ja na primeira parcela, podemos reescrever da seguinte forma

L L L L
. U (0 01T dx | 1 lon ) dx] — | (oxr )@ dx xulon 0I5~ | uloeT )y
0 0 0 T’ 0
L
= 2k Im J u(@x+1P)y dx |.
0
Portanto, o operador A ¢é dissipativo porque satisfaz
L L
Re (AU, U) = —ocJ huf? dx—BJ [ dx < 0, onde «, B >0. (2.12)
0 0

Definimos a equacgao resolvente do operador A como (AI—A)U =F. Ou ainda, como

Ap—u = fl (2.13)
Apru—k(@x+ ) o = pifh (2.14)
MNp—v = (2.15)

Ap2v — b + k(@ +)+Bv = pof'. (2.16)

O conjunto resolvente do operador A contém o zero.

Demonstragdo. Mostraremos que dado qualquer vetor F = (f', f2, f3, f*) € H, existe um vetor
solucdo U € D(A) tal que satisfaca 0-IqU— AU =F, ou seja,
—u = fl e Hé(O,L);
—k(ox+P)x+ou = piff € L2(0,L);
—v = > € H}(0,L);
—bhu k(@) +By = poft € L¥(0,L).

No qual é equivalentemente a

u = —f' e H)0,L);
_K((Px“‘w)x = p1f2—ocu S LZ(O,L);
v = —f € Hi(0,L);

—bhu + k(P +P) = poft —pv € L*(0,L).

Fazendo uso das notagoes adquiridas acima juntamente com as condigoes de contorno (2.8), notamos

que de fato U= (¢, u, P, v)T satisfaz

@, Ox, Pxx € L*(0,1) ¢ € Hy(0,L)NH*(0,1)
_ _ 1
@(0,t) =0 e @(L,t)=0 . u € Hy(0,L) . U e DA
D, Py, by € L2(0,L) V€ HI(0,L)NH(0,L)
Py (0,t) =Py (L,1) =0 v € H!(0,L)
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Segue do Teorema 2.1 que o sistema gerado por —AU = F possui solugao com regularidade

(@, ¥) € H*0,L)NHy(0,L) x H*(0,L)NHL(0,L).
E finalmente, obtemos U € D(A) e ||Ul|g < N||F|lg, para N € R. [ |

2.3.1 Funcional de Energia do Sistema

O objetivo de tal se¢ao é determinar o funcional de energia associado ao sistema (2.6)—(2.9) que ird
nos fazer entender a necessidade de utilizar o espaco de Hilbert H previamente mencionado. Comecemos

por definir o funcional de energia do tal sistema como

1

L L L L
Elt) =7 (mj o2 dx+sz 2 dx+bj iy dxﬂj @+ P dx>, V>0, (2.17)
0 0 0 0

O resultado seguinte nos confirma que o funcional do sistema é nao-crescente. Em outras palavras, a

energia é dissipativa.

Seja (@, u, P, v) a solucao do sistema (2.6)—(2.9). Entao, a derivada da energia do sistema em

relagdo ao tempo t é dada por

d

L L
CE() = ocL i dx—rsjo Wpyf? dx < 0. (2.18)

Demonstracdo. Multiplicando a equacio (2.6) por @; € L?(0,L) e integrando em (0,L), temos

L L L
p1J Pt Pt dx—KJ (ox +V)x o dX+ch l@if* dx =0
0 0 0

L

d (t o - L
% dtJ |l dx_K((Px+1b)(Pt‘16 +KJ (ox +)(@t)x dx—i—ocj le? dx =0
0 —_— 0 0
=0
p] d 2 - L 5
2 dt |(Pt| dx+k ((Px+1b)((pt)x dx +« . |(pt| dx =0. (219)

Multiplicando a equagao (2.7) por Py e integrando em (0,L), vem que

L L L L
PzJ bithe dx—bj Brthe dx+KJ (@x+ )it dX+BJ e dx =0
0 0 0 0

d L L L
b j 0 =t +0 | s e[ Toutuhbdx+B [ i ax o
N . 0 0 0
=0
d b d(t L L
pzz dtJ el dx+ T3 dtL [y[? dx+ KL (ox + )y dx—i—BL [P dx =0. (2.20)

Somando-se as equagoes (2.19) e (2.20), temos

o d (", - ' d
B ], ot x| toctvlon acral of dx+7 v
b d L -
2 T2 dx (bl B | W dx=0. (221
0
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Retornando a equacao (2.21), obtemos

p1dL 2 pszL 2 deL 2 KdJ’L 2
—_— — dx+ = — dx+-= — dx+ = — + dx +
o N N e G N NS o

L L
+<xJ e dx+sj a2 dx = 0.
0 0

De (2.17) resulta que

d - 2 . 2
G E0 = —a| o ax=p | Wi ax<o,
0 0

em que « e b constantes reais positivas. Concluimos assim que

E(t) <E(0), parat>0.

Observagao 1. Se tivermos o = 3 =0, obtemos diretamente a conservagao da energia, ou seja,

E(t) = E(0), para todo t > 0.



11

3

DISSIPACAO NA EQUACAO DE ROTACAO: « =0 E B >0

Neste capitulo, estudaremos o modelo de placa unidimensional do feixe de Timoshenko. Devido a

dissipacao da equacao do angulo de rotagao, consideramos as constantes de dissipacao «x =0e 3 >0 no

sistema (2.6)—(2.7). Portanto, vamos examinar o comportamento assintético de sua solugao geral. Para

este fim, podemos reescrever o mesmo sistema de equagoes da seguinte forma

P1@ —K(Qx+P)x =0; (3.1)
P2+t — by + k(@ +1P) + Py =0, (3'2)

definida em Q x R, onde Q é um dominio limitado em R.

Vale ressaltar que as condigoes de contorno dadas sao do tipo Dirichlet-Neumann (2.8) e as condigoes

iniciais sao indicadas por (2.9).

A ordem das secbes deste capitulo seréa abordada da seguinte maneira:

a)

3.1

Secao 3.1 (Falta de Estabilidade Exponencial): é motivada pelo fato das velocidades de

propagagao da onda associadas ao sistema (3.1)—(3.2) serem diferentes, isto é,

P, P2
k" b’

Secao 3.2 (Estabilidade Exponencial): quando as velocidades de propagacao da onda associadas

ao sistema (3.1)—(3.2) s@o iguais, ou seja,

Secao 3.3 (Decaimento Polinomial): corrige a falta de estabilidade apresentada no item (a),

além de apresentar uma taxa de decaimento 6tima.

Falta de Estabilidade Exponencial

Consideremos dado o vetor F, = (fll, szl, ffl, ffl)T, para todo n € N. Sob esta premissa, desejamos que

exista uma sequéncia de vetores Un = (@n, Un, Pn, vn)' tal que esteja bem definida a equacéo resolvente
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(iAIg—A)U, =F, como

iAnl —1 0 0

K ¢ N ? K 0 Pn f:l
_a(')xx Wnlg _a()x . Un _ 1:121

K b K

*()x 0 _7(')xx+*1d i}\nId‘i‘EId Vn ffl

P2 P2 P2 P2

ou escrever em termos dos seus coeficientes, isto é,

An—un = f; (3.3)

it —k((@n)x+n)y = p1fi; (3.4)

A —vn = 5, (3.5)

Anp2vn —b(Wn) o+ K((@n)x +n) +Bvn = pafh. (3.6)

A seguir apresentamos o resultado principal desta secao.

Teorema 3.1

Suponha que

Entao o semigrupo associado ao sistema (3.1)—(3.2) néo é exponencialmente estével.

Demonstragao. Primeiramente, vamos admitir que flL = ffl =0, para todo n € N. Das igualdades (3.3)

e (3.5), obtemos
Mo =un e Ahn=vn.

Substituindo-os nas equagoes (3.4) e (3.6), simplificaremos para

—Ap1on—k((@n)x+bn) = pify; (3.7)
_7\31921pn_b(1|)n)xx+K(((Pn)x‘i‘lbn)‘i‘i)\nﬁlpn = pszy (3'8)

Levando em conta as condic¢oes de contorno (2.8), conseguimos exibir as fungoes

©n = A sen(dAnx) e P =Bcos(dAnx), onde A, = % e b= p—K]

Agora, substituindo-os nas equagoes (3.7) e (3.8), vem que

—A201A sen(5Anx) 4+ K6*AZA sen(SAnx) + kALB sen(SAnx) = p1fZ;
—?\isz cos(dAnx) +b62?\]21]3 cos(dAnx) + kOALA cos(dAnx)+
+kBcos(dAnx) + 1AL BB cos(dALX) = pszl.

Seguindo as contas, basta evidenciar nas varidveis A e B, isto é,

(—A2 01 4 k82A2)A sen(8Anx) + kSALB sen(dAnx) = pifi;
KOARA cos(8Anx) + (—A2 2 + b82A2 + Kk +iAnB)Bcos(8Anx) = paft.
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1
Escolhendo para cada n € N as fungoes fﬁ = p— - sen(dAnx) e ffl =0, obtemos
1

(—A207 + k&*A2)A 4+ kA B = T;

KOARA + (—A2 02 + b8*A2 + k+iAB)B = 0.
Substituindo o valor de & = \/T, vem que

K &?\nB = 1
V «

K,/%‘AnA+(—Aipﬁb%)\iﬂﬂ)\nﬁ)ls — 0.

A solucao do sistema é

B=—— —0 quandon — 400

A =

K[Aﬁb(%—%‘)—K—mnﬁ} B L(&_&

AL oy wor \b K), quando n — 4o0.

Agora, observe que de

Un = A @n = 1ALA sen(dAnx),

temos por consequéncia a seguinte minoragao

Un [

Y

L
Jmfdx
0

L
= J [iAnA sen(8Anx)]? dx
0

L
= AP,
AnAL"S

Como LA % #£0, segue que ||Un|[2 — +o0, quando n — 4-o0.
K

Portanto, segue do Teorema 2.1, que entdo o semigrupo associado ao sistema (3.1)—(3.2) nao é
exponencialmente estdvel. |
3.2 Estabilidade Exponencial

Para esta secao, vamos adotar o vetor F= (f1, 2, f3, f)T, para todo n € N. Sob esta premissa, podemos

reescrever a equacao resolvente (iAlg—A)U =F como

Ap—u = f (3.9)
Npru—k(p+b)x = pif’ (3.10)
Ap—v = % (3.11)

)

APV —bU + k(O +P)+Bv = poft. (3.12
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Agora, o Teorema seguinte nos mostrard que o resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imaginério.

Com as notagoes (2.13)-(2.16), obtemos

iR C p(A). (3.13)

Demonstracao. Desde que A tem um resolvente compacto, este espectro é discreto. Assim, para provar

iR C p(A) é suficiente mostrar que A ndo tem autovalores puramente imaginérios.

Imediatamente, notamos que zero nao é um autovalor de A. Entao, sejam A um valor real nao nulo e
U= (@, u, P, v)T € D(A), com ||[U|lg =T, tal que iAU— AU = 0. Provaremos que

u=10,0,0,0)".

Para isso, tomaremos o produto interno em H da equagao resolvente com o vetor U e obtemos

(IAU—AU, Wy =(FUWy = AU — (AU, Uy = (FUWy.

Agora, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para (F,U) e sabendo que

L

U — (AU, Wy = BJ v? dx,
0
chegamos facilmente a tao util desigualdade seguinte
toa
B [ P ax < Ul Fl (3.14)
0

Sabendo que F =0, resulta que v=0. E consequentemente, da equacao (3.5) temos também 1 = 0.
Por outro lado, levando em conta que f* =0, segue da igualdade (3.6) que @yx =0 e assim, usando a

Desigualdade de Poincaré resulta que @ = 0. Além disso, da identidade (3.3) com f' =0 obtemos 1 =0.

Portanto, U = 0. Isso justifica a nao existéncia de autovalores puramente imaginarios sobre o conjunto

do espectro. Como bem queriamos. |

Observagao 2. Em particular, isto implica que o semigrupo é fortemente estavel, isto é,
SHUy — 0,

onde S(t) :=eAt é 0 Cy-semigrupo de contracdes no espaco de Hilbert H e Uy é o dado inicial.

Sob as condigoes das equagoes (2.13)—(2.16), obtemos

©

i Ul lIFller + Cl[Ul s [[F[|er, para C € R. (3.15)

L K L
o WP < o [ ot uR axt
0 IAI= Jo

Demonstracdo. Multiplicando a equacio (2.16) por \ € Hg)(O,L) e integrando em (0, L)

iAp2 JLmb dx—bJlexxll) dx + KJL((PX +P)p dx+ BJva dx = szLf41b dx.

0 0 0 0 0
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Da equagao (2.15), temos

MNp—v=F = —AP=V+f = iNp = V13

Substituindo na equacao acima, obtemos

L

L L - L -
~pa| WP dx—pr | v dx— bl b | P x| (et 0yt
0 0 0 0

+ BJLW.D dx = pZJOLf411) dx.

0

Dali, obtemos

L

L L L - -
bj ol dx = sz v dx—KJ (@r + )P derBJ v dx
0 0 0

0

L L
+ pzj P dx+ sz vf3 dx. (3.16)
0 0

L
Primeiro, fagamos uma estimativa para o termo KJ (ex+P)P dx:
0

L L . o
KJ (@ + )P dx = —KJ (@ +b)5 (9T dx
0 0
L

L
_ J(@xw) vdxﬂj (gx+10)2F dx
< (L L o
< WJ @5 +I¥] d"*wj ox + Bl dx

L L
K
< | P dx+J| AU dx 4+ — J| W[ dx.

4L AR, Ot A Jo PtV

onde b = |v|, n:ﬁl(px—i-lbl e e=1.

L

Agora, uma estimativa do termo BJ v dx:
0

BJLvlbdx = iJLv(erf-")dx

0 0

=

= >

t B
< J W2 dxt 2 J I dx.
0

IA|

>

Substituindo-o na equagao (3.16), obtemos

L L L
of 1oz o < (e B ) [ a5 [ oot o X [ ul ax
p

+ WJ I dx+pzj 11| dx+sz Wl dx.

Sendo assim, para alguma constante C € R, obtemos como resultado

L
K
o TP < 5 o st Sl Fla Ul Pl
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Existe uma constante positiva C tal que alguma solugao forte do sistema (2.13)-(2.16) satisfaz

L
K
pq;mﬂde;(K+Dy)j|@x+wﬁdx+cmumme+ UWlalFle.  (3.17)

Al

Demonstragao. Multiplicando a equacao (2.14) por @ € H(])(O,L) NH? e integrando em (0,L)

L L L
Aoy J WP dx— KJ (@x+0)® dx =, J 2 dx.
0 0 0

Para a primeira parcela, usaremos iAQ = —u—f! que provém da identidade (2.13) e, para a segunda

parcela, recorremos da integracao por partes, ou seja,

L L L L
—P1 L lul? dx— py L uf! dx—K(ch+1]))(p|(%+KL (ox+V)Px dx = pq L 25 dx

L L L L B
—mj w? dx—mJ uf! dx+KJ |@x + I dx—KJ (@x+) dx = p1J 4 dx
0 0 0 0 0

resumindo as contas acima,

L

L L L
o L uf? dx = KL ox 0P dx—KL(cpxww dx—p, L

=1

_ L
uf! dx—p1J 29 dx. (3.18)
0

Observe o céalculo de Ij a direita da igualdade acima.

L L
I ;:_KJ (px+P)p dx < KJ lox +Wbllo] dx
0

IN

L L
K J—
50| o wint a5 | ol ax

IN

K
|7\|2J lox + I dx+4J v dx

K
J px+ VPP dx.
Y
Feito isso, substituimos a estimativa de I; na equacao (3.18) acima para obter

L K L K L L - 1
le hul? dx < <K+2>J lox + I dx+J [v[? dx—p1J uf dX—p1J 25 dx
0 A2 ) Jo 4 )o 0 0

L
wJ Oy +WIF] dx. (3.19)
Usando a desigualdade (3.14) podemos concluir

L
K
mLmHMg@+ijwﬁwa+wwmmm+rumwm

Al
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Existe uma constante positiva C tal que alguma solugao forte do sistema (2.13)-(2.16) satisfaz

K L 2 . P1 P2 ]_7
£ j (pr b e = iab (—)j Wy dx+ CJ|U ]| Fllr. (3.20)
0 K b/

Demonstragao. Multiplicando a equagao (3.12) por (@x+1) e integrando em (0,L), tem-se

L

L L
mpzj N = dx—bj NN =y dx+KJ ox + 0P dx
0 0

0

L L
T BJ Von F ) dx:szf“(@xﬂp) dx.

0

Usando a equagao (2.15) para a primeira parcela da equacao acima e, integrando-se por partes a

segunda parcela, vem que

L L L
msz Vo dx—wa(@x+w)lé+bL Dr(or T D), dx+KL PRERIN
—_—

- =1
L L L L

= —BJ v(pyx+1) dx—i—sz f4((px—|—1|)) dx+p2J v dx—i—sz vf3 dx. (3.21)
0 0 0 0

Da equacao (3.10), multiplicando por 1y e integrando-se em (0,L), temos

L L L
~hpn | by x| T By dx=pr | b dx

Dali,

L L

uy dx+ p1J

0 0 0

]7 J—
J (@ +¢)X¢x dx = _% (i)\F)]J o dX) .

Substituindo-o na expressao I, equacao (3.21), obtemos

L L

L L
b _
i)\pZJ VPy dx—Ki?\mJ 2 dx + KJ lpx + I dx
0 0

b
wpy dx—mJ
0 K

0

= I3
L

L L L _
= pZJ |2 dx—BJ v(px+1) dx+sz *(x + 1) dx—i—sz vf3 dx. (3.22)
0 0 0 0

Usando-se a equagao (3.9) em I3, segue que

L L
I = —p2J VU dx—p2J vfl dx
0 0
L L
= —pzvﬁlé + sz AN dx—pzj vfl dx.
— 0 0

Da equagdo (3.11) obtemos vy = iApy —f3. Assim, reescrevemos I3 como

L L L
I; = i?\pZJ T dx—pZJ 21 dx—pzj vfl dx.
0 0 0
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Substituindo-se a expressao I3 na equagao (3.22), vem que

L

L L L
— b
i)\p2J P dx—pzj 21 dx—pzj vfl dx—KD\p]J mp, dx
0 0 0 0

b (L L L L
L L 7y dx+KL ox+ b2 dx = PzL v dx—BL Vor ) dx +

L

L — JR—
+ PZJ f4((0x+11)) dx+p2J vf3 dx.
0 0

Assim, para alguma constante positiva C, segue que

K 2 P1 P2 BN (M1 2
< — .
[ ol < o (28 [ an (ot 80 ) [ v avet ClullFl

Finalmente, da equacao (3.14), resulta que

L
K —
[ o u ax < o (222 [T, e i
2 b/ Jo

Agora, temos condi¢oes de mostrar o resultado principal.

O semigrupo associado ao sistema de Timoshenko (2.6)—(2.9), onde x =0 e 3 >0, é exponencialmente
estdvel se, e somente, se

pr_ P
K b
pP1 P2
onde — e 5 sao as velocidades de propagacao de ondas.
K

Demonstracdo. Somaremos todas as desigualdades dos lemas anteriores com o propdsito de buscar

uma limitagao para a norma do vetor U, obteremos

Ul

L L L
p1J hul? dx~|—sz V2 dx + KJ
0

L
ox 0P dx+bJ a2 dx
0 0

0
2K
< (o) [ vt o axeino (p‘—‘jj)j W e WP+ Cl U Pl

. 1 P11 P2 J
< (14— (P _#2 o d U5 || Fll + Cl[U s || F
< i ( +|}\|2)( b) pr x+|}\|H el Flle 4 Cl Ul [Fl .

Sendo assim, existe uma constante positiva M tal que

. 1 o
[Ulf; < iAb (1 |7\|2> (E — %) Jo upy dx+ M ||U||u||F|lg, para todo t > 0. (3.23)

Quando p—; = %, segue que

Ul < |MHUHHHFHHJrCHUHHHFIIH, para todo t > 0.

Para A suficientemente grande, existe M > 0 tal que
Ul < MJF[|a. (3.24)

Usando o resultado 2.1, segue a conclusao deste teorema.
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3.3 Decaimento Polinomial

Nesta segao, provaremos que a solucao do sistema (2.6)—(2.9) decai polinomialmente para zero como

também vai para infinito quando a relagao de igualdade entre as velocidades da onda nao ¢é satisfeita.

lIﬂEM&ﬂEEEIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

75 —, entao o Cp-Semigrupo associado com o sistema (2.6)—(2.9) satisfaz

1
—=||Uollp(a)

1S(E)lfu, < 7

Além disso, essa taxa de decaimento é étima.

Demonstragao. Das equagoes (3.9) e (3.11), temos
W =—Apx—fl e iANp=v+f.

Agora observe que,
L L
i)\J mpy dx = iA ulbl(%—J WP dx
0

L
= i)\J W dx
0

L _
— J(i)\(px+fl)(\1+f3) dx
0

L L__
— ”‘J Px(v+13) dx—i—J fl(v+13) dx,
0 0

segue entao da desigualdade de Young que

L L
i&twhdXSQMﬁLMﬁh+ﬂu%+cwmmmmm+uﬂﬁ+cmmmmH. (3.25)
Substituindo (3.25) em (3.23) e, assumindo p?] % %, vem que

L
. o C
i 31M(L%>Lude+|mmwm+ummwm

A
1
< C<1 AP)[CMFJh%dx+ﬂw%+cwmmmmm+qw%+cmmmmm]

C

+m”u”HHFHH+C||UHH||FHH>

donde obtemos,
1
I < Co (1 ) ARl + (1-+ G ) iU+ IVl

C 1
+CIWl Flle + 5 Ul Fll + =5 e (LU Pl <1 + |?\|2> A [Fll-

Tomando |A| > 1 suficientemente grande, resulta

W < CAMIFIE = IIAT—=A) | g < CAP.

Segue entao do Teorema 2.1 devido a Borichev e Tomilov que

_ _ _ M
IS()A ) = O(t72) =¢|BMAW&m§;ﬁmm
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Desde que 0 € p(A), tem que A é sobrejetivo sobre H, dai tomando AUy =F concluimos que

M
IS(t)Uol[m < THUOHD(A)»

0 que completa a primeira afirmacao do teorema. Agora, com o intuito de provar a taxa de decaimento

1,2

que a taxa de decaimento t é 6tima, procederemos por contradicao supondo que esta taxa pode ser

melhorada para t~"/(27%) para algum & > 0. Assim, devemos ter

1 _
WH(AI_A) Nem <G, (3.26)

ou, equivalentemente,

1
WT_éHuHH < ClIFlls,

para |A| > 1 suficientemente grande. Contudo, isto é contradig@o, pois levando em conta o Teorema 3.1,

podemos construir sequéncias (An)ney C R, (Un)ney € D(A) e (Fn)nen C H, tais que
Ul > AnllFnll,
de onde segue que

1 _ _
WT_éHU\nI—A) N > CAR = 00, (quandon — o).

Mas isto contradiz a inequagao (3.26), dessa forma a taxa nao pode ser melhorada. A prova do teorema

agora estd completa. |
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A

DISSIPACAO NA EQUACAO DE DESLOCAMENTO: «>0 E
p=0

Neste capitulo, levamos em conta que & >0 e 3 =0 para reescrever o sistema de equagoes (2.6)-(2.9)

da seguinte forma
P1@t — K(@x T )y + oy = 0; (4.1)
P2t — by + K (@x +1P) =0. (42)

Vale ressaltar que as condigoes de contorno dadas sao do tipo Dirichlet-Neumann
@(0,t) = @(L,t) =x(0,t) =x(L,t) = 0; para t € (0,00). (4.3)
e as condicoes iniciais sao indicadas por
@(%,0) = @o(x); @t(x,0) = @1(x); W(x,0) =ho(x); bi(x,0) =1(x), parax e (0,L). (4.4)
Agora, podemos usar o sistema (4.1)-(4.4) para enquadrar no problema de Cauchy

AU = U, parat>0
u@) = U

onde Up := (@0, ®1,Po,1). Segue de

Pt
a((px“‘w)x_a(pt
¥t '
b K
—Pxx — —(@x +)
P2
que o operador diferencial A é definido como
0 Ia
K x
a )XX _a
A=
0 0 0 Ia
K b K
_7(')7( 0 7(')XX_7Id 0
P2 P2 P2

e portanto, o dominio do operador é

D(A) := H}(0,L)NnH?(0,L) x H(0,L) x H!(0,L)nH?(0,L) x H!(0,L).
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4.1 Falta de Estabilidade Exponencial

Para provar a falta de estabilidade exponencial iremos argumentar por contradi¢ao. Para isso, mostra-

remos que existe uma sequéncia de valores (An) C R com hm Anl =00 € Up = (@n, Un, Pn, va)" CD(A)

para F, = (f, 2, £, f1)T C H tal que
(iMIg—A)U, =Fy,
onde Fy é limitado em H, mas ||Uy| g tende a infinito.

Reescrevendo esta equacao em termos de seus componentes, obtemos

AnOn—un = fld (4.5)
. K (08
Pntin == ((@x)n+n)+ T = 2 (4.6)
AP —vy = 3 (4.7)
. b K
1}\nvn_*1bxx+*(((9x)n+1bn) = fi (4'8)
P2 )

Teorema 4.1

Suponha que

Entao o semigrupo associado ao sistema (4.1)—(4.4) nao € exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Suponhamos que f}, = f3 = 0. Resulta das equacdes (4.5) e (4.7)

Up =A@n € v =1Agn.

Substituindo-os nas equagoes (4.6) e (4.8), teremos

_p1)\121(pn —K((@x)n +Pn)x +ixAnon = pﬁi; (4'9)
_pzkill)n_b(lpxx)n‘k K((@x)n+WUn) = plffv (4'10)

Levando em conta as condigoes de contorno (4.3), tomamos

en(x) =A sen(dAnx) e  Pn(x) =Bcos(dAnx), onde An:% e 6= %

Substituindo-os nas equagoes (4.9) e (4.10), vem que
—p1A2A sen(6Anx) 4 KS*A2A sen(5Anx) + kSALB sen(5Anx) + 1A, A sen(dA, ) = p1f2;
—pz)\ﬁB cos(dAnx) + béz?\2 B cos(8Anx) + kOAL A cos(0Anx) = pzf4
ou seja,
(—p1 A2 4 k6?A2 + 1A o)A sen(8Anx) + kKALB sen(8Anx) = p1f2;
KOARA cos(8Anx) 4 (—p2A% +b82A2)B cos(8Anx) = pofi.
1
Por outro lado, tomando-se fi =0e ffl = p— cos(dAnx), resulta que
2
(—pﬂ\i +koMA2 +i7\noc) A+ K8ALB = 0;
KOARA 4 (—p2A2 +b3*A2)B =1.
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Substituindo o valor de § = %, obtemos

(—p17\ﬁ+ K%Ai+i>\no¢) A+ K, /%?\nB —0:

P2 a2 L wP2y2\ R
Kﬂ/bAnAJr( pz?\n—i-bb?\n)B—].

=0
De onde segue a solucao do sistema
A=—— — 0, quandon — 4o
KA 02
"V'b
e .
I
b
B=-X bp ATE —(ﬂ—&), quando n — +o0.
k22 KP2 \ K b
b
P P2 N
Desde que < b =0, temos que B # 0. Por consequéncia, tem-se
2 - 2
Uf = | palvf ax
0
. 2
— 02| P dx
0
L
= sz [idn B cos(8Anx)? dx
0
L
= p2]iAnBJ? J |cos(dAnx)[* dx
0
L. 2
= pzi\ﬁ\nBl — 400, quandon — oo.
Como
[Unllx — oo,
concluimos que o semigrupo em questao nao é exponencialmente estével. |

4.2 Estabilidade Exponencial

Nesta secao mostraremos que quando o sistema de vigas de Timoshenko esta sobre a influéncia de um
mecanismo dissipativo do tipo atrito atuando somente na equacao de deslocamento, isto é, assumimos
P2

B=0e a>0em (2.6)-(2.7), entdo o decaimento da energia é exponencial desde que a condigao p—K] ™

seja satisfeita.

Para comecar, seguindo o Teorema 2.1, vamos mostrar que o resolvente é uniformemente limitado sobre
o eixo imagindrio. Para tal, considere o produto interno em H de U = (¢, u,,v)" € D(A) com a equacio

resolvente de A, isto é,
Ul — (AU, Wy = (F, W,

onde F = (f, 2, f3, )T € H. Entdo, tomando a parte real e usando a equacao (4), com B = 0, resulta

L
& j Wl dx < ClIUNulIFlls. (4.11)
0
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Agora estamos em condicbes de provar o seguinte lema.

Com as notagoes (4.13)-(4.16), obtemos

iR C p(A). (4.12)

Demonstragcao. Desde que A tem um resolvente compacto, este espectro é discreto. Assim, para provar

iR C p(A) é suficiente mostrar que A nao tem autovalores puramente imaginarios.

Sabendo que zero nao é um autovalor do operador A, suponhamos que existe A € R* tal que iA é um

autovalor e seja U € D(A) um autovetor unitario que satisfaca

(iAlg—A)U = 0.

Ou equivalentemente,

iAp—u =

Apru—k(@ex+P)+ou =
iNp—v =
APV —bbx + k(@ +1) =

© o o 9

Tomando F =0, obtemos imediatamente de (3.14) que v = 0. Segue da equacao (4.15) que P = 0.
Por outro lado, levando em conta que f* =0, segue da igualdade (4.16) que @y =0 e assim, usando a

Desigualdade de Poincaré resulta que @ = 0. Além disso, da identidade (4.13) com f' =0 obtemos u = 0.

Portanto, U = 0. Isso justifica a nao existéncia de autovalores puramente imaginarios sobre o conjunto

do espectro. Como bem queriamos. |

Provaremos agora o item 2.2 do Teorema 2.1, para tal considere o sistema resolvente iALl— AU =F em

H em termos de seus componentes

iAp—u = f (4.17)
iApru—k(@x+)x+ouw = pif% (4.18)
iMp—v = 3 (4.19)
iApv =D+ k(@ +1) = paf’. (4.20)

onde U= (@, u, P, v)/T € D(A) e F=(f', 2, 3, f)T € H. A prova envolve os seguintes lemas auxiliares.

Existem as constantes ¢; >0 e C >0, para o sistema (4.17)—(4.20), que satisfaz a relagao

L L
C
KJ ox+0? dx < C‘J [l et ClIW eIVl + 7 T el (4.21)
0 0

Demonstragao. Multiplicando a equagao (4.18) por @ e integrando em (0,L)

L L

L L

iAp1 J ue dx—KJ up dx =pq J 2@ dx.
0 0 0

= I]

(0r )@ dx+cxj
0
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Da equacao (4.17) temos que iA@ = —T—f1. Substituindo na expressao [; e integrando por partes a
segunda parcela da equagao acima, vem que

L L

L
(ox+P)ox dx+ocj u® dx =p; J 2p dx.
0

L _
—p1J u(u+f1) dX—K(cprrlb)(PI%JrKJ o

0 0
Observando que a segunda parcela é nula por considerarmos a condi¢ao de contorno (4.3) e substituindo
na terceira parcela o seguinte ajuste (@x+)Px = |@x +P|% — (@x +1)P obteremos

L

ue dx = pq J f2$ dx.
0

L L

(Or + )P dx+ocj

L L L
—p1J lul? dx—p1J uf! dx+ KJ lpx 4+ dX—KJ
0 0

0 0 0

Isolando o termo desejado, teremos

L L L
KL|@X+¢|2dx _ mjo|u|2dx+KJO(cpx+w)wdx

=1
L L
uf! dx+p1J P dx. (4.22)
0

L L
— ocJ ue dx—-+pq J
0 0

=13

Fazendo uma estimativa para a expressao I, segue que

L . e (L 5 K (L,
L=x| (ex+ V)P dx < — | [@x+P" dx+—| [b|* dx.
0 2 0 2¢e 0

Escolhendo ¢ =1 e usando a Desigualdade de Poincaré, resulta

k[t 2 - 2
12=2J x| dx+C1J a2 dx,
0 0

KC

onde ¢y = TP e ¢p € a constante de Poincaré.
L
Fagamos agora uma estimativa para I3 = —ocJ u@ dx. Da equagao (4.17), temos que
0
- ! 1
—Ap—u=f —= —up:X(u+f)
Portanto,

Logo,

L
I < J '] dx.

L
< “J lul? dx—i—g
0

L
| we dx
L P =, Al

Substituindo as estimativas de I e I3 na equacao (4.22), obtemos

L , Lo « (L , Lo
KJ lox+ 7 dx < p1J ul dX+2J [ox +| dX+C1J [bx[* dx

0 0 0 0

L L

o o
—i—J ol dx—i—J /1] dx
IAl Jo IAl Jo

L

L __
+p1J uf! dX+p1J @fz dx.
0 0
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De onde, utilizando (3.17), obtemos para algum nimero real positivo C como resultado

K L 2 L 2 C
J P dx<c1j ul? + C U] V]ar dx+ =

Ul ||F||la.
2 \ oy Wl Fll

Existem as constantes ¢c; >0 e C > 0, para o sistema (4.17)—(4.20), que satisfaz a relagao

L L L
K
o2 | WP dx < ca ol e 3 | fos-t P dxe+ CIUlFl (4.23)

Demonstracdo. Multiplicando a equacio (4.20) por 1 e integrando em (0,L), obtemos

L

L
(ox + )P dx = sz P dx.

0 0 0 0

L L

i)\pzj v dbe PP dx + KJ
I

=14

Da equacdo (4.19), temos que iA] = —v—13. Entao, usando-se em I e, integrando por partes, resulta

L

L
(@n + )P dx = PzJ £ dx.

L L - L
~pa | V7 dxpa | v b i+ b| ok x|
0 0

0 0 0

Usando-se as condigoes de contorno (4.3), segue que

L L
DzJ vp dx:bj o dx—l—KJ
0 0

0

L L

o L
(Ox+ ) dX—sz VP dx—pzj 3 dx.
0

0

Das desigualdades de Young e de Poincaré, obtemos

L L (L e (L Lo L
sz WP dx < bJ 2 dX+J ox 0P dx+pj b2 dX—sz Ve dX—DzJ # dx.
0 0 2 Jo 2 Jo 0 0

Finalmente, obtemos o resultado desejado

L
J x4+ 12 dx-+ ClIUlsalFlli,

L L K
02 j WP dx < CzJ ol dx+
0

0 0 2

KC , . .
onde ¢y = (b—i— Tp) e ¢p € a constante de Poincaré. [ |

Existem as constantes x e C > 0, para o sistema (4.17)—(4.20), que satisfaz a relagao

b (L . L C
ZJ hpyl? dx < iAb (p—"‘)j Wy, dx -+ ClIW Il Fll + —
0 K

2
Ullg|Flla. 4.24
I Wl (424)

Demonstragao. Multiplicando a equagao (4.20) por @y e integrando em (0,L), vem que

L L

L L
mpzjo ViR dx—bj (@x+ )P dx=sz frox dx.

. Pyx P dx+ KJ

0

Integrando-se por partes, obtemos

L L L

(Ex+VP) Py dx = sz f4@ dx. (4.25)

L
i?\pzj VPx dx—blbx(pxl(%+bj
0

0 0
—_———

= 15

Wx Oxx dX—i—KJ'
0
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Da equagao (4.18), temos que

L L

L L _
~hoy | by x| Tor BT, dv | Wy de=pr | P ax
0 0 0 0
De onde segue que
L L L L L
KJ Py dx = —i)\p1J wp, dx— KJ |1DX|2 dx+ocJ Py dx—p1j 2, dx. (4.26)
0 0 0 0 0

Substituindo a expressao (4.26) em Is, equagao (4.25), obtemos

L L L L
b

iApZJ VP dx+— (—U\mJ WPy dx— KJ Wl? dx—l—ocj WPy dx

0 0 0 0
~—_——

= Ig

L L L
—p1 L 2, dx | + KL (px+P)px dx =p2 L oy dx. (4.27)

L

Vamos determinar uma estimativa para a expressao Ig = i?\pzj vy dx. Integrando-se por partes, vem
0
que
L
Is = iAp2vpls — i7\sz Vx@ dx.
0

Da equagao (4.17), temos que —iA@ = U+ f1. Portanto,

L

L o L
I = sz (U4 f1) dx = sz
0 0

v u dx + sz vxf7‘ dx.
0

Tomando a equagao (4.19), temos que vy = i?\ll)x—fi. Entao, substituindo-o em Ig temos que

L L
I = pzj ﬁ(i)\lbx—fi) dx + sz vy f1 dx
0 0
L L L
i?\sz Py dx—pzj afs dx—H)zJ vy f1 dx. (4.28)
0 0 0

Substituindo Is dada por (4.28) em (4.27), resulta

L L L L L
b b b (L=
v\pZJ Ty dx—i?\p]J Ty dx—bJ |2 dx+°‘J Ty dx—p]J 2, dx
0 K Jo 0 K Jo K Jo
L L L L
+KJ (ex+W)px dx = pzj ox dx+p2J ﬁfi dxsz v, 3 dx. (4.29)
0 0 0 0

= 17

Multiplicando a equagao (4.18) por @ e integrando em (0,L), temos

L L L

ue dx = pq J fz¢ dx.

L
iAmJ e dx—K(cpx+u))<p|<%+KJ O

(@x+ )5 dx+ocj
0 0

0
Da equagao (4.17) temos que iA@ = —u—fl. Dali,

L L
J |u|f1|dx+p1J 2 dx,

L L L « [t X
—p1J Iul2 dx—p1J uf! dX-f-KJ (x+VP)pyx dx < J Iul2 dx+ —
0 0

0 0 0 Al Jo Al
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ou ainda,

L

Lo
J hul[f1] dx + p1J uf! dx+p1J 2@ dx. (4.30)
0

L
= 2
KL((PX-HP)(P dx < <p1+|}\|>J [ul dx—l—P\|

Substituindo (4.30) em I7, equagao (4.29), vem que

2

L
. bot
bL W dx < iAb (‘E—T)J Wy dx+zzj huf? dx

b L _
J [y |? dx + (p1+ )J luf dx+ — J || dx + p1j uf! dx
32 Al Al 0
L

L _
+p1J f26 dx—pZJ 1‘4(pX dx—pZJ ﬁfi dx—i—pzj vy f3 dx.
0 0 0 0

Usando-se a inequagao (3.17), concluimos que

b (- : t C
| o ax < o0 (82— 2) | s e CHUIFI+ o Wl Pl
2 Jo b «x/J Al

O semigrupo associado ao sistema de Timoshenko (2.6)—(2.9), onde o >0 e 3 =0, é exponencialmente

estavel se, e somente, se
p1_ P2

kK b
P1 P2
onde ” e 5 sao as velocidades de propagacao de onda.

Demonstragao. Somaremos todas as desigualdades dos lemas anteriores com o propésito de buscar

uma limitagao para a norma do vetor U, obteremos

Il

L L L L
o L uf? dx+ sz WP dx+ KJ o+ dx+bj sl dx

IN

||U|H||F||H+CZJ [yl dx+ = J |@x +WI* dx+ CI[U gl Flls

L
+qj el cx+ CIU Lt [Flli -+ < U Fls

A
L
LiAb (‘)Z—F")J Wy dx -+ ClIUlullFll +
K 0

C
= {Ulxl[F
o IISHETEEeS

Al

donde obtemos

L
U < irb (%_%) L Wy dx+ ClIWkllFll, para todo t > 0. (4.31)

Por hipdtese, p—K] = % Entao, exite uma constante M, positiva, tal que

lUllg < M;|F|lu, para todo t> 0.

Usando o resultado 2.1, segue a conclusao do teorema. |
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4.3 Decaimento Polinomial

Para esta segao, provaremos que a solugao do sistema (2.6)—(2.9) decai polinomialmente para zero como

também vai para infinito quando a relagao de igualdade entre as velocidades da onda nao ¢é satisfeita.

se & v %, entdo o Cp-Semigrupo associado com o sistema (4.4)—(4.4) satisfaz
K

1
S(t < —|u .
1S(E)lfu, < ﬁll ollp(a)

Além disso, essa taxa de decaimento é étima.

Demonstracao. Assumindo& #* % e usando-se a desigualdade de Young em (4.31), obtemos
K

L
Ul < Cel?\lzL [wl? dx + el Ul Iy + CIIU Il (4.32)

Da equagao (4.11), resulta
UliE < CeAPIIUglFll + el Wi + ClIU sl Fll,
para |A| > 1 suficientemente grande e ¢ — 0, vem que
IWlsr < AV

0 que é equivalente a
1T = A) Ml ) < MIAP,

entao usando o Teorema 2.1, a primeira parte do teorema estd concluida.

1/2

Provaremos agora que a taxa de decaimento t~'/< é 6tima. Para tal, vamos supor por contradicao que

existe & > 0 tal que
IAI=A) Mg <MAP®, quando [Al = oo, (4.33)

isto implica que, para todo F € H, existe C > 0 tal que

1
|)\|ﬂ||u||H < |Fll,

onde U € H é a solugdo da equacgao resolvente iALl — AUl =F. Isto é contradigdo, pois do Teorema 4.1
podemos construir sequéncias (An)neny C R, com limp_yo0 [An] =00 € (Un)neny € D(A) para (Fn)nen C H,
tais que
Ul > CIAP[Falle,
0 que implica em
1 _ _
WH(M_A) ]||g(H) > CAn! = oo, quando n — oo,

contradizendo (4.33). E o teorema esté provado. [ ]
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CONSIDERACOES FINAIS

A motivagao inicial de estudar as equagoes diferenciais parciais de vigas de Timoshenko deu-se por
conhecer mais sobre a técnica de Semigrupos. E nada melhor do que revisitar um resultado que comemora
100 anos. Vimos no presente trabalho que ao estudar as caracteristicas que envolvem o sistema nos leva a

trabalhar com espacos mais complexos.

Como o objetivo central é buscar por uma estabilidade exponencial desse sistema, desejamos que
tal controle seja feito de forma mais rapida e eficaz, ou seja, preferencialmente de ordem exponencial.
Porém, nao precisamos nos frustar pois notamos que isso ocorre apenas sob a dependéncia da relacao dos
coeficientes de propagacao da onda do sistema. E mesmo que a relagao nao seja satisfeita, ainda podemos

controlar a energia do sistema por um polinémio e, por fim, indicar uma taxa 6tima.
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