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Resumo

Neste trabalho, estudamos problemas elipticos do tipo p(z)-Kirchhoff em
espacos de Sobolev com expoente variavel. Primeiro, estudamos o problema

eliptico com dois termos nao-locais

1 1 "
—-M /—Vup(x))A U = Nu|?®) =2y [/_uq(w)] em
(Qp@:)' ) A=A Aot
u=">0 sobre 012,

onde 2 C RY é um dominio limitado suave, M : Rt — R* é uma funcio continua,
A\, 7 > 0 sdo parametros reais, p,q € C(Q) sdo funcdes cujas propriedades serdo
dadas posteriormente e Aygyu = div(|[Vu"'"™2Vu) é o p(z)-Laplaciano. Este

problema foi abordado no trabalho de Corréa e Costa [8].

O outro problema no qual estamos interessados é

— Ayt = a(x)u@=t 4 f(z,u), em €,
u =0, sobre OS2,

onde © é um dominio limitado em RY(N > 3) com fronteira suave, p € C'(Q)
com 1 < p~ < pt < N, a € C(Q) é uma funcdo nao-negativa com 1 < a~,
f:Qx[0,400) = R é uma funcao continua e a € L>*(Q2) com a(x) > 0 quase

sempre em ). Este problema foi estudado por Sousa e Tavares [33].

Em ambos os problemas, aplicamos o Teorema do Passo da Montanha e
o Principio Variacional de Ekeland. No segundo, também utilizamos sub-

supersolugao.

Palavras-chave: Expoente varidvel; Métodos variacionais; p(x)-Laplaciano;

Sub-supersolucao.
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Abstract

In this work, we study elliptic problems of p(z)-Kirchhoff type in Sobolev spaces
with variable exponent. First we study the elliptic problem with two non-local

terms

1 1 r
—-M (/ —\vu\“"”)) Ap(ayts = Au|2®) =2y U _|u‘q<x>} n Q.
o p(x) o q(z)
u=0 on 0f),

where Q@ C R¥ is a bounded smooth domain, M : RT — RT is a continuous
function, A, > 0 are real parameters, p,q € C() are functions whose properties
will be given later and Apu = div(|Vu["™ >Vu) is the p(z)-Laplacian. This
problem was approached in the work of Corréa and Costa [8].

The other problem in which we are interested is

—Ap@)u = a(a:)ua(z)*l + f(x,u), em £,
u =0, sobre 0f,

where €2 is a bounded domain in RV (N > 3) with smooth boundary, p € C'(9Q)
with 1 < p~ < pt < N, a € C(Q) is a nonnegative function with 1 < a~,
[ Q2 x[0,+00) — R is a continuous function and a € L*>(§2) with a(z) > 0
almost everywhere in ). This problem was studied by Sousa and Tavares [33].
In both problems we apply the Mountain Pass Theorem and the Ekeland
Variational Principle. In the second, we also use sub-supersolution.
Keywords: Variable exponent; Variational methods; p(x)-Laplacian; Sub-

supersolution.
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Notacoes

B : fim de uma demonstracao,

— : convergéncia forte,

— : convergéncia fraca,

|©2] : medida de Lebesgue de €2,

ut : parte positiva de u, isto é, vt = max{u, 0},
B,(0) : bola aberta de centro na origem e raio p,
0B,(0) : esfera de centro na origem e raio p,

(-, ) : produto interno usual.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos problemas elipticos do tipo p(x)-Kirchhoff em
espacos de Sobolev com expoente variavel. Problemas que envolvem o operador
p(z)-Laplaciano sdo amplamente utilizados na modelagem de problemas em
teoria da elasticidade, fluxos viscosos de fluidos nao-newtonianos e mecéanica dos
fluidos, mais precisamente, fluidos do tipo eletrorreolégicos (chamados fluidos
inteligentes). Outra aplicacao estd relacionada com processamento de imagem.
Para mais detalhes, veja Mihailescu e Radulescu [26], RuZicka [32] e suas

referéncias.

Ressaltamos que a primeira grande descoberta sobre fluidos eletrorreolégicos é
atribuida a Willis Winslow, em 1949. Tais fluidos tém a importante propriedade
de que sua viscosidade depende do campo elétrico no fluido. Ele descobriu que a
viscosidade de tais fluidos (por exemplo, polimetacrilato de litio) em um campo
elétrico é inversamente proporcional a forca do campo. O campo induz formacao
de linhas de correntes no fluido, as quais sao paralelas ao campo. Elas podem
aumentar a viscosidade tanto quanto 5 ordens de magnitude. Este fenomeno é

conhecido como o efeito Winslow.

Os espagos de Lebesgue com expoente varidavel apareceram na literatura pela
primeira vez em 1931, por meio de um artigo de Orlicz [29], que demonstrou vérios
resultados, incluindo a desigualdade de Holder, em uma discreta apresentacgao
na qual ele considerou os espacos LP*) sobre a reta real. O primeiro estudo
sistemédtico de espagos com expoente varidvel (denominados espagos modulares)
é atribuido a Nakano [28], que mencionou explicitamente no apéndice de seu
livro os espacos de Lebesgue com expoente varidvel, como um exemplo de um
espacgo mais geral que ele considera (28, p. 284]. Apesar de seu amplo interesse,

esses espacos nao alcancaram a posicao de destaque de estudos na area, como o



trabalho de Orlicz.

Uma das equagoes diferenciais mais conhecidas é a equagao estacionaria de
Kirchhoff, dada por
~M(Ju?)Au = f(z,u) em O, "
u =0, sobre  0f1,

onde f: QxR =R e M:Rt = R sdo funcdes continuas que cumprem

certas condicoes e A,y é o operador p(x)-Laplaciano. O problema ¢é estudado
1

2
no espaco de Sobolev Wy(Q2), no qual ||u|| = (/ |Vu\2dx) é a norma.
Q

A equacao original de Kirchhoff, apresentada pela primeira vez no trabalho
de Kirchhoff [21], é dada por

ou

or ~\h oL )y |on

o%u P, E [F
+
h ' 2L J,

2
0%u
dr | =— =0, 2
) -~ @
e estende a equacao classica da onda de D’Alembert, considerando os efeitos
da alteracao no comprimento da corda durante as vibracoes. Os parametros
de (2) s@o os seguintes: L é o comprimento da corda, h é a drea de sua se¢do

transversal, ¥ é o médulo de Young do material do qual a corda é feita, p é a

densidade da massa e Py é a tensao inicial. Um importante diferencial em (2) é a
2

, N Py E ["|ou .
presenca do coeficiente nao-local — + — —| dz, o qual depende da média
h 2L J, |0x
E [*|0ul? 1|oul”
Y7 i a—j: dzx e da energia cinética 5 ('9_1; em [0, L]. Diversas equagoes do tipo

Kirchhoff foram e ainda sao estudadas, especialmente apds o trabalho de Lions
[23], onde foi proposta uma abordagem de Andlise Funcional para a resolugao do

problema citado.

Um outro problema que merece destaque é o seguinte:

—Au = \f(x,u) [/ F(z, u)dx} em (),
Q
u =0, sobre 012,

t
onde F(t) = / f(s)ds e f é uma dada fungao regular.
0



A equacdo (3) foi estudada por Gomes e Sanchez [18] utilizando técnica
variacional considerando f com um determinado crescimento exponencial e 2
uma bola do RY. Eles melhoraram em seu trabalho os resultados presentes em

Bebernes e Lacey [4].

Bebernes e Talaga [5] estudam o caso particular de (3), dado por

U

e

fﬂ ev

u=20 sobre 012,

—Au=29

em €

com f(t) = F(t) = €', que é o caso estaciondrio do problema parabélico

eu

Joe
u(z,0) = ug(x) em €,
u(z,t) =0 em 02 x[0,7),

ur — Au = em Qx[0,7),

que resulta da investigacao analitica dos fenomenos associados com a ocorréncia
de bandas de cisalhamento em metais que estao sendo deformados sob altas taxas

de deformacao.

Outras motivagoes fisicas para (3) podem ser encontradas em Carrillo [6],
Gogny e Lions [17], Dolbeault [11] e suas referéncias. Os trabalhos deles
estao relacionados com o problema (3) em que p é constante e seus estudos
sao desenvolvidos no espaco de Sobolev usual. Estudos sobre existéncia e
multiplicidade de solugoes para equacoes diferenciais parciais elipticas nao-
lineares também modelam problemas que interessam a outras areas das ciéncias
bésicas, como Biologia (dinamica de populag¢do) e Quimica (fenomenos glaciais).

Com respeito a equagao de Kirchhoff, a maioria dos trabalhos trata de

problemas como

_ (4)
u=1>0 sobre 012,

onde M é o termo original de Kirchhoff da forma M (t) =a+bt,t >0, a,b > 0e

1 < p < 400 sdo constantes reais. Em Alves et al. [1] e Corréa e Figueiredo [9],

{—M(Huuip> Apu= f(z,u) em 9,

outros termos M sao considerados.



Observe que em (3) somente o termo [ [, F(z,u)]" é ndo-local, enquanto em

(4) o tinico termo nao-local é M (|[u]l} ).

A equagao (1) também é estudada por Alves et al. [1], que mostra, ainda, que

existem solugoes positivas para outros dois problemas, a saber

—M([|ul*)Au = f(z,u) em Q,
=0 sobre 02,

onde [Jull = ([, |Vu|2dx)1/2 é a norma usual em W,(Q) e M(t) > mg > 0, para
todot>0e

u=0 sobre 01,
onde l <p<(N+2)/(N—2)se N>3el<p<+4oose N=1,2.

{—M(||u||2)Au:up em (),

Outros trabalhos relevantes no estudo de equacgoes diferenciais parciais sao os

de Perera e Zhang [30] e [31], nos quais os autores estudam

—Au=XMu em
u=0 sobre 0f),

—||lulPAu = pu® em Q,
u =0 sobre  0f2.

Em seu trabalho, Lima [22] utiliza as defini¢bes de sub e supersolugao para

encontrar solucao para o problema do tipo semipositone

—Au=Af(u) em €
u=20 sobre  0f),

em que A é um parametro positivo e f : [0,00) — R é uma funcio de classe C'.
Este tipo de problema surge na flambagem de sistemas mecanicos, no design de
pontes suspensas, na combustao, nas reacoes quimicas, na astrofisica e na gestao
dos recursos naturais. De acordo com Lions [24], os problemas semipositone sao

matematicamente muito desafiadores, visto que ha muitas aplicagoes deles.

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar a existéncia de solugoes para
uma classe de problemas elipticos do tipo p(x)-Kirchhoff utilizando dois métodos
variacionais: o Principio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da

Montanha.



No capitulo 1, estudamos um problema eliptico com dois termos nao-locais, a

saber

1 1 "
-M (/ —\vuv’m) Ayt = Au] 1) =2y U —|u\q<w>} em
o p(z) o q(z)
u=20 sobre 012,

onde 2 C RY é um dominio limitado suave, M : Rt — R* é uma funcao continua,
A\, 7 > 0 sdo parametros reais, p,q € C(Q) sdo funcdes cujas propriedades serdo
dadas posteriormente e Ap,u = div(|Vu[""™*Vu) ¢ o operador p(z)-Laplaciano.
Esse problema foi abordado no trabalho de Corréa e Costa [8]. A equacao é

estudada para 3 classes diferentes de termos M.

No capitulo 2, estudamos a multiplicidade de solucoes para um problema local,

envolvendo o operador p(z)-Laplaciano, a saber

—Apyu = a(x)u@=t 4 f(z,u), em €,
u =0, sobre 012,

onde 2 é um dominio limitado em RY(N > 3) com fronteira suave, p € C1(Q)
com 1 < p~ < pt < N, a € CQ) é uma funcdo ndo-negativa com 1 < a~,
f Q2 x[0,400) — R é uma fungdo continua e a € L*() com a(x) > 0
quase sempre em §2. Esse problema foi estudado por Sousa e Tavares [33] e nele
é utilizado um método de sub-supersolucao, além dos métodos variacionais ja

citados.



Capitulo 1

Problema eliptico com dois
termos nao-locais envolvendo
p(x)-Laplaciano

Neste capitulo, vamos estudar uma classe de equagdes do tipo p(z)-
Kirchhoff, onde sao apresentados dois termos nao-locais. Utilizaremos o Principio
Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha a fim de mostrar a

existéncia de solugoes positivas.

1.1 Preliminares

Definimos o conjunto
C, (@) ={h:heC @) hx)> 1Yz},
e para cada h € C' (ﬁ) nés temos
h™ = maxh(z) e h™ = minh(x).
€N €N
Denotamos por M o conjunto das funcoes reais mensuraveis sobre 2.

Para cada p € C'y. (ﬁ), definimos o espaco generalizado de Lebesgue por

LPO (Q) = {ue M (Q) : / u(z)|"Pdz < oo}
Q
Vamos considerar o espaco LP®) (€2) com a norma de Luxemburgo, dada por

6



p(z)

ule) dx < 1}.

I

Ul = inf {u>0: /Q

O espaco generalizado de Lebesgue-Sobolev W1P®) (Q) é definido por
Wir@) (Q) = {u € LP@ (Q) : |Vu| € LP®) (Q)}
com a norma abaixo

||U'H1,p(:c) = |u|p(x) + |vu|p($)'

Podemos definir W™ (€2) como o fecho de € em W@ (Q) com respeito
a norma [ul[; ). Os espagos L@ (Q), Whr@)(Q) e Wol’p(x)(Q) sao reflexivos
e de Banach, veja Fan e Zhao [14]. Se a medida de Lebesgue de 2 é finita,

p1,p2 € C(Q) e pi(z) < pa(z), para todo = € ), entdo temos a imersao continua
Lr2@)(Q) s LP1@)(Q).

As demonstracoes das proximas duas proposi¢oes podem ser encontradas em
[12], [13] e [14].

Proposicao 1.1.1 Suponha que Q0 é um dominio suave limitado em RN e
p € C(Q) com p(x) < N para todo v € Q. Sep, € C(Q) el < pi(x) <
p*(x) (1 < py(z) < p*(2)) para x € Q, entdo hd uma imersio continua (compacta,)
Np(x)

W@ (Q) < Im@(Q), onde p* = ——L

0 ( ) ( ) N—p(x)
Proposigao 1.1.2 Seja p(u) = /|u(x)\p(w)dx. Para todo u € LP®)(Q), nds

Q

temos

~

. Parau#0, |ulpz) =X & p (%) =1.

2. |ulpey < 1(=1,>1) & pu) < 1(=1;>1).
3. Se |ulp@) > 1, entao \uli(;) < plu) < ]u\g(;).
4. Se |ulpm) < 1, entdo \u|£(+$) < plu) < ]u|§(_m).
5. kEToo U |p(z) = 0 & kgrfoo p(ug) = 0.

0 k1—1>rfoo [telp@) = +00 & kl—l>gloo plu) = Foo.

7



1.2 O problema eliptico com dois termos nao-
locais

A seguir, tal como fizeram Corréa e Costa [8], estudaremos a existéncia de

solugoes positivas para o problema eliptico com dois termos nao-locais

1 1 '
1 ([ VP ) Sy =Nl | [ a0
o p(x) o q()
u=">0 sobre 012,

(1.1)

onde 2 C RY é um dominio limitado suave, M : Rt — R* é uma funcio continua,
A e r sdo parametros reais positivos, p, ¢ € C(Q) sdo funcdes cujas propriedades
serao dadas posteriormente e A,u = div(|Vul'*Vu) é o p(x)-Laplaciano.
Observe que o problema (1.1) é uma versao generalizada do problema nao-local

(3)-

Problemas da forma apresentada em (1.1) estdao associados com o funcional

. 1 1 1 r+1
Ia(u) =M / —|Vu["Pdz | — A / —|u]"™ dz
o p(z) r+11Jgq(x)

t
para todo u € Wy () e M (t) = / M(s) ds.
0

energia

Dependendo das funcoes p e ¢, o funcional Jy é diferenciavel e sua derivada

de Fréchet é dada por

1
J(u)yv=M (/ —|Vu|p(x)dx) / IVul'“ 2 Vuvo da
Q p(z) Q

1 T
—A [/ —\Vu|q(z)dx} /]u\q(m)2uvdx,
o q(z) Q

para todos u,v € Wol’p(x)(Q).

Consideremos também o problema



1 1 "
—M /— Vu p(‘r)) Appyu = A(ut)a®)-1 [/ —(u" q(x)] em €,
u=>0 sobre 012,

(1.2)
Note que as possiveis solugoes de (1.2) s@o solugoes positivas de (1.1). Veja
Fan et al. [15] e Zhang [34].

1

Proposigao 1.2.1 O funcional Jy(u) = ]\/4\(/
o p(z)

|Vu|p(w)dx> ¢ de classe
CHWy " (@), R).

Demonstragao: J; é Gateaux-diferenciavel. Considere a funcao G : R — R
dada por G(s) = |Vu+ stVo[P™, onde u,v € WoP™(Q). Dados z € Q e
0 < |t| < 1, temos pelo Teorema do Valor Médio que existe (z,t) = £ € (0,1)

tal que
G(1) — G(0 ,
W=GO) _ g
VP p(x)
[Vut VUJva [Vl = p(z)|Vu + Vo[ !
VulP@ _ p(z) ~
[V + V?(m)t V™™ _ IVu + Vol (Vu + £6Vv) Vo.
Note que

¢ = |Vu+ V[P (Vu + Vo) Vo — [VulP *VuVe gs. em Q  (1.3)

quando t — 0.

Temos ainda que
6] < [Vu + 6V Vo] < (|Vu] + Vo) V. (1.4)

Do fato de



[Vul, [Vo] € LF(Q),
decorre que
(IVu| + [Vo @1 e LT (Q).
Pela desigualdade de Holder, podemos concluir que
(IVu| + |Vo))P@ Vo] € LHQ). (1.5)

Por (1.3)-(1.5) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos

AP _ g7
lim / Viut o) = [Vl ) / V"2V ods.
=0 Jq p(x)t Q

Usando a Regra da Cadeia, temos

— 1 ! p(z) _ p(z)
Q2 Q

p(z) =0 p(x)t

que equivale a

1
Jl(u)v=M ( / —|Vu|p(m)d:v) / IVul 2 Vuvo da,
o p(x) Q

e dal J; é Gateaux-diferencigvel.

Vamos mostrar que J!(u) é continuo em Wy *™(Q). Seja (u;) € WoP™(Q)
tal que u; — u em Wy "™ () e ¢ € Wy ™™ (Q) com ||| < 1. Assim,

Vu; — Vu em  (LP@(Q))".

Portanto, pelo Teorema de Vainberg, a menos de subsequéncia,

Vuj(xz) = Vu(z), q.s. em Q (1.6)

|Vu(z)] < g(x), q.s. em £, (1.7)

10



onde g(z) € LP@(1Q).

Por (1.6), temos que

Tome D(u) = /

(T () = T (), ¥)

Fazendo

obtemos

|Vuj(x)] = |Vu(x)], q.s. em €. (1.8)

1

IVul'“dz. Dai,
o p(z)

‘ / (|vuj|p<x>‘2vuj - |vu|p<x>—2vu) Vi dx
Q

IA

/ 1V, P92V, — Va2V [V de. (1.9)
Q

fi = [V, P92V, — [VulfP 72V, j e N,

p(z)
f; < [V PO 4 Va7 e LT, (1.10)

p(z)
de onde concluimos que f; € Lr@-1(2).

Usando a desigualdade de Holder em (1.9),

(I (ws) = T'(w), V)| < Clfjlp@) /p)-11Vpy < ClEjlp@) o -1 12|l

e portanto,

1T () = T ()| < C1jlp(a) /(e -1-

Por (1.6) e (1.8),

fi—=0q. s. em (1.11)

Por (1.7) e (1.10), segue que

fi(@) < @)t [Vu(@)" 7 g, s em Q

11



e dai

fi(@)" <27 (P + [Vu@)P@) € LNQ) q. 5. em (), (112)
p(z)
onde ¢(z) = o) -1

De (1.11) e (1.12) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos que
/ f;%(z)dx — 0 quando j — oo,
Q

de onde se tem pela Proposigao 1.1.2 que |f;|q4x) — 0 quando j — oo.

Logo,
|IT'(u;) — I'(uw)|| = 0 quando j — oo,

e assim podemos afirmar que a derivada de Gateaux I é continua, o que implica
que J; 6 de classe C* (W™ (), R). m

)\ 1 r+1
Proposigao 1.2.2 O funcional Jo(u) = | {/ ( >]u\q(z)d4 é de classe
r o q(x

CHWy "™ (Q), R).

Demonstracao: Por regras de derivagao, temos que

r+1 1 r 1 !
J/uv:)\—{/—uq(x)da:} -(/—uq(m)d:v>.
2() r+1 QQ<5U>| | QC](fB)| |

Por um processo similar ao adotado para .J;, temos que

1 !/
(/ —\u|q(w)dx) :/ |u|" 200 da.
0 q(x) Q

E dai segue que
, L@y | [, a@=2
Jy(wv =N | ——u|""dx |ul v dx.
o q(x) Q

12



Mostraremos a seguir que J} é continuo. Seja (u,) — u em Wy’ (@) (), isto é,
(un — u) = 0 em W% (). Note que, para todo ¢ € W™ (Q) com ||¢| < 1,

(= )] = M/—I( e dx] [ i = a2, = o
Q(x o a(@)—-1 dr.
2l [ ] [ =l v

(=)
Sendo |u, — u| € L@ temos que |u, — u|[!®~! € Li®-T. Pela desigualdade

[/ ra—tls dx} /|u w7 g

< (qf)r [o(un — )] [ — i [¥]

<

de Holder, segue que

T Pelas imersoes continuas de Sobolev, existe C' > 0 tal que

A A .
w p(un = )] [un =l (9]0 < 7 [o(un = w)]" Cllun —ull[¥],

Considerando que (u, — u) — 0 em WoP™(Q), temos que |ju, — ul| — 0, o
que equivale a [Vu, — Vul,,y — 0. Pela desigualdade de Poincaré, existe C' > 0

tal que

Portanto, |u, — — 0, e dai p(u, —u) — 0. Concluimos que

|p(1’

| J5(un) — Jo(u)|| — 0 quando n — oo,

Definigao 1.2.1 Uma funcio u € Wy™'™(Q) ¢ uma solugio fraca de (1.2) se

M(/L]Vu]p(x)dx> / VP2V uVo dx
o p(x) Q

=\ [/ L(u*)q(m)dyc] / (w1 de, Yo € WP (Q),
o q(z) Q

13



Teorema 1.2.1 Seja Lygy - W™ (Q) — (Wy™™(Q))* a aplicagio dada por
Ly (uw)v = / \VulP@2VuVv de, Yu,v € Wol’p(x)(Q). Entao afirmamos que
Q

1 Lyw : WP (Q) = (Wy"™(Q))* é um operador continuo, limitado e

estritamente mondtono;

2. Ly € uma aplicagao do tipo Sy, ou seja, se u, — u em Wol’p(m)(Q) e,
além disso, lim sup (Lp@)(tn) — Ly (w), u, —u) < 0, entao u, — u em

Wy P (Q);
3. Ly : Wol’p(x)(Q) — (Wol’p(x)(Q))* é um homomorfismo.

Demonstracao: Ver Fan e Zhang [13].

1.3 Resultados sobre o problema eliptico com
dois termos nao-locais

A seguir, vamos apresentar os 6 (seis) resultados obtidos em relacdo ao
problema eliptico com dois termos nao-locais apresentado na se¢ao anterior. Sao
consideradas 3 classes de termos M e sao utilizados o Teorema do Passo da
Montanha e o Principio Variacional de Ekeland.

Np(z)
B N —p(z)
para todo v € ). Além disso, assuma que existem mqg e my positivos tais que

+ _\r+1
mip () (r+1)

mo (¢7)"
problema (1.1) possui uma solu¢ao fraca para todo A > 0.

Teorema 1.3.1 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p*(z) =

mo < M(t) < mq, com eq (r+1) > p". Entao o

Demonstragao: Nosso primeiro passo é verificar que o funcional

7 L 1oy p@ A PVEN
Ja(u) =M — | Vu|"dx — ()™ dx| YA\ >0
Q Q

p(x) 41 g a(@)

satisfaz a primeira e a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Note que, para t > 0,

—~

mo < M(s) = /tmodsg/tM(s)ds:M(t) = motgl\/i(t).

14



1
Portanto, adotando ¢t = / —— |Vu|®dz,

o p(z)

— 1 1
M (/ —|Vu|p(x)dx) > mo/ ——|Vu["dz.
o p(7) o p(z)

Como p* = max p(x), segue que

€2
1
mo/ —— | Vu|Pdz > ﬂf/ IVul/“dz.
o p(x) pt Ja
Além disso, sendo ¢~ = min ¢(z), temos que
€

Por (1.13)-(1.15),

r—+1
Ta(u) > ™o / Ve~ —— [ / |u|q<m>dx] |
p* Jo (r+1)(¢7) Q

Tomando ||u]| < 1, observe que, pela Proposicao 1.1.2, item 4,

+ . +
Vo) < 1= p(Va) > [Vl = [ [VuPds > [Vl

ou seja, a menos de uma constante, temos

/ [Vul@de > |Jul”".
Q

Portanto, de (1.16) e (1.17),

r+1
myo + A / (@) :| +
I(u) > —||ul|P — u|"dx .
/\( )— p+ H H (T+ 1)(q_)7‘+1|: Q| ’

Pela imersao de Sobolev Wol’p(x)(Q) — L1®)(Q), existe C' > 0 tal que

|tlg() < Cllul,
e adotando p = ||u|| suficientemente pequeno, segue que
|ulg@@) < Cllull < Cp <1,

15
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de onde se tem
[ul,, < (Cllul)”. (1.20)

Pela Proposicao 1.1.2, item 4,
/Q|u|Q(x)dx < Jul?y). (1.21)
De (1.20) e (1.21), obtemos
/Q|u|‘1("”)dx < (Cllul)7, (1.22)
e assim,

r+1
(/ |u|q(z)dx) < (Cllulpe T+, (1.23)
Q

Substituindo ||u|| por p em (1.18) e considerando (1.23), obtemos

mo + /\ — 1
Ta(u) > —2 _ Cpq(T+),
W ey )
0 que, por sua vez, nos da
+ | Mo /\Ol —(r _pt
J,\(u) > Pt | = = THpq (r+1)—p :

pt (r+1)(g)
onde C; = 09 (1),

Sendo q(z) > 1 er > 0, temos pt < ¢ (r+1) < (¢7)" ' (r + 1). Isso implica
que nds podemos encontrar nimeros a, p tais que Jy(u) > a > 0 se |ju|| = p para
todo A > 0. Portanto, J satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da

Montanha.
Agora, tome 0 < w € Wy "™ (). Logo,

T (tw) = A?(/Q]%@thx)dx) _ r—)i\—l M ﬁ\mq(@dx} "

Para t > 1, temos tP@) < 7" ¢ ¢ < 4, Além disso,
t t P
M(s) <m; = /M(s)dsg/ mids = M(t) < myt.
0 0

Consequentemente,

]\//7(/ L\Vzﬁau\p("’:)clac) < ml/ L]szf,u]"’(%)dar:. (1.25)
o () o ()

16



Note ainda que

1 P
ml/ —— | Vitw[P®da < mlf /\Vw[p(x)dx (1.26)
o p(z) p~ Ja

/\ 1 r+1 )\ tq*(r-&-l) r+1
tw|1®q >_~ - (@) g . 1.27
Sl L] > g el 20

Entdo, por (1.24)-(1.27),

matP’ . = (r+1)
Ja(tw) < ;)7 /Q|Vw|p( Vdr — ( RS {/ w9 dm}

Considerando que ¢~ (r + 1) > p* e fazendo t — +o00, temos Jy(tw) — —oo.

Isso implica que o funcional J, cumpre a segunda geometria do Teorema do Passo
da Montanha.

Agora, mostramos que J, satisfaz a condigao Palais-Smale (ou simplesmente

(PS)), ou seja, que toda sequéncia (u,) C Wy () tal que

. N 1,
contém uma subsequéncia convergente sob a norma de Wy"” (x)(Q).

Seja (up) C Wy* (I)(Q) uma sequéncia satisfazendo (1.28). Mostraremos que
1 _\7+1
mp ()" (r+1)
— <0< -
mo (¢*)

(uy,) é limitada. Tomando 6 tal que , suponha que

Oxt llunll = Ia(un) -

9
o~ 1 1 r+1
- w(/ —|wn|p<w>dx>_ A U |un|q<m>d4
o p(x) r+1 QQ()

1 T
[/ ﬁ|unlq(1)d1} / |un|q(”‘")dx. (1.29)
o 9\r Q

Observe que, como M (t) > mgt e p™ > 1,

_ 1 1
M (/ —|Vun|p(x)dm> > mo/ —— |V, PP dz > @/ |V, [P@d.
o P(2) o P(2) p* Jo
(1.30)

+
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Como my > M(t),

1

M (/QM|Vun|p(m)dx> <my. (1.31)

Podemos, ainda, afirmar que

A 1 @ r+1 \ . -
n q\z d < . q(x d 132
r+1 M q(fﬂ)‘u | 4 ~(r+1) (gt UQ o 'r] (1.32)

A %|un\qwd:cr 019 d| > 2 | [ a1 " s
a q(v) Q (¢")" Lo

Por (1.29)-(1.33), segue que

r+1
mo A
O+ |lun|| > —/ Vi, [P de — [/ Up, q(‘”)d:cl
a el pr Q| | (r+1)(g )+ Q‘ |

1 (@) A W, N
— = |m Vu, [P dx — /unqxdx)
5 | [ 19 (W(Qr |

_ (@_2) V[P
Q

My e L] T o

Os ultimos termos a direita sao positivos, pois

+
m
1P <0 = mpt<myld = —<—
mo 0 p+

0(qh)" < (¢7) ™ (r+1).

Portanto, de (1.34) obtemos

mo

Oy + |un|| > (p—+ - %) / |V, |P@) da. (1.35)
Q

Para ||u,|| > 1, note que, raciocinando como em (1.17) e utilizando a Proposicao
1.1.2, item 3,

Vitnlpe) > 1= p(Vg) > [Vun [, = /Q VP > (Va7

18



isto é, a menos de uma constante,

/ |V, [P@dz > ||u, [P (1.36)
Q

Se (uy) ¢é ilimitada em W,” (x)(Q), nés podemos supor, passando a uma

subsequéncia, se necessario, que |[u,| > 1 e tendo em vista (1.35) e (1.36),

mo my

Ot 2 (22 = 70 )

um absurdo, pois p~ > 1. Portanto, (u,) é limitada. Sendo VVO1 P (I)(Q) um espaco

de Banach reflexivo, existe uma subsequéncia, também denotada por (u,), tal que
Up — u em Wol’p(m)(Q).
De
J3(u,) — 0,

segue que
T () —u) = M ( / qunyp(z)dx) / IVt P20,V (w1, — 1)
Q p(m) Q

1 T
- A [/ —|Un|Q($)dw] / | |7 200, (1, — ) dz — 0.
o q(z) Q
(1.37)

Temos ¢(x) < p*(z), para todo z € (Q2). Logo, ng’q(m)(Q) estd compactamente
imerso em L7 (Q). Levando em consideracio este fato e a desigualdade de

Holder, temos

/ |un\qu’)_2un(un —u)dx
Q

< /Q | " up—uldz < Clunlg) /g1t — ]y,

Como consequéncia da imersao de Wol’q(x)(Q) em L@ (Q), (u,) converge forte

para u em L1 (). Portanto, / || 72, (1, — ) dz — 0.
Q

Por outro lado, ha constantes positivas ¢; e ¢ tais que

1
o < / —— |V, |1® < .
o q(z)

Isso implica que

1 T
A [/ —\un|q(x)dx1 / || 72, (w, — ) dz — 0.
0 q(z) Q
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De (1.37), obtemos
Ly (u) (un — u) = / V[P )2V uV (u, — u) dx — 0, (1.38)
Q

uma vez que existem constantes positivas by, by tais que

1
by <M (/ —|Vun|p(x)dx) < by.
o ()

Consequentemente,
<Lp(x) (un) - Lp(:c)(u)7 Up — U> — 0.

Temos, pelo Teorema 1.2.1, que u, — u em W,” (x)(Q). Assim, o funcional
J) satisfaz as geometrias do Passo da Montanha e, além disso, também satisfaz

a condicao (PS). Portanto, o problema (1.1) possui solugao fraca. u

Np(x)
B N —p(z)
para todo x € ). Além disso, assuma que existe 0 < mq tal que mo < M(t) < m;.

Teorema 1.3.2 Suponha que 1 < p(z) < N com 1 < q(z) < p*(z) =

Seq (r+1) < p~, entao existe \* > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solugao
positiva uy para cada X € (0, \*).

Demonstragao: Seguindo as ideias de Mihailescu e Radulescu [27],

utilizaremos o Principio Variacional de Ekeland. Por (1.18), temos

r+1

my + A / @) :|+

I(uw) > —|ul|lP — ul"dx ,
>\( )—p+ H H (T+1)(q_)r+1|:ﬂ|’

e para ||ul| = p suficientemente pequeno e considerando (1.23),

m A —(r
Ii(u) = p—fHUHp+ T (Cllafy Y,
e daf, sendo C, = C¢ (1)
=g (r+1) \C'
> o) | 0P _ ! >a> *
Ia(u) >p o ) >a>0,8e 0< A<
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para algum \* > 0. Dai, para todo A € (0, \*),

inf Jy > 0. (1.39)
9B, (0)

Aqui, o parametro A desempenha um papel crucial.

Por hipétese, ¢ (r + 1) < p~. Sendo assim, existe ¢ > 0 tal que

¢ (r+1)+e(r+1) <p . Jaqueqe C(N), existe um conjunto aberto Qy C €2
tal que |q(z) — q7| < € para todo x € €. Dali,

lg(x) —q | <e & —e<q(x)—q <e =
= (¢(z)—q¢ )(r+1) <e(r+1)=
= q@)r+1)<qg (r+1)+e(r+1)<p, VoeQy. (1.40)

Agora, seja ¢ € C5°(2) de modo que supp ¢ D Qp, ¢(z) = 1 para todo = €
e < ¢ <1em () Tomando um ¢ suficientemente pequeno, em particular

t € (0,1), temos tp € B,(0). Note que

Ia(to) = 1\7(/Q I%thp(’”)dx) - i : UQ q(i:) |t¢|q(””)dx] m. (1.41)

Pela mesma ideia de (1.13), temos que

— 1 1
M ( / —|Vtgz5\p(’”)dx> < my / —— |Vt P@ . (1.42)
o p(z) o ()
_ 1 1
Como t € (0,1), segue que t*@) < P E sabendo que —— < —, temos
p(z) ~ p~
1 P
m / — |Vt @iy < 2 / Vo | dz. (1.43)
Q Q

p(x) P~
1 1

<
(gF)t ~ q(x
entao tq7 (r4+1)+eo(r+1) S tq(x)(T-f—l)' Assim’

Temos que . Além disso, se q(z)(r+1) < g (r+1)+¢e(r+1),

r+1 g~ (r+1)+eo(r+1)
r+1 o q(x) (r+1)(g")*!

Portanto, de (1.41)-(1.44), obtemos

r+1
{ |¢|Q(I)dx} . (1.44)
Qo

)\tq’(r—i-l)—f—eo(r—&—l)
D)

p— r+1
hito) < ™ [ 9o { |¢|q<$>da:} .
p Q Qo
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Tendo em vista que / IVoP@de > 0 e tr7 < t9 tD+ol+1) para ¢ € (0,1),
Q

ocorre que

J)\(t¢) <0

Como para todo u € B,(0) ndés temos

AC -
J > |yl — q (7“+1)’
A(u) - p+ HUH (7, + 1)(q_>r+1 H H
segue que
—o0 < ¢:= inf J, <0. (1.45)

B,(0)

Por (1.39) e (1.45), sabemos que afi3n{o) Iy — ]3in(£) Jx > 0. Entao, escolhemos
0<e< agl(f 0 Iy — Bln(f) Jy. Aplicando o Principio Variacional de Ekeland para o

funcional Jy : B,(0) — R, encontramos u, € B,(0) tal que

Ia(ue) < inf Jy +ee Jy(ue) < Ja(u) + €||lu — ue||, v # ue.
B, (0)

Raciocinando como em [27], obtemos uma sequéncia (w,) C B,(0) tal que

I(wy) = ¢ e Ji(w,) — 0.

Ja que q(z) < p*(z) e J, satisfaz a condi¢do (PS), nds temos uma
subsequéncia, ainda representada por (w,), e um elemento w € I/V1 #(@) (Q) tais
que w, — w e Jy(w) = ¢ < 0. Pelo Corolario 1 do apéndice, J(w) = 0, e assim

concluimos que w é uma solugao fraca nao-trivial para o problema (1.1). [ ]

Np(w)

B N —p(x)
para todo x € ). Além disso, assuma que M(t) = at + b, onde a > 0, b >0e
207 _ (r+1)(g)™"
— < + r
p (")
possui uma solucao fraca positiva para todo A > 0.

Teorema 1.3.3 Suponha que 1 < p(z) < N com 1 < q(z) < p*(z) =

t > 0. Se q (r+1) > 2p*, entdo o problema (1.1)

Demonstracao: Sendo M(t) = a + bt, é imediato que
2

bt
M(s)ds = at + -
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Dali,

) = M < / |Vu|px)d:c) r—l—l{ (1x)(u+)q(:”)d:cy+1
b
T3

1 2
[ — Vu|p(””)dm}

(z)
A 1
— 1.4
r+1 / ) } (1.46)
1 1
Observe que, como — < ——, temos
pt T px)’
1
a | —|VulP®dx > —/ VulP@d 1.47
P )I | [Vl (1.47)
© 2 2
b / 1 b
— —1Vu p(“”)dx} > — [/ Vu p(’”)dx] ) 1.48
s L 2 oV (1.48)

1 < 1
q(x)r+1 = (g-)

Por (1.46)-(1.49), temos

INO /\vu|p dot o V Vs dx]

- U '“'Q(x)d‘”] N

Por (1.17), para [jul| < 1,

Além disso, sendo ocorre que

b u pt A uq(w) . r+1
- 2<p+)2H I (r+ 1)(g ) {/ﬂ’ |1 d 1 . (1.50)

r+1
[ / |u|q<l‘>dx] < (Clul) D,

Dai, substituindo ||u|| por p e retomando (1.50),

Ja(u) >

a +
Ia(u) = EHUHP

Por (1.23),

a
t

b _ ACy g~ (r+1)
PE gy

e ja que ¢~ (r + 1) > 2p*, encontramos nimeros J, p tais que

+
™™ + [
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Jy>0>0se ||u]| =p, YA > 0.

e assim .J, satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, tome 0 < w € W)™ (Q). E claro que
Jr(tw) = a/ L\Vtw\p(”‘”)clarz +9 {/ L|Vtw|f"(’c)d.7c}2
o () 2 Jap(z)

)\ 1 r+1
- {/ ]tw\qw)d:ﬁ} :
r+1[Jqq(z)

Para t > 1, segue que t(x) < t?" e t¢ < t9) Dalf,

th + 2
Ja(tw) < /ywv’(w da:+2( {/Q|Vw|p<@dx]

)?

/\tq (r+1)
C(r+1)(gt) [/ el dx]

Como ¢ (r+ 1) > 2p*, temos Jy(tw) — —oo quando ¢ — +o0. Concluimos

que Jy satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Resta-nos provar que J, satisfaz a condicao (PS). Seja (u,) C Wol’p(x)(Q) uma
sequencia tal que
In(uy,) = Cy e Jy(uy) — 0.
Portanto, tomando
207 _ 5 rE D)™
P (g*)"

suponha que

1. 1 )
Cx + unll > Ja(un) — EJ/\(un)un = a/Q m|vun|p( )d

3 L qunP(f)dxr - | vl T 5 [ 10
2 [Japl(x) r+1 | Joq(2)

— [ —|Vu, p(’”)dx/ Vu,[P@dr + = {/ — |u, q(r)dx] / 0, |9 4
A A e Ty A

(1.52)
1 1 1
Sabendo que — < —— < —, temos
pt T op(x) T pT
1 (@) a (@)
a | —|Vu,|""dx > — [ |Vu,|['*dz, (1.53)
o p(x) pt Ja
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5|/ irw<w>dxr> = |Vunrp<f>dxr. (1.54)
2 [Jap() —20p%)? La

b [ 1 b ?
—/ —|Vun|p(x)da:/ |V, |P@dr < — {/ ]Vun\p(x)das] : (1.55)
0 Jo p(z) 0 op~ Lo
) 1 1
Temos também que — < —— < —. Logo,
(@) T

A 1 ) r+1 \ . .
n ) g < . a() g 1.56
r+1 M q(x)‘u | 4 ~(r+1)(g)H UQ o 'r] (1.56)

A /L|u 19@) e 7"/ |1, |99 dz > A /|u |9@) e TH. (1.57)
0 LJag(z) " a “0(gt) Lo "

Por (1.52)-(1.57), temos

a

e g ()
il = (£-5) [vupe

+ (aorp ) [ o]

Os termos a direita sao positivos, pois

pt <,

2(p™)?
=

<0 = 20p"N)?*<op

0(q")" < (r+1)(¢g7)*

Portanto, de (1.58), temos

a a b b 2
(8 _¢@ p(a) b b / @) gy |

Ci + [Junl| > <p+ 0)/Q|Vun| dr + <2(p+)2 ep—) { [V dx]
(1.59)

Agora, suponha que (u,) é ilimitada em W,” (x)(Q). Passando a uma

subsequéncia, se necessario, temos que |lu,|| > 1 e considerando (1.36) e (1.59)

a a _ b b _
> (= _Z P _ 2p
CA+HunI\_(p+ e)HunH +(2(p+)2 e(p_>2)\run\| ,
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um absurdo, pois p~ > 1. Consequentemente, (u,) ¢ limitada em Wy (Q), e
assim existe uma subsequéncia, também denotada por (u,), tal que u, — u em
WP (Q). De Jy(u,) — 0, temos

1
Iy (up) (uy —u) = (a + b/Q m|Vun]p($)dx> Ly(@yun (ty — u)

— A[/(—mnrf dx] /|un|q<w Uy, — u) dz — 0.

Pela demonstracao do Teorema 1.3.1, segue que

1 T
A {/ —|un|‘I(z)dx} / | | 9200, (1, — ) dz — 0
0 q(7) Q

. .. 1
e existem constantes positivas c¢; e co de modo que ¢; < / —|Vun]p(x) <cye

o ()
Ly (tn) (ty, — u) = /Q |V, [P ~2Vu, V (u, — u)dz — 0.
Além disso,
Ly (u)(un — u) = /Q \VulP@=2VuV (u, —u)dz — 0.
Consequentemente,

(Lp(z)(un) — Ly (w), up —u) — 0,

o que significa, pelo Teorema 1.2.1, que u,, — u em W, P x)(Q) Dai, J, satisfaz a
condicao (PS) e, assim, pelo Teorema do Passo da Montanha, o problema (1.1)

possui uma solucao fraca positiva para todo A > 0. ]

Np(z)
B N —p(z)
para todo x € Q e M(t) =a+bt, ondea>0,b>0et>0. Seq (r+1)<p,
entdo existe \* > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solugdo positiva uy para

cada A € (0, \*).

Teorema 1.3.4 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p*(z) =

Demonstragao: Por (1.51), quando |jul| < 1,

T A BT
2(pt)? (r+1)(g)+!

Vamos mostrar que, para ||u|| = p suficientemente pequeno,

a

el ~(r+1)
pt '

+
ul* —

Ja(u) >

lulP” +
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Ja(u) > >0, se 0 <<\,

onde
L [ D)l T (4 1) () () )
B Cipt 7 2C,(p*)? '
1 1) (g~ )+ pt—g~ (r+1)
Com efeito, observe que se \* = —(T +Dg)™ alp) , e supondo
A = \*, enta ’ it
que A = \*, entao
a + b + A _
J > Py 2p™ _ C g (r+1) _
) 2 Sl + sl — e (Clul)
b L D) G () )
pt 2(p*)? 3 (r+1)(g7)Cip*
R TSR V1) el e
pt 2(p*)? 3 pr
. b 2p+ a + 1 a +
~o(p)2’ L P
b ot 1 a .+ b It 2a .+
=’ T (1 - 3) 7 St Tapes >0 (160
1 (o= )y p)2p"—a (r+1)
Por outro lado, se \* = 3 (r+1)(q 2)01 (p<f))2 , e supondo que A = \*,
entao
a + b + A —
J > AN 2pt C g (r+1) _
) 2 Sl gl — o ()
L B A Gl 1)(g7)"+b(p)" ~0 Dy (p)r Y
" T T3 (r + 1)(g7) 122G (" )2 -
_ ipzﬁ N b o 1b(p)zpﬁq‘(wl)(p)q‘(r+1) _
pt 2(p™)? 6 (p+)?
_ a4t b 2pt 1 b 2pt
T s
a + 1 1 b 2p+ a + 1 b 2p+
_“ Z_Z = - > 0. 1.61
p+pp i (2 6) )" p+pp T3pre’ (161)

Além disso, retomando (1.51), note que ¢~ (r +1) < p~ < 2p* e |Jul| < 1.
Portanto, por (1.60) e (1.61),
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Ja(u) >0 >0, se 0< <N\,

o que nos da

inf Jy, > 0.
9B,(0)

Seja ¢ € C°(Q) tal que supp ¢ D Qp, ¢(x) =1 paratodo z € Qe 0 < ¢ < 1
em 2. Observe que para t € (0,1) suficientemente pequeno, temos t¢p € B,(0) e
Jr(tp) < 0. Com efeito, é imediato que

DR S e 9{ IR
JA(tqb)—a/Qp(x)|Vt¢| cl:c+2/Q |Vitp|P'*™ dx

p(x)

)\ 1 7‘+1
— Vip|1®d : 1.62
[y et (162

. 1 1 ,

Como t € (0,1), temos tP~ > t?(*) ¢ — > — . Dali, segue que
p~ — p(x)
a/ |Vt @ dr < T / V[P (1.63)
o p(x)

[ merea] i [ es] < o]
Ql/ﬂp(x)mmp o S2(19‘)2 /QWW e S2(19‘)2 /Q|v¢|” Elf64>

De acordo com (1.40) na demonstragao do Teorema 1.3.2, existe €y > 0 tal
que q(z )(r+ )<qg (r+1)+e(r+1)<p,VzeQyC Q. Sabendo também que
1
qt S (z)’

o r+1 A 4 (r+l)teo(r+1) +1

x > q

{ |Vt(b| dl} e — (g [/ Vo da:] .
(1.65)

Por (1.62)-(1.65),

A (td) <—/ IVo|P@ dac+ U |V |P®) dm]

At (r+1)+eo(r+1) .
T+l (gh) U Vol )dx}
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Portanto, tendo em vista que / |Vo[P@da > 0, segue que
Q
J)\(t(lﬁ) <0

Ja que para todo u € B,(0) nds temos

ACy

el

Pt

" o
Y

Ja(u) >

lul”” +

b
2(p*)?
Segue que

—oo < c:= inf J, <0.
B,(0)

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland para o funcional Jy : B,(0) — R

e raciocinando como em [27], temos (w,) C B,(0) tal que
Iz(wyp) = ¢ e Ji(w,) — 0.

Portanto, pela mesma ideia do Teorema 1.3.2, concluimos que w = lim w,
n——+00

é uma solucao fraca nao-trivial para o problema (1.1). |

- +\a —\r+1 1
para todo v € Q. Seja M(t) = t* tal que alp’) < )T+l e

(p=)~t (qh)r

g (r+1)>ap™ > ap > 1. Entao o problema (1.1) possui uma solu¢ao fraca

positiva para todo A > 0.

Demonstragao: Utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha. Observe

t alt o e o
M(t) = / s* s = {S—} _B_r t—
0

« 0 « « «

que

'B

para todo A > 0.
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Note que L < L e L < L Logo
qué —«— >~ —— € ——~ >~ — )
pt T oplx)  qlz) T g
1 1 @ 1 o
1 = |Vu W)dx} > { / Vu p(x)dx} 1.67
«Q [ QP($)| | a(p™)> Q| | ( )

Por (1.66)-(1.68), segue que

1+>a {/QWu]p(’E)dxr— (r—i—l S [/ \u|qr>dx] " 6o

Supondo ||ul] < 1, por (1.69) e pelas desigualdades (1.17) e (1.23), obtemos

J)\(U) Z

1 + A 7“+1)

) 2 el — e

(1.70)

De maneira similar a adotada no Teorema 1.3.1, tomando ||u|| = p em (1.70),

1 + ACY _
Ty (u) > per - p? ),
T L S PO o
0 que por sua vez nos da
+ 1 ACy a (r+1)—ap®

Ia(u) = p™

alpt) D)

Sendo ¢~ (r + 1) > ap™, encontramos nimeros positivos a, p tais que
Ja(u) > a > 0 se ||ul]| = p e para todo A > 0.

Agora, seja 0 < w € Wol’p(m)(ﬂ). Veja que

I(tw) = M(/{)}%Wtwp(z)dx) B [/Q = e ]rﬂ
B é{/mﬁ’ww@d] qu [teo] 7 a:y+1.(1.71)

1
Assumindo ¢ > 1, observe que tP@) < e —— < T Dai,
p(x) ~ p
1 1 @ tort
— [/ —\Vtw|p(x)dx} < —_/ IVw[P®dz. (1.72)
a | Jo p(x) a(p™)* Jo
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Veja também que 19 < 19(*) ¢

1 r—+1
A [/ |tw|qmdx} 2
r+11/Jqq(x)

Por (1.71)—(1.73), segue que

At (r+1) +1
Ix(tw /|Vw|p dr — Y s (/ |w|? dx) :

e sendo ¢~ (r + 1) > ozp*, temos que Jy(tw) — —oo quando t — +o00, de onde

q\x
A tq (r+1) +1
oIV

concluimos que Jy satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.

Afirmamos que Jy satisfaz a condi¢ao (PS). De fato, seja (u,) C Wol’p(
uma sequencia tal que

(@)

In(un) = Cy e Jy(u,) — 0.

o) _,_ (a1

Tomando , suponhamos que
(p=)et (¢)r

1 1 1 o
Ch+ |Junll > Ja(un) — 5];\(un)un - - [/Q D) |Vun|p(z)dx}

)\ / 1 r+1 )\ 1 r
- Up, Q(x)dx} + = {/ Up |? x)dx] / U, |1 d
7""1{9(1(35)' | 0 QQ<>’ | Q‘ |
1 1 a—1 (w
Q
1 1 1
De — < —— < —, decorre que
pt T p(z) T po
1 1 “ 1 @
- { / —|vun|p<w>dx] > { / \Vun|p(x)dx} (1.75)
a |Jo p(x) apt)* /o

a—1
1 {/ L‘Vun’p(x)dxl / ]Vun\p(l”)dx < {/ IV, ‘P(az dx}
0 LJap(x) Q

(1.76)

, segue que

)\ 1 () r+1 )\ () r+1
—|u,|*"'"d < T d 1.77
r+1{4qwﬂ“ w} _(TV“@+D[LMM 4 (L.77)
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A / 1 "
Z —|u, Q(z)dxl / un,|1® dx >
0 [ Q Q(l’)l | Q’ | 0

A r+1
o UQ yun]q@)dx] (1.78)
Por (1.74)-(1.78), ocorre que

Gt el 2 <a<p1+>a‘e<p1>al) U ’V““‘p(x)d‘”r

onde os termos a direita sao positivos, pois

a(pt)”

(p)~t

<0 = alphH)*< 9(10_)0‘_1

0(qh)" < (¢7) " (r+1).

Portanto, de (1.79), obtemos

Agora, suponha que (u,) é ilimitada. Passando a uma subsequéncia, se

necessario, tomamos |Ju,| > 1 e (1.36) e (1.80) nos dao

1 1 _
O + Uy, Z( - ) Un, P )
sl 2 (505~ gy ) Il

que é absurdo, uma vez que ap~ > 1. Consequentemente, (u,) é limitada em

1, . . . . .
Wy* @) (Q), que é um espaco de Banach reflexivo. Assim, existe uma subsequéncia,

ainda denotada por (u,), tal que u, — u em W’ x)(Q)

De J}(u,) — 0, nds temos
1 a—1
B =) = | [ e L~ 0

1
- A{/(—]unlq dm} /|un|‘I(’” Up — u) dx — 0.
)

Pelo apresentado na demonstracao do Teorema 1.3.1,

1 T
A [/ —\un\q(x)da:} / | | 7204, (10, — 1) dz — 0
o q(x) Q
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e ha constantes positivas b; e by tais que b; < /

1
—— |V, |P®dx < by e
o p(x)

Ly (un) (un — u) = / |Vun\p(x)72vunV(un —u) — 0.
Q
Além disso,
Ly 1)t — ) = [ [Vl 290, — ) 0.
Q

Por consequeéncia,

<Lp($) (Un) — Ly (u), up —u) — 0.

Concluimos que, pelo Teorema 1.2.1, u,, — u em Wol’p(x)(Q). Logo, J) satisfaz
a condicao (PS) e, pelo Teorema do Passo da Montanha, o problema (1.1) possui
uma solucao fraca positiva para A > 0. [ |
Np(z)

N — p(z)
para todo x € Q. Seja M(t) =t*"1. Se ¢~ (r +1) < ap™, entdo existe \* > 0 tal

Teorema 1.3.6 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p*(z) =

que o problema (1.1) possui uma solu¢ao positiva uy para cada A € (0, \*).

Demonstragao: Vamos aplicar o Principio Variacional de Ekeland. Note

que se |ju]] < 1, entdo temos, por (1.17) e (1.23),

a r+1
[/ \Vu\p(x)dx] > HuHap+ o [/ ‘u’q(x)dl} < C”qu’(H—l)
Q Q

1 1 1 1
Além disso, — < —( ) e —< ) < —. Por estas desigualdades, segue que
1 1 o 1
a U |V“|p(w)d4 > ol (1.81)
@ LJa pla) a(p*)
’ +1
A 1 +yq(z) }T A _
R Cllafye Y 1.82
A1 ] i (152

Por (1.81) e (1.82), ocorre que

o = [ ] -2 ]

e ESVrREE

||u||ozp+ _ |q‘(r+1)_

Substituindo ||u|| por p e colocando p? Y em evidéncia, obtemos
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)\Ol
(r+1)(g) !

Ja(u) > p? (r+D) poPt (1) >6>0,50 <)<\,

- a(pt)e
para algum \* > 0. Desta forma, para A € (0, \*), temos

inf Jy, > 0.
9B,(0)

Da mesma maneira que foi feito na demonstracao do Teorema 1.3.2, dado
€0 > 0, existe Qy C  tal que |¢(z) —q~| < €, para todo x € §)y. Analogamente a
(1.40), g(x)(r+1) < ¢ (r+1)+€y(r+1) < ap™, ouainda, q(z) < g~ +e€g, YV € Q.
Seja ¢ € C°(9Q) tal que supp ¢ D Qp, ¢(x) =1 paratodo z € Qe 0 < ¢ < 1
em (). Para ¢ suficientemente pequeno, ¢t € (0, 1), temos t¢ € B,(0). E claro que

_ L @ r_ A { L @) TH
Ta(t6) au}p(@\vw\ do| - /Qq(x)|t¢| il . (1.83)

_ 1 1
Como t € (0,1), temos @ < . Além disso, (@) < —. Destas
p\T p
desigualdades, segue que
1 1 e “
- { / —|Vt¢|p($)dx} < —— { / |ng|p(””)dx} . (1.84)
a /o p(x) alp)* L/a
g~ ~ q(x)

A 1 r+1 Nt (r+1)+eo(r+1) +1
/ tp|"Pda| > / |p4(®) a| (1.85)
o q(x)

r4+1 r+1 (gT)+1

Por (1.83)-(1.85),
top” o A 4 “(r+1)+eo(r+1) +1
nto) < s | [ 1voras]| - St | [ o dx} .

Sabendo que / IVo|P@de > 0e qlx)r+1) <qg (r+1)+e(r+1) <ap,
Q
segue que J(t¢) - —oo se t — +o00. Logo, J(t¢p) < 0.

Ja que para todo u € B,(0) nés temos

1 AC' .
— uflor” — — — [lu Y,
apt)e (r+1)(g)

J,\(u) Z
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resulta que

—oo < c:= inf J, < 0.
B,(0)

Aplicando o Principio Variacional de Ekeland para o funcional Jy : B,(0) = R e

raciocinando como em [27], temos que existe uma sequéncia (w,,) tal que
Ja(w,) = ¢ e Ji(w,) — 0.

Desta forma, temos de maneira analoga ao demonstrado no Teorema 1.3.2 que

w = lir+n w,, é uma solugao nao-trivial para o problema (1.1). n
n—-+0oo
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Capitulo 2

Solucoes para uma classe de
problemas envolvendo
p(z)-Laplaciano via
sub-supersolucao

Neste capitulo estudaremos existéncia de solucao para uma classe de problemas
envolvendo expoentes variaveis, os quais também foram estudados por Sousa e
Tavares [33]. Os argumentos sao baseados em sub-supersolugoes e estimativas

apropriadas em L* no contexto dos espacos com expoentes variaveis.

2.1 Resultados preliminares

Teorema 2.1.1 Sejam E um espaco de Hilbert ou Banach reflexivo e ¢ : E — R
um funcional fracamente semicontinuo inferiormente e coercivo. Entao ¢ €

limitado inferiormente e existe ug € E tal que ¢(ug) = in}fE o(u).
ue
Demonstragao: Ver [16].

Lema 2.1.1 (principio de comparacio): Sejam u,v € WY@ (Q) e uma
aplicagio A + WY@ (Q) — (WiP“(Q))* de modo que Au — Av > 0 em
(WP (Q)* e p(z) = minfu(z) — v(z),0}. Se o € WiP™(Q), isto é, u > v

sobre 02, entdo u > v quase sempre em €.
Demonstragao: Ver [15].
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Definigdo 2.1.1 Um par de fungées (u,w@) € W™ (Q) x Wy ™™ (Q) ¢ um par
<

sub-supersolugdo para (2.1) se u,uw € L*(Q),0 < u(z) < u(x) quase sempre em

Q e as desigualdades

/ |VulP 2 VuVep de < / a(x)u™ D~ dr + / (@, u)p dx
Q Q Q

/|Vﬂ\p<x)_2Vngodx2/a(a:)ﬂ“(”)_lgodx—l—/f(a:,ﬂ)godx
0 0 0

ocorrem para todo p € Wol’p(m)(Q) com p(x) > 0 quase sempre em (2.

2.2 O problema principal
Nos estamos interessados no seguinte problema

_ — a(z)—1
{ AP(I)U CL(I)U + f(I7 U), e€m Q7 (21)

u =0, sobre OS2,

onde © ¢ um dominio limitado em RY(N > 3) com fronteira suave, —A,u =
—div(|Vu|P®=2Vu) é o operador p(z)—Laplaciano, p € C*(Q) com 1 < p~ <
pt < N, ¢~ :=ess infoq e g7 := ess supgq para uma funcio ¢ € L=(Q), a € C(Q)
¢ uma fungao nao-negativa com 1 < o=, f : Q x [0,400) — R é uma funcao
continua e

(H) a € L**(Q) com a(x) > 0 quase sempre em 2;

(f1) Existe 6 > 0 tal que f(x,t) > (1—t*@~1)q(x), para todo 0 < t < § quase
sempre em ;

(f2) Existe r € L>®(Q) tal que 1 < v~ e |f(x,t)| < a(z)(1 + [t]"®~1), para
todo t > 0, quase sempre em (2;

(f3) Temos que o~ > 1,a™,r" < (p*)” com at < p~ ou p* < a~ e existem

to >0e 6> p" tais que
0 <OF(x,t) < f(x,t)t quase sempre em 2 para todo ¢t > 0.
Definigao 2.2.1 u € Wol’p(x)(Q) ¢ uma solugao fraca de (2.1) se
/Q\VUP’(I)_QVUV@ dr = /Qa(x)ua(x)_lgo d:z:+/9f(x,u)<p dx
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para todo @ € W™ ().

Teorema 2.2.1 Suponha que (H),(f1) e (f2) ocorrem. Entdo o problema (2.1)

tem uma solugdo para ||al|« suficientemente pequena.

Teorema 2.2.2 Suponha que (H), (f1) — (f3) ocorrem. Entdo o problema (2.1)

possui duas solugoes para ||a||« suficientemente pequena.

2.3 Resultados auxiliares

Lema 2.3.1 Assuma que ¢ : [0,00) — [0,00) € uma fun¢ao ndo-crescente tal

B
que se h > k > kg, para algum o > 0,5 > 1, ocorre que ¢(h) < % Entao

(ko +d) =0, onde d* = CQ%gb(ko)ﬁ_l e C' € uma constante positiva.

Demonstragao: Inicialmente, considere a sequéncia (k), onde

d
/{;s:k’0+d—§.

Note que, fazendo h = ks 1 e k = ks,

2
h—k:<ko+d—i)—(l€0+d—i):i d _ 2 d _ d

9s+1 2s 2s - 9s+1 2s+1 9s+1 25+1'

C6(k))"
(h = k)
Clolh,)’ _ C2+D(o(ky)°

d \* de
2s+1

Por hipétese, ¢p(h) < Substituindo h e k por ks 1 e kg, obtemos

(2.2)

=
e
N
A

(2.3)

i 2_’5# 9
e
onde p = m Para o caso s = 0, é imediato. Agora, suponhamos que (2.3)

ocorre e mostremos que também vale para s + 1. Elevando os dois lados de (2.3)

a [3, obtemos

(6(ko))”

(Qb(ks:))ﬂ < =T (2.4)
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Por (2.2) e (2.4), segue que

€2 (g(k))* _ €27 (9(ky))’

¢(k5+1) < de — de 92—-sfu

Substituindo d* por C2%¢(/€0)5_17

sy < G2 @) €2 (o)) 2 ok)
- de 2—sPu 02%(5(]{50)’6_1 2—sBu 2%*&5’#
Substituindo p por =5 e efetuando as operagoes com os expoentes de 2 em
(2.5),
af Q B af Q
(S+1)a_<ﬁ—1_sl—ﬁﬂ> = (s+1)a ﬁ—1+81—6ﬁ
_ (s+1)(8—1a—apf —sap
-1
_ sfa—sa+ fa—a—af —saf
= 51
= (s+1a
= o1
(s +1)a
= T 3
= (s+1)p.
Portanto, de (2.5), obtemos
; Pk
O(kss1) < 267 g(ko) = 2((34:]1))#' (2.6)

Como 8 > 1, temos u negativo, e consequentemente —2(s + 1)u é positivo.

Assim, fazendo s — oo em (2.6), tem-se

¢(ko +d) < 0.
Como ¢ é nao-negativa por hipétese, segue que ¢(ko + d) = 0. [
Utilizaremos o Lema 2.3.1 na demonstracao do préximo lema. Além disso,

N
definimos a funcao p*(x), dada por p*(z) = Np—(a?) se p(x) < N e p*(z) = o0

se p(x) > N.
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Lema 2.3.2 Seja u € Wol’p(z)(Q) uma solucdo para o problema

—Apyu=f em @7)
u=0 sobre 09,
onde f € L'™(Q) com r~ > *(]i) —. Entao u € L com
()~ —p
1 1
ulloe < ClQ maz (| fIl7 " A7}
onde | - | denota a medida de Lebesgue e v,C sdo constantes que ndo dependem

de u.
Demonstracgao: Definindo
wy, = sign(u)(ju| — k)", k>0,

observe que wy, € Wy ™ (Q). Além disso, em A(k) = {z € Q : |u(z)| > k}, temos

que Ou = awk. Com efeito, se u > 0, entao
ou 8wk
= —k)y=wu—-k) = = .
wn = (jul =) = (= k) = 5= = 2
Por outro lado, se u < 0, entao
ou  Qwy

wp=—(—u—k)=(u+k)=

Se u é solucao de (2.7), entao

/|Vu|p($)_2Vqukdx:/fwkdx,
Q 0

e ja que as derivadas de u e wy, coincidem para todo x € A(k), segue que

/|Vu|p(x)_2Vqukdx—/ |VulP@ dz.
Q Ak)

Como |Q| < 0o e r~ < r(x), temos L'®(Q) C L™ (), para todo z € €. Dai,
ferL (Q).
Como (p*)~ < p*(z), para todo z € Q, temos a imersdo W, *“(Q) — L)

a qual é compacta. Portanto, w;, € L) (Q).
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) 1 1 ..
Afirmamos que existe ¢ > 1 tal que — + — + ) = 1. Inicialmente,
q r p
1 1
precisamos que 1 — —— — — > (. Note que
(p)=
1 1 1 )~ -
1— *_——_>0 = 1> *_—i-—_—(p)*__}—f =
()~ r ()= v (p*)~r
(") —r > ()" = r((p)” =1) > (") =
)
> ) 2.8
) 1 2
1 1 ) A
De (2.8), segue que 0 < W + — < 1, e isso garante a existéncia de ¢ > 1
D r
1 1 1
tal que — + — + —— = 1. Além disso, ¢ imediato que 1 € L(Q2). Aplicando a
q

desigualdade de Holder generalizada, obtemos

/ |Vul|P®de = / fwrdz < ‘/ fwgdz
A(k) Q Q

0 que por sua vez resulta em

< Al Tewrlf o) - 11,

z I-(—2=+-L
/A [T < 7l |AK) (=), (2.9)

Utilizando a desigualdade de Poincaré e imersoes continuas de Sobolev, temos

que existem constantes Sp, S tais que

||U||p*(ac) < SIHVUHp(x)

[ull )~ < S2[[Vu

p*(z)

para todo u € Wol’p(m)(ﬂ). Em particular, para wy, € Wol’p(m)(Q),

Hwk| (p*)— S C’||wk p*(a:) S CSlewka(x)

Portanto, fazendo S =

oSy

p(w)

p
A(k)
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e assim

p ), / |Vwy [P d. (2.10)
A(k)

- < 1, entao

Note que se

«- > 1, entao

Por outro lado, se

Devido a isso, definimos

Jp7, se |wg|| > 1
o=
pt, ose |lwgl] < 1.

Por (2.10),
Stz < Sllwgll?) g/ V[P de, (2.11)
Ak)
e obtemos de (2.9) e (2.11),
(k;)|1 ((p )= %>7

de onde segue que
o 1- %-‘r%
Slwrllel < 71w G5 +),

e assim

| = 1‘A( )7 1[1 (@ = %)] (2.12)

Note que se 0 < k < h, entdao A(h) C A(k). Com efeito, x € A(h) implica
k < h <|u(z)|, e dai k < |u(z)|. Logo, x € A(k). Temos

_1 _1
@%(h_k):(/ 1dx>(“ (h—k) = [/ (h—k:)(p*)_dx] .
A(h) A(h)

1 _ 1
<|[ ti-nera] = ] <
A(h) A(h)
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ou seja,

|A(R)| @D~ (b — k) < ||wy]

— (2.13)

Por (2.12) e (2.13),
1

1
Sa—l

AW (h— k) < — | A17T 1 Aw) 7 - o=t )]

o que nos da

1
(h — k)(p*)‘ g

1 [0 " (_1 1
A(h)]| < i Aw G 2

) 1 1
Vamos mostrar que 5§ = (") {1 — ( + —)] > 1, para aplicar o Lema
r

o—1 (")~ )
2.3.1. Observe que, por hipotese, r~— > (p") - > (') . Portanto,
(p*)-—pt  (pr) —1
*\— *\— _ o+ 1
- *(p) L = (p)*_p .
(P*)~ —p (p*) r
de onde segue que
*\ — 1 *\— 1 *\— _ T
() {1_<*_+_)>(p) {1_(*_+(p)*_p>}
o—1 ()= 7 o—1 (r*) (p*)
(P)~ 1 () —p"
= > — —
p c—1 o-1 o—1
-1
= g> 2 > 1,
o—1
-1 -1
poisp zlsea:p+ep 121sea:p_.

Temos ainda que se 0 < k < h, entdao A(h) C A(k), e isso implica que
|A(h)| < |A(k)]|, e assim ¢(h) = |A(h)| é ndo-crescente. Considerando o § que

e -
escolhemos, o = (p*)” e C = || f||, 27" /S% em (2.14), aplicamos o Lema 2.3.1
com ko = 0. Logo, ¢(d) =0, onde d* = 02%¢(O)6_1. Note ainda que

o(d)=0 <= {ze€Q:|u(r)| > d} tem medida nula.

Isto é, |u(z)| < d, quase sempre em (), e assim u € L*((2). Por fim,
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@

o aB 3
w2 T2
lulle < d = (C2556(0)"1) " = (TIA(OW S ==

1 1

= ClQ max{ || FI 7 I1F17- )

isto é,

_1 1
lullse < ClOPmax{|| £ ILFIL- -

Lema 2.3.3 Suponha que (H), (f1) e (f2) ocorrem. Entdo existe & > 0 tal que o
problema (2.1) possui um par de sub-supersolucao (u,uw) € (Wol’p(x)(Q)ﬂLoo(Q)) X
(W&’p(x)(Q) N L>®(Q)), com ||ul|le < § e d como na suposicio (f1) sempre que
lafl oo (@) <€

Demonstragao: O espaco W, (x)(Q) ¢ Banach (real), separavel e reflexivo.
Além disso, o operador p(r)—Laplaciano, denotado por —A,«y, ¢ fortemente
mondtono, coercivo e semicontinuo. Portanto, pelo Teorema de Minty-Browder
e pelo Lema 2.3.2, existem tinicas soluces positivas u, w € W, (m)(Q) N L>(Q),

respectivamente, para os problemas

+ a(z) em Q,

1
(2.15)
0 sobre 0f),

u

{—Ap(x)g = a(x) em (2, . {—Ap(x)ﬂ =

1 1
com ||ul|os < C|Q"max{|lal|% ', ||lal|% '} e as constantes C, v dadas pelo Lema

2.3.2. Podemos, ainda, escolher ¢ > 0, dependendo apenas de C e v, de
tal maneira que |ull < 0/2 sempre que ||alloo < &. Usando o fato de que
—Apyu < —Apu e o Lema 2.1.1, segue que 0 < u < U quase sempre em
Q.

Seja ¢ € Wol’p(m)(ﬂ) com @(z) > 0 quase sempre em §2. Sendo u solucdo da

primeira equacao em (2.15), temos que

/|Vg|p(x)_2Vng0dx:/a(x)godx. (2.16)
Q Q
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Por (f1), para 0 < u < § quase sempre em {2, segue que

(1 —u*@ Na(z)p < fz,w)e,

e assim,

—/Qf(x,g)gpdx < —/Q(l —g“(x)_l)a(x)gadz. (2.17)

Por (2.16) e (2.17),

/!V?_L]p(x)2VgV<pd:c—/f(x,g)<pda: g/a(az’)@d:c—/(l—go‘(x)1)a(x)g0d:c,
" Q 0 0

e adicionando — / a(z)u® @1y dx aos dois lados, temos
Q

/|VQ|P(x)—2Vngodx—/f(;p7g)9@dx_/a(@ga(ag)q@dm
Q Q Q

< [ awpods = [ (1 =2 atw)g dr.~ [ (@@ o

Q

:/a(a:)godx—/a(a:)godm,jL/a(m)ga(x)lgodx—/a(x)ya(:”)lgodx:O,
Q Q Q Q

ou seja,
/|Vg|p($)_2VgV<pdx§/a(m)go‘(x)_lgpdx—i—/f(m,y)godm. (2.18)
Q Q Q

Sabendo que @ é solucao da segunda equagao de (2.15), temos para todo

P € Wol’p(x)(ﬂ) com () > 0 quase sempre em §2 que

/Q\Vﬂ\p(x)QVﬂVgoda: = /Q(Ha(x))gpdx > /(1 — a(x))edz,

Q

e assim,

/ VaPO - 2VaVe dr > / (1— a(2))pda. (2.19)
Q Q

Por (f,), existe r € L®(Q) tal que 1 < r~ e |f(2,u)| < a(x) + a(z)[a]" @~
Logo,

[f (@, @] < (alz) + al@)[a]" @) < a(z)e + [lall @] e
<a(z)p+ Chllalley = |f(z,0)|e < a(@)p+ Caollalwp,
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rt—1

v =L |ju||n. 7t} Integrando dos dois lados e multiplicando

onde Cy := max{|ul|

ambos por —1,
—Aﬂﬁmwmz—émmﬂmww@¢m. (2.20)

Observe que
- [ a@a tpde >~ [ ol @l pde > = [ Callallapdr, 220

onde Cy := max{||u||%, 1, ||H||go+71}'

Por (2.19)-(2.21),

/|Vﬂ|p(m)_2VﬂVg0dx—/f(ﬁ,ﬂ)cp—/a(x)ﬂa(x)_lgodx
Q Q Q

> / (1 a(x))pds - / (a(z) + Callalloe) o d — / Cyllallooip da

Q

- Ja Q
= / pdr — / a(x)pdxr + / a(x)pdxr — / (Cy + C3) ||al| o dz,
Q Q Q Q
e fazendo C7 = C5 + C3, obtemos

/ Va2 Ve o de— / Pl W / a(@)7* @ do > / (1 - Cillall) o d.
Q Q Q Q
(2.22)

Agora, tome £ > 0 menor de tal modo que Cilja|lo <1 se ||allo < &, e assim

o termo do lado direito de (2.22) é nao-negativo. Portanto,

/|Vﬂ|p(x)_2VﬂV<pd$—/f(:v,ﬂ)god:v—/a(x)ﬂo‘(x)_lcpdzv2O,
0 0 0

ou seja,
/ \ValP @ 2vaVp dr > / a(z)a™ ™y dx + / flz,u)pd. (2.23)
Q Q 0

Logo, por (2.18) e (2.23), segue que (u, @) € (W™ NL®(Q)) x (Wy ™™ N Lo (Q))

é um par sub-supersolugdo para o problema (2.1) com ||ullo, < 0 sempre que

lallee <€ =

Demonstracao do Teorema 2.2.1 Considere u,u € VVO1 P (x)(Q) cOmo no

Lema 2.3.3 e defina a fungao g : {2 x R — R, dada por
a(x)a*@ =1 + f(z,u(x)), se t>

glat) = § a(@)t* @ + f(a.1), se ulr) <t <Tu(z),
(@@ + f(z,u(z), se t <
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e o problema auxiliar

—Apu = g(z,u) em €,
u=20 sobre 0f2.

Note que a fungao g(x,t) é Carathéodory. Se fixarmos ¢t € R, entao a fungao
g¢(x) é mensurdvel para qualquer ¢ € R, pois a pré-imagem de qualquer conjunto
mensuravel em R é mensuravel, uma vez que € ¢é limitado. Além disso, tomando
z fixo, a funcdo g,(t) é continua para cada x € Q, pois a(z) € L, a(z)u*®! ¢

z)—1

a(x)u*™®~! sdo constantes, ¢ ¢ continua para cada t € [u(z),u(x)] e f(z,1)

¢é continua.

O funcional associado ao problema auxiliar é

1
J(u) = / —— | Vu[P®dz — / G(z,u)dx, u € Wol’p(x)(Q),
p(z) Q

onde G(x,t) fo x, 8)ds. As solugoes do problema auxiliar coincidem com os

pontos criticos deste funcional.
Afirmacgao 1: J(u) é de classe C'.

1
Com efeito, se Ji(u) = / ﬂ|Vu|p(“)dx, entdo segue pela Proposigao 1.2.1
o P

que Jj(u)v = / V| 2VuVvdz, e J| é continuo em W™ (Q).
Q

Vamos agora calcular a derivada de Gateaux de Jy(u) = / G(z,u)dz. Para
Q

cada t € Reom 0 < [t| < 1, 2 € Qe uv € WeP(Q) com |Jv] < 1,
considere a funcao h : [0,1] — R, dada por h(s) = G(z,u + stv). Note que
temos h'(s) = g(x,u + stv) tv, h(l) = G(x,u + tv) e h(0) = G(z,u).

Pelo fato de h ser diferencidvel em (0,1) e continua em [0, 1], o Teorema do

Valor Médio nos da a existéncia de v € (0, 1) tal que

h(1) = h(0) = W' (7),

e dai

‘G(x,u—f—tv) — G(z,u) (st vt o]

1-0

ou seja,

G(z,u+ tv) — G(x,u)
t

= |g(z,u + ytv)| |v| < |g(z,u + vytv)|. (2.24)
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Observe que se u < u + ytv < w, entao

lg(x,u+~tv)| = ‘a(x)(u—l—’ytv)a(z + f(x, u+7tv)|
< Ja(@ T + | fw,ut i), (225)

Além disso, se u + ytv < u, entao

g(z,ut+to)] = Ja(2)u @ + f(z,u)]
()@@t + | f (2, w)| (2.26)

VAN

e se u + ytv > u, obtemos

g(z,utytv) = |a(2)z@ ! + f(a, )|
< a(2)@ @t + | f(z,9)] (2.27)

Pelo fato de a € L*, existe uma constante C; > 0 tal que |a(z)| < Cy, para

todo = € Q. Dai, tomando ||7|°~" = max{|[a@||* 1, [z||* '},

ja(z)a @t < Cfal|” (2.28)

Se u < u + ytv < W, entao pelo fato de f ser continua, existe uma constante
Cy > 0 tal que
|f(x,u—|—'ytv)| < 027 (229)

para todo x € €2 tal que u < u + ytv < w.

Por (fs), existe r € L>® com r~ > 1 tal que

[f (@, 1) < a(z)(1+ o7 < afe)(1+ w7

|f(z, 1) < a(z)(l —i—ﬂ"(”)’l) < a(z)(1 —l—ﬂ”(”)’l).

Adotando

_ +_ -
)"~ = max{ ™ ™

J@l#~" = max{|[al” @l
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temos
|fz,u)| < Cr+ Cyju)”! (2.30)
|f(z,w)| < Cy+ Cy[u]|* . (2.31)

Pondo Cy = max{Cy, C; +C1||u||?~t, Cy + Cy|[u][*~1, } temos por (2.24)-(2.31)

G(z,u+ tv) — G(x,u)
t

< Cyul|”t + Cy € L(Q).
Além disso, para uma sequéncia |t,,| — 0 temos que
g(z,u(z) + ytpv(x))v(z) — g(z, u(z))v(z) pontualmente em €.

Portanto, pelo Teorema da Convergéencia Dominada de Lebesgue,

/G(w,u+tv)dw—/G(m,u)da:
lim JQ('LL + tU) - JQ(U) _ lln’é Q t Q

t—0

= lim [ g(z,u+~t,w)de = / g(x,u)vdz.

n—oo Q 0

Foi demonstrado que Ji(u) v = / g(x,u) dx. O nosso préximo passo é mostrar
Q

que Ji(u)v é continuo. Seja (u,) uma sequéncia em Wol’p(x)(Q) tal que u,, — u
em W,? (@) (Q). Das imersoes compactas, segue que

up, — uem LP ().

Do Teorema de Vainberg, existem uma subsequéncia (u,;) C (u,) e uma

fungao ¥ € LP () tais que

Un,; () — u(r) quase sempre em (2

U, ()| < ¥(x) quase sempre em 2.

Desde que g é uma funcao Caratheddory,

49



[9(, un, ) (z) — g(z,u)(z)]P" /7"~ = 0 quase sempre em ,
e por (2.25)-(2.31), temos
[9(, un, ) (@) = g, w) ()] 7771 < Cllg(a, wn,) (@) P77 4 |g(a, u) (@) P77
< 20(Cy|[||o P 20 P e LY.
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
|9(2, un, () = g(2, u(2))| o1 (€2) = 0.

Assim, para todo w € W™ (Q) tal que |Jw|| < 1, temos

3(un) = Tyl = [ [gfan,) = gl )] w

Q

Sendo p~ e p~ /(p~ — 1) expoentes conjugados, obtemos pela Desigualdade de
Holder,

|[J3(un,) = Jy(w)w] < |g(@,up, (2)) — g(@, w(@))] 1o /o 1) (W 1o~ (-
Das imersoes continuas de Sobolev,

[ 2(un;) = Ty (w)]w| < Clg(, un, () = g(w, ul@))| o101 (o) 0],

e portanto
15 (un, ) = S ()| = Sup [ 2 (un;) = J3(u)]w]
S C|g(x7unj (ZE)) - g($7u(‘r))|LP*/zf*1(Q) — O’
o que implica que ‘lirgl Jy(un,) = Jy(u), ou seja, Ji é continuo, e
j—+4oo

consequentemente J, é de classe C*.
Como Jy(u) e Jo(u) sao de classe C, segue que J(u) também é.

Para a nossa préoxima afirmacao, definimos o seguinte conjunto:

K={xe Wol’p(m)(Q) cu(r) < wu(z) <u(xr) quase sempre em Q}.

Afirmacao 2: J(u) é coercivo sobre K.
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Com efeito, seja (u,) C WoP'™ () tal que ||un|| — +o0o. Observe que

1
— - p(z) _
J(uy) /Qp(x)‘vun| dx /QG(:C,un) dx

1
Z—+/ |V, [P dx—/G(m,un) dx
P Ja Q
>l ~ [ Glau)d
Z — ||Un - X, Up €,
pt Q
onde [|u, [|* = min{|ju, [P, [Ju.[[?"}.

Observe que como a,u € L®(Q), temos a(z)t*® ! < ||a||«|[@||2" para todo
t € [, onde ||T@||Z" = max{|[@|% 1, |[z]|% ~'}. Além disso, sabendo que
f(z,t) é uma funcdo continua e € é limitado, segue que f(x,t) é limitada em

K. Dal, decorre que

AG(m,u)dm-/l{[/oung(x,s)ds} dx—/l{[W—FF(x,un) dr

¢ limitada sobre K. Portanto, fazendo |lu,| — +oo, obtemos J(u,) — 400, ou

seja, J é coercivo sobre K.
Afirmagao 3: J(u) é fracamente semicontinuo inferiormente.

De fato, seja (u,) C K tal que u, — u em Wol’p(z)(Q). Das propriedades de

convergéncia fraca, segue que
[ u[P@) < Tim inf ||u,, [P, (2.32)

uma vez que a norma ¢ uma funcao fracamente semicontinua inferiormente.
Agora, passando a uma subsequéncia se necesséario, temos pelo Teorema de

Vainberg que
U, — 1 quase sempre em ).

Além disso, |G(z,u,(x))] < C uniformemente em K e G(z,u,(z)) —
G(z,u(z)) quase sempre em 2. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos que
/G(m,un) dx — / G(z,u) dz, (2.33)
Q Q
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ou ainda,

lim inf/ G(z,up) dx:/G(x,u) dx. (2.34)
Q Q

Por (2.32) e (2.34), obtemos

lulP® + / Glx,u) dz < lim inf [Huan(m)—k / Gla,un) dx},
Q Q

e temos o resultado desejado.

Pelo Teorema 2.1.1, a restri¢ao do funcional J a K atinge seu infimo em algum

ponto uy € K. Resta-nos mostrar que ug é solugao fraca de (2.1).
Note que o conjunto K ¢é convexo. Tomando u,v € K, segue que, dado
t € [0,1], temos
I-tu<(1-thu<(l—-t)u

e
tu < tv < tu,
e dai,
u< (1—tu+tv <.
Dados ¢ € C§°(Q2) tal que ¢ > 0 e € > 0, tomamos
ve = min {u, max {u, up + ep}} € K. (2.35)
Definimos
®, = max{0,ug +ep —u} >0
e
« = max{0,u — (ug + €p)} > 0.
Afirmamos que v, = ug + ep — @, 4+ I'.. De fato, observe que ha 3 casos a
considerar:

Caso 1: up+ep <u <.

Aqui temos &, =0 e I'c = u — (ug + €p). Pela definigao de v, em (2.35),

ve = min {u, max {u, up + ep}} = min {uw, u} = w.
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Mas
u=uy+ep—0+u—(u+ep) =uy+ep — 0+ T,

e assim obtemos o resultado desejado.
Caso 2: u < wuy+ep <.
Neste caso, ¢, = I'c = 0. De acordo com (2.35),

ve = min {u, max {u, ug + ep}} = min {w, ug + e} = up + €p =
=u+ep—0+0=uy+ep— D+ T

Caso 3: u <u < yy+ €p.

Note que &, = ug+ep —u e I'. = 0. Por (2.35),
ve = min {u, max {u, up + €p}} = min {w, up + ep} = w.
Por outro lado,
u=1uy+ep—(ug+ep—u)+0=ug+ep— b+l

Observe que ®,, I'. € Wy (Q)NL>(Q). Entdo J(u) é diferencidvel na direcio
Ve — g, € sendo uy minimo de J em K, temos que J(ug) < J(w), para todo w € K.

Usando a convexidade de K,

J(ug + t(ve — ug)) — J(up)

J (up)(ve —up) = lim

t—0+ t
1-—1t tve) —
= g LWt ) = () (2.36)
t—0+ t
Portanto,

J (ug)(ve — ug) > 0,
e sabendo que v, — ug = ep — b, + I,
J(uo)(ep =@+ T) 20 = J'(ug)(ep) = J'(uo)(Pe) — J'(uo)(I")
= T (o)) 2 < 1) () — I (uo)(T)]. (237
Definimos o conjunto
Q= {x € Q:up(x) + ep(x) >u(x) > up(x)}.
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Note que

S
=
S
&
I

J'(@)(De) — J'(u)(Pe) + (o) (De)
= J@)(P) + [ (uo) — J'(@)] ()
> [‘],(UO) - ‘]I(ﬂ)] (q)e)? (238)

onde a desigualdade se deve ao fato de uw ser supersolucao de (2.1), isto é,
J'(@)(®.) > 0. Recorde que

J (u)(v) = /Q |VuP@ =2V uVo de — /Qg(a:,u)v dr Yu,v € Wol’p(x)(Q).
Prosseguindo, temos
[J'(uo) — J'(@)] (Pe) = [J'(u0) — J'(@)] (uo + €p — W) =
_ / (Va0 @ 2T ug — VAP 2Va] V(ug + e — ) da
- [ (oeu0) = gl ) n + e~ ) do (2.30)
Note que ug —u < 0. Dal,
/6(9(% up) = g(, W) (uo + ep —w) dw < [ |g(x,u0) — g(z,u)|ep du,

Qe

o que equivale a

~ | (ot uo) (o @) ot ep—) o = ¢ [ Jglauo) —g(r. Dlpldr. (240

Se ug < 1, entdo |Vug| < |Val, e assim |Vuo|P®2Vu, < |Va[P®—2va.

Ja que ug(x) + ep(x) —u(z) > 0 em Q°, obtemos que
0 < [|[VaP™) 2va — |Vue [P 2V V(g + ep — 1),
e assim, lembrando que uy —u < 0,
0< / [V ™2V — |Vuo P 2 Vg | V(ug + ep — ) da
< / [|Vﬂ|p(’”)_2Vﬂ — |Vu0\p(x)_2Vu0] Vepdz.
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Multiplicando todos os membros da desigualdade por —1, segue que

/ [|Vu0|p(z)_2Vu0 - |Vﬂ|p(’“’)_2Vﬂ} V(ug + ep — ) dz

> € / [ Vo [P 2V g — |VaP®—2va) Ve da. (2.41)
Por (2.38)-(2.41),

J' (u)(®.) > € / [| Vo P2V — |VaP™—2va] Vo da

€

— . l9(x, up) — g(,)||¢| do.

Note que [Q2¢| — 0 quando € — 0, e dai, pela continuidade absoluta da integral

de Lebesgue,
J (ug) (@) > o(e), (2.42)

de modo que o(¢€)/e — 0 quando € — 0.

De maneira analoga, definimos o conjunto
Qe :={z € Q:u(z) + ep(zr) <ulz) < up(z)}.
Observe que

J'(uo)(Te) = J'(w)(Te) = J'(w)(T'e) + J'(uo)(Le)
= J(W)(Te) + [ (uo) = J'(w)] (')
< [J/(UO) - J/(Q)] (Fe>7 (243)

onde a desigualdade se deve ao fato de wu ser subsolucdo de (2.1), isto é,

J'(w)(Te) < 0.

Veja que
[J'(u0) = J'(w)] (T'e) = [J'(uo) — J'(w)] (u — uo — ) =
= / (| Vo P2V ug — [VulP™ 2 Vu] V(u — ug — ep) da

- / (9(, o) — g, ) ( — w0 — ) . (2.44)
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Como u < ug, segue que |Vu| < |Vug|, de onde obtemos
|Vg|p(z)_2VQ < |Vu0|p($)_2Vuo,

o que equivale a
|VUO|P($)—QVUO o |V2|p(x)—2vg > 0.

Sendo u — ug — ep > 0 em €,

/ [|Vu0|p(x)_2Vu0 — |Vg|p(x)_2V@} V(u—ug—ep)dr >0,

€

e como u — ug < 0,

/ [V |2V ug — [VulP™ 2 Vu] V(u — ug — ep) da
Qe

< —e/ Uvuo‘p(x)_QVuo - ‘V@‘p(x)_QVg] Vpdz.

€

E imediato que

N /g l9(x,u) — g(z, w)}(u — uo — ) dz

< | lg(z,u) — g(z,u)|(u—uo — €p) du,
Qe

e recordando que u — ug < 0,

l9(w,up) — g, w)|(u —up — ep)dr < —e [ |g(z,up) — g(w,u)|pdx.

Qe Qe

Portanto, por (2.43)-(2.47),

J'(ug)(T,) < —e/ [| Vo P2V ug — [VulP™ 2 Vu] Vo da

Qe
e / 9(ew) — g(z, u)lpda.
Qe

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Assim como ocorre com ¢, note que || — 0 quando € — 0, 0 que nos mostra

que

J (ug)(Te) < o(e).
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Retomando (2.37),

T(0)(9) > + 17/ (0) (@) — T (uo)(T.)],

e considerando (2.42) e (2.48), temos que

J'(uo) () 2 0,

para todo ¢ € C§°(£2) tal que p > 0. Como ¢ € C§°(Q2) é arbitrario e C§°(2) é
denso em Wo"'™(Q), segue que J'(ug) = 0. n

Demonstragdo do Teorema 2.2.2: Seja u € W™ (€) como no Lema
2.3.3. Defina a funcao

of) = a(z) +f( t), se t > u(w),
h( ,t) {a(x)_ ()~ ( Q( ))7 se t<g(:(:),

e o problema auxiliar

—Ap@yu = h(z,u) em €,
u=0 sobre 0f).

O funcional associado ao problema é
1
L(u) = / @ dr — / H(z, u)dz, u e WI"(Q),
o p(x) Q

onde H(x,t) fo x, s)ds. De modo andlogo ao Teorema 2.2.1, temos que L é

de classe C' 1.

Antes de demonstrar o Teorema 2.2.2, precisamos enunciar e demonstrar

outros dois resultados.
Lema 2.3.4 O funcional L satisfaz a condi¢ao Palais-Smale.

Demonstragao: Seja (u,) C Wy ™™ (Q) uma sequéncia tal que L'(u,) — 0 e

L(u,) — ¢ para algum ¢ € R. Vamos mostrar que (u,) é limitada.

Consideremos inicialmente o caso p™ < «~. Suponha que existem uma

constante S; > 0 e 6 > 0 tais que p™ < < min{a~,0} e
1
S1 4 0n (1) ||unl| > L(uy,) — EL’(un)un. (2.49)
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Note que

L) = [ 19w o~ [ () o
Q Q

p(x
1 1
Sendo — > — temos
p(x) ~p
1 @) 1 (@)
——|Vu,[PPde > — | |Vu,|[P'"dz,
Qp(x> pt Ja

e portanto

L(u,) = /—|Vun|p dm—/Hx Up,) dx

> / |V, |P®) d: / H(z,u,)dx
Q

= %/Q\Vunwx)dx—/{umo} a(z)u(z)*@ "y, (z) d:c—/ f(z,uw)u,(x) de

{un<0}

—/ a(z)u(z)* @ u, () de —/ f(z,uw)u,(x) dz
{0<up<u} {0<up<u}
o(z)
—/ de —/ F(z,u,)dz. (2.50)
{u<un} {u<un}

Veja também que

iL’(un)un: i/ ]Vun\p(x)dx—i/h(:c,un) up(x) dz
0 0 Ja 0 Jo

1

1 1
= :/ |Vun]p(x)dx—:/ a(z)u(z) @y, () da:—:/ f(z,u) uy(x) dz
0 Ja 0 J{un<0} 0 J{un <0}

1 1
—= a(a)u(x)* ™, (z) do — = f(z,u) un () dx
0 J{0<un<u} 6 J t0<un<u}
1 1

—— a(z)u, (2)*®dr — = T, Uy ) Un(T) dz. )
5/@% ()1tn ()2 9/{u<un}f( w)un()de.  (251)

Por (2.49)-(2.51),

T /{un<0}a<x>g< 2O () di

- /{un<0} f(@, wun(w) de = / a(z)u(r)* @y, (v) do

{0<up<u}
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{qun} a I)

- f(x, w)uy,(z) do — Mdm — F(x,uy,)dx
/{0<un<u} / {u<un}

IS

* % /{un<0} a(z) (x)a(x)il un(z) dr + i /{un<0} s smte) dr

o
Amwﬁumammmx+i/ fu)un(a) de. (252)

1
(@W*wmmw+:/ (@, u)un(z) du
9 {OSun <H}

I

+

|

{ngn}

Sl

+

Sendo p* < 6, é imediato que

1 1
— —= |V, [P dx > 0.
pt 0/ Ja

1 1
Por (1.17) e (1.36) pondo Cy = 1
Cg/ IV, [P@da > Co min {||un||””, [|Jun|P” }- (2.53)
Q

Se up(x) < 0, entao

a(x)g(x)o‘(z)_l(—un(:v))d:v > 0,

e assim,

/ a(z)u(z)* @ (—u, (z))dr = —/ a(z)u(z)* @y, (z)dz > 0.
{un<0} {un<0}

_ 1
Portanto, como # > 1 e consequentemente 5 <1,

1 a(x)u(z)* @y, (2)de — a()u(z)* @y, (2)de
/WO} @) u@de — [ ala)u() @ (2)d

[4 {un<0}

7

1
= (: — 1) / a(x)u(x)* @y, (z)dz > 0. (2.54)
0 {un<0}

Pela hipdtese (fs),

[f (@, w)] (~un(2)) < —a(@)ua(z) — al@)u(z)" D (@)

= |f (2, wun(z)[ do < / (a(@)]un(@)] + al@)u(z)" ™ fua (x)]) de,
{un<0} {un<0}
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€ como

/ f(z,w)u,(x) dz
{un<0}

‘/ f(z,w)u,(x) dx
{un<0}

de onde segue que

/ F (@ wyun () de < / (@(@) [n (2)] + a(@)u(z) @ un (2)]) dz (2.55)
{un<0} {un<0}

e

- / F (@ w)un(z) di < / (@) ()] + (@)D (2)]) e
{un<0}

{un<0}

< /{ |y M@l

IA

/{ <o}(“($)|un(fﬂ)| +a(z)u(z)" @ u ()]) de,

De (2.55),
_/ fl@ w)un(z) do > _/ (a(2) un ()| + a(z)u(@) @ |un (2)]) da
{un<0} {un<0}

> —(llaflo + ||a||oo||@||’éo‘1)/ [un ()| d

{un<0}

> —(||a||oo+||a||oo||u||@.‘o‘1)/ﬂ|un(x)|dl‘

= —(llallsc + llalloollllss ) lunll

onde fJulltt = max{|Jullrs ", llulls ~'} Pondo Sy = |lallec + [lalloo i,
—/ fz, w)u,(x) de > —Ss||uy||- (2.57)
{un<0}

Analogamente, por (2.56) temos

! a(x)|u,(x a(x)u(z) @, (z xr
/{un<0}( (@)|un(z)| + a(z)u(z) |un(@)]) d

1 / fle, wyun(r)dz >
{un<0}

|
Dl =

6

>

(lalleo + ||a||||u||éfo‘1)/ |un(2)| da

{un<0}

(||a||oo+Hallllulwo‘l)/glun(x)!dfv

>

Dl = D= DI

(lalloo + llalllzeliss lewnll,

(lalloo + llallocllzllbs™),

|

e fazendo S5 =

1

y /{ T 0@ Sl (2.58)

60



Se 0 < uy,(z) < u(x), entdo

1

:/ a(z)u(z)* @y, (z) >0, (2.59)
9 {0<un<u}

e além disso, ja que a,u € L>®(f), segue que

— a(z)u(z)*® Yy, (z) de > — a(z)u(z)*™ dr.
Jo e @ ez = [ ()

{0<up<u}

Definindo Ay :={z € Q: 0 < u,(z) < u(x)},

—/ a(@)u(x)* @y (x) dr > —|lal|oo [l Ar] = S, (2.60)
{Ogun<ﬂ}

onde [[ullZ, = max {[lulls; 7", lull&c 1}

Novamente por (f3),

- fowun)lde < [ (ola)lun(a) +aleu() (o)) da,
{0<un<u} {0<un<u}

e pelas mesmas ideias de (2.57) e (2.58),

—/ flz, w)u,(x) de > —Ss|uy,|| (2.61)
{0<un<u}

¢ 1
:/ £, w)un (2) dz > —Syun- (2.62)
9 {Ogun<ﬂ}

Portanto, por (2.52), (2.53), (2.54), (2.57), (2.58), (2.59), (2.60), (2.61) e
(2.62),

o(x)
S+ op(funll > Coymin {[fun |77, un|”} a(@)un ()™
{u<un} a(z)
- eSSl - [ Fau)ds- s,
{@Sun}

1 1
+ :/ a(:v)un(a:)a(“”)d:v—i—:/ flz,up,) uy(z) de,
0 J{u<u,} {u<un}

e escrevendo S5 = 57 + Sy e O3 = 25, + 255,

. + -
5+ 0n(D)|un]l = Comin{{lun [, un|” } —

{ngn}
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1 1
+ = / a2 )y ()@ dx + :/ f(z, up) uy(z) de — / F(z,uy,)dx.
0 Jiu<un) 0 Jiu<un) {u<u,}
(2.63)
Tendo em vista a hipdtese (f3) e que to > 0, defina os conjuntos
Ay ={x € Q:u(x) <uy(z) e up(x) >t}
e
A3 ={r € Q:u(z) <up(x) e u,(x) < to}.
Obtemos por (2.63),
. - a(x)u, (x)®)
S5+ 0u ()| > Comin {17,177}~ R

1 1
+ :/ a(z)un (2)Dde + = [ flx, up) un(z) do — / F(x,u,)dx
0 J{u<u.} 0

A2 A2
1
+= [ flz,u,) u,(z) de — / F(x,u,)dz.
0 Jay Ay
1
De (f3), segue que = [ f(x,u,) u,(x)dx —/ F(x,u,)dx > 0. Logo,
0 Ja, As
. _ a(x)u, (x)®)
S5+ 0u(Ulluall = Comin {7 "y — [ DD gy
{u<u,} a(r)
1 () 1
+= a(x)up () Pde + = | f(x,uy) up(x)de — | F(z,u,)dz. (2.64)
0 {u<un} 0 Az Az

Sendo un(x) > Q(x) € Un(«f) < tg, entao por (fz) segue que
| () un(2) < a(@)un () + alz)un (@)™

= | f (2, up)|up (x)de < /A (a(x)un(z) + a(x)un(x)’"(x))dx

Az

=~ [t s |

a(x)u,(z) dx a(x)u, ()" @ de
5 o) de+ [ @y

As

= i flzyuy) uy(z)de > —%/A, a(x)u,(x) de — %/ a(z)u, (z)"@dz

A3 A3

1 1
—:Ha||oot0/ dm—:HaHootg/ | do
6 As 9 As

1 ag
= —gllallec]As|(to +17),

v
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_ 1
onde t§ = max{t};",t; }. Pondo, S5 = 5||a||OO|A3|(t0 +t7),

1

= [ f(z,un) un(z)dx > —Se.
0 J a,

Novamente por (fs), parat > 0, e u,(x) > u(x),
|f(x,1)] < al) + a(a) "D

> [Tseoias [Tawis [T atre-a

r(x)
Uy ()7
r(z)

Integrando sobre As, e multiplicando ambos os lados por -1,

- Fa:,und:tZ—/axuna:d:U—/azv—dx
J oy [ a7
3 Nallse [0
> —|lal|le | todx - tydx
A3 r A3

tU
= lallabal (1+ )

g

t
Escrevendo S7 = ||a||o0|As]| (t + —) , obtemos
—

=

/0 " f(a:,t)dt‘ < a(x) un(z) + a()

= F(z,u,) < a(z)u,(z) + a(z)

—/ F(z,up)dz > — S7.
A3

Por (2.64), (2.65) e (2.67),

a()uy (z)*

S5 + (1) | un| = Comin {[fun[[”", [|un]”} —
{ngn} a x)

1
—Cs ||lun|| + = / a(z)u, (2)*@dx — Sg — Sr,
0 {qun}

e pondo C] = S5 + Sg + 57, finalmente obtemos que
C1 + on(1)||lun|| > Cy min{||un||p+, [unll” } — Cs ||u||
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1 Al (2@ i — a(@)un (@)™
+§/{u<un}<)”() d / dr.  (268)

{ﬂgun} a x)

Como 0 < a~, segue que
1 1
/ <: - —) a(z) un (2)® > 0,
{Egun} 6 O{(QZ)

. + -
Cr A+ on(Dl[un]| = Comin {{lun [P [[un][” } = Cs [|unll]

e assim,

de onde concluimos que (u,) é limitada pelo fato de p~ > 1.

Para o caso a™ < p~, nosso ponto de partida é a expressao (2.68). Veja que

1
como :/ a(z)u, (2)*@dz > 0, temos
{QSUTL}

. - a(x)u,(x a(z)
Cr ()il 2 Comin (Pl } = ol = [ AL,

w<uy  T)

. " - lalo ala
> Cymin {|[un ||, Junl”” } = C ||un|| —Oé—/Q|un<:v>! e,

e escrevendo Cy = Ha”_oo,
a

C + 0n(1) [l = Comin {[Jun |7, [|un [P} = Cs [Jun]| = Ci /Q [t ()| dee
> Cymin {|[un||”" [[unl|”} = Ch [l = Camax {[Juwnlays llnlln) -
Pelas imersoes continuas de Sobolev, existe uma constante C5 > 0 tal que
— Camax {]|un[3ay, lnlay} = = Cs max {[lun|* fua]*" 3.

Portanto,
Cr+0n(1)|[un]| > Comin {[lu 7", [[unlP } = Ch fluwn| = Csmax {flun | [Junl|*},
e dai,
Cr+0, (1) |[unl|+ Cs [[unl|+ Cs max {|un|*" un]|*"} = Comin {[Jun]P" P }.

Jé que ot < p~, obtemos que (u,,) ¢ limitada em Wy*™(Q).
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Sendo W, (x)(Q) um espaco de Banach reflexivo, existe uma subsequéncia,

ainda denotada por (u,), tal que u, — u em Wy ().

Pelas imersoes continuas de Sobolev, a menos de subsequéncia,
U, = u em L¢® para 1< & <&F < (p*)~.
Além disso, se L'(u,) — 0, temos por (1.38) e (2.33) que

/<|Vun|p(‘”)2Vun — |VuP®2Vu, Vu, — Vu) dz — 0.
Q

Segue que u, — u em Wy '™ (Q). Portanto, L satisfaz a condigio (PS).. m

Lema 2.3.5 Suponha que (H),(f1) — (f3) ocorrem. Entdo para ||a| L~ pequeno,

as afirmacgoes abaizo ocorrem.

i) Hd constantes R e B com R > ||ul|| satisfazendo

Lu) <0< p< inf L(u).

u€IBR (0)

i1) Existe e € W&’p(z)(Q)\BgR(O) tal que L(e) < .

Demonstragao: Comegamos mostrando que L(u) < 0. Veja que

tw - | ﬁwwx— [ e ds
_ / I dx—/ﬂ{/ouh(x,t)dtl dz

—/|Vu|p‘”)dx /[/ h(z, t)dt} dx. (2.69)
Temos também que

/QUOuh(x,t)dt] dr = /Q{/Oua(x)g(x)“(x)_ldt} dx+[2[/ouf(x,g)dt] dx

= alu() D=1y () d () do
/Q (z)u(z) u(z)d +/Qf( L wu(x)d
— /Qa(a:)u(x)“(x) d$+/9f({lf,z_t)g(:)j) dr. (2.70)

A
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Por (2.69) e (2.70),

<—/[Vu]p d:L'—/ a(x)u ‘“”)d:z;—/fxu dx. (2.71)

Pela Definicao 2.1.1, que trata de par de sub-supersolucao,
[ 192 9uvpds < [ a@u@) o) o+ [ fowe) do
Q Q Q

para toda ¢ € Wol’p(x)(Q) com ¢ > 0 quase sempre em 2.

Tomando ¢ = u, temos

—/|Vu|p d:v<—/ a<x)dm+—/fx w)u(z) de, (2.72)

e além disso,

3/ |VulP@® dz < 3/@(1‘)@(95)0‘(33) dx—l—?)/ f(z,w)u(z) de, (2.73)

De (2.71) e (2.72), obtemos

_/ ) dx 4 —/ flz,u)u
_ /Q a(z)u(z)*® do — /Q [z, wu(z) dx. (2.74)

Se / f(z,w)u(z) de = 0, temos por (2.74) que L(u) < 0, uma vez que
Q

Llw) < (pi_ - 1> /Q a(2)ulz)*@dz < 0.

Caso/f(:z: w)u(x) dx > 0, observe que
Q

(1) [ sy <o

pi/ d$+—/f$gl_t x) dx
— /Qa x)u(x ‘””)dx—/fxu x)dx
- ) wula) do -+ ol el [ (%H) .
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onde [ul|Z, = max{|lulls,, lu]5 }.

Tomando ||a||« suficientemente pequena, temos

(— - 1) / flz,w)u(z) de + ||al|ool|wl|Z, /Q (p—l_ + 1) dr <0,

L(u) < 0.

e dai

Se / f(z,uw)u(z) de < 0, veja que por (2.71) e (2.73),

Lw) < o / Valr s = [ a(opue) de = [ fewut) ds
3

/ z(fﬁ)u(m)“(’”) do+3 [ fawua)de = [ o) ds

Q

<

- | flz,w)u(r)dx
Q

IA
(]
—
8
:

(2, w)u() dz + Al ool / Lde

= 2 Qf(x,u) () d + 4| allso|ul[Z|€2]-

Tomando ||a||« suficientemente pequena, obtemos que
2 [ fawuds + a2/ <o
Q

e consequentemente L(u) < 0.

Agora, seja u € Wy P™(Q) tal que ||lu]| > 1. Observe que

L(u) :/Q Ve /qudm
- %Hu”p _/QUO h(x,t)dt} dz
A /{} U (a(@)u(x) @ + f(r,u)) dt] e
B /{0§u<u} Uo (a(@)u(2)* D™ + [(2,u)) dt} dz

B /{u<u} Uou (a(2)t*@ ™" + f(2.1) dt} dz,
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de onde se tem

U iup_— a(z)u(z)*®Ly(x)de — x,u)u(x) dx
L(w) = —ful /{M}()_() (@) /{M}f(,_)()

- /{0<u<u} a(e)u(@)* u(z)dz / f(z, w)u(z)de

{0<u<u}

B alz u(aj)a(w) - o
/{uSU} ) a(z) a /{USU}F( ) da. (2.75)

Note que
- / a(@)u(@) @ Vu(z)de > —[laflollul / ()| da
{u<0} {u<0}

> alolul! / ()| da,

onde [|uf|Z" = max{lu[|5 ~, lulls; ~*.} Pondo Sy = [lal|c [lull3,
- / a(2)u(z)* @ u(z)dz > — Sylul|. (2.76)
{u<0}
Analogamente,
—/ a(z)u(x)* @ tu(x)dr > — Sq|jul|. (2.77)
{0<u<u}

Temos também que

()
—/ a(x)u<x) dx > —%/ lu(x)| @ dz
{u<u} a(r) " J{u<u}
||a||_00/|u(x)|a(a:)dx
@ Q

al v
> —a—_OOHUHg(z)-

Z_

Pelas imersoes continuas de Sobolev, existe uma constante Sy > 0 tal que

lal

| + +
=llullaw = —Sallalleolluf™

Logo,

a(z)
[ o)™ e > sl 278)
wsap (@)
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Pelas desigualdades (2.57) e (2.61), presentes na demonstragao do lema

anterior, temos que existe uma constante S3 > 0 tal que

_ /{ Tt a2 =Sl (2.79)
u<0
e
- / flz, wyul(z) de > —Sslul. (2.80)
{0<u<u}

Pela expressao (2.66),

u(x)r(r)d

- _/{uSu} Flode = _/{USu} ) u(x)dx_/{usma(m) r(z)

> ol [ putlae =1 [ o
{u<u} r {u<u}
HaHOO r(x
> —falle [ futo)ids = 12 [ (o) ©ds
Q r Q
lall
> el 1155 r
> —fallalial - EL=p
1
e pondo Sy = —,
T
+
- [ P dez el = Sl @8
u<u

Por (2.75)-(2.81),

1 - at +
L(U)ZFHUH” — (251 + 253)[Jull = Saflallco[lull™ = llallso]lull = Sallalloc[lull""

1
e escrevendo Ky = —, Ky = 251 + 255 + [|af|o € K3 =2 max {5, Sa},
b
- ot s
L(u) 2 Kaull” = Ksljull = Ksllalleo ([l + fJul]"). (2.82)

Agora, considere uma constante 8 > 0 e fixe R > ||u|| suficientemente grande
de tal maneira que
KiR" — KsR > 28. (2.83)
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Note que isso é possivel pelo fato de p= > 1.

Adote ||al| suficientemente pequena de modo que

K| (R"‘+ " R’"+> < 8. (2.84)

De (2.82)-(2.84), obtemos que L(u) > f para todo u € Wy (Q) com
[ul| = R. Logo,
Lu) <0< p< inf L(u),

u€IBR (0)

o que encerra a demonstracao de 7).

Para mostrar ii), veja que, sendo ¢ > 1,

L(tu) = /—|Vtu|p(”")dx—/ {/ h(z,s ds] dx
() o LJo
tu
—/]Vu]p dw—/[/ h;vsds}
o LJo
e como

/Q{/Owh(x,s)dsl da;:/QUOuh(x,s)ds] d:v—i—/Q[/utuh(:c,s)ds] da,

IN

segue que
wt in tu
L(tu) < —_/ ]Vg[p(z)dx—/ {/ h(x,s)ds] da:—/ {/ h(x,s)ds} dr.
Db Ja Q LJo Q LJu
(2.85)
Além disso,

—/{j/ouh(:c,s)ds}dx _ —/Q[/ua(:v) ()@ 1d51dx—/U fxuds}d:zc
_ / o) ()P — / f@w)u (2.86)

—/Q{/utuh(x,s)ds}dx:—/gz[/ut (@) 1ds}dx— U fﬁsds}
__ /Q a(ﬂf)t“z()f)(@a(x) 4+ /Q fa(x) /Q { /u N f(z,9) ds} dr. (2.87)
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Por (2.85)-(2.87),

Litw) < © / Vup@de / a@)u(x)@dr — [ f(r,w) u(z) de

Q

_té e [ A [ [ s

Sendo oo)
—/Qa(a:) u(z )O‘(zdqu/%dng
¢ () (z)
_/ al@)t @) L o(2)u(z)™ da,
Q a(z) 04+ Q
temos
) — |Vu|p Vde — — | a(z)u(z)*® dx
Q

/f z,u)u(z)de —/ [ tgf(a:,s) ds] dx. (2.88)
Q LJu
Observe que

/Q{/utuf(x,s)ds}dx — /U fmsds}dx {/fxsds}
:/ (2, tu) d /Qqudx

Voltando a (2.88), segue que

ta

O{+ Q

L(tu) < —/ VP @ dz — a(z)u(z)*® dac—/gf(x,g)g(x) dx

—/QF(az,tu) dx+/F(37,y) de. (2.89)

Q

Pela hipétese (f3), existem 6 > p*™ ety > 0 de modo que, para s > t,

0<0F(x,s) < f(z,s)s quase sempre em 2.

< fzs)
- F (x,s)
suficientemente grande de modo que tu(x) >ty quase sempre em (), obtemos

wo [ ()
Zds < ERS A
0< /to Sds_ ; F(w,s)ds

Note que as desigualdades anteriores implicam que e tomando ¢
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ds

tu
= 0<Ons*< ]{:((Zss))
to )

tu
= 0<fintu(r)—0lnty < / f(z,5) ds
to F(flf, S)
9 0 tu
= 0<In ﬂ(f) < [T L) (2.90)
tO to F<m78)
® f(,s)
Para calcular F ’ )ds, vamos utilizar uma substituicao de variavel.
' x, s
Escreva v = F(z, s).OEntéo
d
= = f(x.s),
e dai
dv = f(z,s)ds.
Portanto,

H @) / TP = P - )

to F(z,s) o U 0
F(z,tu)
= In——=. 2.91
" F(QZ, to) ( )
Por (2.90) e (2.91),
40 0 Flr t
to F(LU, tO)
e assim , op
t t
0 < LMD F@to) gy g,
to
Portanto,
t@
0< 17 Qy(x)gF(x,to) dr < /QF(:L*,tg) dx (2.92)

De (2.89) ¢ (2.92),
L(tu) < ;p—_/Q|Vg|p(x)d:c— %/ﬂa(m)g(w)a(””) da:—/gf(x,g)g(x) dx
40

w(z)?F(x,ty) do + / F(z,u)dx.

70
to” Ja Q

Por fim, observe que sendo 6 > p*, segue que L(tu) < 0 quando ¢t — +o0, e

consequentemente obtemos ). ]
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Concluindo a demonstragao do Teorema 2.2.2: Considere as funcoes
u,u € Wol’p(x)(ﬂ) dadas pelo Lema 2.3.3. Seja u; € Wol’p(x)(ﬂ) a solucao de (2.1)

obtida no Teorema 2.2.1 que atinge o minimo de J),, com

K = {ue Wy (Q) : u(z) < u(z) < u(z) quase sempre em }.

Pelos Lemas 2.3.4 e 2.3.5, as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha sao

satisfeitas pelo funcional L, e dai

¢ := inf max L(y(t)), onde T := {r € C([0, 1], Wy "™ (Q)) : v(0) = u, v(1) = e},

~vel' t€]0,1]

¢ um valor critico de L, isto é, L'(ug) = 0 e L(ug) = ¢, para algum uy € Wol’p(x)(Q).
Pela definigao de g no desenvolvimento do Teorema 2.2.1 temos que J(u) = L(u)
para cada u € Wol’p(z) tal que 0 < u(z) < u(x) quase sempre em €2, e assim

J(u) = L(u). Desta forma, segue que L(uy) = J(u1) = in}f{ J(u).
ue

Pelo Lema 2.3.5, temos L(u) < 0. Logo, caso us(x) > u(x) quase sempre em
Q, resulta que o problema (2.1) possui duas solugoes fracas, uy, us € VVO1 P (x)(Q),
de modo que L(u;) < L(u) < 0 < f < ¢ = L(uy), onde  é uma constante dada
pelo Lema 2.3.5.

De fato, us(x) > u(z) quase sempre em ). Para demonstrar tal afirmagao,
considere a funcao teste (u—uy)™ € Wy (x)(Q) e o problema auxiliar no Teorema
2.2.2 dado por

—Ap@yu = h(z,u) em
u=>0 sobre 0f).

Temos
/]Vu2|p(l’)2Vu2V(g—u2)+dx = / h(z,us)(uw — ug)tdx
Q {u2<u}
[ @t ) )
{ua<u}
> /|Vu|”(””)‘2vuv(u—w)+,
Q

onde a desigualdade resulta da Definicao 2.1.1. Prosseguindo, obtemos

/ VD2V (1 — )t — / Vo P20, (1 — 1) < 0
Q Q
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= / (IVu[P@ =2y — |Vuo|P® "2 Vuy, V(u — ug) ) dz < 0
Q
= (|Vu[P@ =2V y — |Vug P2V uy, Vu — Vug) dz < 0. (2.93)
{u>uz}

Dados dois vetores a,b € RY| considere a seguinte desigualdade (ver [25], pag.
97-100):

ja — b
(s—1) 7, se 1 <5< 2,
(lal*~2a — [b]*~2b,a — b) > (1+ [al* + |b*) "=
la —b|°, se s> 2.

25—2
Pondo a = Vu,b = Vuy e s = p(z), temos pela desigualdade anterior que

(|IVu[P@ 2Ty — |Vug|P®2Vuy, Vu — Vuy) > 0. (2.94)

Por (2.93) e (2.94), obtemos que

/ |V(U _ u2)+|p(z) _ / ’v(ﬂ_ U2)+’2 . 0
(52} f1<p<2} (1 + |Vul? + |[Vuy|?) "2

Portanto, V(u — ug)™(z) = 0 quase sempre em (). Pela desigualdade de

Poincaré, concluimos que (u — ug)™(z) = 0 quase sempre em €2, 0 que prova a

afirmacao e encerra a demonstracao. [ ]
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Apeéendice A

Definicoes e resultados auxiliares

Definicao 1 (Sequéncia Palais-Smale e condicao Palais-Smale) Sejam
E um espago de Banach e I : E — R um funcional de classe Ct. Se existirem

c € R e uma sequéncia (u,) C E tais que

I(u,) — ¢

I'(u,) — 0,

entdo afirmamos que (u,) € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I ou,
simplesmente, (u,) € uma sequéncia (PS). para I. Além disso, se tal sequéncia
possui uma subsequéncia convergente, entao podemos dizer que I satisfaz a

condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ ou que I satisfaz a condigao (PS)..

Definicao 2 (Fungao Carathéodory) Uma funcio f: QxR — R é uma
Fung¢do Carathéodory se a funcdo f, : Q@ — R, definida por f,(x) = f(z,s) para
cada s € R, € mensurdvel e, além disso, a funcao f, : R — R, definida por

fo(5) = f(z,s) para cada x € Q, é continua.

Teorema 1 (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espago
métrico completo e ® : X — (—oo,+00] wm funcional semicontinuo
inferiormente. Suponha que ® seja limitado inferiormente e sejam € > 0, A > 0
eu € X dados tais que

€
O(u) <infd + —.
(u) < inf & + 5

1)



Entao existe v. € X tal que
o O(v.) < D(u);

o d(u,v.) <

9

> =

e Para cada w # v. € X, P(ve) < P(w) + ed(ve, w).

Demonstracao: Veja [10].

Corolario 1 Sejam E um espago de Banach e I : E — R um funcional
de classe C' que é limitado inferiormente. Se I satisfaz a condigao (PS). com

c= in}fE I(u), entao c € atingido em um ponto ug € E e ug € ponto critico de I.
ue

Demonstracao: Veja [16].

Teorema 2 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam X um espago de

Banach e I € C'(X,R) com I(0) = 0. Suponha que existem «, p > 0 tais que
I(u) > a > 0 para todou € X : ||u|| = p
e existe e € X tal que |le]| > p e
I(e) < 0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que
o c—2¢ < I(u) <c+ 2
o (|17 (ue)|l < e,

onde

0 <c=inf I(~v(t
¢ = Inf max (v(t))

['={y e C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragao: Veja [7].
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Teorema 3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja
(fn) uma sequéncia de fungdes integrdveis que converge quase sempre para uma
fungao real mensurdvel f. Se existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,| < g para

todo n, entao f € integrdvel e
/fd,u: lim /fndp.
n—oo

Demonstragao: Veja [3].

Teorema 4 (Teorema de Vainberg) Sejam (f,) uma sequéncia de fungoes
em L) e f € L) tais que f, — f em LU(Q). Entao existem (f,,) C (fn) e
uma fungdo g € LI(Q2) tais que

| fri ()| < g(x) quase toda parte em §2

e
fno (@) = f(x) quase toda parte em ().
Demonstracao: Veja [10].
Teorema 5 (Desigualdade de Hoélder em LP) Sejam r € (0,00] e
p1,---,pn € (0,00] nimeros reais tais que % = pil + ...+ i. Se fr € LP*
comk=1,...,N, entao f1,...,fn € L" e, além disso,

Wi Il < A falleen - | ]l zee

Demonstracao: Veja [2].

Teorema 6 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY um conjunto aberto,
conexo e limitado. Entao, para todo u € I/VOl P (I)(Q), existe uma constante positiva

C a qual nao depende de u tal que

[ull oo @y < ClIVU] Lo -

7



Demonstragao: Veja [19].

Teorema 7 (Teorema de Minty-Browder) Sejam E um espago de
Banach, separdvel e reflevivo e A : E — E* um operador fortemente mondtono,

coercivo e semicontinuo. Entdo existe o operador A~! e ele € lipschitziano.

Demonstragao: Veja [20].
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