
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ
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Dissertação de mestrado

Problemas de Dirichlet em espaços de Sobolev
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Problemas de Dirichlet em espaços de Sobolev
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Resumo

Neste trabalho, estudamos problemas eĺıpticos do tipo p(x)-Kirchhoff em

espaços de Sobolev com expoente variável. Primeiro, estudamos o problema

eĺıptico com dois termos não-locais−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)

]r
em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, M : R+ → R+ é uma função cont́ınua,

λ, r > 0 são parâmetros reais, p, q ∈ C(Ω) são funções cujas propriedades serão

dadas posteriormente e ∆p(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u) é o p(x)-Laplaciano. Este

problema foi abordado no trabalho de Corrêa e Costa [8].

O outro problema no qual estamos interessados é{
−∆p(x)u = a(x)uα(x)−1 + f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado em RN(N ≥ 3) com fronteira suave, p ∈ C1(Ω)

com 1 < p− ≤ p+ < N, α ∈ C(Ω) é uma função não-negativa com 1 ≤ α−,

f : Ω × [0,+∞) → R é uma função cont́ınua e a ∈ L∞(Ω) com a(x) > 0 quase

sempre em Ω. Este problema foi estudado por Sousa e Tavares [33].

Em ambos os problemas, aplicamos o Teorema do Passo da Montanha e

o Prinćıpio Variacional de Ekeland. No segundo, também utilizamos sub-

supersolução.

Palavras-chave: Expoente variável; Métodos variacionais; p(x)-Laplaciano;

Sub-supersolução.
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Abstract

In this work, we study elliptic problems of p(x)-Kirchhoff type in Sobolev spaces

with variable exponent. First we study the elliptic problem with two non-local

terms−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)

]r
in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

where Ω ⊂ RN is a bounded smooth domain, M : R+ → R+ is a continuous

function, λ, r > 0 are real parameters, p, q ∈ C(Ω) are functions whose properties

will be given later and ∆p(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u) is the p(x)-Laplacian. This

problem was approached in the work of Corrêa and Costa [8].

The other problem in which we are interested is{
−∆p(x)u = a(x)uα(x)−1 + f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

where Ω is a bounded domain in RN(N ≥ 3) with smooth boundary, p ∈ C1(Ω)

with 1 < p− ≤ p+ < N, α ∈ C(Ω) is a nonnegative function with 1 ≤ α−,

f : Ω × [0,+∞) → R is a continuous function and a ∈ L∞(Ω) with a(x) > 0

almost everywhere in Ω. This problem was studied by Sousa and Tavares [33].

In both problems we apply the Mountain Pass Theorem and the Ekeland

Variational Principle. In the second, we also use sub-supersolution.

Keywords: Variable exponent; Variational methods; p(x)-Laplacian; Sub-

supersolution.
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Notações

� : fim de uma demonstração,

→ : convergência forte,

⇀ : convergência fraca,

|Ω| : medida de Lebesgue de Ω,

u+ : parte positiva de u, isto é, u+ = max{u, 0},
Bρ(0) : bola aberta de centro na origem e raio ρ,

∂Bρ(0) : esfera de centro na origem e raio ρ,

〈· , ·〉 : produto interno usual.
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos problemas eĺıpticos do tipo p(x)-Kirchhoff em

espaços de Sobolev com expoente variável. Problemas que envolvem o operador

p(x)-Laplaciano são amplamente utilizados na modelagem de problemas em

teoria da elasticidade, fluxos viscosos de fluidos não-newtonianos e mecânica dos

fluidos, mais precisamente, fluidos do tipo eletrorreológicos (chamados fluidos

inteligentes). Outra aplicação está relacionada com processamento de imagem.

Para mais detalhes, veja Mihailescu e Radulescu [26], Ru̇z̆ic̆ka [32] e suas

referências.

Ressaltamos que a primeira grande descoberta sobre fluidos eletrorreológicos é

atribúıda a Willis Winslow, em 1949. Tais fluidos têm a importante propriedade

de que sua viscosidade depende do campo elétrico no fluido. Ele descobriu que a

viscosidade de tais fluidos (por exemplo, polimetacrilato de ĺıtio) em um campo

elétrico é inversamente proporcional à força do campo. O campo induz formação

de linhas de correntes no fluido, as quais são paralelas ao campo. Elas podem

aumentar a viscosidade tanto quanto 5 ordens de magnitude. Este fenômeno é

conhecido como o efeito Winslow.

Os espaços de Lebesgue com expoente variável apareceram na literatura pela

primeira vez em 1931, por meio de um artigo de Orlicz [29], que demonstrou vários

resultados, incluindo a desigualdade de Hölder, em uma discreta apresentação

na qual ele considerou os espaços Lp(x) sobre a reta real. O primeiro estudo

sistemático de espaços com expoente variável (denominados espaços modulares)

é atribúıdo a Nakano [28], que mencionou explicitamente no apêndice de seu

livro os espaços de Lebesgue com expoente variável, como um exemplo de um

espaço mais geral que ele considera [28, p. 284]. Apesar de seu amplo interesse,

esses espaços não alcançaram a posição de destaque de estudos na área, como o
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trabalho de Orlicz.

Uma das equações diferenciais mais conhecidas é a equação estacionária de

Kirchhoff, dada por

{
−M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(1)

onde f : Ω × R → R e M : R+ → R+ são funções cont́ınuas que cumprem

certas condições e ∆p(x) é o operador p(x)-Laplaciano. O problema é estudado

no espaço de Sobolev W 1,2
0 (Ω), no qual ‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

é a norma.

A equação original de Kirchhoff, apresentada pela primeira vez no trabalho

de Kirchhoff [21], é dada por

ρ
∂2u

∂t2
−

(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2dx

)
∂2u

∂x2
= 0, (2)

e estende a equação clássica da onda de D’Alembert, considerando os efeitos

da alteração no comprimento da corda durante as vibrações. Os parâmetros

de (2) são os seguintes: L é o comprimento da corda, h é a área de sua seção

transversal, E é o módulo de Young do material do qual a corda é feita, ρ é a

densidade da massa e P0 é a tensão inicial. Um importante diferencial em (2) é a

presença do coeficiente não-local
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2dx, o qual depende da média

E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2dx e da energia cinética

1

2

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 em [0, L]. Diversas equações do tipo

Kirchhoff foram e ainda são estudadas, especialmente após o trabalho de Lions

[23], onde foi proposta uma abordagem de Análise Funcional para a resolução do

problema citado.

Um outro problema que merece destaque é o seguinte:

−∆u = λf(x, u)

[∫
Ω

F (x, u)dx

]r
em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

(3)

onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds e f é uma dada função regular.
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A equação (3) foi estudada por Gomes e Sanchez [18] utilizando técnica

variacional considerando f com um determinado crescimento exponencial e Ω

uma bola do RN . Eles melhoraram em seu trabalho os resultados presentes em

Bebernes e Lacey [4].

Bebernes e Talaga [5] estudam o caso particular de (3), dado por−∆u = δ
eu∫
Ω
eu

em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

com f(t) = F (t) = et, que é o caso estacionário do problema parabólico


ut −∆u =

eu∫
Ω
eu

em Ω× [0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

u(x, t) = 0 em ∂Ω× [0, T ),

que resulta da investigação anaĺıtica dos fenômenos associados com a ocorrência

de bandas de cisalhamento em metais que estão sendo deformados sob altas taxas

de deformação.

Outras motivações f́ısicas para (3) podem ser encontradas em Carrillo [6],

Gogny e Lions [17], Dolbeault [11] e suas referências. Os trabalhos deles

estão relacionados com o problema (3) em que p é constante e seus estudos

são desenvolvidos no espaço de Sobolev usual. Estudos sobre existência e

multiplicidade de soluções para equações diferenciais parciais eĺıpticas não-

lineares também modelam problemas que interessam a outras áreas das ciências

básicas, como Biologia (dinâmica de população) e Qúımica (fenômenos glaciais).

Com respeito à equação de Kirchhoff, a maioria dos trabalhos trata de

problemas como

{
−M(‖u‖p1,p) ∆pu = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(4)

onde M é o termo original de Kirchhoff da forma M(t) = a+ bt, t ≥ 0, a, b > 0 e

1 ≤ p < +∞ são constantes reais. Em Alves et al. [1] e Corrêa e Figueiredo [9],

outros termos M são considerados.
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Observe que em (3) somente o termo
[∫

Ω
F (x, u)

]r
é não-local, enquanto em

(4) o único termo não-local é M(‖u‖p1,p).

A equação (1) também é estudada por Alves et al. [1], que mostra, ainda, que

existem soluções positivas para outros dois problemas, a saber{
−M(‖u‖2)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde ‖u‖ =
(∫

Ω
|∇u|2dx

)1/2
é a norma usual em W 1,2

0 (Ω) e M(t) ≥ m0 > 0, para

todo t ≥ 0 e {
−M(‖u‖2)∆u = up em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde 1 < p < (N + 2)/(N − 2) se N ≥ 3 e 1 < p < +∞ se N = 1, 2.

Outros trabalhos relevantes no estudo de equações diferenciais parciais são os

de Perera e Zhang [30] e [31], nos quais os autores estudam{
−∆u = λu em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

e {
−‖u‖2∆u = µu3 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Em seu trabalho, Lima [22] utiliza as definições de sub e supersolução para

encontrar solução para o problema do tipo semipositone{
−∆u = λf(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

em que λ é um parâmetro positivo e f : [0,∞) → R é uma função de classe C1.

Este tipo de problema surge na flambagem de sistemas mecânicos, no design de

pontes suspensas, na combustão, nas reações qúımicas, na astrof́ısica e na gestão

dos recursos naturais. De acordo com Lions [24], os problemas semipositone são

matematicamente muito desafiadores, visto que há muitas aplicações deles.

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar a existência de soluções para

uma classe de problemas eĺıpticos do tipo p(x)-Kirchhoff utilizando dois métodos

variacionais: o Prinćıpio Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da

Montanha.
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No caṕıtulo 1, estudamos um problema eĺıptico com dois termos não-locais, a

saber

−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)

]r
em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, M : R+ → R+ é uma função cont́ınua,

λ, r > 0 são parâmetros reais, p, q ∈ C(Ω) são funções cujas propriedades serão

dadas posteriormente e ∆p(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u) é o operador p(x)-Laplaciano.

Esse problema foi abordado no trabalho de Corrêa e Costa [8]. A equação é

estudada para 3 classes diferentes de termos M.

No caṕıtulo 2, estudamos a multiplicidade de soluções para um problema local,

envolvendo o operador p(x)-Laplaciano, a saber

{
−∆p(x)u = a(x)uα(x)−1 + f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado em RN(N ≥ 3) com fronteira suave, p ∈ C1(Ω)

com 1 < p− ≤ p+ < N, α ∈ C(Ω) é uma função não-negativa com 1 ≤ α−,

f : Ω × [0,+∞) → R é uma função cont́ınua e a ∈ L∞(Ω) com a(x) > 0

quase sempre em Ω. Esse problema foi estudado por Sousa e Tavares [33] e nele

é utilizado um método de sub-supersolução, além dos métodos variacionais já

citados.
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Caṕıtulo 1

Problema eĺıptico com dois
termos não-locais envolvendo
p(x)-Laplaciano

Neste caṕıtulo, vamos estudar uma classe de equações do tipo p(x)-

Kirchhoff, onde são apresentados dois termos não-locais. Utilizaremos o Prinćıpio

Variacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha a fim de mostrar a

existência de soluções positivas.

1.1 Preliminares

Definimos o conjunto

C+

(
Ω
)

= {h : h ∈ C
(
Ω
)
, h(x) > 1,∀x ∈ Ω},

e para cada h ∈ C+

(
Ω
)

nós temos

h+ = max
x∈Ω

h(x) e h− = min
x∈Ω

h(x).

Denotamos por M o conjunto das funções reais mensuráveis sobre Ω.

Para cada p ∈ C+

(
Ω
)
, definimos o espaço generalizado de Lebesgue por

Lp(x) (Ω) = {u ∈M
(
Ω
)

:

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx <∞}.

Vamos considerar o espaço Lp(x) (Ω) com a norma de Luxemburgo, dada por

6



|u|p(x) = inf {µ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)

µ

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1}.

O espaço generalizado de Lebesgue-Sobolev W 1,p(x) (Ω) é definido por

W 1,p(x) (Ω) = {u ∈ Lp(x) (Ω) : |∇u| ∈ Lp(x) (Ω)}

com a norma abaixo

‖u‖1,p(x) = |u|p(x) + |∇u|p(x).

Podemos definir W
1,p(x)
0 (Ω) como o fecho de C∞c em W 1,p(x)(Ω) com respeito

à norma ‖u‖1,p(x). Os espaços Lp(x)(Ω), W 1,p(x)(Ω) e W
1,p(x)
0 (Ω) são reflexivos

e de Banach, veja Fan e Zhao [14]. Se a medida de Lebesgue de Ω é finita,

p1, p2 ∈ C(Ω) e p1(x) ≤ p2(x), para todo x ∈ Ω, então temos a imersão cont́ınua

Lp2(x)(Ω) ↪→ Lp1(x)(Ω).

As demonstrações das próximas duas proposições podem ser encontradas em

[12], [13] e [14].

Proposição 1.1.1 Suponha que Ω é um domı́nio suave limitado em RN e

p ∈ C(Ω) com p(x) < N para todo x ∈ Ω. Se p1 ∈ C(Ω) e 1 ≤ p1(x) ≤
p∗(x) (1 ≤ p1(x) < p∗(x)) para x ∈ Ω, então há uma imersão cont́ınua (compacta)

W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp1(x)(Ω), onde p∗ =

Np(x)

N − p(x)
.

Proposição 1.1.2 Seja ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx. Para todo u ∈ Lp(x)(Ω), nós

temos

1. Para u 6= 0, |u|p(x) = λ ⇔ ρ
(u
λ

)
= 1.

2. |u|p(x) < 1(= 1;> 1)⇔ ρ(u) < 1(= 1;> 1).

3. Se |u|p(x) > 1, então |u|p
−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
+

p(x).

4. Se |u|p(x) < 1, então |u|p
+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ |u|p
−

p(x).

5. lim
k→+∞

|uk|p(x) = 0⇔ lim
k→+∞

ρ(uk) = 0.

6. lim
k→+∞

|uk|p(x) = +∞⇔ lim
k→+∞

ρ(uk) = +∞.
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1.2 O problema eĺıptico com dois termos não-

locais

A seguir, tal como fizeram Corrêa e Costa [8], estudaremos a existência de

soluções positivas para o problema eĺıptico com dois termos não-locais

−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ|u|q(x)−2u

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)

]r
em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado suave, M : R+ → R+ é uma função cont́ınua,

λ e r são parâmetros reais positivos, p, q ∈ C(Ω) são funções cujas propriedades

serão dadas posteriormente e ∆p(x)u = div(|∇u|p(x)−2∇u) é o p(x)-Laplaciano.

Observe que o problema (1.1) é uma versão generalizada do problema não-local

(3).

Problemas da forma apresentada em (1.1) estão associados com o funcional

energia

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ 1

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r+1

para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) e M̂(t) =

∫ t

0

M(s) ds.

Dependendo das funções p e q, o funcional Jλ é diferenciável e sua derivada

de Fréchet é dada por

J ′λ(u) v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx

−λ
[∫

Ω

1

q(x)
|∇u|q(x)dx

]r ∫
Ω

|u|q(x)−2uv dx,

para todos u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Consideremos também o problema
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−M
(∫

Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
∆p(x)u = λ(u+)q(x)−1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)

]r
em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(1.2)

Note que as posśıveis soluções de (1.2) são soluções positivas de (1.1). Veja

Fan et al. [15] e Zhang [34].

Proposição 1.2.1 O funcional J1(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
é de classe

C1(W
1,p(x)
0 (Ω),R).

Demonstração: J1 é Gâteaux-diferenciável. Considere a função G : R→ R
dada por G(s) = |∇u+ st∇v|p(x), onde u, v ∈ W

1,p(x)
0 (Ω). Dados x ∈ Ω e

0 < |t| < 1, temos pelo Teorema do Valor Médio que existe ξ(x, t) = ξ ∈ (0, 1)

tal que

G(1)−G(0)

1
= G′(ξ)

⇒ |∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

t∇v
= p(x)|∇u+ ξt∇v|p(x)−1

⇒ |∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
= |∇u+ ξt∇v|p(x)−2(∇u+ ξt∇v)∇v.

Note que

φ = |∇u+ ξt∇v|p(x)−2(∇u+ ξt∇v)∇v → |∇u|p(x)−2∇u∇v q.s. em Ω (1.3)

quando t→ 0.

Temos ainda que

|φ| ≤ |∇u+ ξt∇v|p(x)−1|∇v| ≤ (|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v|. (1.4)

Do fato de

9



|∇u|, |∇v| ∈ Lp(x)(Ω),

decorre que

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1 ∈ L
p(x)
p(x)−1 (Ω).

Pela desigualdade de Hölder, podemos concluir que

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v| ∈ L1(Ω). (1.5)

Por (1.3)-(1.5) e aplicando o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, obtemos

lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
dx =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx.

Usando a Regra da Cadeia, temos

J ′1(u) v =

[
M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)]′
lim
t→0

∫
Ω

|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
dx,

que equivale a

J ′1(u) v = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx,

e dáı J1 é Gâteaux-diferenciável.

Vamos mostrar que J ′1(u) é cont́ınuo em W
1,p(x)
0 (Ω). Seja (uj) ⊂ W

1,p(x)
0 (Ω)

tal que uj → u em W
1,p(x)
0 (Ω) e ψ ∈ W 1,p(x)

0 (Ω) com ‖ψ‖ ≤ 1. Assim,

∇uj → ∇u em (Lp(x)(Ω))
N
.

Portanto, pelo Teorema de Vainberg, a menos de subsequência,

∇uj(x)→ ∇u(x), q. s. em Ω (1.6)

e

|∇uj(x)| ≤ g(x), q. s. em Ω, (1.7)
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onde g(x) ∈ Lp(x)(Ω).

Por (1.6), temos que

|∇uj(x)| → |∇u(x)|, q. s. em Ω. (1.8)

Tome Γ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx. Dáı,

|〈Γ′(uj)− Γ′(u), ψ〉| =

∣∣∣∣∫
Ω

(
|∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u

)
∇ψ dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

||∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u||∇ψ| dx. (1.9)

Fazendo

fj = ||∇uj|p(x)−2∇uj − |∇u|p(x)−2∇u|, j ∈ N,

obtemos

fj ≤ |∇uj|p(x)−1 + |∇u|p(x)−1 ∈ L
p(x)
p(x)−1 Ω, (1.10)

de onde conclúımos que fj ∈ L
p(x)
p(x)−1 (Ω).

Usando a desigualdade de Hölder em (1.9),

|〈Γ′(uj)− Γ′(u), ψ〉| ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1|∇ψ|p(x) ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1‖ψ‖

e portanto,

‖Γ′(uj)− Γ′(u)‖ ≤ C|fj|p(x)/p(x)−1.

Por (1.6) e (1.8),

fj → 0 q. s. em Ω (1.11)

Por (1.7) e (1.10), segue que

fj(x) ≤ g(x)p(x)−1 + |∇u(x)|p(x)−1q. s. em Ω
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e dáı

fj(x)q(x) ≤ 2q
+

(g(x)p(x) + |∇u(x)|p(x)) ∈ L1(Ω) q. s. em (Ω), (1.12)

onde q(x) =
p(x)

p(x)− 1
.

De (1.11) e (1.12) e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

temos que ∫
Ω

fj
q(x)dx→ 0 quando j →∞,

de onde se tem pela Proposição 1.1.2 que |fj|q(x) → 0 quando j →∞.

Logo,

‖Γ′(uj)− Γ′(u)‖ → 0 quando j →∞,

e assim podemos afirmar que a derivada de Gâteaux Γ′ é cont́ınua, o que implica

que J1 é de classe C1 (W
1,p(x)
0 (Ω),R).

Proposição 1.2.2 O funcional J2(u) =
λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r+1

é de classe

C1(W
1,p(x)
0 (Ω),R).

Demonstração: Por regras de derivação, temos que

J ′2(u) v = λ
r + 1

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r
·
(∫

Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

)′
.

Por um processo similar ao adotado para J1, temos que(∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

)′
=

∫
Ω

|u|q(x)−2uv dx.

E dáı segue que

J ′2(u)v = λ

[∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

]r ∫
Ω

|u|q(x)−2uv dx.
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Mostraremos a seguir que J ′2 é cont́ınuo. Seja (un)→ u em W
1,q(x)
0 (Ω), isto é,

(un − u)→ 0 em W
1,q(x)
0 (Ω). Note que, para todo ψ ∈ W 1,q(x)

0 (Ω) com ‖ψ‖ ≤ 1,

|J ′2(un − u)ψ| =

∣∣∣∣λ [∫
Ω

1

q(x)
|(un − u)|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un − u|q(x)−2(un − u)ψ dx

∣∣∣∣
≤ λ

(q−)r

[∫
Ω

|un − u|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un − u|q(x)−1ψ dx.

Sendo |un − u| ∈ Lq(x), temos que |un − u|q(x)−1 ∈ L
q(x)
q(x)−1 . Pela desigualdade

de Hölder, segue que

λ

(q−)r

[∫
Ω

|un − u|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un − u|q(x)−1dxψ

≤ λ

(q−)r
[ρ(un − u)]r |un − u|p(x)|ψ|q(x),

onde p(x) =
q(x)

q(x)− 1
. Pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, existe C > 0 tal que

λ

(q−)r
[ρ(un − u)]r |un − u|p(x) |ψ|q(x) ≤

λ

(q−)r
[ρ(un − u)]r C‖un − u‖|ψ|q(x).

Considerando que (un − u) → 0 em W
1,p(x)
0 (Ω), temos que ‖un − u‖ → 0, o

que equivale a |∇un −∇u|p(x) → 0. Pela desigualdade de Poincaré, existe C ′ > 0

tal que

|un − u|p(x) ≤ C ′|∇un −∇u|p(x) → 0

Portanto, |un − u|p(x) → 0, e dáı ρ(un − u)→ 0. Conclúımos que

‖J ′2(un)− J ′2(u)‖ → 0 quando n→∞.

Definição 1.2.1 Uma função u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) é uma solução fraca de (1.2) se

M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx

= λ

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)
dx

]r ∫
Ω

(u+)q(x)−1v dx, ∀ v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).
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Teorema 1.2.1 Seja Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ a aplicação dada por

Lp(x)(u) v =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx, ∀u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Então afirmamos que

1. Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω) → (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ é um operador cont́ınuo, limitado e

estritamente monótono;

2. Lp(x) é uma aplicação do tipo S+, ou seja, se un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω) e,

além disso, lim sup 〈Lp(x)(un) − Lp(x)(u), un − u〉 ≤ 0, então un → u em

W
1,p(x)
0 (Ω);

3. Lp(x) : W
1,p(x)
0 (Ω)→ (W

1,p(x)
0 (Ω))∗ é um homomorfismo.

Demonstração: Ver Fan e Zhang [13].

1.3 Resultados sobre o problema eĺıptico com

dois termos não-locais

A seguir, vamos apresentar os 6 (seis) resultados obtidos em relação ao

problema eĺıptico com dois termos não-locais apresentado na seção anterior. São

consideradas 3 classes de termos M e são utilizados o Teorema do Passo da

Montanha e o Prinćıpio Variacional de Ekeland.

Teorema 1.3.1 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
para todo x ∈ Ω. Além disso, assuma que existem m0 e m1 positivos tais que

m0 ≤ M(t) ≤ m1, com
m1p

+

m0

<
(q−)

r+1
(r + 1)

(q+)r
e q−(r + 1) > p+. Então o

problema (1.1) possui uma solução fraca para todo λ > 0.

Demonstração: Nosso primeiro passo é verificar que o funcional

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)

q(x)
dx

]r+1

, ∀λ, r > 0

satisfaz a primeira e a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Note que, para t ≥ 0,

m0 ≤M(s) ⇒
∫ t

0

m0 ds ≤
∫ t

0

M(s) ds = M̂(t) ⇒ m0 t ≤ M̂(t).
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Portanto, adotando t =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx,

M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
≥ m0

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx. (1.13)

Como p+ = max
x∈Ω

p(x), segue que

m0

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx ≥ m0

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx. (1.14)

Além disso, sendo q− = min
x∈Ω

q(x), temos que

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.15)

Por (1.13)-(1.15),

Jλ(u) ≥ m0

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.16)

Tomando ‖u‖ < 1, observe que, pela Proposição 1.1.2, item 4,

|∇u|p(x) < 1⇒ ρ(∇u) ≥ |∇u|p
+

p(x) ⇒
∫

Ω

|∇u|p(x)dx ≥ |∇u|p
+

p(x),

ou seja, a menos de uma constante, temos∫
Ω

|∇u|p(x)dx ≥ ‖u‖p+ . (1.17)

Portanto, de (1.16) e (1.17),

Jλ(u) ≥ m0

p+
‖u‖p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.18)

Pela imersão de Sobolev W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lq(x)(Ω), existe C > 0 tal que

|u|q(x) ≤ C‖u‖, (1.19)

e adotando ρ = ‖u‖ suficientemente pequeno, segue que

|u|q(x) ≤ C‖u‖ ≤ Cρ < 1,
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de onde se tem

|u|q
−

q(x) ≤ (C‖u‖)q− . (1.20)

Pela Proposição 1.1.2, item 4,∫
Ω

|u|q(x)dx ≤ |u|q
−

q(x). (1.21)

De (1.20) e (1.21), obtemos ∫
Ω

|u|q(x)dx ≤ (C‖u‖)q− , (1.22)

e assim, (∫
Ω

|u|q(x)dx

)r+1

≤ (C‖u‖)q−(r+1). (1.23)

Substituindo ‖u‖ por ρ em (1.18) e considerando (1.23), obtemos

Jλ(u) ≥ m0

p+
ρp

+ − λ

(r + 1)(q−)r+1 (Cρ)q
−(r+1),

o que, por sua vez, nos dá

Jλ(u) ≥ ρp
+

[
m0

p+
− λC1

(r + 1)(q−)r+1ρ
q−(r+1)−p+

]
,

onde C1 = Cq−(r+1).

Sendo q(x) > 1 e r > 0, temos p+ < q−(r + 1) < (q−)
r+1

(r + 1). Isso implica

que nós podemos encontrar números a, ρ tais que Jλ(u) ≥ a > 0 se ‖u‖ = ρ para

todo λ > 0. Portanto, Jλ satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da

Montanha.

Agora, tome 0 < ω ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Logo,

Jλ(tω) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

. (1.24)

Para t > 1, temos tp(x) ≤ tp
+

e tq
− ≤ tq(x). Além disso,

M(s) ≤ m1 ⇒
∫ t

0

M(s) ds ≤
∫ t

0

m1 ds ⇒ M̂(t) ≤ m1t.

Consequentemente,

M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

)
≤ m1

∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx. (1.25)
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Note ainda que

m1

∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx ≤ m1t

p+

p−

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx (1.26)

e
λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

≥ λ

r + 1

tq
−(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω

|ω|q(x)dx

]r+1

. (1.27)

Então, por (1.24)-(1.27),

Jλ(tω) ≤ m1t
p+

p−

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx− λ

(r + 1)

tq
−(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω

|ω|q(x)dx

]r+1

.

Considerando que q−(r + 1) > p+ e fazendo t → +∞, temos Jλ(tω) → −∞.
Isso implica que o funcional Jλ cumpre a segunda geometria do Teorema do Passo

da Montanha.

Agora, mostramos que Jλ satisfaz a condição Palais-Smale (ou simplesmente

(PS)), ou seja, que toda sequência (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) tal que

Jλ(un)→ Cλ e J ′λ(un)→ 0 (1.28)

contém uma subsequência convergente sob a norma de W
1,p(x)
0 (Ω).

Seja (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência satisfazendo (1.28). Mostraremos que

(un) é limitada. Tomando θ tal que
m1p

+

m0

< θ <
(q−)

r+1
(r + 1)

(q+)r
, suponha que

Cλ + ‖un‖ ≥ Jλ(un)− 1

θ
J ′λ(un)un

= M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r+1

− 1

θ
M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx

+
λ

θ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)dx. (1.29)

Observe que, como M̂(t) ≥ m0 t e p+ > 1,

M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)
≥ m0

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx ≥ m0

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx.

(1.30)
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Como m1 ≥M(t),

M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)
≤ m1. (1.31)

Podemos, ainda, afirmar que

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

(1.32)

e

λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r [∫
Ω

|un|q(x) dx

]
≥ λ

(q+)r

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

. (1.33)

Por (1.29)-(1.33), segue que

Cλ + ‖un‖ ≥
m0

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

− 1

θ

[
m1

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− λ

(q+)r

(∫
Ω

|un|q(x)dx

)r+1
]

=

(
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx

+ λ

(
1

θ(q+)r
− 1

(q−)r+1(r + 1)

)[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

. (1.34)

Os últimos termos à direita são positivos, pois

m1p
+

m0

< θ ⇒ m1 p
+ < m0 θ ⇒

m1

θ
<
m0

p+

e

θ(q+)r < (q−)r+1(r + 1).

Portanto, de (1.34) obtemos

Cλ + ‖un‖ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx. (1.35)

Para ‖un‖ > 1, note que, raciocinando como em (1.17) e utilizando a Proposição

1.1.2, item 3,

|∇un|p(x) > 1⇒ ρ(∇un) ≥ |∇un|p
−

p(x) ⇒
∫

Ω

|∇un|p(x)dx ≥ |∇un|p
−

p(x),
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isto é, a menos de uma constante,∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≥ ‖un‖p
−
. (1.36)

Se (un) é ilimitada em W
1,p(x)
0 (Ω), nós podemos supor, passando a uma

subsequência, se necessário, que ‖un‖ > 1 e tendo em vista (1.35) e (1.36),

Cλ + ‖un‖ ≥
(
m0

p+
− m1

θ

)
‖un‖p

−
,

um absurdo, pois p− > 1. Portanto, (un) é limitada. Sendo W
1,p(x)
0 (Ω) um espaço

de Banach reflexivo, existe uma subsequência, também denotada por (un), tal que

un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω).

De

J ′λ(un)→ 0,

segue que

J ′λ(un)(un − u) = M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(un − u)

− λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0.

(1.37)

Temos q(x) < p∗(x), para todo x ∈ (Ω). Logo, W
1,q(x)
0 (Ω) está compactamente

imerso em Lq(x)(Ω). Levando em consideração este fato e a desigualdade de

Hölder, temos∣∣∣∣∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|un|q(x)−1|un−u|dx ≤ C|un|q(x)/q(x)−1|un − u|q(x).

Como consequência da imersão de W
1,q(x)
0 (Ω) em Lq(x)(Ω), (un) converge forte

para u em Lq(x)(Ω). Portanto,

∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0.

Por outro lado, há constantes positivas c1 e c2 tais que

c1 ≤
∫

Ω

1

q(x)
|∇un|q(x) ≤ c2.

Isso implica que

λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0.
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De (1.37), obtemos

Lp(x)(u)(un − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(un − u) dx→ 0, (1.38)

uma vez que existem constantes positivas b1, b2 tais que

b1 ≤M

(∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)
≤ b2.

Consequentemente,

〈Lp(x)(un)− Lp(x)(u), un − u〉 → 0.

Temos, pelo Teorema 1.2.1, que un → u em W
1,p(x)
0 (Ω). Assim, o funcional

Jλ satisfaz as geometrias do Passo da Montanha e, além disso, também satisfaz

a condição (PS). Portanto, o problema (1.1) possui solução fraca.

Teorema 1.3.2 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
para todo x ∈ Ω. Além disso, assuma que existe 0 < m0 tal que m0 ≤M(t) ≤ m1.

Se q−(r+1) < p−, então existe λ∗ > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solução

positiva uλ para cada λ ∈ (0, λ∗).

Demonstração: Seguindo as ideias de Mihailescu e Radulescu [27],

utilizaremos o Prinćıpio Variacional de Ekeland. Por (1.18), temos

Jλ(u) ≥ m0

p+
‖u‖p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

,

e para ‖u‖ = ρ suficientemente pequeno e considerando (1.23),

Jλ(u) ≥ m0

p+
‖u‖p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1 (C‖u‖)q−(r+1),

e dáı, sendo C1 = Cq−(r+1)

Jλ(u) ≥ ρq
−(r+1)

[
m0ρ

p+−q−(r+1)

p+
− λC1

(r + 1)(q−)r+1

]
≥ a ≥ 0, se 0 < λ < λ∗
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para algum λ∗ > 0. Dáı, para todo λ ∈ (0, λ∗),

inf
∂Bρ(0)

Jλ > 0. (1.39)

Aqui, o parâmetro λ desempenha um papel crucial.

Por hipótese, q−(r + 1) < p−. Sendo assim, existe ε0 > 0 tal que

q−(r + 1) + ε0(r + 1) < p−. Já que q ∈ C(Ω), existe um conjunto aberto Ω0 ⊂ Ω

tal que |q(x)− q−| < ε0 para todo x ∈ Ω0. Dáı,

|q(x)− q−| < ε0 ⇔ −ε0 < q(x)− q− < ε0 ⇒

⇒ (q(x)− q−)(r + 1) < ε0(r + 1)⇒

⇒ q(x)(r + 1) ≤ q−(r + 1) + ε0(r + 1) < p−, ∀x ∈ Ω0. (1.40)

Agora, seja φ ∈ C∞0 (Ω) de modo que supp φ ⊃ Ω0, φ(x) = 1 para todo x ∈ Ω0

e 0 ≤ φ ≤ 1 em Ω. Tomando um t suficientemente pequeno, em particular

t ∈ (0, 1), temos tφ ∈ Bρ(0). Note que

Jλ(tφ) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tφ|q(x)dx

]r+1

. (1.41)

Pela mesma ideia de (1.13), temos que

M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

)
≤ m1

∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx. (1.42)

Como t ∈ (0, 1), segue que tp(x) ≤ tp
−
. E sabendo que

1

p(x)
≤ 1

p−
, temos

m1

∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx ≤ m1t

p−

p−

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx. (1.43)

Temos que
1

(q+)r+1
≤ 1

q(x)
. Além disso, se q(x)(r+1) ≤ q−(r+1)+ ε0(r+1),

então tq
−(r+1)+ε0(r+1) ≤ tq(x)(r+1). Assim,

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tφ|q(x)dx

]r+1

≥ λtq
−(r+1)+ε0(r+1)

(r + 1)(q+)r+1

[∫
Ω0

|φ|q(x)dx

]r+1

. (1.44)

Portanto, de (1.41)-(1.44), obtemos

Jλ(tφ) ≤ m1t
p−

p−

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx− λtq
−(r+1)+ε0(r+1)

(r + 1)(q+)r+1

[∫
Ω0

|φ|q(x)dx

]r+1

.
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Tendo em vista que

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx > 0 e tp
−
< tq

−(r+1)+ε0(r+1) para t ∈ (0, 1),

ocorre que

Jλ(tφ) < 0.

Como para todo u ∈ Bρ(0) nós temos

Jλ(u) ≥ m0

p+
‖u‖p+ − λC

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1),

segue que

−∞ < c := inf
Bρ(0)

Jλ < 0. (1.45)

Por (1.39) e (1.45), sabemos que inf
∂Bρ(0)

Jλ − inf
Bρ(0)

Jλ > 0. Então, escolhemos

0 < ε < inf
∂Bρ(0)

Jλ − inf
Bρ(0)

Jλ. Aplicando o Prinćıpio Variacional de Ekeland para o

funcional Jλ : Bρ(0)→ R, encontramos uε ∈ Bρ(0) tal que

Jλ(uε) < inf
Bρ(0)

Jλ + ε e Jλ(uε) < Jλ(u) + ε‖u− uε‖, u 6= uε.

Raciocinando como em [27], obtemos uma sequência (wn) ⊂ Bρ(0) tal que

Jλ(wn)→ c e J ′λ(wn)→ 0.

Já que q(x) < p∗(x) e Jλ satisfaz a condição (PS), nós temos uma

subsequência, ainda representada por (wn), e um elemento w ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) tais

que wn → w e Jλ(w) = c < 0. Pelo Corolário 1 do apêndice, J ′λ(w) = 0, e assim

conclúımos que w é uma solução fraca não-trivial para o problema (1.1).

Teorema 1.3.3 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
para todo x ∈ Ω. Além disso, assuma que M(t) = at + b, onde a > 0, b > 0 e

t ≥ 0. Se
2(p+)2

p−
<

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
e q−(r + 1) > 2p+, então o problema (1.1)

possui uma solução fraca positiva para todo λ > 0.

Demonstração: Sendo M(t) = a+ bt, é imediato que

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds = at+
bt2

2
.
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Dáı,

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

= a

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx+

b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]2

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

. (1.46)

Observe que, como
1

p+
≤ 1

p(x)
, temos

a

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx ≥ a

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx (1.47)

e
b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]2

≥ b

2(p+)2

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx

]2

. (1.48)

Além disso, sendo
1

q(x)r+1
≤ 1

(q−)r+1
, ocorre que

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.49)

Por (1.46)-(1.49), temos

Jλ(u) ≥ a

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
b

2(p+)2

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx

]2

− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

.

Por (1.17), para ‖u‖ < 1,

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.50)

Por (1.23), [∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

≤ (C‖u‖)q−(r+1).

Dáı, substituindo ‖u‖ por ρ e retomando (1.50),

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1), (1.51)

e já que q−(r + 1) > 2p+, encontramos números δ, ρ tais que
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Jλ ≥ δ > 0 se ‖u‖ = ρ, ∀λ > 0.

e assim Jλ satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, tome 0 < ω ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). É claro que

Jλ(tω) = a

∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx+

b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

]2

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

.

Para t > 1, segue que tp(x) ≤ tp
+

e tq
− ≤ tq(x). Dáı,

Jλ(tω) ≤ atp
+

p−

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx+
bt2p

+

2(p−)2

[∫
Ω

|∇ω|p(x)dx

]2

− λtq
−(r+1)

(r + 1)(q+)r+1

[∫
Ω

|ω|q(x)dx

]r+1

.

Como q−(r + 1) > 2p+, temos Jλ(tω) → −∞ quando t → +∞. Conclúımos

que Jλ satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Resta-nos provar que Jλ satisfaz a condição (PS). Seja (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma

sequência tal que

Jλ(un)→ Cλ e J ′λ(un)→ 0.

Portanto, tomando
2(p+)2

p−
< θ <

(r + 1)(q−)r+1

(q+)r
,

suponha que

Cλ + ‖un‖ ≥ Jλ(un)− 1

θ
J ′λ(un)un = a

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

+
b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]2

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|∇un|q(x)dx

]r+1

− a

θ

∫
Ω

|∇un|p(x)dx

− b
θ

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
λ

θ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)dx.

(1.52)

Sabendo que
1

p+
≤ 1

p(x)
≤ 1

p−
, temos

a

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx ≥ a

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx, (1.53)
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b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]2

≥ b

2(p+)2

[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]2

. (1.54)

e
b

θ

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≤ b

θp−

[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]2

. (1.55)

Temos também que
1

q+
≤ 1

q(x)
≤ 1

q−
. Logo,

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

(1.56)

e

λ

θ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)dx ≥ λ

θ(q+)r

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

. (1.57)

Por (1.52)-(1.57), temos

Cλ + ‖un‖ ≥
(
a

p+
− a

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx

+

(
b

2(p+)2
− b

θp−

)[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]2

+ λ

(
1

θ(q+)r
− 1

(r + 1)(q−)r+1

)[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

. (1.58)

Os termos à direita são positivos, pois

p+ < θ,

2(p+)2

p−
< θ ⇒ 2(p+)2 < θp−

e

θ(q+)r < (r + 1)(q−)r+1.

Portanto, de (1.58), temos

Cλ + ‖un‖ ≥
(
a

p+
− a

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx+

(
b

2(p+)2
− b

θp−

)[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]2

.

(1.59)

Agora, suponha que (un) é ilimitada em W
1,p(x)
0 (Ω). Passando a uma

subsequência, se necessário, temos que ‖un‖ > 1 e considerando (1.36) e (1.59)

Cλ + ‖un‖ ≥
(
a

p+
− a

θ

)
‖un‖p

−
+

(
b

2(p+)2
− b

θ(p−)2

)
‖un‖2p− ,
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um absurdo, pois p− > 1. Consequentemente, (un) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), e

assim existe uma subsequência, também denotada por (un), tal que un ⇀ u em

W
1,p(x)
0 (Ω). De Jλ(un)′ → 0, temos

J ′λ(un)(un − u) =

(
a+ b

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

)
Lp(x)un(un − u)

− λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0.

Pela demonstração do Teorema 1.3.1, segue que

λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0

e existem constantes positivas c1 e c2 de modo que c1 ≤
∫

Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) ≤ c2 e

Lp(x)(un)(un − u) =

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(un − u)dx→ 0.

Além disso,

Lp(x)(u)(un − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(un − u)dx→ 0.

Consequentemente,

〈Lp(x)(un)− Lp(x)(u), un − u〉 → 0,

o que significa, pelo Teorema 1.2.1, que un → u em W
1,p(x)
0 (Ω). Dáı, Jλ satisfaz a

condição (PS) e, assim, pelo Teorema do Passo da Montanha, o problema (1.1)

possui uma solução fraca positiva para todo λ > 0.

Teorema 1.3.4 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
para todo x ∈ Ω e M(t) = a + bt, onde a > 0, b > 0 e t ≥ 0. Se q−(r + 1) < p−,

então existe λ∗ > 0 tal que o problema (1.1) possui uma solução positiva uλ para

cada λ ∈ (0, λ∗).

Demonstração: Por (1.51), quando ‖u‖ < 1,

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1).

Vamos mostrar que, para ‖u‖ = ρ suficientemente pequeno,
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Jλ(u) ≥ δ > 0, se 0 < λ < λ∗,

onde

λ∗ =
1

3
min

{
(r + 1)(q−)r+1a(ρ)p

+−q−(r+1)

C1p+
,
(r + 1)(q−)r+1b(ρ)2p+−q−(r+1)

2C1(p+)2

}
.

Com efeito, observe que se λ∗ =
1

3

(r + 1)(q−)r+1a(ρ)p
+−q−(r+1)

C1p+
, e supondo

que λ = λ∗, então

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C‖u‖)q−(r+1) =

=
a

p+
ρp

+

+
b

2(p+)2
ρ2p+ − 1

3

(r + 1)(q−)r+1a(ρ)p
+−q−(r+1)C1(ρ)q

−(r+1)

(r + 1)(q−)r+1C1p+
=

=
a

p+
ρp

+

+
b

2(p+)2
ρ2p+ − 1

3

a(ρ)p
+−q−(r+1)(ρ)q

−(r+1)

p+
=

=
b

2(p+)2
ρ2p+ +

a

p+
ρp

+ − 1

3

a

p+
ρp

+

=

=
b

2(p+)2
ρ2p+ +

(
1− 1

3

)
a

p+
ρp

+

=
b

2(p+)2
ρ2p+ +

2

3

a

p+
ρp

+

> 0. (1.60)

Por outro lado, se λ∗ =
1

3

(r + 1)(q−)r+1b(ρ)2p+−q−(r+1)

2C1(p+)2
, e supondo que λ = λ∗,

então

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C‖u‖)q−(r+1) =

=
a

p+
ρp

+

+
b

2(p+)2
ρ2p+ − 1

3

(r + 1)(q−)r+1b(ρ)2p+−q−(r+1)C1(ρ)q
−(r+1)

(r + 1)(q−)r+12C1(p+)2
=

=
a

p+
ρp

+

+
b

2(p+)2
ρ2p+ − 1

6

b(ρ)2p+−q−(r+1)(ρ)q
−(r+1)

(p+)2
=

=
a

p+
ρp

+

+
b

2(p+)2
ρ2p+ − 1

6

b

(p+)2
ρ2p+ =

=
a

p+
ρp

+

+

(
1

2
− 1

6

)
b

(p+)2
ρ2p+ =

a

p+
ρp

+

+
1

3

b

(p+)2
ρ2p+ > 0. (1.61)

Além disso, retomando (1.51), note que q−(r + 1) < p− ≤ 2p+ e ‖u‖ < 1.

Portanto, por (1.60) e (1.61),
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Jλ(u) ≥ δ > 0, se 0 < λ < λ∗,

o que nos dá

inf
∂Bρ(0)

Jλ > 0.

Seja φ ∈ C∞0 (Ω) tal que supp φ ⊃ Ω0, φ(x) = 1 para todo x ∈ Ω0 e 0 ≤ φ ≤ 1

em Ω. Observe que para t ∈ (0, 1) suficientemente pequeno, temos tφ ∈ Bρ(0) e

Jλ(tφ) < 0. Com efeito, é imediato que

Jλ(tφ) = a

∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx+

b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

]2

− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|∇tφ|q(x)dx

]r+1

. (1.62)

Como t ∈ (0, 1), temos tp
− ≥ tp(x) e

1

p−
≥ 1

p(x)
. Dáı, segue que

a

∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx ≤ atp

−

p−

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx (1.63)

e

b

2

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

]2

≤ bt2p
−

2(p−)2

[∫
Ω

|∇φ|p(x)dx

]2

≤ btp
−

2(p−)2

[∫
Ω

|∇φ|p(x)dx

]2

(1.64)

De acordo com (1.40) na demonstração do Teorema 1.3.2, existe ε0 > 0 tal

que q(x)(r+ 1) ≤ q−(r+ 1) + ε0(r+ 1) < p−,∀x ∈ Ω0 ⊂ Ω. Sabendo também que
1

q+
≤ 1

q(x)
,

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|∇tφ|q(x)dx

]r+1

≥ λ

r + 1

tq
−(r+1)+ε0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|∇φ|q(x)dx

]r+1

.

(1.65)

Por (1.62)-(1.65),

Jλ(tφ) ≤ atp
−

p−

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx+
btp
−

2(p−)2

[∫
Ω

|∇φ|p(x)dx

]2

− λ

r + 1

tq
−(r+1)+ε0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|∇φ|q(x)dx

]r+1

.
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Portanto, tendo em vista que

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx > 0, segue que

Jλ(tφ) < 0.

Já que para todo u ∈ Bρ(0) nós temos

Jλ(u) ≥ a

p+
‖u‖p+ +

b

2(p+)2
‖u‖2p+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1),

segue que

−∞ < c := inf
Bρ(0)

Jλ < 0.

Aplicando o Prinćıpio Variacional de Ekeland para o funcional Jλ : Bρ(0)→ R
e raciocinando como em [27], temos (wn) ⊂ Bρ(0) tal que

Jλ(wn)→ c e J ′λ(wn)→ 0.

Portanto, pela mesma ideia do Teorema 1.3.2, conclúımos que w = lim
n→+∞

wn

é uma solução fraca não-trivial para o problema (1.1).

Teorema 1.3.5 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)

para todo x ∈ Ω. Seja M(t) = tα−1 tal que
α(p+)α

(p−)α−1
<

(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
e

q−(r + 1) > αp+ ≥ αp− > 1. Então o problema (1.1) possui uma solução fraca

positiva para todo λ > 0.

Demonstração: Utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha. Observe

que

M̂(t) =

∫ t

0

sα−1ds =

[
sα

α

]t
0

=
tα

α
− 0α

α
=
tα

α
.

Assim, tomando t =

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
,

Jλ(u) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

=
1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]α
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

, (1.66)

para todo λ > 0.
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Note que
1

p+
≤ 1

p(x)
e

1

q(x)
≤ 1

q−
. Logo,

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]α
≥ 1

α(p+)α

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx

]α
(1.67)

e

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.68)

Por (1.66)-(1.68), segue que

Jλ(u) ≥ 1

α(p+)α

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx

]α
− λ

(r + 1)(q−)r+1

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

. (1.69)

Supondo ‖u‖ < 1, por (1.69) e pelas desigualdades (1.17) e (1.23), obtemos

Jλ(u) ≥ 1

α(p+)α
‖u‖αp+ − λ

(r + 1)(q−)r+1
(C‖u‖)q−(r+1). (1.70)

De maneira similar à adotada no Teorema 1.3.1, tomando ‖u‖ = ρ em (1.70),

Jλ(u) ≥ 1

α(p+)α
ραp

+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
ρq
−(r+1),

o que por sua vez nos dá

Jλ(u) ≥ ραp
+

[
1

α(p+)α
− λC1

(r + 1)(q−)r+1
ρq
−(r+1)−αp+

]
.

Sendo q−(r + 1) > αp+, encontramos números positivos a, ρ tais que

Jλ(u) ≥ a > 0 se ‖u‖ = ρ e para todo λ > 0.

Agora, seja 0 < ω ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Veja que

Jλ(tω) = M̂

(∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

)
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

=
1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

]α
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

.(1.71)

Assumindo t > 1, observe que tp(x) ≤ tp
+

e
1

p(x)
≤ 1

p−
. Dáı,

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tω|p(x)dx

]α
≤ tαp

+

α(p−)α

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx. (1.72)
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Veja também que tq
− ≤ tq(x) e

1

q+
≤ 1

q(x)
. Assim,

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tω|q(x)dx

]r+1

≥ λ

r + 1

tq
−(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω

|ω|q(x)dx

]r+1

(1.73)

Por (1.71)-(1.73), segue que

Jλ(tω) ≤ tαp
+

α(p−)α

∫
Ω

|∇ω|p(x)dx− λ

r + 1

tq
−(r+1)

(q+)r+1

(∫
Ω

|ω|q(x)dx

)r+1

,

e sendo q−(r + 1) > αp+, temos que Jλ(tω) → −∞ quando t → +∞, de onde

conclúımos que Jλ satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.

Afirmamos que Jλ satisfaz a condição (PS). De fato, seja (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω)

uma sequência tal que

Jλ(un)→ Cλ e J ′λ(un)→ 0.

Tomando
α(p+)α

(p−)α−1
< θ <

(q−)r+1(r + 1)

(q+)r
, suponhamos que

Cλ + ‖un‖ ≥ Jλ(un)− 1

θ
J ′λ(un)un =

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]α
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r+1

+
λ

θ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)dx

− 1

θ

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]α−1 ∫
Ω

|∇un|p(x)dx. (1.74)

De
1

p+
≤ 1

p(x)
≤ 1

p−
, decorre que

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]α
≥ 1

α(p+)α

[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]α
(1.75)

e

1

θ

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]α−1 ∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≤ 1

θ(p−)α−1

[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]α
.

(1.76)

Como
1

q+
≤ 1

q(x)
≤ 1

q−
, segue que

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r+1

≤ λ

(q−)r+1(r + 1)

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

(1.77)
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e
λ

θ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)dx ≥ λ

θ(q+)r

[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

(1.78)

Por (1.74)-(1.78), ocorre que

Cλ + ‖un‖ ≥
(

1

α(p+)α
− 1

θ(p−)α−1

)[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]α
+ λ

(
1

θ(q+)r
− 1

(q−)r+1(r + 1)

)[∫
Ω

|un|q(x)dx

]r+1

, (1.79)

onde os termos à direita são positivos, pois

α(p+)α

(p−)α−1
< θ ⇒ α(p+)α < θ(p−)α−1

e

θ(q+)r < (q−)r+1(r + 1).

Portanto, de (1.79), obtemos

Cλ + ‖un‖ ≥
(

1

α(p−)α
− 1

θ(p−)α−1

)[∫
Ω

|∇un|p(x)dx

]α
. (1.80)

Agora, suponha que (un) é ilimitada. Passando a uma subsequência, se

necessário, tomamos ‖un‖ > 1 e (1.36) e (1.80) nos dão

Cλ + ‖un‖ ≥
(

1

α(p−)α
− 1

θ(p−)α−1

)
‖un‖αp

−
,

que é absurdo, uma vez que αp− > 1. Consequentemente, (un) é limitada em

W
1,p(x)
0 (Ω), que é um espaço de Banach reflexivo. Assim, existe uma subsequência,

ainda denotada por (un), tal que un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω).

De J ′λ(un)→ 0, nós temos

J ′λ(un)(un − u) =

[∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx

]α−1

Lp(x)un(un − u)

− λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0.

Pelo apresentado na demonstração do Teorema 1.3.1,

λ

[∫
Ω

1

q(x)
|un|q(x)dx

]r ∫
Ω

|un|q(x)−2un(un − u) dx→ 0
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e há constantes positivas b1 e b2 tais que b1 ≤
∫

Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx ≤ b2 e

Lp(x)(un)(un − u) =

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(un − u)→ 0.

Além disso,

Lp(x)(u)(un − u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(un − u)→ 0.

Por consequência,

〈Lp(x)(un)− Lp(x)(u), un − u〉 → 0.

Conclúımos que, pelo Teorema 1.2.1, un → u em W
1,p(x)
0 (Ω). Logo, Jλ satisfaz

a condição (PS) e, pelo Teorema do Passo da Montanha, o problema (1.1) possui

uma solução fraca positiva para λ > 0.

Teorema 1.3.6 Suponha que 1 < p(x) < N com 1 < q(x) < p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
para todo x ∈ Ω. Seja M(t) = tα−1. Se q−(r + 1) < αp−, então existe λ∗ > 0 tal

que o problema (1.1) possui uma solução positiva uλ para cada λ ∈ (0, λ∗).

Demonstração: Vamos aplicar o Prinćıpio Variacional de Ekeland. Note

que se ‖u‖ < 1, então temos, por (1.17) e (1.23),[∫
Ω

|∇u|p(x)dx

]α
≥ ‖u‖αp+ e

[∫
Ω

|u|q(x)dx

]r+1

≤ C‖u‖q−(r+1)

Além disso,
1

p+
≤ 1

p(x)
e

1

q(x)
≤ 1

q−
. Por estas desigualdades, segue que

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]α
≥ 1

α(p+)α
‖u‖αp+ (1.81)

e
λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

≤ λ

(r + 1)(q−)r+1
(C‖u‖)q−(r+1) (1.82)

Por (1.81) e (1.82), ocorre que

Jλ(u) =
1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx

]α
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
(u+)q(x)dx

]r+1

≥ 1

α(p+)α
‖u‖αp+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1).

Substituindo ‖u‖ por ρ e colocando ρq
−(r+1) em evidência, obtemos
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Jλ(u) ≥ ρq
−(r+1)

[
1

α(p+)α
ραp

+−q−(r+1) − λC1

(r + 1)(q−)r+1

]
≥ δ > 0, se 0 < λ < λ∗,

para algum λ∗ > 0. Desta forma, para λ ∈ (0, λ∗), temos

inf
∂Bρ(0)

Jλ > 0.

Da mesma maneira que foi feito na demonstração do Teorema 1.3.2, dado

ε0 > 0, existe Ω0 ⊂ Ω tal que |q(x)−q−| < ε0, para todo x ∈ Ω0. Analogamente a

(1.40), q(x)(r+1) ≤ q−(r+1)+ε0(r+1) < αp−, ou ainda, q(x) ≤ q−+ε0, ∀x ∈ Ω0.

Seja φ ∈ C∞0 (Ω) tal que supp φ ⊃ Ω0, φ(x) = 1 para todo x ∈ Ω0 e 0 ≤ φ ≤ 1

em Ω. Para t suficientemente pequeno, t ∈ (0, 1), temos tφ ∈ Bρ(0). É claro que

Jλ(tφ) =
1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

]α
− λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tφ|q(x)dx

]r+1

. (1.83)

Como t ∈ (0, 1), temos tp(x) ≤ tp
−

. Além disso,
1

p(x)
≤ 1

p−
. Destas

desigualdades, segue que

1

α

[∫
Ω

1

p(x)
|∇tφ|p(x)dx

]α
≤ tαp

−

α(p−)α

[∫
Ω

|∇φ|p(x)dx

]α
. (1.84)

De tq
−(r+1)+ε0(r+1) ≤ tq(x)(r+1) e

1

q+
≤ 1

q(x)
, resulta que

λ

r + 1

[∫
Ω

1

q(x)
|tφ|q(x)dx

]r+1

≥ λ

r + 1

tq
−(r+1)+ε0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|φ|q(x)dx

]r+1

. (1.85)

Por (1.83)-(1.85),

Jλ(tφ) ≤ tαp
−

α(p−)α

[∫
Ω

|∇φ|p(x)dx

]α
− λ

(r + 1)

tq
−(r+1)+ε0(r+1)

(q+)r+1

[∫
Ω0

|φ|q(x)dx

]r+1

.

Sabendo que

∫
Ω

|∇φ|p(x)dx > 0 e q(x)(r + 1) ≤ q−(r + 1) + ε0(r + 1) < αp−,

segue que J(tφ)→ −∞ se t→ +∞. Logo, J(tφ) < 0.

Já que para todo u ∈ Bρ(0) nós temos

Jλ(u) ≥ 1

α(p+)α
‖u‖αp+ − λC1

(r + 1)(q−)r+1
‖u‖q−(r+1),
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resulta que

−∞ < c := inf
Bρ(0)

Jλ < 0.

Aplicando o Prinćıpio Variacional de Ekeland para o funcional Jλ : Bρ(0)→ R e

raciocinando como em [27], temos que existe uma sequência (wn) tal que

Jλ(wn)→ c e J ′λ(wn)→ 0.

Desta forma, temos de maneira análoga ao demonstrado no Teorema 1.3.2 que

w = lim
n→+∞

wn é uma solução não-trivial para o problema (1.1).
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Caṕıtulo 2

Soluções para uma classe de
problemas envolvendo
p(x)-Laplaciano via
sub-supersolução

Neste caṕıtulo estudaremos existência de solução para uma classe de problemas

envolvendo expoentes variáveis, os quais também foram estudados por Sousa e

Tavares [33]. Os argumentos são baseados em sub-supersoluções e estimativas

apropriadas em L∞ no contexto dos espaços com expoentes variáveis.

2.1 Resultados preliminares

Teorema 2.1.1 Sejam E um espaço de Hilbert ou Banach reflexivo e φ : E → R
um funcional fracamente semicont́ınuo inferiormente e coercivo. Então φ é

limitado inferiormente e existe u0 ∈ E tal que φ(u0) = inf
u∈E

φ(u).

Demonstração: Ver [16].

Lema 2.1.1 (prinćıpio de comparação): Sejam u, v ∈ W 1,p(x)(Ω) e uma

aplicação A : W 1,p(x)(Ω) → (W
1,p(x)
0 (Ω))∗ de modo que Au − Av ≥ 0 em

(W
1,p(x)
0 (Ω))∗ e ϕ(x) = min{u(x) − v(x), 0}. Se ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), isto é, u ≥ v

sobre ∂Ω, então u ≥ v quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver [15].
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Definição 2.1.1 Um par de funções (u, u) ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ×W 1,p(x)

0 (Ω) é um par

sub-supersolução para (2.1) se u, u ∈ L∞(Ω), 0 < u(x) ≤ u(x) quase sempre em

Ω e as desigualdades∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≤
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx+

∫
Ω

f(x, u)ϕdx

e ∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx+

∫
Ω

f(x, u)ϕdx

ocorrem para todo ϕ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) com ϕ(x) ≥ 0 quase sempre em Ω.

2.2 O problema principal

Nós estamos interessados no seguinte problema{
−∆p(x)u = a(x)uα(x)−1 + f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(2.1)

onde Ω é um domı́nio limitado em RN(N ≥ 3) com fronteira suave, −∆p(x)u =

−div(|∇u|p(x)−2∇u) é o operador p(x)−Laplaciano, p ∈ C1(Ω) com 1 < p− ≤
p+ < N, q− := ess infΩq e q+ := ess supΩq para uma função q ∈ L∞(Ω), α ∈ C(Ω)

é uma função não-negativa com 1 ≤ α−, f : Ω × [0,+∞) → R é uma função

cont́ınua e

(H) a ∈ L∞(Ω) com a(x) > 0 quase sempre em Ω;

(f1) Existe δ > 0 tal que f(x, t) ≥ (1− tα(x)−1)a(x), para todo 0 ≤ t ≤ δ quase

sempre em Ω;

(f2) Existe r ∈ L∞(Ω) tal que 1 < r− e |f(x, t)| ≤ a(x)(1 + |t|r(x)−1), para

todo t ≥ 0, quase sempre em Ω;

(f3) Temos que α− > 1, α+, r+ < (p∗)− com α+ < p− ou p+ < α− e existem

t0 > 0 e θ > p+ tais que

0 < θF (x, t) ≤ f(x, t)t quase sempre em Ω para todo t ≥ 0.

Definição 2.2.1 u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) é uma solução fraca de (2.1) se∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx+

∫
Ω

f(x, u)ϕdx
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para todo ϕ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Teorema 2.2.1 Suponha que (H), (f1) e (f2) ocorrem. Então o problema (2.1)

tem uma solução para ‖a‖∞ suficientemente pequena.

Teorema 2.2.2 Suponha que (H), (f1) − (f3) ocorrem. Então o problema (2.1)

possui duas soluções para ‖a‖∞ suficientemente pequena.

2.3 Resultados auxiliares

Lema 2.3.1 Assuma que φ : [0,∞) → [0,∞) é uma função não-crescente tal

que se h > k > k0, para algum α > 0, β > 1, ocorre que φ(h) ≤ C(φ(k))β

(h− k)α
. Então

φ(k0 + d) = 0, onde dα = C 2
αβ
β−1φ(k0)β−1 e C é uma constante positiva.

Demonstração: Inicialmente, considere a sequência (ks), onde

ks = k0 + d− d

2s
.

Note que, fazendo h = ks+1 e k = ks,

h− k =

(
k0 + d− d

2s+1

)
−
(
k0 + d− d

2s

)
=

d

2s
− d

2s+1
=

2d

2s+1
− d

2s+1
=

d

2s+1
.

Por hipótese, φ(h) ≤ C(φ(k))β

(h− k)α
. Substituindo h e k por ks+1 e ks, obtemos

φ(ks+1) ≤ C(φ(ks))
β(

d

2s+1

)α =
C2(s+1)α(φ(ks))

β

dα
. (2.2)

Por indução sobre s, temos

φ(ks) ≤
φ(k0)

2−sµ
, (2.3)

onde µ =
α

1− β
. Para o caso s = 0, é imediato. Agora, suponhamos que (2.3)

ocorre e mostremos que também vale para s+ 1. Elevando os dois lados de (2.3)

a β, obtemos

(φ(ks))
β ≤ (φ(k0))β

2−sβµ
. (2.4)
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Por (2.2) e (2.4), segue que

φ(ks+1) ≤ C2(s+1)α(φ(ks))
β

dα
≤ C2(s+1)α

dα
(φ(k0))β

2−sβµ
.

Substituindo dα por C 2
αβ
β−1φ(k0)β−1,

φ(ks+1) ≤ C2(s+1)α

dα
(φ(k0))β

2−sβµ
=

C2(s+1)α

C 2
αβ
β−1φ(k0)β−1

(φ(k0))β

2−sβµ
=

2(s+1)αφ(k0)

2
αβ
β−1
−sβµ

. (2.5)

Substituindo µ por
α

1− β
e efetuando as operações com os expoentes de 2 em

(2.5),

(s+ 1)α−
(

αβ

β − 1
− s α

1− β
β

)
= (s+ 1)α− αβ

β − 1
+ s

α

1− β
β

=
(s+ 1)(β − 1)α− αβ − sαβ

β − 1

=
sβα− sα + βα− α− αβ − sαβ

β − 1

=
−(s+ 1)α

β − 1

=
(s+ 1)α

1− β
= (s+ 1)µ.

Portanto, de (2.5), obtemos

φ(ks+1) ≤ 2(s+1)µφ(k0) =
φ(k0)

2−(s+1)µ
. (2.6)

Como β > 1, temos µ negativo, e consequentemente −2(s + 1)µ é positivo.

Assim, fazendo s→∞ em (2.6), tem-se

φ(k0 + d) ≤ 0.

Como φ é não-negativa por hipótese, segue que φ(k0 + d) = 0.

Utilizaremos o Lema 2.3.1 na demonstração do próximo lema. Além disso,

definimos a função p∗(x), dada por p∗(x) =
Np(x)

N − p(x)
se p(x) < N e p∗(x) = ∞

se p(x) ≥ N.
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Lema 2.3.2 Seja u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) uma solução para o problema{
−∆p(x)u = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.7)

onde f ∈ Lr(x)(Ω) com r− >
(p∗)−

(p∗)− − p+
. Então u ∈ L∞ com

‖u‖∞ ≤ C|Ω|νmax{‖f‖
1

p−−1
r , ‖f‖

1
p+−1
r },

onde | · | denota a medida de Lebesgue e ν, C são constantes que não dependem

de u.

Demonstração: Definindo

wk = sign(u)(|u| − k)+, k > 0,

observe que wk ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Além disso, em A(k) = {x ∈ Ω : |u(x)| > k}, temos

que
∂u

∂xi
=
∂wk
∂xi

. Com efeito, se u ≥ 0, então

wk = (|u| − k) = (u− k)⇒ ∂u

∂xi
=
∂wk
∂xi

.

Por outro lado, se u < 0, então

wk = −(−u− k) = (u+ k)⇒ ∂u

∂xi
=
∂wk
∂xi

.

Se u é solução de (2.7), então∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇wkdx =

∫
Ω

fwkdx,

e já que as derivadas de u e wk coincidem para todo x ∈ A(k), segue que∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇wkdx =

∫
A(k)

|∇u|p(x)dx.

Como |Ω| <∞ e r− ≤ r(x), temos Lr(x)(Ω) ⊂ Lr
−

(Ω), para todo x ∈ Ω. Dáı,

f ∈ Lr−(Ω).

Como (p∗)− ≤ p∗(x), para todo x ∈ Ω, temos a imersão W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→ L(p∗)− ,

a qual é compacta. Portanto, wk ∈ L(p∗)−(Ω).
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Afirmamos que existe q > 1 tal que
1

q
+

1

r−
+

1

(p∗)−
= 1. Inicialmente,

precisamos que 1− 1

(p∗)−
− 1

r−
> 0. Note que

1− 1

(p∗)−
− 1

r−
> 0 ⇒ 1 >

1

(p∗)−
+

1

r−
=

(p∗)− + r−

(p∗)−r−
⇒

(p∗)−r− − r− > (p∗)− ⇒ r−((p∗)− − 1) > (p∗)− ⇒

r− >
(p∗)−

(p∗)− − 1
. (2.8)

De (2.8), segue que 0 <
1

(p∗)−
+

1

r−
< 1, e isso garante a existência de q > 1

tal que
1

q
+

1

r−
+

1

(p∗)−
= 1. Além disso, é imediato que 1 ∈ Lq(Ω). Aplicando a

desigualdade de Hölder generalizada, obtemos∫
A(k)

|∇u|p(x)dx =

∫
Ω

fwkdx ≤
∣∣∣∣∫

Ω

fwkdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖r−‖wk‖(p∗)−‖1‖q,

o que por sua vez resulta em∫
A(k)

|∇wk|p(x)dx ≤ ‖f‖r−‖wk‖(p∗)−|A(k)|1−
(

1
(p∗)−+ 1

r−

)
. (2.9)

Utilizando a desigualdade de Poincaré e imersões cont́ınuas de Sobolev, temos

que existem constantes S1, S2 tais que

‖u‖p∗(x) ≤ S1‖∇u‖p(x)

e

‖u‖(p∗)− ≤ S2 ‖∇u‖p∗(x),

para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Em particular, para wk ∈ W 1,p(x)

0 (Ω),

‖wk‖(p∗)− ≤ C‖wk‖p∗(x) ≤ CS1‖∇wk‖p(x).

Portanto, fazendo S =
1

CS1

,

S‖wk‖(p∗)− ≤ ‖∇wk‖p(x) =

(∫
A(k)

|∇wk|p(x)dx

) 1
p(x)

,
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e assim

S‖wk‖p(x)

(p∗)− ≤
∫
A(k)

|∇wk|p(x)dx. (2.10)

Note que se ‖wk‖(p∗)− ≤ 1, então

‖wk‖p
+

(p∗)− ≤ ‖wk‖
p(x)

(p∗)− .

Por outro lado, se ‖wk‖(p∗)− > 1, então

‖wk‖p
−

(p∗)− ≤ ‖wk‖
p(x)

(p∗)− .

Devido a isso, definimos

σ :=

{
p−, se ‖wk‖ > 1

p+, se ‖wk‖ ≤ 1.

Por (2.10),

S‖wk‖σ(p∗)− ≤ S‖wk‖p(x)

(p∗)− ≤
∫
A(k)

|∇wk|p(x)dx, (2.11)

e obtemos de (2.9) e (2.11),

S‖wk‖σ(p∗)− ≤ ‖f‖r−‖wk‖(p∗)− |A(k)|1−
(

1
(p∗)−+ 1

r−

)
,

de onde segue que

S‖wk‖σ−1
(p∗)− ≤ ‖f‖r− |A(k)|1−

(
1

(p∗)−+ 1
r−

)
,

e assim

‖wk‖(p∗)− ≤
1

S
1

σ−1

‖f‖
1

σ−1

r− |A(k)|
1

σ−1

[
1−
(

1
(p∗)−+ 1

r−

)]
. (2.12)

Note que se 0 < k < h, então A(h) ⊂ A(k). Com efeito, x ∈ A(h) implica

k < h < |u(x)|, e dáı k < |u(x)|. Logo, x ∈ A(k). Temos

|A(h)|
1

(p∗)− (h− k) =

(∫
A(h)

1 dx

) 1
(p∗)−

(h− k) =

[∫
A(h)

(h− k)(p∗)−dx

] 1
(p∗)−

≤
[∫

A(h)

(|u| − k)(p∗)−dx

] 1
(p∗)−

=

[∫
A(h)

(wk)
(p∗)−dx

] 1
(p∗)−

≤ ‖wk‖(p∗)− ,
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ou seja,

|A(h)|
1

(p∗)− (h− k) ≤ ‖wk‖(p∗)− . (2.13)

Por (2.12) e (2.13),

|A(h)|
1

(p∗)− (h− k) ≤ 1

S
1

σ−1

‖f‖
1

σ−1

r− |A(k)|
1

σ−1

[
1−
(

1
(p∗)−+ 1

r−

)]
,

o que nos dá

|A(h)| ≤ 1

(h− k)(p∗)−

1

S
(p∗)−
σ−1

‖f‖
(p∗)−
σ−1

r− |A(k)|
(p∗)−
σ−1

[
1−
(

1
(p∗)−+ 1

r−

)]
. (2.14)

Vamos mostrar que β =
(p∗)−

σ − 1

[
1−

(
1

(p∗)−
+

1

r−

)]
> 1, para aplicar o Lema

2.3.1. Observe que, por hipótese, r− >
(p∗)−

(p∗)− − p+
>

(p∗)−

(p∗)− − 1
. Portanto,

r− >
(p∗)−

(p∗)− − p+
⇐⇒ (p∗)− − p+

(p∗)−
>

1

r−
,

de onde segue que

(p∗)−

σ − 1

[
1−

(
1

(p∗)−
+

1

r−

)]
>

(p∗)−

σ − 1

[
1−

(
1

(p∗)−
+

(p∗)− − p+

(p∗)−

)]

⇒ β >
(p∗)−

σ − 1
− 1

σ − 1
− (p∗)− − p+

σ − 1

⇒ β >
p+ − 1

σ − 1
≥ 1,

pois
p+ − 1

σ − 1
= 1 se σ = p+ e

p+ − 1

σ − 1
≥ 1 se σ = p−.

Temos ainda que se 0 < k < h, então A(h) ⊂ A(k), e isso implica que

|A(h)| ≤ |A(k)|, e assim φ(h) = |A(h)| é não-crescente. Considerando o β que

escolhemos, α = (p∗)− e C = ‖f‖
(p∗)−
σ−1

r− /S
(p∗)−
σ−1 em (2.14), aplicamos o Lema 2.3.1

com k0 = 0. Logo, φ(d) = 0, onde dα = C2
αβ
β−1φ(0)β−1. Note ainda que

φ(d) = 0 ⇐⇒ {x ∈ Ω : |u(x)| > d} tem medida nula.

Isto é, |u(x)| ≤ d, quase sempre em Ω, e assim u ∈ L∞(Ω). Por fim,
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‖u‖∞ ≤ d =
(
C2

αβ
β−1φ(0)β−1

) 1
α

=

(
‖f‖

α
σ−1

r− 2
αβ
β−1

S
α
σ−1

|A(0)|β−1

) 1
α

≤ 2
β
β−1

S
1

σ−1

|Ω|
β−1
α ‖f‖

1
σ−1

r−

= C|Ω|νmax{‖f‖
1

p+−1

r− , ‖f‖
1

p−−1

r− },

isto é,

‖u‖∞ ≤ C|Ω|νmax{‖f‖
1

p+−1

r− , ‖f‖
1

p−−1

r− }.

Lema 2.3.3 Suponha que (H), (f1) e (f2) ocorrem. Então existe ξ > 0 tal que o

problema (2.1) possui um par de sub-supersolução (u, u) ∈ (W
1,p(x)
0 (Ω)∩L∞(Ω))×

(W
1,p(x)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)), com ‖u‖∞ ≤ δ e δ como na suposição (f1) sempre que

‖a‖L∞(Ω) < ξ.

Demonstração: O espaço W
1,p(x)
0 (Ω) é Banach (real), separável e reflexivo.

Além disso, o operador p(x)−Laplaciano, denotado por −∆p(x), é fortemente

monótono, coercivo e semicont́ınuo. Portanto, pelo Teorema de Minty-Browder

e pelo Lema 2.3.2, existem únicas soluções positivas u, u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

respectivamente, para os problemas

{
−∆p(x)u = a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
e

{
−∆p(x)u = 1 + a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.15)

com ‖u‖∞ ≤ C|Ω|νmax{‖a‖
1

p−−1
∞ , ‖a‖

1
p+−1
∞ } e as constantes C, ν dadas pelo Lema

2.3.2. Podemos, ainda, escolher ξ > 0, dependendo apenas de C e ν, de

tal maneira que ‖u‖∞ ≤ δ/2 sempre que ‖a‖∞ < ξ. Usando o fato de que

−∆p(x)u ≤ −∆p(x)u e o Lema 2.1.1, segue que 0 < u ≤ u quase sempre em

Ω.

Seja ϕ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) com ϕ(x) ≥ 0 quase sempre em Ω. Sendo u solução da

primeira equação em (2.15), temos que∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

a(x)ϕdx. (2.16)
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Por (f1), para 0 ≤ u ≤ δ quase sempre em Ω, segue que

(1− uα(x)−1)a(x)ϕ ≤ f(x, u)ϕ,

e assim,

−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx ≤ −
∫

Ω

(1− uα(x)−1)a(x)ϕdx. (2.17)

Por (2.16) e (2.17),∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx ≤
∫

Ω

a(x)ϕdx−
∫

Ω

(1−uα(x)−1)a(x)ϕdx,

e adicionando −
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx aos dois lados, temos

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx

≤
∫

Ω

a(x)ϕdx−
∫

Ω

(1− uα(x)−1)a(x)ϕdx,−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx

=

∫
Ω

a(x)ϕdx−
∫

Ω

a(x)ϕdx,+

∫
Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx = 0,

ou seja,∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≤
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx+

∫
Ω

f(x, u)ϕdx. (2.18)

Sabendo que u é solução da segunda equação de (2.15), temos para todo

ϕ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) com ϕ(x) ≥ 0 quase sempre em Ω que∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

(1 + a(x))ϕdx ≥
∫

Ω

(1− a(x))ϕdx,

e assim, ∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

(1− a(x))ϕdx. (2.19)

Por (f2), existe r ∈ L∞(Ω) tal que 1 < r− e |f(x, u)| ≤ a(x) + a(x)|u|r(x)−1.

Logo,

|f(x, u)ϕ| ≤ (a(x) + a(x)|u|r(x)−1)ϕ ≤ a(x)ϕ+ ‖a‖∞‖u‖r(x)−1
∞ ϕ

≤ a(x)ϕ+ C2‖a‖∞ϕ ⇒ |f(x, u)|ϕ ≤ a(x)ϕ+ C2‖a‖∞ϕ,
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onde C2 := max{‖u‖r+−1
∞ , ‖u‖r−−1

∞ }. Integrando dos dois lados e multiplicando

ambos por −1,

−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx ≥ −
∫

Ω

(a(x) + C2‖a‖∞)ϕdx. (2.20)

Observe que

−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx ≥ −
∫

Ω

‖a‖∞‖u‖α(x)−1
∞ ϕdx ≥ −

∫
Ω

C3‖a‖∞ϕdx, (2.21)

onde C3 := max{‖u‖α−−1
∞ , ‖u‖α+−1

∞ }.

Por (2.19)-(2.21),∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕ−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx

≥
∫

Ω

(1− a(x))ϕdx−
∫

Ω

(a(x) + C2‖a‖∞)ϕdx−
∫

Ω

C3‖a‖∞ϕdx

=

∫
Ω

ϕdx−
∫

Ω

a(x)ϕdx+

∫
Ω

a(x)ϕdx−
∫

Ω

(C2 + C3) ‖a‖∞ϕdx,

e fazendo C1 = C2 + C3, obtemos∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕ−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx ≥
∫

Ω

(1− C1‖a‖∞)ϕdx.

(2.22)

Agora, tome ξ > 0 menor de tal modo que C1‖a‖∞ ≤ 1 se ‖a‖∞ < ξ, e assim

o termo do lado direito de (2.22) é não-negativo. Portanto,∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx−
∫

Ω

f(x, u)ϕdx−
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx ≥ 0,

ou seja,∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

a(x)uα(x)−1ϕdx+

∫
Ω

f(x, u)ϕdx. (2.23)

Logo, por (2.18) e (2.23), segue que (u, u) ∈ (W
1,p(x)
0 ∩L∞(Ω))×(W

1,p(x)
0 ∩L∞(Ω))

é um par sub-supersolução para o problema (2.1) com ‖u‖∞ ≤ δ sempre que

‖a‖∞ < ξ.

Demonstração do Teorema 2.2.1 Considere u, u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) como no

Lema 2.3.3 e defina a função g : Ω× R→ R, dada por

g(x, t) =


a(x)uα(x)−1 + f(x, u(x)), se t > u(x),

a(x)tα(x)−1 + f(x, t), se u(x) ≤ t ≤ u(x),

a(x)uα(x)−1 + f(x, u(x)), se t < u(x),
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e o problema auxiliar {
−∆p(x)u = g(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Note que a função g(x, t) é Carathéodory. Se fixarmos t ∈ R, então a função

gt(x) é mensurável para qualquer t ∈ R, pois a pré-imagem de qualquer conjunto

mensurável em R é mensurável, uma vez que Ω é limitado. Além disso, tomando

x fixo, a função gx(t) é cont́ınua para cada x ∈ Ω, pois a(x) ∈ L∞, a(x)uα(x)−1 e

a(x)uα(x)−1 são constantes, tα(x)−1 é cont́ınua para cada t ∈ [u(x), u(x)] e f(x, t)

é cont́ınua.

O funcional associado ao problema auxiliar é

J(u) :=

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

G(x, u)dx, u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),

onde G(x, t) :=
∫ t

0
g(x, s)ds. As soluções do problema auxiliar coincidem com os

pontos cŕıticos deste funcional.

Afirmação 1: J(u) é de classe C1.

Com efeito, se J1(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx, então segue pela Proposição 1.2.1

que J ′1(u)v =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx, e J ′1 é cont́ınuo em W
1,p(x)
0 (Ω).

Vamos agora calcular a derivada de Gâteaux de J2(u) =

∫
Ω

G(x, u) dx. Para

cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, x ∈ Ω e u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1,

considere a função h : [0, 1] → R, dada por h(s) = G(x, u + stv). Note que

temos h′(s) = g(x, u+ stv) tv, h(1) = G(x, u+ tv) e h(0) = G(x, u).

Pelo fato de h ser diferenciável em (0, 1) e cont́ınua em [0, 1], o Teorema do

Valor Médio nos dá a existência de γ ∈ (0, 1) tal que

h(1)− h(0) = h′(γ),

e dáı ∣∣∣∣G(x, u+ tv)−G(x, u)

1− 0

∣∣∣∣ = |g(x, u+ γtv) tv| ,

ou seja,∣∣∣∣G(x, u+ tv)−G(x, u)

t

∣∣∣∣ = |g(x, u+ γtv)| |v| ≤ |g(x, u+ γtv)| . (2.24)
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Observe que se u ≤ u+ γtv ≤ u, então

|g(x, u+ γtv)| =
∣∣a(x)(u+ γtv)α(x)−1 + f(x, u+ γtv)

∣∣
≤ |a(x)uα(x)−1|+ |f(x, u+ γtv)|. (2.25)

Além disso, se u+ γtv ≤ u, então

|g(x, u+ γtv)| =
∣∣a(x)uα(x)−1 + f(x, u)

∣∣
≤ |a(x)uα(x)−1|+ |f(x, u)| (2.26)

e se u+ γtv ≥ u, obtemos

|g(x, u+ γtv)| =
∣∣a(x)uα(x)−1 + f(x, u)

∣∣
≤ |a(x)uα(x)−1|+ |f(x, u)| (2.27)

Pelo fato de a ∈ L∞, existe uma constante C1 > 0 tal que |a(x)| ≤ C1, para

todo x ∈ Ω. Dáı, tomando ‖u‖σ−1 = max{‖u‖α−−1, ‖u‖α+−1},

|a(x)uα(x)−1| ≤ C1‖u‖σ−1. (2.28)

Se u ≤ u + γtv ≤ u, então pelo fato de f ser cont́ınua, existe uma constante

C2 > 0 tal que

|f(x, u+ γtv)| ≤ C2, (2.29)

para todo x ∈ Ω tal que u ≤ u+ γtv ≤ u.

Por (f2), existe r ∈ L∞ com r− > 1 tal que

|f(x, u)| ≤ a(x)(1 + ur(x)−1) ≤ a(x)(1 + ur(x)−1)

e

|f(x, u)| ≤ a(x)(1 + ur(x)−1) ≤ a(x)(1 + ur(x)−1).

Adotando

‖u‖θ−1 = max{‖u‖r+−1, ‖u‖r−−1}

e

‖u‖µ−1 = max{‖u‖r+−1, ‖u‖r−−1},
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temos

|f(x, u)| ≤ C1 + C1‖u‖θ−1 (2.30)

e

|f(x, u)| ≤ C1 + C1‖u‖µ−1. (2.31)

Pondo C4 = max{C2, C1 +C1‖u‖θ−1, C1 +C1‖u‖µ−1, } temos por (2.24)-(2.31)

∣∣∣∣G(x, u+ tv)−G(x, u)

t

∣∣∣∣ ≤ C1‖u‖σ−1 + C4 ∈ L1(Ω).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0 temos que

g(x, u(x) + γtnv(x))v(x)→ g(x, u(x))v(x) pontualmente em Ω.

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
t→0

J2(u+ tv)− J2(u)

t
= lim

t→0

∫
Ω

G(x, u+ tv) dx−
∫

Ω

G(x, u) dx

t
=

= lim
n→∞

∫
Ω

g(x, u+ γtnv) dx =

∫
Ω

g(x, u)v dx.

Foi demonstrado que J ′2(u) v =

∫
Ω

g(x, u) dx. O nosso próximo passo é mostrar

que J ′2(u) v é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência em W
1,p(x)
0 (Ω) tal que un → u

em W
1,p(x)
0 (Ω). Das imersões compactas, segue que

un → u em Lp
−

(Ω).

Do Teorema de Vainberg, existem uma subsequência (unj) ⊂ (un) e uma

função Ψ ∈ Lp−(Ω) tais que

unj(x)→ u(x) quase sempre em Ω

e

|unj(x)| ≤ Ψ(x) quase sempre em Ω.

Desde que g é uma função Caratheódory,
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[g(x, unj)(x)− g(x, u)(x)]p
−/p−−1 → 0 quase sempre em Ω,

e por (2.25)-(2.31), temos

[g(x, unj)(x)− g(x, u)(x)]p
−/p−−1 ≤ C[|g(x, unj)(x)|p−/p−−1 + |g(x, u)(x)|p−/p−−1]

≤ 2C(C1‖u‖σ−1)p
−/p−−1 + 2C

p−/p−−1
4 ∈ L1(Ω).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

|g(x, unj(x))− g(x, u(x))|Lp−/p−−1(Ω)→ 0.

Assim, para todo w ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) tal que ‖w‖ ≤ 1, temos

|[J ′2(unj)− J ′2(u)]w| =
∫

Ω

[
g(x, unj)− g(x, u)

]
w dx.

Sendo p− e p−/(p−− 1) expoentes conjugados, obtemos pela Desigualdade de

Hölder,

|[J ′2(unj)− J ′2(u)]w| ≤ |g(x, unj(x))− g(x, u(x))|Lp−/p−−1(Ω)|w|Lp− (Ω).

Das imersões cont́ınuas de Sobolev,

|[J ′2(unj)− J ′2(u)]w| ≤ C|g(x, unj(x))− g(x, u(x))|Lp−/p−−1(Ω)‖w‖,

e portanto

‖J ′2(unj)− J ′2(u)‖ = sup
‖w‖≤1

|[J ′2(unj)− J ′2(u)]w|

≤ C|g(x, unj(x))− g(x, u(x))|Lp−/p−−1(Ω)→ 0,

o que implica que lim
j→+∞

J ′2(unj) = J ′2(u), ou seja, J ′2 é cont́ınuo, e

consequentemente J2 é de classe C1.

Como J1(u) e J2(u) são de classe C1, segue que J(u) também é.

Para a nossa próxima afirmação, definimos o seguinte conjunto:

K = {x ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) quase sempre em Ω}.

Afirmação 2: J(u) é coercivo sobre K.

50



Com efeito, seja (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) tal que ‖un‖ → +∞. Observe que

J(un) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx−

∫
Ω

G(x, un) dx

≥ 1

p+

∫
Ω

|∇un|p(x) dx−
∫

Ω

G(x, un) dx

≥ 1

p+
‖un‖ρ −

∫
Ω

G(x, un) dx,

onde ‖un‖ρ = min{‖un‖p
−
, ‖un‖p

+}.

Observe que como a, u ∈ L∞(Ω), temos a(x)tα(x)−1 ≤ ‖a‖∞‖u‖σ−1
∞ para todo

t ∈ [u, u], onde ‖u‖σ−1
∞ = max{‖u‖α+−1

∞ , ‖u‖α−−1
∞ }. Além disso, sabendo que

f(x, t) é uma função cont́ınua e Ω é limitado, segue que f(x, t) é limitada em

K. Dáı, decorre que∫
K

G(x, u)dx =

∫
K

[∫ un

0

g(x, s)ds

]
dx =

∫
K

[
a(x)un(x)α(x)

α(x)
+ F (x, un)

]
dx

é limitada sobre K. Portanto, fazendo ‖un‖ → +∞, obtemos J(un) → +∞, ou

seja, J é coercivo sobre K.

Afirmação 3: J(u) é fracamente semicont́ınuo inferiormente.

De fato, seja (un) ⊂ K tal que un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω). Das propriedades de

convergência fraca, segue que

‖u‖p(x) ≤ lim inf ‖un‖p(x), (2.32)

uma vez que a norma é uma função fracamente semicont́ınua inferiormente.

Agora, passando a uma subsequência se necessário, temos pelo Teorema de

Vainberg que

un → u quase sempre em Ω.

Além disso, |G(x, un(x))| ≤ C uniformemente em K e G(x, un(x)) →
G(x, u(x)) quase sempre em Ω. Pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, obtemos que ∫
Ω

G(x, un) dx→
∫

Ω

G(x, u) dx, (2.33)
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ou ainda,

lim inf

∫
Ω

G(x, un) dx =

∫
Ω

G(x, u) dx. (2.34)

Por (2.32) e (2.34), obtemos

‖u‖p(x) +

∫
Ω

G(x, u) dx ≤ lim inf

[
‖un‖p(x) +

∫
Ω

G(x, un) dx

]
,

e temos o resultado desejado.

Pelo Teorema 2.1.1, a restrição do funcional J a K atinge seu ı́nfimo em algum

ponto u0 ∈ K. Resta-nos mostrar que u0 é solução fraca de (2.1).

Note que o conjunto K é convexo. Tomando u, v ∈ K, segue que, dado

t ∈ [0, 1], temos

(1− t)u ≤ (1− t)u ≤ (1− t)u

e

tu ≤ tv ≤ tu,

e dáı,

u ≤ (1− t)u+ tv ≤ u.

Dados ϕ ∈ C∞0 (Ω) tal que ϕ ≥ 0 e ε > 0, tomamos

vε = min {u,max {u, u0 + εϕ}} ∈ K. (2.35)

Definimos

Φε = max{0, u0 + εϕ− u} ≥ 0

e

Γε = max{0, u− (u0 + εϕ)} ≥ 0.

Afirmamos que vε = u0 + εϕ − Φε + Γε. De fato, observe que há 3 casos a

considerar:

Caso 1: u0 + εϕ ≤ u ≤ u.

Aqui temos Φε = 0 e Γε = u− (u0 + εϕ). Pela definição de vε em (2.35),

vε = min {u,max {u, u0 + εϕ}} = min {u, u} = u.

52



Mas

u = u0 + εϕ− 0 + u− (u0 + εϕ) = u0 + εϕ− Φε + Γε,

e assim obtemos o resultado desejado.

Caso 2: u ≤ u0 + εϕ ≤ u.

Neste caso, Φε = Γε = 0. De acordo com (2.35),

vε = min {u,max {u, u0 + εϕ}} = min {u, u0 + εϕ} = u0 + εϕ =

= u0 + εϕ− 0 + 0 = u0 + εϕ− Φε + Γε.

Caso 3: u ≤ u ≤ u0 + εϕ.

Note que Φε = u0 + εϕ− u e Γε = 0. Por (2.35),

vε = min {u,max {u, u0 + εϕ}} = min {u, u0 + εϕ} = u.

Por outro lado,

u = u0 + εϕ− (u0 + εϕ− u) + 0 = u0 + εϕ− Φε + Γε.

Observe que Φε,Γε ∈ W 1,p(x)
0 (Ω)∩L∞(Ω). Então J(u) é diferenciável na direção

vε−u0, e sendo u0 mı́nimo de J em K, temos que J(u0) ≤ J(w), para todo w ∈ K.
Usando a convexidade de K,

J ′(u0)(vε − u0) = lim
t→0+

J(u0 + t(vε − u0))− J(u0)

t

= lim
t→0+

J((1− t)u0 + tvε)− J(u0)

t
≥ 0. (2.36)

Portanto,

J ′(u0)(vε − u0) ≥ 0,

e sabendo que vε − u0 = εϕ− Φε + Γε,

J ′(u0)(εϕ− Φε + Γε) ≥ 0 ⇒ J ′(u0)(εϕ) ≥ J ′(u0)(Φε)− J ′(u0)(Γε)

⇒ J ′(u0)(ϕ) ≥ 1

ε
[J ′(u0)(Φε)− J ′(u0)(Γε)] . (2.37)

Definimos o conjunto

Ωε := {x ∈ Ω : u0(x) + εϕ(x) ≥ u(x) > u0(x)}.

53



Note que

J ′(u0)(Φε) = J ′(u)(Φε)− J ′(u)(Φε) + J ′(u0)(Φε)

= J ′(u)(Φε) + [J ′(u0)− J ′(u)] (Φε)

≥ [J ′(u0)− J ′(u)] (Φε), (2.38)

onde a desigualdade se deve ao fato de u ser supersolução de (2.1), isto é,

J ′(u)(Φε) ≥ 0. Recorde que

J ′(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx−
∫

Ω

g(x, u)v dx ∀u, v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Prosseguindo, temos

[J ′(u0)− J ′(u)] (Φε) = [J ′(u0)− J ′(u)] (u0 + εϕ− u) =

=

∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇(u0 + εϕ− u) dx

−
∫

Ωε
(g(x, u0)− g(x, u))(u0 + εϕ− u) dx. (2.39)

Note que u0 − u ≤ 0. Dáı,∫
Ωε

(g(x, u0)− g(x, u))(u0 + εϕ− u) dx ≤
∫

Ωε
|g(x, u0)− g(x, u)|εϕ dx,

o que equivale a

−
∫

Ωε
(g(x, u0)−g(x, u))(u0+εϕ−u) dx ≥ −ε

∫
Ωε
|g(x, u0)−g(x, u)||ϕ| dx. (2.40)

Se u0 ≤ u, então |∇u0| ≤ |∇u|, e assim |∇u0|p(x)−2∇u0 ≤ |∇u|p(x)−2∇u.

Já que u0(x) + εϕ(x)− u(x) ≥ 0 em Ωε, obtemos que

0 ≤
[
|∇u|p(x)−2∇u− |∇u0|p(x)−2∇u0

]
∇(u0 + εϕ− u),

e assim, lembrando que u0 − u ≤ 0,

0 ≤
∫

Ωε

[
|∇u|p(x)−2∇u− |∇u0|p(x)−2∇u0

]
∇(u0 + εϕ− u) dx

≤
∫

Ωε

[
|∇u|p(x)−2∇u− |∇u0|p(x)−2∇u0

]
∇εϕ dx.

54



Multiplicando todos os membros da desigualdade por −1, segue que∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇(u0 + εϕ− u) dx

≥ ε

∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇ϕdx. (2.41)

Por (2.38)-(2.41),

J ′(u0)(Φε) ≥ ε

∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇ϕdx

−ε
∫

Ωε
|g(x, u0)− g(x, u)||ϕ| dx.

Note que |Ωε| → 0 quando ε→ 0, e dáı, pela continuidade absoluta da integral

de Lebesgue,

J ′(u0)(Φε) ≥ o(ε), (2.42)

de modo que o(ε)/ε→ 0 quando ε→ 0.

De maneira análoga, definimos o conjunto

Ωε := {x ∈ Ω : u0(x) + εϕ(x) ≤ u(x) < u0(x)}.

Observe que

J ′(u0)(Γε) = J ′(u)(Γε)− J ′(u)(Γε) + J ′(u0)(Γε)

= J ′(u)(Γε) + [J ′(u0)− J ′(u)] (Γε)

≤ [J ′(u0)− J ′(u)] (Γε), (2.43)

onde a desigualdade se deve ao fato de u ser subsolução de (2.1), isto é,

J ′(u)(Γε) ≤ 0.

Veja que

[J ′(u0)− J ′(u)] (Γε) = [J ′(u0)− J ′(u)] (u− u0 − εϕ) =

=

∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇(u− u0 − εϕ) dx

−
∫

Ωε

(g(x, u0)− g(x, u))(u− u0 − εϕ) dx. (2.44)
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Como u ≤ u0, segue que |∇u| ≤ |∇u0|, de onde obtemos

|∇u|p(x)−2∇u ≤ |∇u0|p(x)−2∇u0,

o que equivale a

|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u ≥ 0.

Sendo u− u0 − εϕ ≥ 0 em Ωε,∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇(u− u0 − εϕ) dx ≥ 0,

e como u− u0 ≤ 0,∫
Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇(u− u0 − εϕ) dx

≤ −ε
∫

Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇ϕdx. (2.45)

É imediato que

−
∫

Ωε

[g(x, u)− g(x, u)](u− u0 − εϕ) dx

≤
∫

Ωε

|g(x, u)− g(x, u)|(u− u0 − εϕ) dx, (2.46)

e recordando que u− u0 ≤ 0,∫
Ωε

|g(x, u0)− g(x, u)|(u− u0 − εϕ) dx ≤ −ε
∫

Ωε

|g(x, u0)− g(x, u)|ϕdx. (2.47)

Portanto, por (2.43)-(2.47),

J ′(u0)(Γε) ≤ −ε
∫

Ωε

[
|∇u0|p(x)−2∇u0 − |∇u|p(x)−2∇u

]
∇ϕdx

−ε
∫

Ωε

|g(x, u)− g(x, u)|ϕdx.

Assim como ocorre com Ωε, note que |Ωε| → 0 quando ε→ 0, o que nos mostra

que

J ′(u0)(Γε) ≤ o(ε). (2.48)
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Retomando (2.37),

J ′(u0)(ϕ) ≥ 1

ε
[J ′(u0)(Φε)− J ′(u0)(Γε)] ,

e considerando (2.42) e (2.48), temos que

J ′(u0)(ϕ) ≥ 0,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω) tal que ϕ ≥ 0. Como ϕ ∈ C∞0 (Ω) é arbitrário e C∞0 (Ω) é

denso em W
1,p(x)
0 (Ω), segue que J ′(u0) = 0.

Demonstração do Teorema 2.2.2: Seja u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) como no Lema

2.3.3. Defina a função

h(x, t) =

{
a(x)tα(x)−1 + f(x, t), se t ≥ u(x),

a(x)uα(x)−1 + f(x, u(x)), se t < u(x),

e o problema auxiliar {
−∆p(x)u = h(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

O funcional associado ao problema é

L(u) :=

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

H(x, u)dx, u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),

onde H(x, t) :=
∫ t

0
h(x, s) ds. De modo análogo ao Teorema 2.2.1, temos que L é

de classe C1.

Antes de demonstrar o Teorema 2.2.2, precisamos enunciar e demonstrar

outros dois resultados.

Lema 2.3.4 O funcional L satisfaz a condição Palais-Smale.

Demonstração: Seja (un) ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) uma sequência tal que L′(un)→ 0 e

L(un)→ c para algum c ∈ R. Vamos mostrar que (un) é limitada.

Consideremos inicialmente o caso p+ < α−. Suponha que existem uma

constante S1 > 0 e θ > 0 tais que p+ < θ < min{α−, θ} e

S1 + on(1)‖un‖ ≥ L(un)− 1

θ
L′(un)un. (2.49)
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Note que

L(un) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx−

∫
Ω

H(x, un) dx.

Sendo
1

p(x)
≥ 1

p+
, temos

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx ≥ 1

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx,

e portanto

L(un) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x)dx−

∫
Ω

H(x, un) dx

≥ 1

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx−
∫

Ω

H(x, un) dx

=
1

p+

∫
Ω

|∇un|p(x)dx−
∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx−
∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx

−
∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx−
∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx

−
∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx−

∫
{u≤un}

F (x, un) dx. (2.50)

Veja também que

1

θ
L′(un)un =

1

θ

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− 1

θ

∫
Ω

h(x, un)un(x) dx

=
1

θ

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− 1

θ

∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1 un(x) dx− 1

θ

∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx

−1

θ

∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1 un(x) dx− 1

θ

∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx

−1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx− 1

θ

∫
{u≤un}

f(x, un)un(x) dx. (2.51)

Por (2.49)-(2.51),

S1 + on(1)‖un‖ ≥
(

1

p+
− 1

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx−
∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx

−
∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx−
∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx
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−
∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx−
∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx−

∫
{u≤un}

F (x, un) dx

+
1

θ

∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1 un(x) dx+
1

θ

∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx

+
1

θ

∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1 un(x) dx+
1

θ

∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx

+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx+
1

θ

∫
{u≤un}

f(x, un)un(x) dx. (2.52)

Sendo p+ < θ, é imediato que(
1

p+
− 1

θ

)∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≥ 0.

Por (1.17) e (1.36) pondo C2 =
1

p+
− 1

θ
,

C2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−}. (2.53)

Se un(x) < 0, então

a(x)u(x)α(x)−1(−un(x))dx > 0,

e assim,∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1(−un(x))dx = −
∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x)dx > 0.

Portanto, como θ > 1 e consequentemente
1

θ
< 1,

1

θ

∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x)dx−
∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x)dx

=

(
1

θ
− 1

)∫
{un<0}

a(x)u(x)α(x)−1un(x)dx > 0. (2.54)

Pela hipótese (f2),

|f(x, u)| (−un(x)) ≤ −a(x)un(x)− a(x)u(x)r(x)−1un(x)

⇒
∫
{un<0}

|f(x, u)un(x)| dx ≤
∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx,
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e como

∣∣∣∣∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
{un<0}

|f(x, u)un(x)| dx,∣∣∣∣∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx,

de onde segue que∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≤
∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx (2.55)

e

−
∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≤
∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx.

(2.56)

De (2.55),

−
∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≥ −
∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx

≥ −(‖a‖∞ + ‖a‖∞‖u‖µ−1
∞ )

∫
{un<0}

|un(x)| dx

≥ −(‖a‖∞ + ‖a‖∞‖u‖µ−1
∞ )

∫
Ω

|un(x)| dx

= −(‖a‖∞ + ‖a‖∞‖u‖µ−1
∞ )‖un‖,

onde ‖u‖µ−1
∞ = max{‖u‖r+−1

∞ , ‖u‖r−−1
∞ }. Pondo S2 = ‖a‖∞ + ‖a‖∞‖u‖µ−1

∞ ,

−
∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≥ −S2‖un‖. (2.57)

Analogamente, por (2.56) temos

1

θ

∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≥ −1

θ

∫
{un<0}

(a(x)|un(x)|+ a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx

≥ −1

θ
(‖a‖∞ + ‖a‖‖u‖µ−1

∞ )

∫
{un<0}

|un(x)| dx

≥ −1

θ
(‖a‖∞ + ‖a‖‖u‖µ−1

∞ )

∫
Ω

|un(x)| dx

= −1

θ
(‖a‖∞ + ‖a‖‖u‖µ−1

∞ )‖un‖,

e fazendo S3 =
1

θ
(‖a‖∞ + ‖a‖∞‖u‖µ−1

∞ ),

1

θ

∫
{un<0}

f(x, u)un(x) dx ≥ −S3‖un‖. (2.58)
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Se 0 ≤ un(x) < u(x), então

1

θ

∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) ≥ 0, (2.59)

e além disso, já que a, u ∈ L∞(Ω), segue que

−
∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx ≥ −
∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x) dx.

Definindo A1 := {x ∈ Ω : 0 ≤ un(x) < u(x)},

−
∫
{0≤un<u}

a(x)u(x)α(x)−1un(x) dx ≥ −‖a‖∞‖u‖σ∞|A1| = S4, (2.60)

onde ‖u‖σ∞ = max {‖u‖α−−1
∞ , ‖u‖α+−1

∞ }.

Novamente por (f2),

|f(x, u)|un(x) ≤ a(x)un(x) + a(x)u(x)r(x)−1un(x)

⇒
∫
{0≤un<u}

|f(x, u)un(x)| dx ≤
∫
{0≤un<u}

(a(x)|un(x)|+a(x)u(x)r(x)−1|un(x)|) dx,

e pelas mesmas ideias de (2.57) e (2.58),

−
∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx ≥ −S2‖un‖ (2.61)

e
1

θ

∫
{0≤un<u}

f(x, u)un(x) dx ≥ −S3‖un‖. (2.62)

Portanto, por (2.52), (2.53), (2.54), (2.57), (2.58), (2.59), (2.60), (2.61) e

(2.62),

S1 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx

− (2S2 + 2S3)‖un‖ −
∫
{u≤un}

F (x, un) dx− S4

+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx+
1

θ

∫
{u≤un}

f(x, un)un(x) dx,

e escrevendo S5 = S1 + S4 e C3 = 2S2 + 2S3,

S5 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx− C3 ‖un‖
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+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx+
1

θ

∫
{u≤un}

f(x, un)un(x) dx−
∫
{u≤un}

F (x, un) dx.

(2.63)

Tendo em vista a hipótese (f3) e que t0 > 0, defina os conjuntos

A2 = {x ∈ Ω : u(x) ≤ un(x) e un(x) ≥ t0},

e

A3 = {x ∈ Ω : u(x) ≤ un(x) e un(x) < t0}.

Obtemos por (2.63),

S5 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx− C3 ‖un‖

+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx+
1

θ

∫
A2

f(x, un)un(x) dx−
∫
A2

F (x, un) dx

+
1

θ

∫
A3

f(x, un)un(x) dx−
∫
A3

F (x, un) dx.

De (f3), segue que
1

θ

∫
A2

f(x, un)un(x) dx−
∫
A2

F (x, un) dx ≥ 0. Logo,

S5 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx− C3 ‖un‖

+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx+
1

θ

∫
A3

f(x, un)un(x) dx−
∫
A3

F (x, un) dx. (2.64)

Sendo un(x) ≥ u(x) e un(x) < t0, então por (f2) segue que

|f(x, un)|un(x) ≤ a(x)un(x) + a(x)un(x)r(x)

⇒
∫
A3

|f(x, un)|un(x)dx ≤
∫
A3

(a(x)un(x) + a(x)un(x)r(x))dx

⇒ −
∫
A3

f(x, un)un(x) dx ≤
∫
A3

a(x)un(x) dx+

∫
A3

a(x)un(x)r(x)dx

⇒ 1

θ

∫
A3

f(x, un)un(x) dx ≥ −1

θ

∫
A3

a(x)un(x) dx− 1

θ

∫
A3

a(x)un(x)r(x)dx

≥ −1

θ
‖a‖∞ t0

∫
A3

dx− 1

θ
‖a‖∞ tσ0

∫
A3

1 dx

= −1

θ
‖a‖∞|A3|(t0 + tσ0 ),
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onde tσ0 = max{tr+0 , tr
−

0 }. Pondo, S6 =
1

θ
‖a‖∞|A3|(t0 + tσ0 ),

1

θ

∫
A3

f(x, un)un(x) dx ≥ −S6. (2.65)

Novamente por (f2), para t ≥ 0, e un(x) ≥ u(x),

|f(x, t)| ≤ a(x) + a(x) tr(x)−1

⇒
∫ un

0

|f(x, t)|dt ≤
∫ un

0

a(x)dt+

∫ un

0

a(x)tr(x)−1dt

⇒
∣∣∣∣∫ un

0

f(x, t)dt

∣∣∣∣ ≤ a(x)un(x) + a(x)
un(x)r(x)

r(x)

⇒ F (x, un) ≤ a(x)un(x) + a(x)
un(x)r(x)

r(x)
. (2.66)

Integrando sobre A3, e multiplicando ambos os lados por -1,

−
∫
A3

F (x, un)dx ≥ −
∫
A3

a(x)un(x) dx−
∫
A3

a(x)
un(x)r(x)

r(x)
dx

≥ −‖a‖∞
∫
A3

t0 dx−
‖a‖∞
r−

∫
A3

tσ0dx

= −‖a‖∞|A3|
(
t+

tσ

r−

)
.

Escrevendo S7 = ‖a‖∞|A3|
(
t+

tσ

r−

)
, obtemos

−
∫
A3

F (x, un)dx ≥ −S7. (2.67)

Por (2.64), (2.65) e (2.67),

S5 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx

−C3 ‖un‖+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx− S6 − S7,

e pondo C1 = S5 + S6 + S7, finalmente obtemos que

C1 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖

63



+
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx−
∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx. (2.68)

Como θ < α−, segue que∫
{u≤un}

(
1

θ
− 1

α(x)

)
a(x)un(x)α(x) ≥ 0,

e assim,

C1 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖,

de onde conclúımos que (un) é limitada pelo fato de p− > 1.

Para o caso α+ < p−, nosso ponto de partida é a expressão (2.68). Veja que

como
1

θ

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)dx ≥ 0, temos

C1 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖ −

∫
{u≤un}

a(x)un(x)α(x)

α(x)
dx

≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖ −

‖a‖∞
α−

∫
Ω

|un(x)|α(x)dx,

e escrevendo C4 =
‖a‖∞
α−

,

C1 + on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖ − C4

∫
Ω

|un(x)|α(x)dx

≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−} − C3 ‖un‖ − C4 max {‖un‖α

−

α(x), ‖un‖α
+

α(x)}.

Pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, existe uma constante C5 > 0 tal que

−C4 max {‖un‖α
−

α(x), ‖un‖α
+

α(x)} ≥ −C5 max {‖un‖α
−
, ‖un‖α

+}.

Portanto,

C1+on(1)‖un‖ ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−}− C3 ‖un‖− C5 max {‖un‖α

−
, ‖un‖α

+},

e dáı,

C1+on(1)‖un‖+ C3 ‖un‖+ C5 max {‖un‖α
−
, ‖un‖α

+} ≥ C2 min {‖un‖p
+

, ‖un‖p
−}.

Já que α+ < p−, obtemos que (un) é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω).
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Sendo W
1,p(x)
0 (Ω) um espaço de Banach reflexivo, existe uma subsequência,

ainda denotada por (un), tal que un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω).

Pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, a menos de subsequência,

un → u em Lξ(x) para 1 < ξ− ≤ ξ+ < (p∗)−.

Além disso, se L′(un)→ 0, temos por (1.38) e (2.33) que∫
Ω

〈|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u,∇un −∇u〉 dx→ 0.

Segue que un → u em W
1,p(x)
0 (Ω). Portanto, L satisfaz a condição (PS)c.

Lema 2.3.5 Suponha que (H), (f1)− (f3) ocorrem. Então para ‖a‖L∞ pequeno,

as afirmações abaixo ocorrem.

i) Há constantes R e β com R > ‖u‖ satisfazendo

L(u) < 0 < β ≤ inf
u∈∂BR(0)

L(u).

ii) Existe e ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \B2R(0) tal que L(e) < β.

Demonstração: Começamos mostrando que L(u) < 0. Veja que

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

H(x, u) dx

=

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

[∫ u

0

h(x, t) dt

]
dx

<
1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

[∫ u

0

h(x, t) dt

]
dx. (2.69)

Temos também que∫
Ω

[∫ u

0

h(x, t) dt

]
dx =

∫
Ω

[∫ u

0

a(x)u(x)α(x)−1dt

]
dx+

∫
Ω

[∫ u

0

f(x, u)dt

]
dx

=

∫
Ω

a(x)u(x)α(x)−1u(x) dx+

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx

=

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx. (2.70)
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Por (2.69) e (2.70),

L(u) <
1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx. (2.71)

Pela Definição 2.1.1, que trata de par de sub-supersolução,∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≤
∫

Ω

a(x)u(x)α(x)−1ϕ(x) dx+

∫
Ω

f(x, u)ϕ(x) dx,

para toda ϕ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) com ϕ ≥ 0 quase sempre em Ω.

Tomando ϕ = u, temos

1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x) dx ≤ 1

p−

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+
1

p−

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx, (2.72)

e além disso,

3

∫
Ω

|∇u|p(x) dx ≤ 3

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+ 3

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx, (2.73)

De (2.71) e (2.72), obtemos

L(u) <
1

p−

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+
1

p−

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx

−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx. (2.74)

Se

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx = 0, temos por (2.74) que L(u) < 0, uma vez que

L(u) <

(
1

p−
− 1

)∫
Ω

a(x)u(x)α(x)dx < 0.

Caso

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx > 0, observe que(
1

p−
− 1

)∫
Ω

f(x, u)u(x) dx < 0

e de (2.74),

L(u) <
1

p−

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+
1

p−

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx

−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

≤
(

1

p−
− 1

)∫
Ω

f(x, u)u(x) dx+ ‖a‖∞‖u‖σ∞
∫

Ω

(
1

p−
+ 1

)
dx,
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onde ‖u‖σ∞ = max{‖u‖α+

∞ , ‖u‖α−∞ }.

Tomando ‖a‖∞ suficientemente pequena, temos(
1

p−
− 1

)∫
Ω

f(x, u)u(x) dx+ ‖a‖∞‖u‖σ∞
∫

Ω

(
1

p−
+ 1

)
dx < 0,

e dáı

L(u) < 0.

Se

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx < 0, veja que por (2.71) e (2.73),

L(u) <
1

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

< 3

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx+ 3

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x) dx

−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

≤ 2

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx+ 4‖a‖∞‖u‖σ∞
∫

Ω

1 dx

= 2

∫
Ω

f(x, u)u(x) dx+ 4‖a‖∞‖u‖σ∞|Ω|.

Tomando ‖a‖∞ suficientemente pequena, obtemos que

2

∫
Ω

f(x, u)u dx+ 4‖a‖∞‖u‖σ∞|Ω| < 0,

e consequentemente L(u) < 0.

Agora, seja u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) tal que ‖u‖ ≥ 1. Observe que

L(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) −

∫
Ω

H(x, u) dx

≥ 1

p+
‖u‖p− −

∫
Ω

[∫ u

0

h(x, t) dt

]
dx

=
1

p+
‖u‖p− −

∫
{u<0}

[∫ u

0

(
a(x)u(x)α(x)−1 + f(x, u)

)
dt

]
dx

−
∫
{0≤u<u}

[∫ u

0

(
a(x)u(x)α(x)−1 + f(x, u)

)
dt

]
dx

−
∫
{u<u}

[∫ u

0

(
a(x)tα(x)−1 + f(x, t)

)
dt

]
dx,
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de onde se tem

L(u) ≥ 1

p+
‖u‖p− −

∫
{u<0}

a(x)u(x)α(x)−1u(x)dx−
∫
{u<0}

f(x, u)u(x) dx

−
∫
{0≤u<u}

a(x)u(x)α(x)−1u(x)dx−
∫
{0≤u<u}

f(x, u)u(x) dx

−
∫
{u≤u}

a(x)
u(x)α(x)

α(x)
dx−

∫
{u≤u}

F (x, u) dx. (2.75)

Note que

−
∫
{u<0}

a(x)u(x)α(x)−1u(x)dx ≥ −‖a‖∞‖u‖σ−1
∞

∫
{u<0}

|u(x)| dx

≥ −‖a‖∞‖u‖σ−1
∞

∫
Ω

|u(x)| dx,

onde ‖u‖σ−1
∞ = max{‖u‖α+−1

∞ , ‖u‖α−−1
∞ .} Pondo S1 = ‖a‖∞‖u‖σ−1

∞ ,

−
∫
{u<0}

a(x)u(x)α(x)−1u(x)dx ≥ −S1‖u‖. (2.76)

Analogamente,

−
∫
{0≤u<u}

a(x)u(x)α(x)−1u(x)dx ≥ −S1‖u‖. (2.77)

Temos também que

−
∫
{u≤u}

a(x)
u(x)α(x)

α(x)
dx ≥ −‖a‖∞

α−

∫
{u≤u}

|u(x)|α(x)dx

≥ −‖a‖∞
α−

∫
Ω

|u(x)|α(x)dx

≥ −‖a‖∞
α−
‖u‖α+

α(x).

Pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, existe uma constante S2 > 0 tal que

−‖a‖∞
α−
‖u‖α+

α(x) ≥ −S2‖a‖∞‖u‖α
+

.

Logo,

−
∫
{u≤u}

a(x)
u(x)α(x)

α(x)
dx ≥ −S2‖a‖∞‖u‖α

+

. (2.78)
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Pelas desigualdades (2.57) e (2.61), presentes na demonstração do lema

anterior, temos que existe uma constante S3 > 0 tal que

−
∫
{u<0}

f(x, u)u(x) dx ≥ −S3‖u‖ (2.79)

e

−
∫
{0≤u<u}

f(x, u)u(x) dx ≥ −S3‖u‖. (2.80)

Pela expressão (2.66),

F (x, u) ≤ a(x)u(x) + a(x)
u(x)r(x)

r(x)

⇒ −
∫
{u≤u}

F (x, u) dx ≥ −
∫
{u≤u}

a(x)u(x)dx−
∫
{u≤u}

a(x)
u(x)r(x)

r(x)
dx

≥ −‖a‖∞
∫
{u≤u}

|u(x)|dx− ‖a‖∞
r−

∫
{u≤u}

|u(x)|r(x)dx

≥ −‖a‖∞
∫

Ω

|u(x)|dx− ‖a‖∞
r−

∫
Ω

|u(x)|r(x)dx

≥ −‖a‖∞‖u‖ −
‖a‖∞
r−
‖u‖r+ ,

e pondo S4 =
1

r−
,

−
∫
{u≤u}

F (x, u) dx ≥ −‖a‖∞‖u‖ − S4‖a‖∞‖u‖r
+

. (2.81)

Por (2.75)-(2.81),

L(u) ≥ 1

p+
‖u‖p− − (2S1 + 2S3)‖u‖ − S2‖a‖∞‖u‖α

+ − ‖a‖∞‖u‖ − S4‖a‖∞‖u‖r
+

,

e escrevendo K1 =
1

p+
, K2 = 2S1 + 2S3 + ‖a‖∞ e K3 = 2 max {S2, S4},

L(u) ≥ K1‖u‖p
− −K2‖u‖ −K3‖a‖∞(‖u‖α+

+ ‖u‖r+). (2.82)

Agora, considere uma constante β > 0 e fixe R > ‖u‖∞ suficientemente grande

de tal maneira que

K1R
p− −K2R ≥ 2β. (2.83)
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Note que isso é posśıvel pelo fato de p− > 1.

Adote ‖a‖∞ suficientemente pequena de modo que

K3‖a‖∞
(
Rα+

+Rr+
)
≤ β. (2.84)

De (2.82)-(2.84), obtemos que L(u) ≥ β para todo u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) com

‖u‖ = R. Logo,

L(u) < 0 < β ≤ inf
u∈∂BR(0)

L(u),

o que encerra a demonstração de i).

Para mostrar ii), veja que, sendo t ≥ 1,

L(tu) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇tu|p(x)dx−

∫
Ω

[∫ tu

0

h(x, s)ds

]
dx

≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

[∫ tu

0

h(x, s)ds

]
dx,

e como∫
Ω

[∫ tu

0

h(x, s)ds

]
dx =

∫
Ω

[∫ u

0

h(x, s)ds

]
dx+

∫
Ω

[∫ tu

u

h(x, s)ds

]
dx,

segue que

L(tu) ≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

[∫ u

0

h(x, s)ds

]
dx−

∫
Ω

[∫ tu

u

h(x, s)ds

]
dx.

(2.85)

Além disso,

−
∫

Ω

[∫ u

0

h(x, s)ds

]
dx = −

∫
Ω

[∫ u

0

a(x)u(x)α(x)−1ds

]
dx−

∫
Ω

[∫ u

0

f(x, u)ds

]
dx

= −
∫

Ω

a(x)u(x)α(x)dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx (2.86)

e

−
∫

Ω

[∫ tu

u

h(x, s)ds

]
dx = −

∫
Ω

[∫ tu

u

a(x)sα(x)−1ds

]
dx−

∫
Ω

[∫ tu

u

f(x, s)ds

]
dx

= −
∫

Ω

a(x)tα(x)u(x)α(x)

α(x)
dx+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x)

α(x)
−
∫

Ω

[∫ tu

u

f(x, s) ds

]
dx. (2.87)
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Por (2.85)-(2.87),

L(tu) ≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x)dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

−
∫

Ω

a(x)tα(x)u(x)α(x)

α(x)
dx+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x)

α(x)
dx−

∫
Ω

[∫ tu

u

f(x, s) ds

]
dx.

Sendo

−
∫

Ω

a(x)u(x)α(x)dx+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x)

α(x)
dx ≤ 0

e

−
∫

Ω

a(x)tα(x)u(x)α(x)

α(x)
dx ≤ −t

α−

α+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx,

temos

L(tu) ≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− tα
−

α+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx

−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx−
∫

Ω

[∫ tu

u

f(x, s) ds

]
dx. (2.88)

Observe que∫
Ω

[∫ tu

u

f(x, s)ds

]
dx =

∫
Ω

[∫ tu

0

f(x, s)ds

]
dx−

∫
Ω

[∫ u

0

f(x, s)ds

]
dx

=

∫
Ω

F (x, tu) dx−
∫

Ω

F (x, u) dx.

Voltando a (2.88), segue que

L(tu) ≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− tα
−

α+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

−
∫

Ω

F (x, tu) dx+

∫
Ω

F (x, u) dx. (2.89)

Pela hipótese (f3), existem θ > p+ e t0 > 0 de modo que, para s ≥ t0

0 < θF (x, s) ≤ f(x, s) s quase sempre em Ω.

Note que as desigualdades anteriores implicam que
θ

s
≤ f(x, s)

F (x, s)
, e tomando t

suficientemente grande de modo que tu(x) ≥ t0 quase sempre em Ω, obtemos

0 <

∫ tu

t0

θ

s
ds ≤

∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds
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⇒ 0 < θ [ln s]tut0 ≤
∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds

⇒ 0 < θ ln tu(x)− θ ln t0 ≤
∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds

⇒ 0 < ln
tθu(x)θ

t0
θ
≤
∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds. (2.90)

Para calcular

∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds, vamos utilizar uma substituição de variável.

Escreva v = F (x, s). Então
dv

ds
= f(x, s),

e dáı

dv = f(x, s)ds.

Portanto,∫ tu

t0

f(x, s)

F (x, s)
ds =

∫ tu

t0

dv

v
= [ln F (x, s)]tut0 = ln F (x, tu)− ln F (x, t0)

= ln
F (x, tu)

F (x, t0)
. (2.91)

Por (2.90) e (2.91),

0 < ln
tθu(x)θ

t0
θ
≤ ln

F (x, tu)

F (x, t0)
,

e assim

0 <
tθu(x)θF (x, t0)

t0
θ

≤ F (x, tu).

Portanto,

0 <
tθ

t0
θ

∫
Ω

u(x)θF (x, t0) dx ≤
∫

Ω

F (x, tu) dx (2.92)

De (2.89) e (2.92),

L(tu) ≤ tp
+

p−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− tα
−

α+

∫
Ω

a(x)u(x)α(x) dx−
∫

Ω

f(x, u)u(x) dx

− tθ

t0
θ

∫
Ω

u(x)θF (x, t0) dx+

∫
Ω

F (x, u) dx.

Por fim, observe que sendo θ > p+, segue que L(tu) < 0 quando t → +∞, e

consequentemente obtemos ii).
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Concluindo a demonstração do Teorema 2.2.2: Considere as funções

u, u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) dadas pelo Lema 2.3.3. Seja u1 ∈ W 1,p(x)

0 (Ω) a solução de (2.1)

obtida no Teorema 2.2.1 que atinge o mı́nimo de J|K com

K = {u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) quase sempre em Ω}.

Pelos Lemas 2.3.4 e 2.3.5, as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha são

satisfeitas pelo funcional L, e dáı

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

L(γ(t)), onde Γ := {γ ∈ C([0, 1],W
1,p(x)
0 (Ω)) : γ(0) = u, γ(1) = e},

é um valor cŕıtico de L, isto é, L′(u2) = 0 e L(u2) = c, para algum u2 ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Pela definição de g no desenvolvimento do Teorema 2.2.1 temos que J(u) = L(u)

para cada u ∈ W
1,p(x)
0 tal que 0 ≤ u(x) ≤ u(x) quase sempre em Ω, e assim

J(u) = L(u). Desta forma, segue que L(u1) = J(u1) = inf
u∈K

J(u).

Pelo Lema 2.3.5, temos L(u) < 0. Logo, caso u2(x) ≥ u(x) quase sempre em

Ω, resulta que o problema (2.1) possui duas soluções fracas, u1, u2 ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),

de modo que L(u1) ≤ L(u) < 0 < β ≤ c = L(u2), onde β é uma constante dada

pelo Lema 2.3.5.

De fato, u2(x) ≥ u(x) quase sempre em Ω. Para demonstrar tal afirmação,

considere a função teste (u−u2)+ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) e o problema auxiliar no Teorema

2.2.2 dado por

{
−∆p(x)u = h(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Temos∫
Ω

|∇u2|p(x)−2∇u2∇(u− u2)+dx =

∫
{u2<u}

h(x, u2)(u− u2)+dx

=

∫
{u2<u}

(a(x)u(x)α(x)−1 + f(x, u))(u− u2)+dx

≥
∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(u− u2)+,

onde a desigualdade resulta da Definição 2.1.1. Prosseguindo, obtemos∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇(u− u2)+ −
∫

Ω

|∇u2|p(x)−2∇u2∇(u− u2)+dx ≤ 0
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⇒
∫

Ω

〈|∇u|p(x)−2∇u− |∇u2|p(x)−2∇u2,∇(u− u2)+〉 dx ≤ 0

⇒
∫
{u>u2}

〈|∇u|p(x)−2∇u− |∇u2|p(x)−2∇u2,∇u−∇u2〉 dx ≤ 0. (2.93)

Dados dois vetores a, b ∈ RN , considere a seguinte desigualdade (ver [25], pág.

97-100):

〈|a|s−2a− |b|s−2b, a− b〉 ≥


(s− 1)

|a− b|2

(1 + |a|2 + |b|2)
2−s
2

, se 1 ≤ s ≤ 2,

1

2s−2
|a− b|s, se s ≥ 2.

Pondo a = ∇u, b = ∇u2 e s = p(x), temos pela desigualdade anterior que

〈|∇u|p(x)−2∇u− |∇u2|p(x)−2∇u2,∇u−∇u2〉 ≥ 0. (2.94)

Por (2.93) e (2.94), obtemos que∫
{p≥2}

|∇(u− u2)+|p(x) =

∫
{1<p<2}

|∇(u− u2)+|2

(1 + |∇u|2 + |∇u2|2)
2−p(x)

2

= 0.

Portanto, ∇(u − u2)+(x) = 0 quase sempre em Ω. Pela desigualdade de

Poincaré, conclúımos que (u − u2)+(x) = 0 quase sempre em Ω, o que prova a

afirmação e encerra a demonstração.
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Apêndice A

Definições e resultados auxiliares

Definição 1 (Sequência Palais-Smale e condição Palais-Smale) Sejam

E um espaço de Banach e I : E → R um funcional de classe C1. Se existirem

c ∈ R e uma sequência (un) ⊂ E tais que

I(un)→ c

e

I ′(un)→ 0,

então afirmamos que (un) é uma sequência Palais-Smale no ńıvel c para I ou,

simplesmente, (un) é uma sequência (PS)c para I. Além disso, se tal sequência

possui uma subsequência convergente, então podemos dizer que I satisfaz a

condição Palais-Smale no ńıvel c ou que I satisfaz a condição (PS)c.

Definição 2 (Função Carathéodory) Uma função f : Ω × R → R é uma

Função Carathéodory se a função fs : Ω → R, definida por fs(x) = f(x, s) para

cada s ∈ R, é mensurável e, além disso, a função fx : R → R, definida por

fx(s) = f(x, s) para cada x ∈ Ω, é cont́ınua.

Teorema 1 (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaço

métrico completo e Φ : X → (−∞,+∞] um funcional semicont́ınuo

inferiormente. Suponha que Φ seja limitado inferiormente e sejam ε > 0, λ > 0

e u ∈ X dados tais que

Φ(u) ≤ inf
X

Φ +
ε

2
.
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Então existe vε ∈ X tal que

� Φ(vε) ≤ Φ(u);

� d(u, vε) ≤
1

λ
;

� Para cada w 6= vε ∈ X,Φ(vε) < Φ(w) + ελd(vε, w).

Demonstração: Veja [10].

Corolário 1 Sejam E um espaço de Banach e I : E → R um funcional

de classe C1 que é limitado inferiormente. Se I satisfaz a condição (PS)c com

c = inf
u∈E

I(u), então c é atingido em um ponto u0 ∈ E e u0 é ponto cŕıtico de I.

Demonstração: Veja [16].

Teorema 2 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam X um espaço de

Banach e I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0 tais que

I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X : ‖u‖ = ρ

e existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e

I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

� c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε;

� ‖I ′(uε)‖ < 4ε,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
[0,1]

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração: Veja [7].
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Teorema 3 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma sequência de funções integráveis que converge quase sempre para uma

função real mensurável f. Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para

todo n, então f é integrável e∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fn dµ.

Demonstração: Veja [3].

Teorema 4 (Teorema de Vainberg) Sejam (fn) uma sequência de funções

em Lq(Ω) e f ∈ Lq(Ω) tais que fn → f em Lq(Ω). Então existem (fnk) ⊂ (fn) e

uma função g ∈ Lq(Ω) tais que

|fnk(x)| ≤ g(x) quase toda parte em Ω

e

fnk(x)→ f(x) quase toda parte em Ω.

Demonstração: Veja [10].

Teorema 5 (Desigualdade de Hölder em Lp) Sejam r ∈ (0,∞] e

p1, . . . , pN ∈ (0,∞] números reais tais que 1
r

= 1
p1

+ . . . + 1
pN
. Se fk ∈ Lpk

com k = 1, . . . , N, então f1, . . . , fN ∈ Lr e, além disso,

‖f1 . . . fN‖Lr ≤ ‖f1‖Lp1 . . . ‖fk‖Lpk .

Demonstração: Veja [2].

Teorema 6 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto,

conexo e limitado. Então, para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), existe uma constante positiva

C a qual não depende de u tal que

‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(x)(Ω).
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Demonstração: Veja [19].

Teorema 7 (Teorema de Minty-Browder) Sejam E um espaço de

Banach, separável e reflexivo e A : E → E∗ um operador fortemente monótono,

coercivo e semicont́ınuo. Então existe o operador A−1 e ele é lipschitziano.

Demonstração: Veja [20].
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