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Notações e Terminologia

• RN denota o espaço euclidiano N-dimensional.

• C, Ci denotam constantes positivas.

• ∇u(x) =

(
∂u

∂x1

(x), ...,
∂u

∂xN

(x)

)
denota o gradiente de u em x.

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

denota o Laplaciano de u.

• on(1) representa qualquer quantidade que tende a 0 quando n tende ao infinito;

• BR(x0) denota a bola aberta centrada no ponto x0 com raio R > 0.

• BR denota a bola aberta centrada na origem com raio R > 0.

• Ls(RN), para 1 ≤ s < ∞ denota o espaço de Lebesgue com as normas

|u|s :=
(∫

RN

|u|sdx
) 1

s

.

• Se u é uma função mensurável, denotamos por u+, u− sua parte positiva e parte
negativa respectivamente ou seja,

u+(x) = max{u(x), 0} e u−(x) = max{−u(x), 0}.

• ωn denota o volume da bola unitária em RN .

• O simbolo → denota a convergência em norma(forte).

• O simbolo ⇀ denota a convergência fraca.

• Se Ω ⊂ RN é um conjunto mensurável à Lebesgue então |Ω| denota a medida de
Lebesgue de Ω.

• Seja Ω um domínio do RN , o espaço

L∞ = {u : Ω → R mensurável ∃C > 0 tal que |u(x)| ≤ C q.t.p. sobre Ω},

munido da norma

||u||L∞(Ω) := inf{C; |u| ≤ C q.t.p. em Ω}.

• Ls
loc(Ω) = {u : Ω → R mensurável |u|s é integrável segundo Lebesgue sobre cada

compacto K ⊂ Ω}.



• C∞
0 (RN) denota o espaço das funções infinitamente diferênciáveis com suporte com-

pacto em RN .

• Denotamos por D1,2(RN) o espaço de Hilbert

D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN)||∇u| ∈ L2(RN)},

e a norma

||u||D1,2(RN ) :=

(∫
RN

|∇u|2dx
) 1

2

.

• S é a melhor constante que verifica

|u|22∗ ≤ S

∫
RN

|∇u|2dx, ∀ u ∈ D1,2(RN).

• Sejam Ω um dominío do RN denotamos por:

H1(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi

∈ L2(Ω), i = 1, ..., N

}
,

munido da norma

||u||H1(Ω) :=

(∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx
) 1

2

.

• Sejam Ω um domínio do RN , H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω) com relação a norma ||.||H1(Ω).



Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência de solução da seguinte equação de Choquard
não-linear: 

−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

u(x) > 0 para todo x ∈ RN ,

(SNE)

onde 0 < µ < N, N ≥ 3, ∆ é o operador Laplaciano, V é uma função real contínua não-
negativa e F é a função primitiva de f . A técnica utilizada para obtermos existência de
solução para (SNE) foi o Método variacional com argumento de truncamento e estimativas
L∞. Mais precisamente, combinado com o Método de Penalização de Del Pino e Felmer
com uma aplicação do Teorema do Passo da Montanha [21] e estimativas L∞ via Teoria de
Moser [23].

Palavras-chave: Equação de Choquard Não-linear; Não linearidade Não local; Método
Variacional; Solução Positiva; Método de Penalização.



Abstract

In this work, we study the existence of a solution of the following nonlinear Choquard
equation: 

−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u) in RN ,

u ∈ D1,2(RN),

u(x) > 0 for all x ∈ RN ,

(SNE)

where 0 < µ < N, N ≥ 3, ∆ is the Laplacian operator, V is a continuous non-negative real
function, and F is the primitive function of f . The technique used to obtain the existence of a
solution for (SNE) was the variational method with truncation argument and estimates L∞.
More precisely, combined with Del Pino and Felmer’s Penalty Method with an application
of the Mountain Pass Theorem [21] and estimates L∞ via Moser’s Theory [23].

Keywords: Nonlinear Choquard Equation; Non-linearity Non-local; Variational Method;
Positive Solution; Penalty Method.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos a existência de solucões não-triviais para a seguinte equação
de Choquard não-linear,

−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

u(x) > 0 para todo x ∈ RN ,

(SNE)

onde 0 < µ < N, N ≥ 3, ∆ é o operador Laplaciano, V é uma função real contínua não-
negativa e F é a função primitiva de f .

Os resultados que apresentaremos nessa dissertação são devidos a Alves, Figueiredo e
Yang, foram obtidos do artigo [4] publicado no ano de 2016 na revista Advances in Nonlinear
Analysis, onde foi mostrado a existência de soluções positivas para o problema (SNE) em
que f é não linear e V é um potencial não negativo e pode anula-se no infinito, isto é,

V (x) ≥ 0 e V (x) −→ 0 quando |x| −→ ∞.

De modo preciso, assumiremos que a função f : R → R e o potencial V : RN → R
satisfazem as seguintes condições:

(f1) lim
s→0+

sf(s)

sq
< ∞; q ≥ 2∗ onde 2∗ =

2N

N − 2
, N ≥ 3.

(f2) Existe 0 < µ < N+2
2

tal que

lim
s→∞

sf(s)

sp
= 0,

para algum p ∈
(
1, 2(N−µ)

N−2

)
.

(f3) (Condição de Ambrosetti-Rabinowitz) Existe θ > 2, tal que

0 < θF (s) ≤ 2f(s)s, ∀ s > 0,

onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.
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Para enunciar o primeiro resultado precisamos de duas definições:

m := max
|x|≤1

V (x). (1)

Definimos a função ν : (1,+∞) −→ [0,+∞) por

ν(R) =
1

R(q−2)(N−2)
inf

|x|≥R
|x|(q−2)(N−2)V (x). (2)

Os principais resultados estudados nesta dissertação, devido a [4], são:

Teorema 0.1. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1), (f2) e (f3) sejam válidas.
Existe uma constante ν0 = ν0(m, θ, p, µ, c0) tal que se ν(R) > ν0 para algum R > 1, então
o problema (SNE) possui uma solução positiva.

Como exemplo de potencial V onde podemos aplicar o Teorema 0.1, temos:

Exemplo 0.1. Seja

V (x) =

{
Φ(x) se |x| ≤ 2

ν02
(q−2)(N−2)+1|x|−(q−2)(N−2), se |x| ≥ 2,

onde Φ : B2(0) −→ [0,∞) é contínua, o que torna V contínua então sabemos que ν(2) =

2ν0 > ν0. E assim, ν(2) > ν0.

Agora, passaremos a descrever o segundo resutado principal dessa dissertação. Suponha
que o potencial V seja radial, isto é

V (x) = V (|x|), ∀ x ∈ RN .

Definimos a função W : (1,∞) −→ [0,∞) por

W(R) = inf
|x|≥R

|x|
4−µ
2 V (x). (3)

Podemos usar a técnica utilizada na prova do Teorema 0.1 para estudar o caso em que

f(t) = |t|
4−µ
N−2 t, ∀ t ∈ R, (f4)

onde 0 < µ < min
{

N+2
2

, 4
}
.

Portanto, obtemos o segundo resultado de [4] sobre existência de solução de (SNE):

Teorema 0.2. Suponha que 0 < µ < min
{

N+2
2

, 4
}
, V é uma função radial e a condição

(f4) é válida. Existe uma constante W0 = W(m,µ) tal que se W(R) > W0 para algum
R > 1, então o problema (SNE) possui uma solução positiva.
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Como uma aplicação, podemos usar o Teorema 0.2 para estudar o seguinte problema:{
−∆u+ V (x)u =

(
1
|x| ∗ u

5
)
u4 em R3

u(x) > 0 em R3,

onde V pode ser como em um dos dois casos abaixo:

Exemplo 0.2. Seja δ > 0 e

V (x) =

{
1 se |x| ≤ 1

|x|
−(4−µ)

2
+δ se |x| ≥ 1,

temos W(R) = Rδ, ∀R > 1.
Portanto

lim
R→+∞

W(R) = +∞,

assim, para R grande o suficiente W(R) > W0.

Exemplo 0.3. Seja

V (x) =

{
2W0, se |x| ≤ 1

2W0|x|−
4−µ
2 , se |x| ≥ 1,

Então sabemos que W(R) = 2W0, e assim, W(R) > W0, ∀R > 1.

A seguir, daremos mais detalhes sobre o problema (SNE) e apresentaremos um breve
resumo dos resultados presentes na literatura relacionados ao problema (SNE).

A existência de soluções do problema (SNE) está associada a busca de soluções de ondas
estacionárias para a equação de Schörodinger não linear do tipo

i∂tΨ = −∆Ψ+W (x)Ψ− (Q(x) ∗ |Ψ|q)|Ψ|q−2Ψ, em RN , (4)

aqui W é o potencial externo e Q é a função de resposta que possui informações sobre a
iteração mútua entre os bósons. Este tipo de equação não-local é conhecida por descrever a
propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas [16] e desempenha um papel importante
na Teoria de condensação de Bose-Einstein [11]. É bem conhecido que Ψ(x, t) = u(x)e−iEt

resolve a equação de evolução (4) se, e somente se u resolver

−∆u+ V (x)u = (Q(x) ∗ |u|q)|u|q−2u em RN , (5)

onde V (x) = W (x)− E.
Quando a função de resposta, é a função de Dirac, ou seja Q(x) = δ(x), a resposta não

linear é de fato local e somos levados a equação de Schörodinger

−∆u+ V (x)u = |u|q−2u em RN , (6)

13



que têm sido estudado extensivamente com várias hipóteses sobre os potênciais e as não
linearidades veja por exemplo, [1, 2, 5–8,12,15,18,21,22,25,39,40].

O objetivo deste trabalho é estudar a existência de soluções para a classe de equações de
Schorödinger não-local (SNE), ou seja, a função resposta é do tipo Coloumb, por exemplo
1

|x|µ
então chegamos à equação de Choquard-Pekar

−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ |u|q

)
|u|q−2 em RN . (7)

O caso q = 2 e µ = 1 remonta à descrição da Teoria Quântica de um polaron em repouso
por S. Pekar em 1954 [30] e à modelagem de um elétron preso em seu próprio buraco em 1976

no trabalho de P. Choquard, em uma certa aproximação à Teoria Hartree-Fock do plasma
de um componente [10]. A equação também é conhecida como a equação de Schrödinger-
Newton, que foi introduzida por Penrose em sua discussão sobre o colapso autogravitacional
de uma função de onda da mecânica quântica. Penrose sugeriu que as soluções de (7), até
a reparametrização, são os estados estacionários básicos que não colapsam mais espontane-
amente, dentro de uma certa escala de tempo.

Na literatura, a maioria dos artigos existente considera a existência e propriedades das
soluções para a equação não-linear de Choquard (SNE) com potencial constante. Em [10]
Lieb provou a existência e unicidade a menos de translação, de solução ground state para (7),
posteriormente, [26], Lions mostrou a existência de uma sequência de soluções radialmente
simétricas para esta equação. Envolvendo as propriedades das soluções ground state, Ma
e Zhao [19] consideraram a equação de Choquard generalizada (7) para q ≥ 2, e provaram
que cada solução positiva de (7) é radialmente simétrica e monótona decrescente em algum
ponto, partindo do pressuposto de que um certo conjunto de números reais, definidos em
termos de N, α e q não é vazio. Sob a mesma suposição, Cingolanni, Clapp e Secchi [29]
spresentam alguns resultados de existência e multiplicidade no caso eletromagnético, e esta-
beleceram a regularidade e algum decaimento assintóticamente no infinito de solução ground
state de (7). Em [35] Moroz e Van Schaftingen eliminaram esta restrição e mostraram a
regularidade, positividade e simetria radial de soluções ground states para a faixa ideal de
parametros, e obtem decaimento derivado assintóticamente no infinito. Além disso, Moroz
e Van Schaftingen em [36,38] também consideraram a existência de soluções ground states
para o crescimento crítico no sentido da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e sob a
condição do tipo Berestycki-Lions.

Envolvendo o Problema com potênciais não-constantes

−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u) em RN , (8)

onde V é uma função periódica contínua com inf
RN

V (x) > 0, notando que o termo não-local é
invariante sob translação, é possível provar um resultado de existência facilmente aplicando

14



o Teorema do Passo da Montanha, ver [25] por exemplo. Para um potencial periódico V

que muda de sinal e 0 encontra-se no intervalo do espectro do operador de Schörodinger
−∆+ V , o problema é fortemente indefinido, e em [3] os autores provaram a existência de
solução não trivial com µ = 1 e F (u) = u2 por métodos de redução.

Para uma classe geral de função de resposta Q e não linearidade f , Ackermann [25]
propôs uma abordagem para provar a existência de um número infinito de soluções fracas
geométricamente distintas.

Para artigos que estudam o caso em que V anula-se no infinito podemos substituindo
∆ por ε2∆, citamos S. Secchi [31] onde o mesmo obteve o resultado de existência para ε

pequeno quando V > 0 e
lim inf
|x|→+∞

V (x)|x|γ > 0,

para algum γ ∈ [0, 1) por uma redução do tipo Lyapunov-Schmidt. Em [37], os autores
provam a existência e comportamento de concentração de soluções semiclássicos para o pro-
blema com F (u) = up para ε pequeno. Mais precisamente, eles desenvolveram uma técnica
de penalização construindo supersoluções para uma linearização do problema penalizado em
domínio exterior, então eles estimam a solução do problema penalizado por algum princípio
de comparação.

Além dos fatos acima citados e do aritgo [5] de Alves e Souto. O objetivo principal deste
trabalho é mostrar a existência de soluções positivas para o problema (SNE) com potenciais
anulando no infinito, ou seja, V (∞) = 0. Esta classe de problemas remonta ao trabalho de
Berestycki e Lions em [12] onde os autores estudaram a equação de Schrödinger com massa
zero e mostraram que o problema{

−∆u = f(u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

não possui solução ground state se f(t) = |t|q−2t. No entanto, eles também provaram que se
f se comportar como |t|q−2t para t pequeno e |t|p−2t para t grande quando p < 2∗ < q, então
o problema possui uma solução ground state. Por exemplo, essas condições são verificadas
pela função

f(t) =


|t|q−2t; t ≤ 1,

h(t); 1 ≤ t ≤ 2,

|t|p−2t; t ≥ 2

onde h é selecionado de forma que f seja uma função C1(R). Posteriormente, Benci, Grisanti
e Micheletti [33, 34] consideraram problemas do tipo{

−∆u+ V (x)u = f(u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

e estudaram a existência e não existência de soluções ground state.
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Esta dissertação está dividida em um capítulo contendo quatro seções e quatro apêndi-
ces. A seguir detalharemos a divisão do capítulo e faremos um resumo das principais ideias
e objetivos de cada seção.

No início do Capítulo 1, para facilitar o leitor, apresentaremos novamente o problema
(SNE) e as hipóteses sobre V e f . Na Seção 1.1, apresentamos o espaço onde vamos buscar
a solução do problema (SNE). Além disso, exibiremos algumas propriedades desse espaço,
e associamos um funcional ao problema (SNE) de tal modo que o ponto crítico do funcional
é solução do problema. Entretanto, para aplicar o Teorema do Passo da Montanha (veja o
Apêndice B, Teorema B.3) e obter ponto crítico de I, nos deparamos com uma dificuldade
técnica em provar que o funcional I satisfaz a condição Palais-Smale, porque não temos
imersão compacta de D1,2(RN) em L2∗(RN). Na Seção 1.2, afim de superar a falta de com-
pacidade citada acima, aplicamos o Método de Penalização de Del Pino e Felmer, veja [21],
que será a principal técnica para provar o Teorema 0.1. Neste método, fazemos uma penali-
zação na não linearidade f , isto é, iremos considerar uma função auxiliar que nos permitirá
estudar um problema auxiliar (APE) relacionado a (SNE), cujo funcional associado satisfaz
a condição (PS). .

Na Seção 1.3, mostramos a existência de solução do problema (APE) e buscamos esti-
mativas adequadas para mostrar que essa solução é solução do problema original (SNE).
Para tal obteremos algumas estimativas L∞(RN) e alguns resultados técnicos para mostrar
que a solução do prolema auxiliar (APE) é realmente solução do problema original (SNE).
Por último, através de todos os resultados apresentados, somos capazes de demonstrar o
Teorema 0.1, citado anteriormente. Na Seção 1.4 analisamos o caso em que o potencial
V (x) é uma função radial e considerando (3) e (f4) podemos usar os mesmos argumentos
usados na prova do Teorema 0.1 para provar o Teorema 0.2.

No Apêndice A, apresentamos alguns resultados básicos usados ao longo da dissertação.
No Apêndice B, apresentamos uma revisão dos espaços de Sobolev e provaremos o Lema de
deformação e duas versões do Teorema do Passo da Montanha. No Apêndice C, mostra-
mos algumas propriedades do subespaço onde buscamos a solução do problema penalizado
(APE). Por fim, no Apêndice D, apresentamos alguns resultados da Teoria dos pontos crí-
ticos e provamos que o funcional Φ associado ao problema penalizado (APE) é de classe
C1(E,R) e exibimos sua derivada de Fréchet.
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Capítulo 1

Existência de soluções para uma
equação de Choquard não-linear com
potencial anulando no infinito

Neste capítulo, iremos estudar a seguinte classe de problemas elípticos:
−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

u(x) > 0 para todo x ∈ RN ,

(SNE)

onde 0 < µ < N, N ≥ 3, ∆ é o operador Laplaciano, V é uma função real contínua

não-negativa e F é a função primitiva de f . Também denotaremos
1

|x|µ
∗ F (u) por:

1

|x|µ
∗ F (u) =

∫
RN

F (u(y))

|x− y|µ
dy.

Para enunciarmos os resultados principais desse capítulo precisamos fazer algumas defi-
nições e enunciar as hipóteses sobre f . Iniciamos definindo o seguinte número

m := max
|x|≤1

V (x). (1.1)

Definimos a função ν : (1,+∞) −→ [0,+∞) por

ν(R) =
1

R(q−2)(N−2)
inf

|x|≥R
|x|(q−2)(N−2)V (x). (1.2)

Assumimos as seguintes condições sobre a não linearidade f:

(f1) lim
s→0+

sf(s)

sq
< ∞; q ≥ 2∗ onde 2∗ =

2N

N − 2
, N ≥ 3.
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(f2) Existe 0 < µ < N+2
2

tal que

lim
s→∞

sf(s)

sp
= 0,

para algum, p ∈
(
1, 2 (N−µ)

N−2

)
.

(f3) (Condição de Ambrosetti-Rabinowitz) Existe θ > 2, tal que

0 < θF (s) ≤ 2f(s)s, ∀ s > 0,

onde F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Como estamos interessados em provar a existência de soluções positivas para o problema
(SNE), iremos assumir,

f(s) = 0, ∀ s < 0.

Iniciamos os nossos estudos com o seguinte lema:

Lema 1.1. Seja f : R −→ R uma função contínua satisfazendo (f1), (f2), então existe
c0 > 0 tal que

|sf(s)| ≤ c0|s|p, |sf(s)| ≤ c0|s|
2N−µ
N−2 , |sf(s)| ≤ c0|s|2

∗
e |sf(s)| ≤ c0|s|q (1.3)

para algum p ∈
(
1, 2(N−µ)

N−2

)
, q ≥ 2∗ e para todo s ∈ R.

Demonstração. Pela hipótese (f2) para todo ε > 0 existe s0 tal que

sup
s>s0

sf(s)

sp
≤ ε,

para algum p ∈
(
1, 2(N−µ)

N−2

)
.

A hipótese (f1) e (f2) implicam que existe C > 0 tal que ∀ ε > 0, ∃ δ > 0

sup
0<s≤δ

sf(s)

sq
∈ (C − ε, C + ε).

Então, tomando o mesmo ε em ambas as relações, podemos considerar o valor

max
s∈[δ, s0]

sf(s)

sq
,

com q ≥ 2∗ e escolhendo

c0 = max

{
C + ε, max

s∈[δ, s0]

sf(s)

sq
, max
s∈[δ, s0]

sf(s)

sp

}
,
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podemos concluir que vale |sf(s)| ≤ c0|s|q (além disso, podemos considerar s0 > 1 de modo
que sf(s)

sq
≤ sf(s)

sp
).

Resta-nos verificamos que para esse mesmo valor de c0, temos

|sf(s)| ≤ c0|s|p, ∀ s ∈ R.

para algum p ∈
(
1, 2(N−µ)

N−2

)
. De fato, temos

sup
s>s0

sf(s)

sp
< ε ≤ c0

e tomando δ < 1, temos

sup
0<s<δ

sf(s)

sp
< sup

0<s<δ

sf(s)

sq
.

Observe que o intervalo
(
1, 2(N−µ)

N−2

)
não é vazio por causa da condição acima em µ.

Note que por (f1), e o fato de que

2(N − µ)

N − 2
<

2N − µ

N − 2
< 2∗,

lim
s→0

sf(s)

s
2N−µ
N−2

= 0 e lim
s→0

sf(s)

sp
= 0, (1.4)

então por (f1)− (f2) e (1.4), existe c0 > 0 tal que∣∣∣∣sf(s)sp

∣∣∣∣ ≤ c0 ⇒
|sf(s)|
|sp|

≤ c0 ⇒
|sf(s)|
|s|p

≤ c0

⇒ |sf(s)| ≤ c0|s|p ≤ c0|s|
2N−µ
N−2 ≤ c0|s|2

∗ ≤ c0|s|q, ∀ s ∈ R, (1.5)

como queriamos provar.

1.1 O subespaço E e o funcional de Euler-Lagrange as-

sociado ao problema (SNE)

Nesta seção vamos apresentar o espaço onde vamos buscar a solução do problema (SNE).
Além disso, apresentamos algumas propriedades desse espaço.

Desde que V (x) ≥ 0, podemos definir o seguinte subespaço de D1,2(RN),

E =

{
u ∈ D1,2(RN)|

∫
RN

V (x)|u|2dx < +∞
}
,
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que é um espaço de Hilbert com a norma definida por

||u|| :=
(∫

RN

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx
) 1

2

.

No Apêndice C mostramos que E é um espaço de Hilbert com a norma definida acima.

Definição 1.1. Seja E um espaço de Hilbert real e I : E −→ R, um funcional de classe
C1. Dizemos que (un) ⊂ E é uma sequência Palais-Smale no nível c para I, se (un) satisfaz
I(un) −→ c e I ′(un) −→ 0, quando n −→ +∞.

Além disso, dizemos que I satisfaz a conidição (PS)c, se toda sequência (PS)c possuir
uma subsequência convergente.

Para a aplicação do Método variacional, é importante verificar que∣∣∣∣∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
F (u)dx

∣∣∣∣ < ∞, ∀ u ∈ E. (1.6)

Para provar a integrabilidade acima, isto é que a integral em (1.6) é finita, é importante
lembrar a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, que será freqüentemente usada nesse
trabalho.

Devido a sua importância no trabalho, nós também enunciaremos e demonstraremos
essa desigualdade no Apêndice A, veja Teorema A.9.

Proposição 1.1. [ [9], Theorem 4.3] (Desigualdade Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja s, r > 1

e 0 < µ < N com
1

s
+

µ

N
+
1

r
= 2. Se g ∈ Ls(RN) e h ∈ Lr(RN), então existe uma constante

aguda C(s, N, µ, r), independente de g, h, de modo que∫
RN

∫
RN

g(x)h(y)

|x− y|µ
dydx ≤ C(s, N, µ, r)|g|s|h|r.

A desigualdade acima garante que (1.6) é válido, porque por (f3) e (1.5),

|F (u)| ≤ 2c0|u|
2N−µ
N−2 (1.7)

Assim, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, temos,∫
RN

(
1

|x|µ
∗ |F (u)|

)
|F (u)|dx < ∞,
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se F (u) ∈ Lt(RN) para t > 1 e

2

t
+

µ

N
= 2,

2

t
= 2− µ

N
2

t
=

2N − µ

N

t =
2N

2N − µ

Além disso, por (1.7), temos∫
RN

|F (u)|tdx ≤ (2c0)
t

∫
RN

|u|2∗dx < ∞, ∀ u ∈ E.

Isso mostra que F (u) ∈ Lt(RN) para todo u ∈ E. Portanto o funcional I : E −→ R
dado por

I(u) =
1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
F (u)dx,

está bem definido e é de classe C1(E, R) com sua derivada dada por

I ′(u)φ =

∫
RN

(∇u∇φ+ V (x)uφ)dx−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u)φ dx ∀ u, φ ∈ E.

Assim, percebe-se que as soluções de (SNE) correspondem aos pontos criticos do funcio-
nal energia I. Entretanto existem dificuldades técnicas em provar que o funcional I satisfaz
a condição (PS) em geral. A principal dificuldade é a falta de imersão compacta de D1,2(RN)

em L2∗(RN). Afim de superar essa dificuldade, adaptamos o método de Penalização intro-
duzido por Del Pino e Felmer em [21].

1.2 O Problema Penalizado

Para ℓ > 1 e R > 1 a serem determinados posteriormente, definimos as funções

f̂(x, s) :=

{
f(s), se ℓf(s) ≤ V (x)s,
V (x)
ℓ

s, se ℓf(s) > V (x)s,
(1.8)

e

g(x, s) := χBR
(x)f(s) + (1− χBR

(x))f̂(x, s), (1.9)
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onde χBR
denota a função caracteristica da bola BR. Usando as notações anteriores, vamos

introduzir o problema auxiliar:
−∆u+ V (x)u =

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u) em RN ,

u ∈ D1,2(RN),

u(x) > 0 para todo x ∈ RN ,

(APE)

onde G(x, s) :=

∫ s

0

g(x, τ)dτ .

Lema 1.2. Sejam f̂ e g definidas em (1.8) e (1.9). Para todo s ∈ R temos:

(1) f̂(x, s) ≤ f(s), ∀ x ∈ RN ,

(2) g(x, s) ≤ V (x)
ℓ

s, ∀ |x| ≥ R,

(3) G(x, s) = F (s), ∀ |x| ≤ R,

(4) G(x, s) ≤ V (x)
2ℓ

s2 ∀ |x| ≥ R.

Demonstração. (1) Segue diretamente da definição de f̂(x, s).

(2) Sabemos que
g(x, s) := χBR

(x)f(s) + (1− χBR
(x))f̂(x, s),

se |x| ≥ R então x /∈ BR, assim χBR
(x) = 0. Então

g(x, s) = 0f(s) + (1− 0)f̂(x, s),

como
f̂(x, s) ≤ V (x)

ℓ
s, ∀ |x| ≥ R.

Então
g(x, s) ≤ V (x)

ℓ
s.

(3) Se |x| ≤ R então x ∈ BR, assim χBR
(x) = 1. Logo,

g(x, s) = 1f(s) + (1− 1)f̂(x, s) = f(s),

assim,

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, τ)dτ =

∫ s

0

f(τ)dτ = F (s).

(4) De fato, se |x| ≥ R então pela definição de G(x, s) e por (2) temos

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, τ)dτ
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então,

G(x, s) ≤
∫ s

0

V (x)

ℓ
τdτ.

Como ℓ > 1 e V (x) ≥ 0 temos

G(x, s) ≤ V (x)

ℓ

∫ s

0

τdτ ≤ V (x)

ℓ

[
τ 2

2

]s
0

≤ V (x)s2

2ℓ
.

Agora, iremos mostrar a relação entre a solução do problema penalizado e o problema
original.

Nota 1.1. Note que se u for uma solução positiva da equação (APE) com

ℓf(u(x)) ≤ V (x)u(x), ∀ |x| ≥ R, (1.10)

então g(x, u) = f(u). Observe que da definição de g(x, s) temos:

g(x, s) = χBR
(x)f(s) + (1− χBR

(x))f̂(x, s).

Como |x| > R então χBR
(x) = 0 isso implica que g(x, s) = f̂(x, s) como consequência, da

definição de f̂(x, s) concluímos que u é de fato uma solução do problema (SNE). Portanto,
para obter a solução de (SNE), nosso objetivo será encontrar a solução de (APE) verificando
a relação (1.10).

O funcional de Euler-Lagrange associado a (APE) é dado por

Φ(u) =
1

2
||u||2 −Ψ(u),

onde
Ψ(u) =

1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx.

De (1.5) e do Lema 1.2 concluímos que Φ é bem definida e pertence a C1(E,R) com sua
derivada dada por

Φ′(u)φ =

∫
RN

(∇u∇φ+ V (x)uφ)dx−Ψ′(u)φ, ∀ u, φ ∈ E

onde
Ψ′(u)φ =

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)φdx, ∀ u, φ ∈ E,

ver Apendice D Lema D.1. Assim, as soluções de (APE) correspondem aos pontos críticos
do funcional energia Φ.
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No próximo lema obtemos uma estimativa que nos será util no próximo resultado.

Lema 1.3. Assuma que a condição (f3) é valida. Então

Ψ′(u)u ≥ θΨ(u) > 0, ∀ u ∈ E \ {0}.

Demonstração. De fato, sabemos que

Ψ′(u)v =

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ E.

Assim, para u ∈ E \ {0} temos

1

θ
Ψ′(u)u−Ψ(u) =

1

θ

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)udx− 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx

=

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
1

θ
g(x, u)udx−

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
1

2
G(x, u)dx

=

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx

=

∫
BR∪(RN\BR)

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx

=

∫
{|x|≤R}∪{|x|>R}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx

=

∫
|x|≤R

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx

+

∫
|x|>R

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx,

como BR = {|x| ≤ R}, pelo item (3) do Lema 1.2 temos

G(x, u) = F (u) e g(x, u) = f(u).

Então,

1

θ
Ψ′(u)u−Ψ(u) =

∫
|x|≤R

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
f(u)u− 1

2
F (u)

)
dx

+

∫
|x|>R

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx,

≥
∫
|x|>R

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx,

Note que podemos escrever o conjunto RN \BR = {|x| > R} da seguinte maneira:

{|x| > R} = {|x| > R} ∩ [{ℓf(u(x)) ≤ V (x)u(x)} ∪ {ℓf(u(x)) ≥ V (x)u(x)}]

= [{|x| > R} ∩ {ℓf(u(x)) ≤ V (x)u(x)}] ∪ [{|x| > R} ∩ {ℓf(u(x)) ≥ V (x)u(x)}].

24



Substituindo obtemos,

1

θ
Ψ′(u)u−Ψ(u) ≥

∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≤V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx,

+

∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≥V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx

≥
∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≤V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
f(u)u− 1

2
F (u)

)
dx,

+

∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≥V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx.

Pelo item (4) do Lema 1.2 temos

g(x, u) ≤ V (x)

ℓ
u, se |x| > R e G(x, u) ≤ V (x)

2ℓ
u2, se |x| > R.

Portanto,

1

θ
Ψ′(u)u−Ψ(u) ≥

∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≥V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ
g(x, u)u− 1

2
G(x, u)

)
dx,

≥
∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≥V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

θ

V (x)u

ℓ
u− 1

2

V (x)

2ℓ
u2

)
dx,

≥
∫
{|x|>R}∩{ℓf(u(x))≥V (x)u(x)}

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)(
1

ℓθ
− 1

4ℓ

)
V (x)u2dx.

Como V (x) ≥ 0, para todo u ∈ E \ {0}, 2 < θ < 4, temos

1

θ
Ψ′(u)u−Ψ(u) > 0 =⇒ Ψ′(u)u > θΨ(u) =⇒ 0 < θΨ(u) ≤ Ψ′(u)u.

Nota 1.2. Observe que da hipotese (f3) na prova do lema anterior precisamos de θ < 4

para obter a estimativa.

O seguinte lema mostra que o funcional penalizado Φ satisfaz as geometrias do Teorema
do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz(ver Apêndice B, Teorema B.3).

Lema 1.4. Suponha que 0 < µ < N e as condições (f1)− (f3) são válidas. Então:

(1) Existe ρ, δ0 > 0 tal que Φ|Sρ ≥ δ0 > 0, ∀ u ∈ Sρ = {u ∈ E : ||u|| = ρ}.

(2) Existe r > 0 e e ∈ H1
0 (B1) com ||e|| > r tal que ρ(e) < 0.

Demonstração. (1) De fato, por (1.7) e (1.5) temos,

|G(x, u)| ≤ |F (u)| ≤ |2f(u)u| ≤ 2|f(u)u| ≤ 2c0|u|
2N−µ
N−2 .
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Assim, temos

Φ(u) =
1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx

≥ 1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ 2c0|u|

2N−µ
N−2

)
2c0|u|

2N−µ
N−2 dx

≥ 1

2
||u||2 − 2c0

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ 2c0|u|

2N−µ
N−2

)
|u|

2N−µ
N−2 dx

≥ 1

2
||u||2 − 2c20

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ |u|

2N−µ
N−2

)
|u|

2N−µ
N−2 dx.

E como ∫
RN

(
1

|x|µ
∗ |u|

2N−µ
N−2

)
dx =

∫
RN

∫
RN

|u(y)|
2N−µ
N−2

|x− y|µ
dydx,

substituindo temos

Φ(u) ≥ 1

2
||u||2 − 2c20

∫
RN

∫
RN

|u(y)|
2N−µ
N−2 |u(x)|

2N−µ
N−2

|x− y|µ
dydx.

Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev,

∫
RN

∫
RN

|u(y)|
2N−µ
N−2 |u(x)|

2N−µ
N−2

|x− y|µ
dydx ≤ c2||u||

2N−µ
N−2 ||u||

2N−µ
N−2

≤ c2||u||
2(2N−µ)

N−2 .

Assim, substituindo obtém-se,

Φ(u) ≥ 1

2
||u||2 − 2c20c2||u||

2(2N−µ)
N−2 .

Tomando C1 = 2c20c2 > 0 implica

Φ(u) ≥ 1

2
||u||2 − C1||u||

2(2N−µ)
N−2 .

Como 2N−µ
N−2

> 1, a conclusão de (1) segue se escolhermos ρ pequeno o suficiente.
(2) Fixando u0 ∈ H1

0 (BR0) com u+
0 (x) = max{u0(x), 0} ≠ 0 definimos

A(t) = Ψ

(
tu0

||u0||

)
=

1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G

(
x,

tu0

||u0||

))
G

(
x,

tu0

||u0||

)
dx > 0 para t > 0.

Assim pelo Lema (1.2) temos

A′(t)t ≥ θA(t) > 0,
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o que implica
A′(t)

A(t)
≥ θ

t
, t > 0.

Integrando para todo s > 1
||u0|| temos

∫ s

1
||u0||

θ

t
dt ≤

∫ s

1
||u0||

A′(t)

A(t)
dt

θ

∫ s

1
||u0||

1

t
dt ≤

∫ s

1
||u0||

A′(t)

A(t)
dt.

Observe que no segundo membro da desigualdade por integração por partes temos∫ s

1
||u0||

A′(t)

A(t)
dt =

[
A(t)

A(t)

]s
1

||u0||

−
∫ s

1
||u0||

− A(t)

[A(t)]2
dt =

∫ s

1
||u0||

1

A(t)
dt,

substituindo, ∫ s

1
||u0||

1

t
dt ≤

∫ s

1
||u0||

1

A(t)
dt.

Calculando a integral obtemos,

θ[ln(t)]s 1
||u0||

≤ [ln(A(t)]s 1
||u0||

⇒ θ

(
ln(s)− ln

(
1

||u0||

))
≤
(
ln(A(s))− ln(A

(
1

||u0||

)
)

)

⇒ θln

(
s
1

||u0||

)
≤ ln

 A(s)

A
(

1
||u0||

)
⇒ θln(s||u0||) ≤ ln

 A(s)

A
(

1
||u0||

)


⇒ ln(s||u0||)θ ≤ ln

 A(s)

A
(

1
||u0||

)
⇒ eln(s||u0||)θ ≤ e

ln

 A(s)

A

(
1

||u0||

)


(s||u0||)θ ≤ A(s)

A
(

1
||u0||

) ⇒ sθ||u0||θ ≤
A(s)

A
(

1
||u0||

) .
Pela definição de A(s) e como s > 1

||u0|| temos

Ψ

(
u0

||u0||

)
sθ||u0||θ ≤ Ψ(su0).

Portanto

Φ(su0) =
1

2
||su0||2 −Ψ(su0) =

||u0||2

2
s2 −Ψ(su0)

≤ ||u0||2

2
s2 −Ψ

(
u0

||u0||

)
||u0||θsθ.
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Tomando C1 =
||u0||2

2
> 0 e C2 = Ψ

(
u0

||u0||

)
||u0||θ > 0 temos

Φ(su0) ≤ C1s
2 − C2s

θ para s >
1

||u0||
.

E a conclusão de (2) vale para e = su0 com s grande o suficiente.

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha sem condição (PS) (ver Apêndice B Teo-
rema B.2), sabemos que existe uma sequência (PS)cv , a sequência (un) ⊂ E tal que

Φ′(un) −→ 0 e Φ(un) −→ cv, (1.11)

onde cv é o nível do Passo da Montanha caracterizado por

0 < cv := inf
γ∈Γ

maxΦ(γ(t)) ≤ inf
u∈E\{0}

maxΦ(tu),

e

Γ := {γ ∈ C1([0, 1], H1
0 (B1)) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}. (1.12)

Agora observe que estendendo "por zero"as funções de H1
0 (B1), podemos concluir que

H1
0 (B1) ⊂ E. Note também que Φ(u) ≤ Φ̂(u), para toda u ∈ H1

0 (B1), onde

Φ̂(u) =
1

2

∫
B1

(|∇u|2 +mu2)dx− 1

2

∫
B1

∫
B1

F (u(x))F (u(y))

|x− y|µ
dydx,

com m dado em (1). Em particular, temos Φ(γ(t)) ≤ Φ̂(γ(t)), para toda t ∈ [0, 1] e γ ∈ Γ,
onde o conjunto Γ é definido em (1.12). Como e ∈ H1

0 (B1) temos que para t ≥ 0,

max
t≥0

Φ(γ(t)) ≤ max
t≥0

Φ̂(γ(t))

então
inf

u∈H1
0 (B1)\{0}

max
t≥0

Φ(γ(t)) ≤ inf
u∈H1

0 (B1)\{0}
max
t≥0

Φ̂(γ(t)).

Portanto, obtém-se

0 < cv ≤ d := inf
u∈H1

0 (B1)\{0}
max
t≥0

Φ̂(γ(tu)). (1.13)

Aqui, é importante observar que d é independente da escolha de ℓ e R, que será im-
portante em estimativas futuras. No próximo lema mostraremos que a sequência (un) é
limitada.

Lema 1.5. Suponha que 0 < µ < N e as condições (f1)−(f3) são válidas. Então a sequência
(un) dada em (1.11) é limitado por uma constante independente da escolha de ℓ e R.
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Demonstração. De fato, sabemos que

Φ(un) =
1

2
||un||2 −Ψ(un)

e
Φ′(un)un =

∫
RN

(∇un∇un + V (x)unun)dx−Ψ′(un)un,

logo

Φ(un)−
1

θ
Φ′(un)un =

1

2
||un||2 −Ψ(un)−

1

θ

[∫
RN

(∇un∇un + V (x)unun)dx−Ψ′(un)un

]
.

Assim, obtemos

Φ(un)−
1

θ
Φ′(un)un =

1

2
||un||2 −Ψ(un)−

1

θ
||un||2 +

1

θ
Ψ′(un)un,

pelo Lema (1.3) temos

Φ(un)−
1

θ
Φ′(un)un ≥ 1

2
||un||2 −Ψ(un)−

1

θ
||un||2 +

θ

θ
Ψ(un)

≥ 1

2
||un||2 −

1

θ
||un||2

≥
(
1

2
− 1

θ

)
||un||2.

Como (un) é uma sequêcia (PS)cv obtida pelo Teorema do Passo da Montanha sem a
condição PS(ver Apêndice B Teorema B.2), então existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0,(

1

2
− 1

θ

)
||un||2 ≤ cv + 1 ⇒ ||un||2 ≤

2θ

θ − 2
(cv + 1), ∀ n > n0,

o que implica que (un) é limitado em E. Além disso, por (1.13), temos

||un||2 ≤
2θ

θ − 2
(d+ 1), ∀ n ∈ N,

mostrando o lema, pois d é independente da escolha de ℓ e R.

Antes de provar o próximo lema, precisamos apresentar algumas notações. No que se
segue,

B :=

{
u ∈ E : ||u||2 ≤ 2θ

θ − 2
(d+ 1)

}
(1.14)

e
K(u)(x) :=

1

|x|µ
∗G(x, u),
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ou seja

K(u)(x) :=

∫
RN

G(y, u)

|x− y|µ
dy.

Com as notações acima, somos capazes de mostrar a seguinte estimativa.

Lema 1.6. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1)− (f3) são válidas. Então existe
ℓ0 > 0 independente de R, de modo que

supu∈B |K(u)(x)|L∞(RN )

ℓ0
<

1

2
.

Demonstração. Da definição de G, |G(x, u)| ≤ |F (u)|, para todo u ∈ E. Assim,

|G(x, u)| ≤ 2c0|u|2
∗

e |G(x, u)| ≤ 2c0|u|p com p ∈
(
1,

2(N − µ)

N − 2

)
.

Então,

|K(u)(x)| =

∣∣∣∣∫
RN

G(y, u)

|x− y|µ
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
|x−y|≤1

G(y, u)

|x− y|µ
dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
|x−y|>1

G(y, u)

|x− y|µ
dy

∣∣∣∣
≤ 2c0

∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy + 2c0

∫
|x−y|>1

|u|2∗dy,

onde nas regiões de integração denotamos |x−y| ≤ 1 como o conjunto {y ∈ RN : |x−y| ≤ 1}
e por |x−y| > 1 como o conjunto {y ∈ RN : |x−y| > 1}. Pela imersão contínua de D1,2(RN)

em L2∗(RN) temos∫
|x−y|>1

|u|2∗dy ≤ |u|22∗ ≤ S−1|∇u|2L2∗ (RN ), para todo u ∈ E,

onde S é a melhor constante na imersão de D1,2(RN) em L2∗(RN), isso implica∫
|x−y|>1

|u|2∗dy ≤ S−1||u||2.

Assim,

|K(u)(x)| ≤ 2c0

∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy + 2c0S

−1||u||2.

Tomando C1 = 2c0S
−1||u||2 > 0 temos

|K(u)(x)| ≤ 2c0

∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy + C1.

Agora escolhendo t =
2∗

p
>

N

N − µ
e como

1

t
+

t− 1

t
= 1, segue-se da desigualdade de
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Hölder que,

∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy ≤

(∫
|x−y|≤1

|u|ptdy
) 1

t

(∫
|x−y|≤1

[
1

|x− y|µ

] t
t−1

dy

) t−1
t

≤
(∫

|x−y|≤1

|u|2∗dy
) 1

t

(∫
|x−y|≤1

[
1

|x− y|µ

] t
t−1

dy

) t−1
t

.

Por mudança de váriavel temos,∫
|x−y|≤1

1

|x− y|
tµ
t−1

dy = CNωN

∫ r

0

1

|r|
tµ
t−1

|r|N−1dr,

assim,

∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy ≤ C1

(
CNωN

∫ r

0

1

|r|
tµ
t−1

|r|N−1dr

) t−1
t

≤ C1(CN)
t−1
t (ωN)

t−1
t

(∫ r

0

1

|r|
tµ
t−1

|r|N−1dr

) t−1
t

.

Uma vez que N − 1− tµ
t−1

> −1, existe uma constante C2 > 0 tal que∫
|x−y|≤1

|u|p

|x− y|µ
dy ≤ C2 ∀ x ∈ RN .

Portanto, K(u)(x) é limitado. A partir disso, existe ℓ0 > 0, a ser escolhido posterior-
mente verificando

supu∈B |K(u)(x)|L∞(RN )

ℓ0
≤ 1

2
. (1.15)

A partir de agora, tomamos ℓ > ℓ0 e consideramos o problema penalizado com não
linearidade definido em (1.9).

Lema 1.7. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1)−(f3) ocorrem. Então a sequência
(un) dada em (1.11) satisfaz a seguinte propriedade: Para cada ε > 0 existe r = r(ε) > R

verificando

lim sup
n→∞

∫
RN\B2r

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx < ε.

Demonstração. Do Lema (1.5)

||un||2 ≤
2θ

θ − 2
(d+ 1), ∀ n ∈ N,

onde d é independente da escolha de ℓ e R. Pelo fato de que toda sequência limitada em
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um espaço de Hilbert possui uma subsequência convergindo fracamente, podemos supor que
existe u ∈ E tal que un ⇀ u em E. Assim, para cada ε > 0, existe r > R > 0, tal que

ω
1
N
N ||un||

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

<
ε

8
, (1.16)

onde ωN é o volume da bola unitária em RN . Para realizar esta escolha de r de maneira
adequada, é suficiente mostrar que

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

< ε.

Suponha, por contradição que (1.16) não ocorra. Então como (un) é limitada, podemos
supor que existe ε′ > 0 tal que para todo r > R > 1 tenhamos

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

≥ ε′.

Tome 2t como a menor potência de 2 tal que 2t > R. Nesse caso, vemos∫
RN

|u|2∗dx =

∫
r≤|x|≤2t

|u|2∗dx+

∫
2t≤|x|≤2t+1

|u|2∗dx+

∫
2t+1≤|x|≤2t+2

|u|2∗dx+ ... = +∞,

uma contradição, então a relação (1.16) ocorre.
Seja ηr ∈ C∞(Bc

r) tal que ηr(x) = 1 se x /∈ B2r(0), com 0 ≤ ηr(x) ≤ 1 e |∇ηr(x)| ≤ 2
r
,

como

Φ′(un)(unηr) =

∫
RN

(∇un∇(unηr) + V (x)un(unηr)dx

−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, un)

)
g(x, un)unηrdx

=

∫
RN

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx+

∫
RN

un∇un∇ηrdx

−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, un)

)
g(x, un)unηrdx,

observe que,∫
RN

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx = Φ′(un)(unηr) +

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, un)

)
g(x, un)unηrdx

−
∫
RN

un∇un∇ηrdx.
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Afirmamos que (unηr) é limitado em E. De fato, note que

||unηr||2 =

∫
RN

|∇(unηr)|2 + V (x)|unηr|2dx

=

∫
RN

|ηr∇(un) + un∇(ηr)|2 + V (x)|unηr|2dx

=

∫
RN

|ηr∇(un) + un∇(ηr)|2dx+

∫
RN

V (x)|unηr|2dx,

como 0 ≤ ηr ≤ 1 temos∫
RN

V (x)|unηr|2dx ≤
∫
RN

V (x)|un|2dx ≤ ||un||2,

assim resta-nos mostrar que ∫
RN

|ηr∇(un) + un∇(ηr)|2dx

é limitado. De fato observe que∫
RN

|ηr∇(un) + un∇(ηr)|2dx ≤
∫
RN

|ηr∇(un)|2dx+

∫
RN

|un∇(ηr)|2dx

+ 2

∫
RN

|ηr||un||∇ηr||∇un|dx,

observe ainda que∫
RN

|ηr∇(un)|2dx =

∫
RN

|ηr|2|∇(un)|2dx ≤
∫
RN

|∇(un)|2dx ≤ ||un||2

e ∫
RN

|un∇(ηr)|2dx =

∫
RN

|un|2|∇(ηr)|2dx

≤
(
2

r

)2 ∫
B2r

|un|2dx

≤ 4

r2
|B2r|

2∗−2
2∗

(∫
B2r

|un|2
∗
dx

) 1
2

≤ 4

r2
|B2r|

2∗−2
2∗ C||∇un||L2(B2r)

≤ 4

r2
|B2r|

2∗−2
2∗ C||un||.
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E por fim,∫
RN

|ηr||un||∇ηr||∇un|dx ≤ 2

r

∫
B2r

|un||∇un|dx

≤ 2

r

(∫
B2r

|un|2dx
) 1

2
(∫

B2r

|∇un|2dx
) 1

2

,

então ∫
RN

|ηr||un||∇ηr||∇un|dx ≤ 2

r
|B2r|2

∗−2||un||L2∗ (B2r)C||∇un||L2(B2r)

≤ 2

r
|B2r|2

∗−2||un||L2∗ (B2r)C||un||,

o que mostra que (unηr) é limitado. Assim segue-se que

Φ′(un)(unηr) −→ 0, ou seja Φ′(un)(unηr) = on(1).

Além disso, lembrando que ηr(x) = 0 em Br, obtemos∫
RN

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx =

∫
|x|≥r

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx.

Observe ainda que,∫
|x|≥r

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx = Φ′(un)(unηr)−
∫
|x|≥r

un∇un∇ηrdx

+

∫
|x|≥r

(
1

|x|µ
∗G(x, un)

)
g(x, un)unηrdx.

além disso recorde que pelo Lema 1.6, K(u)(x) é limitado, então

|K(un)(x)| ≤ sup
n

|K(un)(x)|L∞(RN ) e |∇ηr| ≤
2

r
para x /∈ B2r(0)

temos∫
|x|≥r

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx ≤
∫
|x|≥r

sup
n

|K(un)(x)|L∞(RN )

V (x)un

ℓ
unηrdx

−
∫
r≤|x|≤2r

un∇un
2

r
dx+ on(1)

≤ 1

ℓ

∫
|x|≥r

sup
n

|K(un)(x)|L∞(RN )ηrV (x)|un|2dx

− 2

r

∫
r≤|x|≤2r

un∇undx+ on(1),
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recorde do Lema 1.6, estamos fixando ℓ0 de modo que

supn |K(un)(x)|L∞(RN )

ℓ0
≤ 1

2
.

então, ∫
|x|≥r

ηr(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx ≤ 1

2ℓ

∫
|x|≥r

ηrV (x)|un|2dx

− 2

r

∫
r≤|x|≤2r

un∇undx+ on(1).

Para |x| ≥ 2r, ηr(x) = 1 então,∫
|x|≥2r

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx ≤ 4

r

∫
r≤|x|≤2r

un∇undx+ on(1). (1.17)

Pela desigualdade de Hölder,

∫
r≤|x|≤2r

|un||∇un|dx ≤
(∫

r≤|x|≤2r

|∇un|2dx
) 1

2
(∫

r≤|x|≤2r

|un|2dx
) 1

2

≤ |∇un|L2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|un|2dx
) 1

2

.

Uma vez que un −→ u em L2
loc(RN) e (un) é limitado em E, segue-se que

lim sup
n→∞

∫
r≤|x|≤2r

|un||∇un|dx ≤ ||un||D1,2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2dx
) 1

2

.

Usando a desigualdade de Hölder com
2∗

2
+

1

N
= 1 temos,

lim sup
n→∞

∫
r≤|x|≤2r

|un||∇un|dx ≤ ||un||D1,2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

|B2r|
1
N .

Uma vez que |B2r|
1
N = ωN2

NrN por (1.17) temos

lim sup
n→∞

∫
|x|≥2r

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx ≤ 4

r
lim sup
n→∞

∫
r≤|x|≤2r

|un||∇un|dx

≤ 4

r
||un||D1,2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

|B2r|
1
N

≤ 4

r
||un||D1,2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

2rω
1
N
N

≤ 8ω
1
N
N ||un||D1,2(RN )

(∫
r≤|x|≤2r

|u|2∗dx
) 1

2∗

.
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Por (1.16)

lim sup
n→∞

∫
|x|≥2r

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx < 8
ε

8
= ε.

Lema 1.8. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1) − (f3) são válidas. Então Φ

satisfaz a condição (PS)cv .

Demonstração. Uma vez que un ⇀ u em E, temos

Φ′(un)(un) = on(1) e Φ′(un)u = on(1).

E como

Φ′(un)(un) =

∫
RN

∇un∇un + V (x)unundx−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)undx

e
Φ′(un)u =

∫
RN

∇un∇u+ V (x)unudx−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)udx.

Obtemos,

Φ′(un)(un − u) = Φ′(un)(un)− Φ′(un)u

=

∫
RN

∇un∇un + V (x)unundx−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)undx

−
[∫

RN

∇un∇u+ V (x)unudx−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)udx

]
=

∫
RN

∇un∇un + V (x)unundx−
∫
RN

∇un∇u+ V (x)unudx

−
[∫

RN

K(un)(x)g(x, un)undx−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)udx

]
=

∫
RN

∇un(∇un −∇u) + V (x)un(un − u)dx

−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

=

∫
RN

∇un∇(un − u) + V (x)un(un − u)dx

−
∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx.

Assim,∫
RN

∇un∇(un−u)+V (x)un(un−u)dx = Φ′(un)(un−u)+

∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un−u)dx.
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Segue-se que,

||un − u||2 =

∫
RN

|∇(un − u)|2 + V (x)|un − u|2dx,

então,

||un − u||2 =

∫
RN

∇(un − u)∇(un − u) + V (x)(un − u)(un − u)dx

=

∫
RN

∇un∇(un − u)−∇u∇(un − u)

+ V (x)un(un − u)− V (x)u(un − u)dx

=

∫
RN

∇un∇(un − u) + V (x)un(un − u)dx

−
∫
RN

∇u∇(un − u) + V (x)u(un − u)dx.

= Φ′(un)(un − u) +

∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

−
∫
RN

∇u∇(un − u) + V (x)u(un − u)dx

=

∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx+ on(1),

então

||un − u||2 =

∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx+ on(1). (1.18)

Agora, nosso objetivo é mostrar a seguinte igualdade,∫
RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx = on(1).

Começamos lembrando que pelo Lema (1.6) existe C > 0 tal que

|K(un)(x)| ≤ C, ∀ n ∈ N.

Observe que de (1.5) temos |g(x, u)u| ≤ c0|u|p com p < 2∗,∣∣∣∣∫
Br

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤
∫
Br

|K(un)(x)||g(x, un)||un − u|dx

≤ C

∫
Br

|g(x, un)||un − u|dx

≤ Cc0

∫
Br

|un|p−1|un − u|dx,

como p e
p

p− 1
são expoêntes conjugados pela desigualdade de Hölder (ver Apêndice A
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Teorema A.5) temos

∫
Br

|un|p−1|un − u|dx ≤
(∫

Br

|un|pdx
) p−1

p
(∫

Br

|un − u|pdx
) 1

p

,

a imersão compacta de Sobolev de D1,2(RN) em Lp
loc(RN) implica que

un −→ u em Lp(Br).

Portanto,∣∣∣∣∫
Br

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Br

|g(x, un)||un − u|dx −→ 0.

Note que em RN \Br temos∣∣∣∣∫
RN\Br

K(un)(x)g(x, un)undx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
RN\Br

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx,

logo pelo Lema 1.7 temos

lim sup
n→∞

∫
RN\Br

|K(un)(x)||g(x, un)un|dx ≤ C lim sup
n→∞

∫
RN\Br

(|∇un|2 + V (x)|un|2)dx

≤ Cε,

da mesma forma pela Desigualdade de Hölder e a imersão de D1,2(RN) em L2∗(RN) temos∣∣∣∣∫
RN\Br

K(un)(x)g(x, un)udx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
RN\Br

|un|2
∗−1|u|dx

≤ C

(∫
RN\Br

|un|2
∗
dx

) 2∗−1
2∗
(∫

RN\Br

|u|2∗dx
) 1

2∗

≤ C||un||D1,2(RN )

(∫
RN\Br

|u|2∗dx
) 1

2∗

≤ CM

(∫
RN\Br

|u|2∗dx
) 1

2∗

.

Como u ∈ L2∗(RN), concluímos que∫
RN\Br

K(un)(x)g(x, un)udx = on(i),

onde on(i) −→ 0 se n −→ ∞.
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Desde que∣∣∣∣∫
RN\Br

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

RN\Br

K(un)(x)g(x, un)undx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
RN\Br

K(u)(x)g(x, un)udx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Br

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣ .
Assim, concluímos que∫

RN

K(un)(x)g(x, un)(un − u)dx −→ 0,

que combinado com (1.18) conclui a prova do Lema.

1.3 Existência de soluções para o problema penalizado

(APE)

Nesta seção iremos usar os resultados obtidos anteriormente para provar que o problema
penalizado possui solução e obter umas estimativas uniforme para tal solução na norma de
E. Além disso, obteremos estimativas L∞ para essa solução que será fundamental em nossos
argumentos.

O seguinte resultado trata-se da existência de solução do problema auxiliar (APE).

Teorema 1.1. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1) − (f3) são mantidas. Então
o problema (APE) tem solução positiva com

||u||2 ≤ 2θd

θ − 2
.

Demonstração. Aplicando os Lemas (1.4) e (1.8) e o Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz (veja Apêndice B Teorema B.3) obtemos o resultado.

A seguir, estudaremos a estimativa L∞(RN) da solução u do problema penalizado cuja
a finalidade é provar que u é também solução do problema original (SNE). Para tanto
adaptamos algumas técnicas em [1,16].

Lema 1.9. Seja u obtido na solução do problema (APE) do Teorema 1.1. Então, existe
uma constante M0 que depende apenas de N, µ, θ, m, p, c0, tal que

|u|∞ ≤ M0.
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Demonstração. Por hipótese, u é uma solução de

−∆u+ V (x)u = K(u)g(x, u) em RN ,

com
K(u) ∈ L∞(RN) e |K(u)|∞ ≤ 1

2
.

Como V (x) ≥ 0 para todo x ∈ RN e

|g(u, t)| ≤ |f(t)t| ≤ c0
|t|2∗

|t|
≤ c0|t|2

∗−1, ∀ t ∈ R.

Assim,

−∆u+ V (x)u = K(u)g(x, u)

≤ 1

2
c0|u|2

∗−1

≤ 1

2
c0|u|

N+2
N−2

≤ 1

2
c0|u|

4
N−2

+1.

Isso implica,

−∆u ≤ 1

2
a(x)(1 + |u|) em RN ,

onde a(x) = |u|
4

N−2 ∈ L
N
2 (RN). Por um argumento de iteração Trudinger-Brézis-Kato (ver

Apêndice A Lema A.11) deduzimos que u ∈ Ls(RN) para todos os s > 1. Além disso, uma
vez que |a(x)|N

2
não dependem de R > 0, as normas |u|s também não dependem de R > 1.

Agora, fixando s suficiente, os argumentos bootstrap implicam que existe M0 > 0 que é
independente de R, de modo que

|u|∞ ≤ M0.

1.4 Existência de soluções para o problema (SNE)

Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema 0.1, para facilitar a leitura vamos
enuncia-lo novamente.

Teorema 1.2. Suponha que 0 < µ < N+2
2

e as condições (f1), (f2) e (f3) sejam válidas.
Existe uma constante ν0 = ν0(m, θ, p, µ, c0) tal que se ν(R) > ν0 para algum R > 1, então
o problema (SNE) possui uma solução positiva.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1, o problema (APE) tem uma solução positiva uR ∈ E
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para cada R > 1. Assim, para provar a existência do problema de solução (SNE), devemos
mostrar que existe R > 1 tal que uR satisfaz a desigualdade

f(uR) ≤
V (x)

ℓ0
uR para |x| ≥ R.

Seja v ∈ C∞(RN \ {0}) a função definida por

v(x) =
RN−2|u|∞
|x|N−2

.

Afirmação 1.1. v é uma função harmônica em RN \ {0} isto é ∆v = 0 em RN \ {0}.

De fato, recorde que

∆v =
N∑
i=1

∂2v

∂x2
i

e

|x|N−2 =

(
N∑
i=1

x2
i

)N−2
2

,

assim,

∂v

∂xi

(x) = RN−2|u|∞
∂

∂xi

(|x|2−N)

= RN−2|u|∞
∂

∂xi

(
N∑
i=1

x2
i

) 2−N
2

= RN−2|u|∞
(
2−N

2

)( N∑
i=1

x2
i

)−N
2

2xi

= RN−2|u|∞(2−N)
xi

|x|N
.

Logo,

∂2v

∂x2
i

(x) = RN−2|u|∞(2−N)
∂v

∂xi

[
xi

|x|N

]

= RN−2|u|∞(2−N)
∂v

∂xi

( N∑
i=1

x2
i

)−N
2

xi


= RN−2|u|∞(2−N)

−N

2

(
N∑
i=1

x2
i

)−N−2
2

2xixi +

(
N∑
i=1

x2
i

)−N
2

.1


= RN−2|u|∞(2−N)

( N∑
i=1

x2
i

)−N−1

(−Nx2
i + 1)
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Então,

∂2v

∂x2
i

(x) = RN−2|u|∞
(2−N)

|x|N

[
−N

|x|2
x2
i + 1

]
.

Assim,

∆v(x) =
N∑
i=1

∂2v

∂x2
i

(x)

=
N∑
i=1

[
RN−2|u|∞

(2−N)

|x|N

(
−N

|x|2
x2
i + 1

)]
= RN−2|u|∞

(2−N)

|x|N

[
−N

|x|2
|x|2 +N

]
logo

∆v(x) = RN−2|u|∞
(2−N)

|x|N
.0

= 0,

em RN \ {0} para N ≥ 3, mostrando que v é harmônica.
Pelo Lema 1.9, temos a desigualdade

u(x) ≤ v(x) em ∂BR,

o que implica que a função

w(x) =

{
(u(x)− v(x))+, se |x| ≥ R

0, se |x| ≤ R,

pertence a D1,2(RN). Como ∆v = 0 em RN \ {0}, w = 0 em ∂BR e w ≥ 0 segue-se que,∫
RN

|∇w|2dx =

∫
RN

∇(u− v)∇wdx =

∫
RN

(∇u∇w −∇v∇w)dx

=

∫
RN

∇u∇wdx−
∫
RN

∇v∇wdx.

Pela Formula de Green (ver Apêndice A Teorema A.3), temos∫
RN\BR

∇u∇wdx =

∫
∂BR

∂v

∂w
vdσ −

∫
RN\BR

(∆v)wdx.
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Então, ∫
RN

|∇w|2dx =

∫
RN

∇u∇wdx−
∫
RN

∇v∇wdx

=

∫
RN

∇u∇wdx−
[∫

∂BR

∂v

∂w
vdσ −

∫
RN\BR

(∆v)wdx

]
=

∫
RN

∇u∇wdx

=

∫
RN

(K(u)(x)g(x, u)uw − V (x)uw)dx

=

∫
{|x|<R}∪{|x|≥R}

(K(u)(x)g(x, u)uw − V (x)uw)dx

=

∫
{|x|<R}

(K(u)(x)g(x, u)uw − V (x)uw)dx

+

∫
{|x|≥R}

(K(u)(x)g(x, u)uw − V (x)uw)dx,

logo ∫
RN

|∇w|2dx =

∫
{|x|≥R}

(K(u)(x)g(x, u)uw − V (x)uw)dx

≤
∫
{|x|≥R}

(
(K(u)(x)

V (x)

ℓ0
uw − V (x)uw

)
dx

≤
∫
{|x|≥R}

(
1

ℓ0
K(u)(x)u− 1

)
V (x)uwdx

≤ 0.

Mostrando que w ≡ 0, isto é u ≤ v em |x| ≥ R, equivalentemente

u(x) ≤ RN−2|u|∞
|x|N−2

.

Pelo Lema (1.9) temos,

u(x) ≤ RN−2M0

|x|N−2
, ∀ |x| ≥ R.

usando o fato de |f(u)| ≤ c0|u|q−1, temos

f(u)

u
≤ c0|u|q−2 ≤

∣∣∣∣RN−2M0

|x|N−2

∣∣∣∣q−2

≤ c0M
q−2
0

R(q−2)(N−2)

|x|(q−2)(N−2)
,∀ |x| ≥ R.

Agora, fixe R > 1 e tomando a função ν definido em (2) temos ν(R) > 0. Então, a
última desigualdade combinada com a definição (2) nos permite concluir que

f(u)

u
≤ c0|u|q−2 ≤ c0ℓ0M

q−2
0 V (x)

ℓ0ν(R)
,∀ |x| ≥ R.
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Assim, defina o número
ν0 = c0ℓ0M

q−2
0 ,

Usando a hipótese que ν(R) > ν0, para algum R > 1, concluímos que

f(uR)

uR

≤ ν0V (x)

ℓ0ν(R)
≤ V (x)ν(R)

ℓ0ν(R)
=

V (x)

ℓ0
,

assim,

f(uR) ≤
V (x)

ℓ0
uR para |x| ≥ R.

Portanto, por (1.10), concluímos que a solução do problema penalizado também é solução
do problema (SNE).

1.5 Existência de soluções para o problema (SNE) no caso

em que V (x) é radial

Nesta seção, vamos analisar o caso em que V (x) é uma função radial, e obtemos um
resultado de existência de solução do problema.

Se o potencial V é uma função radial ou seja,

V (x) = V (|x|), ∀ x ∈ RN .

Definimos a função W : (1,∞) −→ [0,∞) por

W(R) = inf
|x|≥R

|x|
4−µ
2 V (x). (1.19)

Podemos usar a técnica utilizada na prova do Teorema 1.2 para estudar o caso em que

f(t) = |t|
4−µ
N−2 t, ∀ t ∈ R, (f4)

onde 0 < µ < min
{

N+2
2

, 4
}
.

Teorema 1.3. Suponha que 0 < µ < min
{

N+2
2

, 4
}
, V é uma função radial e a condição

(f4) é valida. Existe uma constante W0 = W(m, µ) tal que se W(R) > W0 para algum
R > 1, então o problema (SNE) possui uma solução positiva.

Na demonstração do Teorema 1.3, substituimos o espaço D1,2(RN) por D1,2
rad(RN) e con-

sideramos
Erad =

{
u ∈ D1,2

rad(R
N) :

∫
RN

V (x)|u|2dx < +∞
}
.

44



Neste caso, devido à desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, o funcional energia

I(u) =
1

2
||u||2 − (N − 2)2

2(2N − µ)2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ |u|

2N−µ
N−2

)
|u|

2N−µ
N−2 dx,

está bem definido e pertence a C1(E, R). Agora, repetindo as mesmas idéias das seções
anteriores, podemos considerar novamente o problema (APE).

Demonstração. Seguindo os mesmos argumentos do teorema anterior conseguimos verificar
que o funcional Φ satisfaz, os Lemas 1.3, 1.4 e 1.5.

A partir dos Lemas 1.3, 1.4 e 1.5 e do Teorema 1.1, (APE) tem uma solução positiva
uR ∈ Erad. Assim, para provar que se trata de fato de uma solução do problema (SNE).
Devemos mostrar que existe R > 1 tal que uR satisfaz a desigualdade

f(uR(x)) ≤
V (x)

ℓ0
uR(x) para |x| ≥ R.

Inicialmente, recorde que

|uR(x)| ≤
C||uR||D1,2(RN )

|x|N−2
2

, ∀ x ∈ RN \ {0},

e
||uR||2 ≤

2θd

θ − 2
,

de onde segue

||uR||D1,2(RN ) ≤ A, onde A =

√
2θd

θ − 2

então,

uR(x) ≤
CA

|x|N−2
2

, para |x| ≥ R.

Agora usando, f(u) = |u|
4−µ
N−2u temos

f(uR)

uR

= |uR|
4−µ
N−2 ≤ (CA)

4−µ
N−2

|x| 4−µ
2

para |x| ≥ R.

Usando a definição de W(R), segue que

f(uR)

uR

= |uR|
4−µ
N−2 ≤ ℓ0(CA)

4−µ
N−2V (x)

ℓ0W(R)
para |x| ≥ R.

Fixando
W0 = ℓ0(CA)

4−µ
N−2 > 0,
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e supondo que exista R > 1 tal que W(R) > W0. Então, para R > 1, podemos garantir que

f(uR)

uR

≤ W0V (x)

ℓ0W(R)
≤ W(R)V (x)

ℓ0W(R)
≤ V (x)

ℓ0
, para |x| ≥ R,

implicando que I ′(uR) = 0 em Erad. Agora usando o Principio da Criticalidade Simétrica
de Palais, veja o Apêndice A Teorema A.12 podemos concluir que

I ′(uR) = 0 em E,

finalizando a prova.
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Apêndice A

Resultados e Definições

Como uma referência rápida ao leitor, apresentamos definições e resultados que usamos
neste trabalho.

Definição A.1. Uma função u : Ω −→ R é dita mensurável se para todo α ∈ R o conjunto

Eα = {x ∈ Ω; u(x) ≥ α}

é mensurável no sentido de Lebesgue.

Definição A.2. Uma medida sobre um espaço mensurável (X,X ) é uma função µ : X −→ R
onde R = R ∪ {∞, −∞} que verifica as seguintes propriedades:

(i) µ(∅) = 0

(ii) µ(E) ≥ 0, ∀ E ∈ X

(iii) Se {En} ⊂ X uma sequência de conjuntos disjuntos (En∩Em = ∅, para n ̸= m) então

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

Definição A.3. Para 1 ≤ p < +∞. O espaço de Lebesgue Lp(Ω) é o seguinte conjunto

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R; f é mensurável e

∫
RN

|u(x)|pdx < +∞
}
,

munido da norma

||u||p =
(∫

RN

|u(x)|pdx
) 1

p

.

Definição A.4. Definimos o espaço L∞(Ω) por

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R; fé mensurável e existe c tal que |u(x)| ≤ c q.t.p em Ω}.
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Um elemento de L∞(Ω) é dito uma função essencialmente limitada. E para cada u ∈
L∞(Ω), definimos

||u||L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess inf{c; |u(x)| ≤ c q.t.p em Ω}.

Definição A.5. Seja u : Ω −→ R uma função contínua. Chamaremos de suporte de u o
conjunto

suppu = {x ∈ Ω; u(x) ̸= 0}.

Definição A.6. Designamos por C0(Ω) o espaço das funções contínuas sobre Ω que têm
suporte compacto e por C∞

0 (Ω) o conjunto das funções que têm suporte compacto e que
possuem em derivadas parciais contínuas de todas as ordens. Os elementos de C∞

0 (Ω) são
denominados funções testes em Ω.

Definição A.7. Para 1 ≤ p < +∞. Denotamos por Lp
loc(Ω) o espaço das funções u : Ω −→

R tais que |u(x)|p é integrável no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de Ω, este é
chamado de espaço das funções localmente integráveis.

Definição A.8. Uma função f : Ω×R −→ R é uma função Carathéodory quando a função
fs : Ω −→ R definida por fs(x) = f(x, s) é mensurável, para cada s ∈ R e a função
fx : R −→ R definida por fx(x) = f(x, s) é contínua, para cada x ∈ Ω.

Teorema A.1. (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn) uma sequência não-decrescente
de funções em M+(X, X ), que converge para f , então

lim
n→+∞

∫
fndµ =

∫
fdµ.

Demonstração. Ver [27] página 31.

Lema A.1. (Lema de Fatou) Se (fn) ∈ M+(X, X ), então∫
lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fndµ.

Demonstração. Ver [27] página 33.

Teorema A.2. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência
de funções integráveis as quais convergem quase sempre para f. Se existe uma função g

integrável tal que
|fn| ≤ g, ∀ n ∈ N, quase sempre,

então f é integrável e

lim
n→∞

∫
fndµ =

∫
fdµ.

Demonstração. Ver [27] página 44.
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Lema A.2. Seja 1 < p < ∞ e (fn)n∈N uma sequência limitada em Lp(Ω) convergindo q.t.p.

para f . Então fn ⇀ f em Lp(Ω).

Demonstração. Ver [27] página 11.

Teorema A.3. (Fórmula de Green) Seja Ω ⊂ RN aberto, limitado e suave. Sejam u ∈
C2(Ω) e v ∈ C1(Ω). Então∫

Ω

(∆u)vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂v
vdσ −

∫
Ω

∇u∇vdx,

onde v = v(x) é o exterior normal a ∂Ω em x,
∂u

∂v
(x) = ∇u(x)v(x) e σ é a medida de

superficie em ∂Ω.

Demonstração. Ver [17], página 628, Teorema 3.

Teorema A.4. (de Vainberg) Sejam (fj)j∈N uma sequência de funções em Lq(Ω) e f ∈
Lq(Ω) tais que

fj −→ f em Lq(Ω).

Então, existe (fjk) ⊂ (fj) e uma função g ∈ Lq(Ω) tal que

|fjk(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω.

Demonstração. Ver [13], página 94, Teorema 4.9.

Seja 1 < p < +∞. Dizemos que q é expoente conjugado de p se
1

p
+

1

q
= 1.

Teorema A.5. (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp(Ω) com p ≥ 1 e
1

p
+
1

q
= 1.

Então fg ∈ L1(Ω) e
||fg||L1(Ω) ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω).

Demonstração. Ver [27] página 56.

Teorema A.6. (Teorema de Representação de Riesz) Se (X, X , µ) um espaço de medida
arbitrário e G um funcional linear limitado em Lp(X, X , µ), 1 < p < ∞, então existe
g ∈ Lq(X, X , µ), onde q = p

p−1
, tal que

G(f) =

∫
fgdµ,

para todo f em Lp(X, X , µ). Além disso, ||G|| = ||g||Lq(X, X , µ).

Demonstração. Ver [27] página 92.
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Teorema A.7. (Teorema de Fubini) Sejam (X, X , µ) e (Y, Y , ν) espaços σ-finitos e seja
a medida ω em Z = X × Y o produto de µ e ν. Se a função F em Z = X × Y para R é
integrável com respeito a ω, então as funções de valor real estendidas q.t.p. dado por

f(x) =

∫
Y

Fxdν,

∫
X

Fydµ, (A.1)

têm integrais finitas e ∫
X

fdµ =

∫
Z

Fdω =

∫
Y

gdν. (A.2)

Em outros símbolos,∫
X

[∫
Y

Fxdν

]
dµ =

∫
Z

Fdω =

∫
Y

[∫
X

Fydµ

]
dν. (A.3)

Demonstração. Ver [27] página 120.

Teorema A.8. Seja ν uma medida nos conjuntos de Borel da reta real positiva [0; +∞) tal
que

Φ(t) := ν([0, t)), (A.4)

é finito para cada t > 0. (Note que Φ(0) = 0 e que Φ, sendo monótona, é mensurável em
Borel). Seja (Ω, σ, µ) um espaço de medida e f qualquer função mensurável não-negativa
em Ω. Então ∫

Ω

Φ(f(x))µ(dx) =

∫ ∞

0

µ({x : f(x) > t})ν(dt). (A.5)

Em particular, escolhendo ν(dt) = ptp−1dt para p > 0, temos∫
Ω

Φ(f(x))µ(dx) = p

∫ ∞

0

tp−1µ({x : f(x) > t})dt. (A.6)

Ao escolher µ ser a medida de Dirac em algum ponto x ∈ Rn e p = 1, temos

f(x) =

∫ ∞

0

χ{f>t}(x)dt. (A.7)

Demonstração. Ver [9] página 26.

Teorema A.9. [9], Theorem 4.3 (Desigualdade Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja s, r > 1

e 0 < µ < n com
1

s
+

µ

n
+

1

r
= 2. Se g ∈ Ls(RN) e h ∈ Lr(RN), então existe uma constante
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aguda C(s, n, µ, r), independente de g, h, de modo que∫
RN

∫
RN

g(x)h(y)

|x− y|µ
dydx ≤ C(s, n, µ, r)|g|s|h|r.

A constante satisfaz

C(s, n, µ, r) ≤ n

µ(n− µ)

(
|Sn−1|

n

)µ
n 1

sr

[( µ
n

1− 1
s

)µ
n

+

( µ
n

1− 1
r

)µ
n

]
.

Demonstração. Sejam g ∈ Ls(Rn) e h ∈ Lr(Rn) funções não negativas tal que ||g||s =

||h||r = 1. Pelo Teorema A.8 temos as seguintes fórmulas:

|x|−µ = µ

∫ ∞

0

c−µ−1χ{|x|<c}(x)dc, (A.8)

g(x) = µ

∫ ∞

0

χ{g>a}(x)da, (A.9)

h(x) =

∫ ∞

0

χ{h>b}(x)db. (A.10)

Assim,

I :=

∫
RN

∫
RN

g(x)|x− y|−µh(y)dydx

:=

∫
RN

∫
RN

∫ ∞

0

χ{g>a}(x)da

(
µ

∫ ∞

0

c−µ−1χ{|x|<c}(x)dc

∫ ∞

0

χ{h>b}(x)db

)
dydx

:= µ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫
RN

∫
RN

c−µ−1χ{g>a}(x)χ{h>b}(y)

× χ{|x|<c}(x− y)dcdbdadydx. (A.11)

As integrais sobre x e y em (A.11) podem ser estimadas, substituindo um dos três χ′s

em (A.11) por 1. Assim,

I ≤ µ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dcdbda

e

I(a, b, c) :=
v(a)w(b)u(c)

max{v(a), w(b), u(c)}
, (A.12)
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com

w(b) =

∫
Rn

χ{h>b}(y)db, v(a) =

∫
Rn

χ{g>a}(x)da e u(c) =

(
|Sn−1|

n

)
cn.

As normas de f e h podem ser escritas como

||f ||ss = s

∫ ∞

0

ap−1v(a)da = 1, ||h||rr = r

∫ ∞

0

br−1w(b)db = 1. (A.13)

Para fazer a integração em c, assumimos primeiro que v(a) ≥ w(b). Usando (A.12)
calculamos

Se u(c) =
(

|Sn−1|
n

)
cn > v(a) então cn > v(a)n

|Sn−1| logo c >
(

v(a)n
|Sn−1|

) 1
n assim,

∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dc ≤
∫
u(c)≤v(a)

c−µ−1w(b)u(c)dc+

∫
u(c)>v(a)

c−mu−1w(b)v(a)dc.

então,

∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dc ≤ w(b)

(
|Sn−1|

n

)∫ (
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n

0

c−µ−1+ndc

+ w(b)v(a)

∫ ∞

(
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n
c−µ−1+ndc

≤ w(b)

(
|Sn−1|

n

)[
c−µ+n

−µ+ n

]( v(a)n

|Sn−1|

) 1
n

o

+ w(b)v(a)

∫ ∞

(
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n
c−µ−1+ndc.

Agora observe que

w(b)v(a)

∫ ∞

(
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n
c−µ−1+ndc = lim

j→∞

(∫ j

(
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n
c−µ−1+ndc

)

= w(b)v(a) lim
j→∞

[
c−µ

−µ

]j
(

v(a)n

|Sn−1|

) 1
n

= w(b)v(a) lim
j→∞

j−µ

−µ
−

[(
v(a)n
|Sn−1|

) 1
n

]−µ

−µ


= w(b)

1

µ

(
|Sn−1|

n

)µ
n

v(a)1−
µ
n
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e

w(b)

(
|Sn−1|

n

)[
c−µ+n

−µ+ n

]( v(a)n

|Sn−1|

) 1
n

o

= w(b)

(
|Sn−1|

n

)
1

n− µ

[(
v(a)n

|Sn−1|

) 1
n

]−µ+n

= w(b)

(
|Sn−1|

n

)
1

n− µ

(
|Sn−1|

n

)µ
n
−1

v(a)1−
µ
n

= w(b)

(
|Sn−1|

n

)µ
n 1

n− µ
v(a)1−

µ
n .

Assim, obtemos

∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dc ≤ w(b)

(
|Sn−1|

n

)µ
n 1

n− µ
v(a)1−

µ
n +

1

µ

(
|Sn−1|

n

)µ
n

v(a)1−
µ
n

≤ n

µ(n− µ)

(
|Sn−1|

n

)µ
n

w(b)v(a)1−
µ
n . (A.14)

Agora se w(b) ≥ v(a) temos∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dc ≤
∫
u(c)≤w(b)

c−µ−1v(a)u(c)dc+

∫
u(c)>w(b)

c−mu−1v(a)w(b)dc.

Se u(c) =
(

|Sn−1|
n

)
cn > w(b) então cn > w(b)n

|Sn−1| logo c >
(

w(b)n
|Sn−1|

) 1
n e semelhantemente,

∫ ∞

0

c−µ−1I(a, b, c)dc ≤ n

µ(n− µ)

(
|Sn−1|

n

)µ
n

w(b)1−
µ
nv(a). (A.15)

De (A.14) e (A.15) temos

I ≤ n

µ(n− µ)

(
|Sn−1|

n

)µ
n

×
∫ ∞

0

∫ ∞

0

min{w(b)v(a)1−
µ
n , w(b)1−

µ
nv(a)}dadb. (A.16)

Observe que w(b) ≤ v(a) se, e somente se w(b)v(a)1−
µ
n ≤ w(b)1−

µ
nv(a). A seguir, dividi-

mos a integral em b, em duas integrais de 0 a a
s
r e de a

s
r ao infinito. Assim, a integral

∫ ∞

0

∫ ∞

0

min{w(b)v(a)1−
µ
n , w(b)1−

µ
nv(a)}dadb ≤

∫ ∞

0

v(a)

[∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb

]
da

+

∫ ∞

0

v(a)1−
µ
n

[∫ ∞

a
s
r

w(b)1−
µ
ndb

]
da.

Pelo Teorema de Fubini temos∫ ∞

0

v(a)1−
µ
n

[∫ ∞

a
s
r

w(b)1−
µ
ndb

]
da =

∫ ∞

0

w(a)

[∫ a
r
s

0

v(b)1−
µ
ndb

]
da. (A.17)
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Como 1− µ
n

e µ
n

são expoentes conjugados e com m = (r−1)
(
1− 1

µ

)
. Pela desigualdade

de Hölder temos∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb =

∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
n bmb−mdb

≤

(∫ a
s
r

0

w(b)
(1−µ

n )
1−µ

n br−1db

)1−µ
n
(∫ a

s
r

0

b
−mn

µ db

)µ
n

,

como mn
µ

< 1 temos

(∫ a
s
r

0

b−
mn
µ db

)µ
n

=

[ b1−
mn
µ

1− mn
µ

]a s
r

0


µ
n

=

(
µ

µ−mn

)µ
n
[(
a

s
r

)µ−mn
µ

]µ
n

.

Como

µ−mn

µ
=

1

µ

[
µ− (r − 1)

(
n− µ

n

)
n

]
=

µ− rn+ ru+ n− µ

µ
=

n− r(n− µ)

µ
.

Assim,

∫ ∞

0

v(a)

[∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb

]
da ≤

(
µ

n− r(n− µ)

)µ
n

(∫ ∞

0

v(a)

[(
a

s
r

)µ−mn
µ

]µ
n

da

)

×
(∫ ∞

0

w(b)br−1db

)1−µ
n

Observe que:

s

r

[
µ−mn

µ

]
µ

n
=

s

r

[
n− r(n− µ)

µ

]
µ

n
=

s

r

[
n− r(n− µ)

n

]
=

s

r

[
1− r +

rµ

n

]
= s

[
1

r
+

µ

n
− 1

]
.

Por hipótese
1

r
+

µ

n
+

1

s
= 2 ⇐⇒ 1

r
+

µ

n
=

2s− 1

s
então,

s

r

[
µ−mn

µ

]
µ

n
= s

(
2s− 1

s
− 1

)
= s− 1.

Assim,

∫ ∞

0

v(a)

[∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb

]
da ≤

(
µ

n− r(n− µ)

)µ
n
(∫ ∞

0

v(a)as−1da

)

×
(∫ ∞

0

w(b)br−1db

)1−µ
n
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Por (A.13) temos:

∫ ∞

0

v(a)

[∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb

]
da ≤

(
µ

n− r(n− µ)

)µ
n 1

s

(
1

r

)1−µ
n

≤
(

µr

n− r(n− µ)

)µ
n 1

rs

Observe que:

µr

n− r(n− µ)
=

µr

r
(
n
r
− n+ µ

) ⇐⇒
µ
n

(n
r
−n+µ)
n

=
µ
n

1
r
− 1 + µ

n

=
µ
n

2s−1
s

− 1
=

µ
n

1− 1
s

.

Logo

∫ ∞

0

v(a)

[∫ a
s
r

0

w(b)1−
µ
ndb

]
da ≤

(
µ

n− r(n− µ)

)µ
n
(∫ ∞

0

v(a)as−1da

)

×
(∫ ∞

0

w(b)br−1db

)1−µ
n

≤ 1

sr

( µ
n

1− 1
s

)µ
n

. (A.18)

Um cálculo análogo usando (A.17) obtemos

∫ ∞

0

v(a)1−
µ
n

[∫ ∞

a
s
r

w(b)1−
µ
ndb

]
da ≤ 1

sr

( µ
n

1− 1
r

)µ
n

. (A.19)

Logo de (A.18) e (A.19) temos

I ≤ n

µ(n− µ)

(
|Sn−1|

n

)µ
n 1

sr

[( µ
n

1− 1
s

)µ
n

+

( µ
n

1− 1
r

)µ
n

]
,

o que concluí a prova.

Teorema A.10. Seja N ≥ 3. Então,

D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN)

esta imersão é contínua. Veja [20], [24].

Salientamos que a continuidade da imersão acima é expressa explicitamente por desi-
gualdades da forma

||u||L2∗ (RN ) ≤ C||u||D1,2(RN ).
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Teorema A.11. [ [23], Lema B3, pg. 270] Seja Ω um dominio em RN e seja g : Ω×R −→ R
uma função Carathéodory tal que para quase todo x ∈ Ω é valido

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|) (A.20)

com a função 0 ≤ a ∈ L
n
2
loc(Ω). Seja u ∈ H1,2

loc (Ω) uma solução fraca da equação

−∆u = g(., u) em Ω, (A.21)

então u ∈ Lq
loc(Ω) para qualquer q < ∞. Se u ∈ H1,2

0 (Ω) e a ∈ L
n
2 (Ω), então u ∈ Lq(Ω)

para qualquer q < ∞.

Demonstração. Escolha η ∈ C∞
0 (Ω) e para s ≥ 0, L ≥ 0 seja

φ = φs, L = umin{|u|2s, L2}η2 ∈ H1,2
0 (Ω).

Com suppφ ⊂⊂ Ω, usando φ como função teste em (A.21) obtemos∫
Ω

|∇u|2min{|u|2s, L2}η2dx +
s

2

∫
{x∈Ω; |u(x)|s≤L}

|∇(|u|2)|2|u|2s−2η2dx

≤ −2

∫
Ω

(∇u)umin{|u|2s, L2}(∇η)ηdx

+

∫
Ω

a(1 + 2|u|2)min{|u|2s, L2}η2dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2min{|u|2s, L2}η2dx

+ c

∫
Ω

a|u|2min{|u|2s, L2}|∇η|2dx

+ 3

∫
Ω

a|u|2min{|u|2s, L2}η2dx+

∫
Ω

|a|η2dx.

Suponha que u ∈ L2s+2(supp(η)), então para qualquer K ≥ 1 com constantes c depen-
dendo da norma em L2s+2(Ω) de u, restrito a supp(η), são válidas∫

Ω

|∇(umin{|u|s, L2}η)|2dx ≤ c+ c

∫
Ω

a|u|2min{|u|s, L2}η2dx

≤ c+ cK

∫
Ω

a|u|2min{|u|s, L2}η2dx

+ c

∫
{x∈Ω; a(x)≥K}

a|u|2min{|u|s, L2}η2dx,
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logo

∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L2}η)|2dx ≤ c(1 +K) +

(
c

∫
{x∈Ω; a(x)≥K}

a
n
2 dx

) 2
n

×
(∫

Ω

|umin{|u|s, L}η|
2n
n−2dx

)n−2
2

≤ c(1 +K) + c1ε(K)

∫
Ω

|∇(umin{|u|s, L}η)|2dx,

onde

ε(K) =

(∫
{x:Ω; a(x)≥K}

a
n
2 dx

) 2
n

−→ 0, (K −→ ∞).

Fixe K tal que c1ε(K) = 1
2

e observe que para esta escolha de K(e como s acima) agora
podemos concluir que ∫

Ω

|∇(umin{|u|s, L}η)|2dx ≤ c(1 +K),

permanece uniformemente limitado em L. Portanto, fazendo L −→ ∞ temos

|u|s+1η ∈ H1,2
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω),

ou seja, sempre que u ∈ L2s+2
loc (Ω) encontramos u ∈ L

(2s+2)n
n−2

loc (Ω). Agora iterando, deixando
s0 = 0, si + 1 = (si−1 + 1) n

n+2
, se i ≥ 1, para obter a conclusão do Teorema.

Se u ∈ H1,2
0 (Ω) podemos deixar n = 1 para obter que u ∈ Lq(Ω). Para todo q < ∞.

Teorema A.12. (Princípio da Criticalidade Simétrica de Palais) Sejam H um espaço de
Hilbert e G um grupo topológico. Suponha que uma ação de G sobre o espaço H seja
isométrica e suponha que I ∈ C1(H, R) é invariante pela ação. Suponha que u é um ponto
crítico de I restrito ao Fix(G), que é dado por

Fix(G) := {u ∈ H; gu = u, ∀ g ∈ G},

onde gu(x) = u(g−1x),∀ x ∈ H. Então, u é ponto crítico de I em H. Veja [28].
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Apêndice B

Teorema do Passo da Montanha

Neste Apêndice, vamos apresentar uma breve revisão dos espaços de Sobolev, enuncia-
remos e demonstraremos o Lema de Deformação, o qual é a principal ferramenta para de-
monstrarmos o celebrado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz [21].
Também enunciaremos e demonstraremos a versão do Teorema do Passo da Montanha de-
vido a Willen [24].

B.1 Revisão sobre Espaços de Sobolev

Seja Ω um dominio do RN , isto é um aberto e conexo do RN com fronteira suave.
Definimos o seguinte Espaço de Banach:

H1(Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi

∈ L2(Ω)

}
,

com ||u||H1(Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

.

Definimos também o seguinte subespaço fechado de H1(Ω):

H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)

com relação à norma ||.||H1(Ω).
Vamos agora definir imersão contínua e imersão compacta e, em seguida, verificar as

imersões que ocorrem em H1(Ω) e H1
0 (Ω).

Definição B.1. Sejam E1, E2 dois espaços normados tais que E1 ⊂ E2. Diz-se que E1 está
imerso continuamente em E2 ou que a imersão E1 ↪→ E2 é contínua, quando a aplicação
i : E1 −→ E2 tal que i(x) = x é uma aplicação contínua.

Definição B.2. Sejam E1, E2 dois espaços normados tais que E1 ⊂ E2. Diz-se que E1 está
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imerso compactamente em E2 ou que a imersão E1 ↪→ E2 é compacta, quando a aplicação
i : E1 −→ E2 tal que i(x) = x é uma aplicação compacta.

Vamos agora recordar as imersões contínuas e as imersões compactas sobre o espaços de
Sobolev H1(Ω) e H1

0 (Ω).
As seguintes imersões são contínuas: Para todo s ∈

[
2, 2∗ =

2N

N − 2

]
se N ≥ 3

H1(Ω) ↪→ Ls(Ω),

e {
Para todo s ∈ [2, +∞) se N = 1 ou n = 2

H1(Ω) ↪→ Ls(Ω),

Como consequência dessas imersões, existe C > 0 tal que

||u||s ≤ C||u||H1(Ω), ∀ u ∈ H1(Ω),

onde

||u||s =
(∫

Ω

|u|sdx
) 1

s

.

Antes de apresentarmos as imersões compactas, recordemos a desigualdade de Poincaré:

Teorema B.1. Se Ω é um domínio limitado do RN , então existe C > 0 tal que∫
Ω

|u|2dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2dx, para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Assim, sobre H1
0 (Ω) é possível definir a norma ||u||H1

0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

, a qual é

equivalente a norma ||.||H1
0 (Ω).

Se Ω é um domínio limitado do RN , as seguintes imersões são compactas: Para todo s ∈
[
2, 2∗ =

2N

N − 2

[
se N ≥ 3

H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω),

e {
Para todo s ∈ [1, +∞) se N = 1 ou n = 2

H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω),

como consequência dessas imersões e desde que H1
0 (Ω) é um Espaço de Banach reflexivo,

concluímos que para toda sequência limitada (un) ⊂ H1
0 (Ω), existem (unj

) ⊂ (un) e u ∈
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H1
0 (Ω) tal que

unj
⇀ u em H1

0 (Ω),

unj
−→ u em Ls(Ω),

o número 2∗ é chamado expoente crítico de Sobolev.

Definição B.3. Seja X um Expaço de Banach, I ∈ C1(X, R) e

X̃ = {u ∈ X : I ′(u) ̸= 0},

o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a função φ : X −→ X̃ é um campo
pseudo-gradiente para I quando φ e localmente lipschitziana e

a) ||φ(u)||X ≤ 2||I ′(u)||X′

b) I ′(u)φ(u) ≥ ||I ′(u)||2X′ .

Agora já podemos enunciar e demonstrar o Lema da Deformação sem condição de compa-
cidade devido a Willem [24].

Lema B.1. (Lema de Deformação) Sejam X um Espaço de Banach, I ∈ C1(X, R) e
c ∈ R, ε > 0. Se

||I ′(u)|| ≥ 4ε (B.1)

para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]), então existe η ∈ C(X, X) tal que

i) η(u) = u, ∀ u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε,

onde
Id := I−1(]−∞, d[).

Demonstração. Definamos a função

Ψ : X −→ R dada por Ψ(u) =
dist(u, X \ A)

dist(u, X \ A) + dist(u, B)
,

onde
A := I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) e B := I−1([c− ε, c+ ε]).

Para mostrar que Ψ está bem definida, vamos mostrar que

dist(u, X \ A) + dist(u, B) > 0.
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Suponha, por contradição, que exista u ∈ X tal que

dist(u, X \ A) + dist(u, B) = 0.

Desde que dist(u, B) = 0 e B é fechado, segue-se que u ∈ B, isto é,

c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε. (B.2)

Por outro lado, dist(u, X \A) = 0 implica que u ∈ X \A. Assim, existe uma sequência
(un) ⊂ X \ A tal que un −→ u em X, ou seja,

I(un) < c− 2ε ou I(un) > c+ 2ε.

Passando o limite de n −→ ∞ nas desigualdades na última linha e da continuidade do
Funcional I, encontramos

I(un) ≤ c− 2ε ou I(un) ≥ c+ 2ε,

o que contradiz (B.2). Além disso, desde que a função distância é lipschitziana, concluímos
que a função Ψ é contínua e localmente lipschitziana.

Observemos também que Ψ = 1 em B e Ψ = 0 em X \ A.
Seja Φ : X −→ X̃ um campo pseudo-gradiente para I e definamos

W (u) := −Ψ(u)
Φ(u)

||Φ(u)||X
, u ∈ A,

:= 0, u ∈ X \ A.

Notemos que W é localmente lipschtiziana e ||W (u)|| ≤ 1, para todo u ∈ X. Assim,
para cada u ∈ X, o problema de Cauchy

d

dt
σ(t, u) = W (σ(t, u)),

σ(0, u) = u,

possui uma única solução σ(., u) definida em R com σ ∈ C(R×X, X).
Consideremos a função η definida em X por η(u) := σ(1, u). Como W = 0 para todo

u ∈ X \ A, então σ(t, u) é constante para cada u ∈ X \ A. Desde que σ(0, u) = u, temos
que η satisfaz (i).

Notemos que,

d

dt
I(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))

d

dt
(σ(t, u))

= I ′(σ(t, u))W (σ(t, u)) = 0, (B.3)
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para todo σ(t, u) ∈ X \ A.
Para σ(t, u) ∈ A encontramos

d

dt
I(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))

d

dt
(σ(t, u))

= I ′(σ(t, u))W (σ(t, u))

= −I ′(σ(t, u))φ(σ(t, u))
Ψ(σ(t, u))

||φ(σ(t, u))||X′
.

Desde que φ é um Campo Pseudo-Gradiente, por b),

d

dt
I(σ(t, u)) ≤ −Ψ(σ(t, u))

||I ′(σ(t, u))||2X′

||Ψ(σ(t, u))||X
≤ 0. (B.4)

Por (B.3) e (B.4), temos I(σ(t, u)) é não crescente.
Considerando u ∈ Ic+ε, se existir t ∈ [0, 1] tal que I(σ(t, u)) < c− ε, então I(σ(1, u)) ≤

I(σ(t, u)) < c− ε e (ii) ocorre.
Se u ∈ Ic+ε e se c− ε ≤ I(σ(t, u)), para todo t ∈ [0, 1], temos

c− ε ≤ I(σ(t, u)) ≤ c+ ε, para todo t ∈ [0, 1].

Assim, de (B.3),

I(η(u)) = I(σ(1, u)) = I(u) +

∫ 1

0

d

dt
I(σ(t, u))dt

≤ I(u)−
∫ 1

0

Ψ(σ(t, u))
||I ′(σ(t, u))||2

||Ψ(σ(t, u))||X
dt

= I(u)−
∫ 1

0

Ψ(σ(t, u))
||I ′(σ(t, u))||2X′

||Ψ(σ(t, u))||X
dt.

Do item a) da definição de campo Pseudo-gradiente, temos

I(η(u)) ≤ c+ ε− 1

2

∫ 1

0

||I ′(σ(t, u))||.

Da hipótese (B.1), encontramos

I(η(u)) ≤ c+ ε− 2ε = c− ε

e ii) também é satisfeita.

Neste momento enunciaremos duas versões do Teorema do Passo da Montanha. A
primeira é devida a Willem [24] e a segunda é devida a Ambrosetti e Rabinowitz [21].

Teorema B.2. (Teorema do Passo da Montanha M. Willem) Sejam X um Espaço de
Banach e I ∈ C1(X, R) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0 tais que
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(H1) I(u) ≥ 0 para todo u ∈ X; ||u|| = ρ e existe e ∈ X tal que ||e|| > ρ e

(H2) I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε

(b) ||I ′(uε)|| < 4ε, onde
0 < c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0, 1]

I(γ(t))

e
Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração. Vamos inicialmente provar que c é finito. De fato, desde que γ(0) = 0 ∈
Bρ(0), γ(1) = e ∈ X \Bρ(0) e γ([0, 1]) e conexo, temos que

γ([0, 1])
⋂

∂Bρ(0) ̸= 0.

Logo, da hipótese (H1), temos

max
t∈[0, 1]

I(γ(t)) ≥ α,

implicando que c ≥ α > 0, ou seja, que c é um número real postivo.
Suponha agora, por contradição, que para algum ε > 0 as condições (a) e (b) não

ocorram, ou seja, que ocorra

(c) c− 2ε < I(u) < c+ 2ε, ∀ u ∈ X

(d) ||I ′(u)|| ≥ 4ε, ∀ u ∈ X.

Notemos que essas propriedades continuaram válidas para todo 0 < ε′ < ε. Desde que c > 0

e diminuido ε se necessário, temos

I(c) < I(0) = 0 < c− 2ε. (B.5)

Em vista dos itens (c) e (d), do Lema de deformação, existe η ∈ C(X; X) tal que

(i) η(u) = u se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε])

(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Segue da definição de c que existe γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0, 1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε.
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Consideremos γ̂ : [0, 1] −→ X definido por γ̂(t) = η(γ̂(t)). Observe que:

γ̂(0) = η(γ̂(t)) = η(0)

e
γ̂(1) = η(γ̂(1)) = η(e).

Por (B.5), temos 0, e /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Do Lemma da Deformação, η(0) = 0 e η(e) = e.
Portanto,

γ̂(0) = 0

e
γ̂(1) = e

mostrando que γ̂ ∈ Γ. Novamente pelo Lema de Deformação, para qualquer t ∈ [0, 1],
encontramos

γ̂(t) = η(γ̂(t)) ∈ Ic−ε.

Desse modo
c ≤ max

t∈[0, 1]
I(γ̂(t)) ≤ c− ε,

o que é absurdo, provando assim o Teorema.

Nota B.1. As hipóteses (H1) e (H2) são chamadas, respectivamente, 1° geometria e 2°
geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema B.3. (Teorema do Passo da Montanha-Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam X um
Espaço de Banach e I ∈ C1(X, R) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0 tais que

(H1) I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X; ||u|| = ρ, e existe e ∈ X tal que ||e|| > ρ e

(H2) I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε

(b) ||I ′(uε)|| < 4ε,

onde
0 < c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0, 1]

I(γ(t)),

e
Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, γ(1) = e}.
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Se I satisfaz a condição (PS)c, então c é um valor crítico de I, isto é, existe u ∈ X tal
que

I(u) = c > 0 e I ′(u) = 0.

Demonstração. Para ε = 1
n

no Teorema anterior, temos que existe (un) ⊂ X tal que

I(un) −→ c,

e
I ′(un) −→ 0.

Desde que I satisfaz a condicão (PS)c existem (unj
) ⊂ (un) e u ∈ X tal que:

unj
−→ u em X.

Da continuidade de I e I ′, temos

I(u) = c > 0 e I ′(u) = 0.
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Apêndice C

Propriedades do Espaço E

Nesse Apêndice, vamos mostrar algumas propriedades do subespaço onde buscamos
solução do problema penalizado (APE).

Lema C.1. E é um subespaço de D1,2(RN).

Demonstração. De fato, para mostrar que E é subespaço, devemos mostrar que,

(1) Se λ ∈ R então λv ∈ E, ∀ v ∈ E.

Seja v ∈ E, então
∫
RN

V (x)|v|2dx < ∞. Assim,

∫
RN

V (x)|λv|2dx =

∫
RN

V (x)|λ|2|v|2dx

=

∫
RN

V (x)λ2|v|2dx

= λ2

∫
RN

V (x)|v|2dx < ∞.

Portanto, λv ∈ E.

(2) Se u, v ∈ E então (u+ v) ∈ E.

De fato, como u, v ∈ E então
∫
RN

V (x)|u|2dx < ∞ e
∫
RN

V (x)|v|2dx < ∞.

Sabemos que,
(u− v)2 = u2 − 2uv + v2 ≥ 0 ⇒ 2uv ≤ u2 + v2.

Assim, ∫
RN

V (x)|u+ v|2dx ≤
∫
RN

V (x)(|u|+ |v|)2dx

≤
∫
RN

V (x)(|u|2 + 2|u||v|+ |v|2)dx

≤ 2

∫
RN

V (x)|u|2dx+ 2

∫
RN

V (x)|v|2dx < ∞.
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Portanto, (u+ v) ∈ E. Logo E é subespaço de D1,2(RN).

Lema C.2. A expressão

||u||2 =
∫
RN

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx, (C.1)

define uma norma em E associado ao seguinte produto interno

(., .) : E × E −→ R

(u, v) 7−→
∫
RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx. (C.2)

Demonstração. Vamos verificar que a aplicação é um produto interno em E assim:

(P1) (αu+ βv, w) = α(u, w) + β(v, w) ∀ u, v, w ∈ E e α, β ∈ R (Linearidade).
Dados u, v, w ∈ E e α, β ∈ R temos

(αu+ βv, w) =

∫
RN

(∇(αu+ βv)∇w + V (x)(αu+ βv)w)dx

=

∫
RN

(α∇u+ β∇v)∇w + αV (x)uw + βV (x)vw)dx

= α

∫
RN

(∇u∇w + V (x)uw)dx+ β

∫
RN

(∇v∇w + V (x)vw)dx

= α(u, w) + β(v, w).

(P2) (u, v) = (v, u) ∀ u, v ∈ E (Simetria).
A simetria do produto interno de E é consequência da simetria em R e da simetria do
produto interno natural de RN .

(P3) (u, u) ≥ 0 e (u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0 ∀ u ∈ E.

(u, u) =

∫
RN

(∇u∇u+ V (x)uu)dx

=

∫
RN

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx

= ||u||2 ≥ 0.

Se (u, u) = 0 então (u, u) = ||u||2 = 0 ⇐⇒ u = 0,

assim, (C.2) é o produto interno. Portanto, mostramos que (C.1) como definida é uma
norma em E.
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Lema C.3. O espaço

E =

{
u ∈ D1,2(RN);

∫
RN

V (x)|u|2dx < ∞
}
,

é um espaço de Hilbert(Banach) munido da norma definida em (C.1).

Demonstração. De fato, seja (un) ⊂ E, uma sequência de Cauchy. Pela imersão contínua
de E em D1,2(RN) concluímos que (un) também é uma sequência de Cauchy em D1,2(RN)

e como D1,2(RN) é um espaço de Banach então existe u ∈ D1,2(RN) tal que

un −→ u em D1,2(RN) (C.3)

assim, a menos de subsequência,

un(x) −→ u(x) q.t.p. em RN .

Desde que, (un) é uma sequência de Cauchy em E, então (un) é limitada em E. Em
particular existe C > 0 tal que ∫

RN

V (x)|un|2dx ≤ C.

Pelo Lema de Fatou (Lema A.1), temos∫
RN

V (x)|u|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
RN

V (x)|un|2dx ≤ C.

Isso implica que u ∈ E. Agora resta-nos mostrar que un −→ u em E. Dado ε > 0, ∃n0 ∈
N tal que para quaisquer n, m ≥ n0, temos∫

RN

V (x)|um − un|2dx < ε.

Para todo m > n0 fixo e pelo Lema de Fatou, obtemos∫
RN

V (x)|um − u|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
RN

V (x)|um − un|2dx ≤ ε.

Ou seja

lim
m→∞

∫
RN

V (x)|um − u|2dx = 0. (C.4)

Como un ∈ D1,2(RN) e un −→ u em D1,2(RN) então

||un − u||D1,2(RN ) < ε
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Assim, ∫
RN

|∇(un − u)|2dx < ε. (C.5)

De (C.4) e (C.5) segue que ||un − u|| −→ 0. Logo un −→ u em E.
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Apêndice D

Resumo da Teoria dos Pontos Críticos

D.1 Revisão sobre a diferenciabilidade de funcionais

Neste Apêndice vamos apresentar alguns resultados da Teoria dos Pontos Críticos que
foram utilizados ao longo da dissertação. Além disso, mostraremos que o funcional Φ asso-
ciado ao problema penalizado (APE) é de classe C1(E, R).

Definição D.1. Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X −→ R, dizemos que
I possui derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T0 ∈ X ′

tal que:

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0.

A derivada de Gateaux no ponto u quando existe, é única. Vamos denotá-la por DI(u).

Definição D.2. Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X −→ R, dizemos que
I possui derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T ∈ X ′ tal
que:

lim
||v||→0

I(u+ v)− I(u)− Tv

||v||
= 0.

A derivada de Fréchet no ponto u quando existe, é única. Vamos denotá-la por I ′(u).

Definição D.3. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C1 em A ou
que I ∈ C1(A, R) quando a Derivada de Fréchet I existe em todo ponto u ∈ A e a aplicação
I ′ : A −→ X ′ é contínua.

Teorema D.1. Sejam X um espaço de Banach e I : X −→ R um funcional. Se I tem
derivada de Gateaux contínua em A ⊂ X, então I ∈ C1(A, R).
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Demonstração. Sejam u + v, com u ∈ A. Como I possui derivada de Gateaux sobre A,
então pelo Teorema do Valor Médio, existe α ∈ (0, 1) tal que

I(u+ v)− I(u) = DI(u+ αv)v.

Observe que:

I(u+ v)− I(u)−DI(u)v = DI(u+ αv)v −DI(u)v.

De onde segue que,

1

||v||
[I(u+ v)− I(u)−DI(u)v] =

1

||v||
[DI(u+ αv)v −DI(u)v]

=
v

||v||
[DI(u+ αv)−DI(u)]

Isso implica que,∥∥∥∥ 1

||v||
[I(u+ v)− I(u)−DI(u)v]

∥∥∥∥ = ||DI(u+ αv)−DI(u)||.

Como a Derivada de Gateaux é contínua, Dado ε > 0 e existe δ > 0, tal que se ||v|| < δ,
temos

||DI(u+ αv)−DI(u)|| < ε.

Assim,

lim
||v||→0

1

||v||
[I(u+ v)− I(u)−DI(u)v] = 0.

Então, a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateaux. Portanto, a derivada
de Fréchet é contínua em A ⊂ X, ou seja I ∈ C1(A, X).

Agora com esses resultados vamos mostrar que o funcional associado ao problema (APE)
é Fréchet diferênciavel.

Lema D.1. O funcional de Euler-Lagrange associado a (APE) dado por

Φ(u) =
1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx

é de classe C1(E, R) com

Φ′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ E.
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Demonstração. De fato, vamos mostrar que o funcional

Φ : E −→ R

u 7−→ Φ(u) =
1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx,

têm derivada de Gateaux contínua. Com efeito, considere os funcionais Φ1, Φ2, definidos
por:

Φ1(u) =

∫
RN

|∇u|2 + V (x)|u|2dx, Φ2(u) =

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx.

Dessa forma, podemos escrever Φ =
1

2
Φ1 − 1

2
Φ2. Assim, vamos mostrar que Φi ∈

C1(E, R) para todo i = 1, 2, vamos começar com o funcional

Φ1(u) =

∫
RN

|∇u|2 + V (x)|u|2dx.

Para obter a derivada deste funcional primeiro vamos calcular o seguinte quociente:

Φ1(u+ tv)− Φ1(u)

t
=

1

t

[∫
RN

|∇(u+ tv)|2 + V (x)|u+ tv|2 − (|∇u|2 + V (x)|u|2)dx
]

=
1

t

[∫
RN

∇(u+ tv)∇(u+ tv)− |∇u|2 + V (x)(|u+ tv|2 − |u|2)dx
]

=
1

t

[∫
RN

|∇u|2 + 2t∇u∇v + t2|∇v|2 − |∇u|2

+ V (x)((u+ tv)2 − u2)dx
]

=
1

t

[∫
RN

2t∇u∇v + t2|∇v|2 + V (x)(u2 + 2tuv + t2v2 − u2)dx

]
=

1

t

[∫
RN

2t∇u∇v + t2|∇v|2 + V (x)(2tuv + t2v2)dx

]
=

1

t

[∫
RN

2t(∇u∇v + V (x)uv)dx+

∫
RN

t2(|∇v|2 + V (x)v2)dx

]
=

2t

t

∫
RN

∇u∇v + V (x)uv)dx+
t2

t

∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)dx.

Assim, aplicando o limite quando t −→ 0 obtemos,

lim
t→0

Φ1(u+ tv)− Φ1(u)

t
= lim

t→0
2

∫
RN

∇u∇v + V (x)uvdx+ lim
t→0

t

∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)dx

= 2

∫
RN

∇u∇v + V (x)uvdx

= 2(u, v).
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Então,
DΦ1(u)v = 2(u, v), que define uma aplicação linear.

Afirmação D.1. Φ1 têm derivada de Gateaux Contínua.

De fato, seja (un) ⊂ E, uma sequência tal que un −→ u em E. Dado v ∈ E, temos

|DΦ1(un)(v)−DΦ2(u)v| = |2(un, v)− 2(u, v)| = |2[(un, v)− (u, v)] = 2|(un − u, v)|.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|(un − u, v)| ≤ (un − u, un − u)
1
2 (v, v)

1
2 ≤ ||un − u||||v||,

como un −→ u em E então existe ε > 0 tal que

|DΦ1(un)(v)−DΦ2(u)v| ≤ 2||un − u||||v||

< 2ε||v||,

portanto DΦ1(un) −→ DΦ1(u).
Por último, analisaremos o funcional

Φ2(u) =

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx.

Note que,

Φ2(u+ tv)− Φ2(u)

t
=

1

t

[∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u+ tv)

)
G(x, u+ tv)dx

−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
G(x, u)dx

]
=

[∫
RN

(∫
RN

G(y, u+ tv)G(x, u+ tv)−G(y, u)G(x, u)

|x− y|µ
dy

)
dx

]
.

Somando e subtraindo G(y, u)G(x, u+ tv) na igualdade acima, temos

Φ2(u+ tv)− Φ2(u)

t
=

∫
RN

∫
RN

G(x, u+ tv)[G(y, u+ tv)−G(y, u)]

t|x− y|µ
dydx

+

∫
RN

∫
RN

G(y, u)[G(x, u+ tv)−G(x, u)]

t|x− y|µ
dydx. (D.1)

Defina a função h1 : [0, 1] −→ R dada por h1(s) = G(y, u + stv), como h1(1) =

G(y, u+ tv), h1(0) = G(y, u) e h′
1(s) = [G(y, u+ stv)]′ = g(y, u+ stv)tv pelo Teorema do

Valor Médio existe α = α(y) ∈ (0, 1) tal que h(1)− h(0) = h′(α) ou seja,

G(y, u+ tv)−G(y, u) = g(y, u+ αtv)tv,
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então
G(y, u+ tv)−G(y, u)

t
= g(y, u+ αtv)v,

similarmente, obtemos

G(x, u+ tv)−G(x, u)

t
= g(x, u+ βtv)v,

com β = β(x) ∈ (0, 1).
Assim,

Φ2(u+ tv)− Φ2(u)

t
=

∫
RN

∫
RN

G(x, u+ tv)g(y, u+ αtv)v

|x− y|µ
dydx

+

∫
RN

∫
RN

G(y, u)g(x, u+ βtv)v

|x− y|µ
dydx. (D.2)

Note que para aplicarmos o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Ver
Teorema A.2) vamos mostrar que∣∣∣∣G(x, u+ tv)g(y, u+ αtv)v

|x− y|µ

∣∣∣∣ ≤ h(x, y) ∈ L1(RN × RN).

De fato, usando o fato de que

|g(y, u+ αtv)| ≤ c0|u+ αtv|
2N−µ
N−2

−1,

então, como α ∈ (0, 1), |t| ≤ 1, temos

∣∣∣∣G(x, u+ tv)g(y, u+ αtv)v

|x− y|µ

∣∣∣∣ ≤ 2c0|u(x) + tv(x)|
2N−µ
N−2 c0|u(y) + αtv(y)|

2N−µ
N−2

−1|v(y)|
|x− y|µ

≤ 2c0(|u(x)|+ |v(x)|)
2N−µ
N−2 c0(|u(y)|+ |v(y)|)

2N−µ
N−2

−1|v(y)|
|x− y|µ

≤ Ĉ(|u(x)|
2N−µ
N−2 + |v(x)|

2N−µ
N−2 )|v(y)|

|x− y|µ

× (|u(y)|
2N−µ
N−2

−1 + |v(y)|
2N−µ
N−2

−1),

onde Ĉ = 2
2(2N−µ)

N−2
+1c20 > 0 temos

∣∣∣∣G(x, u+ tv)g(y, u+ αtv)v

|x− y|µ

∣∣∣∣ ≤ Ĉ(|u(x)|
2N−µ
N−2 + |v(x)|

2N−µ
N−2 )

|x− y|µ

× (|u(y)|
2N−µ
N−2

−1|v(y)|+ |v(y)|
2N−µ
N−2 )

≤ Ĉ(w(x)
2N−µ
N−2 w(y)

2N−µ
N−2 )

|x− y|µ
,
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onde w(y) = max{|u(y)|
2N−µ
N−2

−1, |v(y)|
2N−µ
N−2

−1}.
Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (ver Teorema A.9) com p = q = 2N−µ

N−2
,

temos
Ĉ(w(x)

2N−µ
N−2 w(y)

2N−µ
N−2 )

|x− y|µ
∈ L1(RN × RN),

assim pelo Teorema da Convergência Dominada (ver Apêndice A Teorema A.2)∫
RN

∫
RN

G(x, u+ tv)g(y, u+ αtv)v

|x− y|µ
dydx →

∫
RN

∫
RN

G(x, u)g(y, u)v

|x− y|µ
dydx, (D.3)

similarmente temos∫
RN

∫
RN

G(y, u+ tv)g(x, u+ βtv)v

|x− y|µ
dydx →

∫
RN

∫
RN

G(y, u)g(x, u)v

|x− y|µ
dydx. (D.4)

Portanto, por (D.2), (D.3) e (D.4) obtemos

lim
t→0

Φ2(u+ tv)− Φ2(u)

t
=

∫
RN

∫
RN

G(x, u)g(y, u)v

|x− y|µ
dydx+

∫
RN

∫
RN

G(y, u)g(x, u)v

|x− y|µ
dydx.

Pelo Teorema de Fubini (ver Apêndice A Teorema A.7) e por meio da mudança de
variável temos,∫

RN

∫
RN

G(x, u)g(y, u)v

|x− y|µ
dydx =

∫
RN

∫
RN

G(y, u)g(x, u)v

|x− y|µ
dydx,

então

lim
t→0

Φ2(u+ tv)− Φ2(u)

t
= 2

∫
RN

∫
RN

G(y, u)g(x, u)v

|x− y|µ
dydx (D.5)

= 2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)vdx.

Portanto,

DΦ2(u)v = 2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗G(x, u)

)
g(x, u)vdx,

que define uma aplicação linear.

Afirmação D.2. Φ2 tem derivada de Gateaux contínua.

Com efeito, seja (un) ⊂ E, uma sequência tal que un −→ u em E, dado v ∈ E, com
||v|| ≤ 1 temos

DΦ2(u)v = 2

∫
RN

K(u)(x)g(x, u)vdx,

75



logo,

|DΦ2(un)v −DΦ2(u)v| = 2

∣∣∣∣∫
RN

(K(un)g(x, un)−K(u)g(x, u))vdx

∣∣∣∣ (D.6)

Note que como (un) converge para u então (un) é limitada em E. Sem perda de genera-
lidade, podemos supor que un ∈ B, logo K(un) ∈ L∞(RN). Assim,

K(un)(x)g(x, un) ∈ L
2∗

2∗−1 (RN).

Analogamente
K(u)(x)g(x, u) ∈ L

2∗
2∗−1 (RN).

Pela Desiguadade de Hölder∫
RN

|K(un)(x)g(x, un) − K(u)(x)g(x, u)||v|dx

≤
(∫

RN

|K(un)(x)g(x, un)−K(u)(x)g(x, u)|
2∗

2∗−1dx

) 2∗−1
2∗

×
(∫

RN

|v(x)|2∗dx
) 1

2∗

, (D.7)

por (D.6) e (D.7), temos

sup
||v||≤1

|DΦ2(un)−DΦ2(u)| ≤
(∫

RN

|K(un)(x)g(x, un)−K(u)(x)g(x, u)|
2∗

2∗−1dx

) 2∗
2∗−1

.

Afirmamos que∫
RN

|K(un)(x)g(x, un)−K(u)(x)g(x, u)|
2∗

2∗−1dx → 0.

De fato, como un −→ u em E, do Teorema de Vainberg, existe (unj
) ⊂ (un) e h ∈

L2∗(RN) tal que
|unj

(x)| ≤ h(x) q.t.p. em RN

e
K(unj

)(x)g(x, unj
) → K(u)(x)g(x, u) q.t.p. em RN

assim,

|K(unj
)(x)g(x, unj

)−K(u)(x)g(x, u)|
2∗

2∗−1 ≤ c|g(x, unj
)|

2∗
2∗−1 + c|g(x, u)|

2∗
2∗−1

≤ cc0|unj
(x)|2∗ + cc0|u(x)|2

∗

≤ cc0|h(x)|2
∗
+ cc0|h(x|)2

∗
,
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então
|K(unj

)(x)g(x, unj
)−K(u)(x)g(x, u)|

2∗
2∗−1 ≤ 2cc0|h(x)|2

∗ ∈ L1(RN).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada temos∫
RN

|K(unj
)(x)g(x, unj

)−K(u)(x)g(x, u)|
2∗

2∗−1dx → 0,

de modo que

||DΦ2(unj
)−DΦ2(u)|| ≤ C||K(unj

)(x)g(x, unj
)−K(u)(x)g(x, u)||

L
2∗

2∗−1 (RN )
→ 0.

Assim, mostramos que DΦ2 é contínua, e pelo Teorema D.1, Φ1, Φ2 ∈ C1(E, R) então

Φ =
1

2
Φ1 −

1

2
Φ2 ∈ C1(E, R), o que prova o lema.

Nota D.1. De maneira semelhante, mostramos que o funcional I : E −→ R asssociado ao
problema original (SNE) dado por

I(u) =
1

2
||u||2 − 1

2

∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
F (u)dx,

é de classe C1(E, R) com a derivada dada por

I ′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + V (x)uv)dx−
∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (u)

)
f(u)vdx, ∀ u, v ∈ E.
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