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Notacoes e Terminologia

RY denota o espaco euclidiano N-dimensional.

C, C; denotam constantes positivas.

Vu(x) = <§—Z(az), o %(w)) denota o gradiente de u em z.

N
0%u
Au = — denota o Laplaciano de w.
2 oz p
o, (1) representa qualquer quantidade que tende a 0 quando n tende ao infinito;
Br(zo) denota a bola aberta centrada no ponto zy com raio R > 0.

Bpg denota a bola aberta centrada na origem com raio R > 0.

L*(RY), para 1 < s < oo denota o espaco de Lebesgue com as normas

1
ful, = (/ \u|sdx> |
RN

Se v é uma funcao mensuravel, denotamos por u,, u_ sua parte positiva e parte

negativa respectivamente ou seja,

uy(z) = max{u(z),0} e u_(z) = max{—u(z),0}.

w,, denota o volume da bola unitaria em RY.
O simbolo — denota a convergéncia em norma(forte).
O simbolo — denota a convergéncia fraca.

Se Q@ C RY ¢ um conjunto mensurdavel a Lebesgue entdao || denota a medida de
Lebesgue de ).

Seja © um dominio do R, o espaco
L = {u: Q — R mensuravel 3C > 0 tal que |u(x)| < C ¢.t.p. sobre Q},
munido da norma

l|u|| oo (@) = Inf{C; |u] < C q.t.p. em Q}.

L; () = {u : Q@ — R mensuravel |u|® ¢ integravel segundo Lebesgue sobre cada
compacto K C Q}.



C5°(RY) denota o espago das fungoes infinitamente diferénciéveis com suporte com-

pacto em RV,

Denotamos por DV?(RY) o espago de Hilbert
DY (RY) = {u € L* (R™)[|Vu| € L*(R™)},

€ a norma

1

2

|[u]|pre@yy = (/ ]Vu]de) .
RN

S é a melhor constante que verifica

|u

o < S/ \Vu|*dx, Vu e DY(RY).
RN

Sejam € um dominio do RY denotamos por:

ou
axi

3
lullan g = ( Javue+ |u\2>daz)

e Sejam  um dominio do RY, H}(2) := C§°(2) com relagao a norma ||.||g1(q).

HY(Q) := {u € L*(Q); € L*(Q),i=1, N} :

munido da norma



Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solucao da seguinte equacao de Choquard

nao-linear:

1
—Au+V(z)u = <W * F(u)) f(u) em RY,
u € DM?(RY),
u(x) > 0 para todo x € RY,

(SNE)

onde 0 < u < N, N > 3, A é o operador Laplaciano, V' é uma fungao real continua nao-
negativa e I’ é a func@o primitiva de f. A técnica utilizada para obtermos existéncia de
solugao para foi o Método variacional com argumento de truncamento e estimativas
L*°. Mais precisamente, combinado com o Método de Penalizacao de Del Pino e Felmer
com uma aplicagao do Teorema do Passo da Montanha [21] e estimativas L*> via Teoria de

Moser [23].

Palavras-chave: Equacao de Choquard Nao-linear; Nao linearidade Nao local; Método

Variacional; Solugao Positiva; Método de Penalizagao.



Abstract

In this work, we study the existence of a solution of the following nonlinear Choquard

equation:

—Au+V(x)u = (ﬁ * F(u)) f(u) in RY,

x
u € DI2(RY), (SNE)
u(r) >0 for all x € RY,

where 0 < u < N, N > 3, A is the Laplacian operator, V' is a continuous non-negative real
function, and F' is the primitive function of f. The technique used to obtain the existence of a
solution for (SNE|) was the variational method with truncation argument and estimates L*°.
More precisely, combined with Del Pino and Felmer’s Penalty Method with an application

of the Mountain Pass Theorem [21] and estimates L> via Moser’s Theory [23].

Keywords: Nonlinear Choquard Equation; Non-linearity Non-local; Variational Method;
Positive Solution; Penalty Method.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solucoes nao-triviais para a seguinte equacao

de Choquard nao-linear,

A+ V() = (# ) F(u)) f(u) em R,

w € DI2(RY),
u(x) > 0 para todo z € RY,

(SNE)

onde 0 < < N, N > 3, A é o operador Laplaciano, V' é uma fungao real continua nao-
negativa e F' é a fungao primitiva de f.

Os resultados que apresentaremos nessa dissertacao sao devidos a Alves, Figueiredo e
Yang, foram obtidos do artigo [4] publicado no ano de 2016 na revista Advances in Nonlinear
Analysis, onde foi mostrado a existéncia de solugoes positivas para o problema em

que f é nao linear e V' é um potencial nao negativo e pode anula-se no infinito, isto é,
V(z) >0eV(x) — 0 quando |z| — 0.

De modo preciso, assumiremos que a funcdo f : R — R e o potencial V : RY — R
satisfazem as seguintes condicoes:
sf(s) 2N

li < 00;q>2"onde 2* = —— N > 3.
) Jig, = < eoiaz2onde 2=, N2

(f2) Existe 0 < p < &2 tal que
lim L) g
s—oo SP

2(N—u)) ‘

para algum p € (1, s

(f3) (Condigao de Ambrosetti-Rabinowitz) Existe 6 > 2, tal que

0<OF(s) <2f(s)s, Vs >0,

onde F(t) = /Otf(s)ds.
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Para enunciar o primeiro resultado precisamos de duas definigoes:

m = 1@1'2%)1(‘/(17) (1)

Definimos a fungao v : (1, +00) — [0, +00) por

1 : —2)(N-2
v(R) = W‘;g{lxﬁq V=2V (). (2)

Os principais resultados estudados nesta dissertagao, devido a [4], sdo:

N+2
2

Existe uma constante vy = vy(m, 6, p, p, o) tal que se v(R) > vy para algum R > 1, entdo

Teorema 0.1. Suponha que 0 < p < e as condigoes (f1), (f2) e (f3) sejam validas.

o problema (SNE|) possui uma solugao positiva.

Como exemplo de potencial V' onde podemos aplicar o Teorema [0.1] temos:

Exemplo 0.1. Seja

Vi) = { O (x) se |z] <2

,/02(%2)(1\7*2)“|:L~|*(f1*2)(]\7*2)7 se |z| > 2,

onde ® : By(0) — [0,00) é continua, o que torna V continua entdo sabemos que v(2) =

2uy > 1. E assim, v(2) > 1.

Agora, passaremos a descrever o segundo resutado principal dessa dissertagao. Suponha

que o potencial V' seja radial, isto é
V(z) = V(|z]), Vo € R,
Definimos a fungao W : (1,00) — [0, 00) por

W(R) = inf |z| 2" V(). (3)

lz|>R

Podemos usar a técnica utilizada na prova do Teorema [0.1| para estudar o caso em que
4—
f(t) = |t}72t, Yt €R, (f4)

onde 0 < p < min{%,él} .
Portanto, obtemos o segundo resultado de [4] sobre existéncia de soluc¢ao de (SNE)):

N+2
2

¢ valida. Existe uma constante W, = W(m, p) tal que se W(R) > W, para algum
R > 1, entao o problema (SNE) possui uma solucao positiva.

Teorema 0.2. Suponha que 0 < p < min 4}, V' é uma funcao radial e a condicao

12



Como uma aplicagao, podemos usar o Teorema [0.2] para estudar o seguinte problema:

—Au+V(z)u = <ﬁ * u5> u? em R3
u(z) > 0 em R3,
onde V pode ser como em um dos dois casos abaixo:

Exemplo 0.2. Seja d >0 e

1 se |z| <1
V(m) = { —(4—p)

2|77 se fa] > 1,

temos W(R) = R°, V R > 1.
Portanto
lim W(R) = 400,

R—+00

assim, para R grande o suficiente W(R) > W.

Exemplo 0.3. Seja
2Wy, se |[r| <1
Via) = o |z
Wolz|~ 2, se x| > 1,

Entao sabemos que W(R) = 2W,, e assim, W(R) > W,, VR > L.

A seguir, daremos mais detalhes sobre o problema (SNE|) e apresentaremos um breve
resumo dos resultados presentes na literatura relacionados ao problema (SNEJ).
A existéncia de solugoes do problema (SNE)) esta associada a busca de solugoes de ondas

estacionarias para a equagao de Schorodinger nao linear do tipo
00 = —AV + W (2)¥ — (Q(x) * |[¥|)|¥|7*¥, em RY, (4)

aqui W é o potencial externo e () é a fungao de resposta que possui informagoes sobre a
iteragao mitua entre os bosons. Este tipo de equagao nao-local é conhecida por descrever a

propagagao de ondas eletromagnéticas em plasmas |16] e desempenha um papel importante

na Teoria de condensacio de Bose-Einstein [11]. E bem conhecido que ¥(z,t) = u(x)e *F*
resolve a equagao de evolugao (4] se, e somente se u resolver
— Au+V(z)u = (Q(x) * |u|!)|ul?*u em RY, (5)

onde V(z) = W(x) — E.
Quando a fun¢ao de resposta, é a fungao de Dirac, ou seja Q(z) = d(x), a resposta nao

linear é de fato local e somos levados a equacao de Schorodinger
— Au+ V(z)u = |u|"*u em RY, (6)

13



que tém sido estudado extensivamente com varias hipdteses sobre os poténciais e as nao
linearidades veja por exemplo, [1},2,5-8,|12}15]18,21}22}|25}39},40].
O objetivo deste trabalho é estudar a existéncia de solugoes para a classe de equagoes de

Schorddinger nao-local (SNE)), ou seja, a fungao resposta ¢ do tipo Coloumb, por exemplo

W entao chegamos a equacgao de Choquard-Pekar
x

—Au+V(r)u= (ﬁ * |u|q) |u|97% em RY. (7)

O caso ¢ = 2 e 4 = 1 remonta a descri¢ao da Teoria Quantica de um polaron em repouso
por S. Pekar em 1954 30| e & modelagem de um elétron preso em seu proprio buraco em 1976
no trabalho de P. Choquard, em uma certa aproximacao & Teoria Hartree-Fock do plasma
de um componente [10]. A equacdo também é conhecida como a equagao de Schrodinger-
Newton, que foi introduzida por Penrose em sua discussao sobre o colapso autogravitacional
de uma fun¢ao de onda da mecanica quantica. Penrose sugeriu que as solugoes de (|7)), até
a reparametrizacao, sao os estados estacionérios basicos que nao colapsam mais espontane-
amente, dentro de uma certa escala de tempo.

Na literatura, a maioria dos artigos existente considera a existéncia e propriedades das
solugoes para a equagao nao-linear de Choquard com potencial constante. Em [10]
Lieb provou a existéncia e unicidade a menos de translagao, de solugao ground state para ,
posteriormente, |26], Lions mostrou a existéncia de uma sequéncia de solugoes radialmente
simétricas para esta equacao. Envolvendo as propriedades das solugoes ground state, Ma
e Zhao |19 consideraram a equacao de Choquard generalizada para g > 2, e provaram
que cada solucao positiva de é radialmente simétrica e monoétona decrescente em algum
ponto, partindo do pressuposto de que um certo conjunto de niimeros reais, definidos em
termos de N, o e ¢ ndo é vazio. Sob a mesma suposi¢ao, Cingolanni, Clapp e Secchi |29
spresentam alguns resultados de existéncia e multiplicidade no caso eletromagnético, e esta-
beleceram a regularidade e algum decaimento assintéticamente no infinito de solu¢ao ground
state de (7). Em [35] Moroz e Van Schaftingen eliminaram esta restricio e mostraram a
regularidade, positividade e simetria radial de solugdes ground states para a faixa ideal de
parametros, e obtem decaimento derivado assintéticamente no infinito. Além disso, Moroz
e Van Schaftingen em [36,38] também consideraram a existéncia de solugoes ground states
para o crescimento critico no sentido da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev e sob a
condicao do tipo Berestycki-Lions.

Envolvendo o Problema com poténciais nao-constantes
1
—Au+V(z)u= (W * F(u)) f(u) em RY, (8)
x

onde V' é uma fungao periddica continua com inf V(x) > 0, notando que o termo nao-local é
RN

invariante sob translagao, é possivel provar um resultado de existéncia facilmente aplicando

14



o Teorema do Passo da Montanha, ver |25] por exemplo. Para um potencial periédico V'
que muda de sinal e 0 encontra-se no intervalo do espectro do operador de Schorodinger
—A + V, o problema ¢é fortemente indefinido, e em [3] os autores provaram a existéncia de
solugao nao trivial com pu =1 e F(u) = u? por métodos de redugao.

Para uma classe geral de funcao de resposta ) e nao linearidade f, Ackermann |[25|
propos uma abordagem para provar a existéncia de um nimero infinito de solugoes fracas
geométricamente distintas.

Para artigos que estudam o caso em que V' anula-se no infinito podemos substituindo
A por %A, citamos S. Secchi [31] onde o mesmo obteve o resultado de existéncia para e
pequeno quando V' > 0 e

liminf V(z)]z|” > 0,

|x| =400
para algum ~ € [0,1) por uma redugao do tipo Lyapunov-Schmidt. Em [37], os autores
provam a existéncia e comportamento de concentragao de solugoes semiclassicos para o pro-
blema com F'(u) = uP para £ pequeno. Mais precisamente, eles desenvolveram uma técnica
de penalizacao construindo supersolugoes para uma linearizacao do problema penalizado em
dominio exterior, entao eles estimam a solu¢ao do problema penalizado por algum principio
de comparagao.

Além dos fatos acima citados e do aritgo [5] de Alves e Souto. O objetivo principal deste
trabalho é mostrar a existéncia de solugoes positivas para o problema (SNE)) com potenciais
anulando no infinito, ou seja, V(00) = 0. Esta classe de problemas remonta ao trabalho de
Berestycki e Lions em 12| onde os autores estudaram a equagao de Schrédinger com massa

zero e mostraram que o problema

—Au = f(u) em RV,
u € DM?(RY),

nao possui solucio ground state se f(t) = |¢|97?t. No entanto, eles também provaram que se
f se comportar como |¢|77%t para t pequeno e |t|P~2t para ¢ grande quando p < 2* < ¢, entao
o problema possui uma solucao ground state. Por exemplo, essas condigoes sao verificadas
pela funcao
t]97%; ¢ < 1,
flt) =9 ht);1<t<2,
t[P~2t; ¢ > 2

onde h & selecionado de forma que f seja uma fungao C*(R). Posteriormente, Benci, Grisanti

e Micheletti |33.|34] consideraram problemas do tipo

—Au+V(z)u= f(u) em RV,
u € DVA(RY),

e estudaram a existéncia e nao existéncia de solugoes ground state.
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Esta dissertagao esta dividida em um capitulo contendo quatro segoes e quatro apéndi-
ces. A seguir detalharemos a divisao do capitulo e faremos um resumo das principais ideias
e objetivos de cada secao.

No inicio do Capitulo 1, para facilitar o leitor, apresentaremos novamente o problema
e as hipoteses sobre V e f. Na Secao 1.1, apresentamos o espaco onde vamos buscar
a solucao do problema . Além disso, exibiremos algumas propriedades desse espago,
e associamos um funcional ao problema de tal modo que o ponto critico do funcional
é solugao do problema. Entretanto, para aplicar o Teorema do Passo da Montanha (veja o
Apéndice , Teorema e obter ponto critico de I, nos deparamos com uma dificuldade
técnica em provar que o funcional [ satisfaz a condi¢ao Palais-Smale, porque nao temos
imersdao compacta de DV2(RY) em L?"(RY). Na Secdo 1.2, afim de superar a falta de com-
pacidade citada acima, aplicamos o Método de Penalizagao de Del Pino e Felmer, veja [21],
que seré a principal técnica para provar o Teorema [0.1} Neste método, fazemos uma penali-
zagao na nao linearidade f, isto é, iremos considerar uma funcao auxiliar que nos permitira
estudar um problema auxiliar relacionado a , cujo funcional associado satisfaz
a condicao (PS). .

Na Segao 1.3, mostramos a existéncia de solu¢ao do problema e buscamos esti-
mativas adequadas para mostrar que essa solucao ¢ solucao do problema original .
Para tal obteremos algumas estimativas L>(R") e alguns resultados técnicos para mostrar
que a solucao do prolema auxiliar ¢é realmente solugao do problema original .
Por tltimo, através de todos os resultados apresentados, somos capazes de demonstrar o
Teorema (0.1] citado anteriormente. Na Secao 1.4 analisamos o caso em que o potencial
V(x) é uma fungao radial e considerando e podemos usar os mesmos argumentos
usados na prova do Teorema [0.1] para provar o Teorema [0.2]

No Apéndice [A] apresentamos alguns resultados basicos usados ao longo da dissertagao.
No Apéndice [B] apresentamos uma revisao dos espagos de Sobolev e provaremos o Lema de
deformagao e duas versdes do Teorema do Passo da Montanha. No Apéndice [C mostra-
mos algumas propriedades do subespago onde buscamos a solugao do problema penalizado
(APE|). Por fim, no Apéndice @, apresentamos alguns resultados da Teoria dos pontos cri-
ticos e provamos que o funcional ® associado ao problema penalizado é de classe
CY(E,R) e exibimos sua derivada de Fréchet.
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Capitulo 1

Existéncia de solucoes para uma
equacao de Choquard nao-linear com

potencial anulando no infinito

Neste capitulo, iremos estudar a seguinte classe de problemas elipticos:

—Au+V(z)u = (L * F(u)) f(u) em RY,

|
u € DVA(RY),
u(z) > 0 para todo z € RY,

(SNE)

onde 0 < u < N, N > 3, A é o operador Laplaciano, V' é uma funcao real continua

nao-negativa e F' é a funcao primitiva de f. Também denotaremos W « F'(u) por:
x
1 F
« Flu) = / (),
|| Ry |z =yl

Para enunciarmos os resultados principais desse capitulo precisamos fazer algumas defi-

ni¢oes e enunciar as hipéteses sobre f. Iniciamos definindo o seguinte niimero

m = E}'é;)ld/(x) (1.1)

Definimos a fungao v : (1, +00) — [0, +00) por

v(R) = inf |;1:](‘1_2)(N_2)V(:1:). (1.2)

R(a—2)(N-2) |z|>R

Assumimos as seguintes condi¢oes sobre a nao linearidade f:

. sf(s) , ) . 2N
(f1) Sl_l)I(r)1+ " < 00;q > 2" onde 2 —m7N23.
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(f2) Existe 0 < p < Y2 tal que

(N—p)
para algum, p € (1, 2N—f2‘> .

(f3) (Condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz) Existe 6 > 2, tal que

0<OF(s) <2f(s)s, Vs >0,

onde F(t) = /Otf(s)ds.

Como estamos interessados em provar a existéncia de solugoes positivas para o problema

(SNE), iremos assumir,
f(s)=0,Vs<0.

Iniciamos os nossos estudos com o seguinte lema:

Lema 1.1. Seja f : R — R uma fun¢ao continua satisfazendo (f1), (f2), entao existe

co > 0 tal que

()] < colsl”, [sF()] < cols| =, [sF(5)] < colsl® e [ (s)] < eols]” (1.3)

2(N—p)
N—2

para algum p € (1, ) , ¢ > 2% e para todo s € R.

Demonstracao. Pela hipotese (fy) para todo e > 0 existe sq tal que

sup L(S) S £,
$>50 sP
2(N—p)
para algum p € (1, T
A hipotese (f1) e (f2) implicam que existe C' > 0 tal que Ve >0, 36 >0
sup s/ (s) €(C—eg CHe).
0<s<s 57

Entao, tomando o mesmo £ em ambas as relacoes, podemos considerar o valor

sf(s)
max ——,
s€ld, s0] 89

com g > 2* e escolhendo

Co = max {C’—i—a, max L(S), max L(s)} ,
s€[s, s0] 89 s€[s,s0] SP
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podemos concluir que vale |sf(s)| < ¢|s|? (além disso, podemos considerar sy > 1 de modo

aue 00 < 21

Resta-nos verificamos que para esse mesmo valor de ¢g, temos

[sf(s)| < cols]”, Vs € R.

para algum p € (1, Q(N__;)). De fato, temos

N
sf(s
sup & <e <
s>s9 S
e tomando § < 1, temos
sf(s sf(s
0<s<s SP 0<s<s S
2(N—p)

Observe que o intervalo <1, ) nao ¢ vazio por causa da condi¢ao acima em pu.

N—2
Note que por (f1), e o fato de que

2N — IN —
(N — ) i

2*
N—2 S N-2 =%
tim 22 ¢ i L) g, (1.4)
50 ¢ N s—0 8P

entao por (f1) — (f2) e (L.4), existe ¢o > 0 tal que

S| o L ISP s
sP Ed |s|P
= [sf(5)] < cols|P < cols| 7 < cols]* < cols]?, Vs €R, (1.5)
como queriamos provar. ]

1.1 O subespaco E e o funcional de Euler-Lagrange as-

sociado ao problema (SNE

Nesta se¢ao vamos apresentar o espago onde vamos buscar a solugao do problema (SNE).
Além disso, apresentamos algumas propriedades desse espaco.

Desde que V(z) > 0, podemos definir o seguinte subespaco de DV?(RY),

E = {u € DLQ(RN)]/ V() |urdr < +oo} ,
RN
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que é um espaco de Hilbert com a norma definida por

full = [ (%u+ v<sc>|u|2)dsc)é

No Apeéndice [C] mostramos que E é um espago de Hilbert com a norma definida acima.

Definigao 1.1. Seja F um espago de Hilbert real e I : E — R, um funcional de classe
C'. Dizemos que (u,) C E é uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I, se (u,) satisfaz

I(u,) — ce I'(u,) — 0, quando n — +oc.

Além disso, dizemos que [ satisfaz a conidigao (PS)., se toda sequéncia (PS). possuir
uma subsequéncia convergente.

Para a aplicacao do Método variacional, é importante verificar que

/RN (# i F(“)) F(u)dx

Para provar a integrabilidade acima, isto é que a integral em ([1.6)) ¢ finita, é importante

< oo, Vue€E. (1.6)

lembrar a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, que seré freqlientemente usada nesse
trabalho.
Devido a sua importancia no trabalho, nés também enunciaremos e demonstraremos

essa desigualdade no Apéndice [A] veja Teorema [A.9]

Proposigao 1.1. | [9], Theorem 4.3| (Desigualdade Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja s, r > 1

c0<p<Ncom=-+4t+t+==2 Sege L*(RYN) e h € L"(RY), entao existe uma constante
s r
aguda C(s, N, u, r), independente de g, h, de modo que

h
/ / Mdydx < C(s, N, p, 7)lglslhl,-
]RN RN |x_y|ﬂ

A desigualdade acima garante que (|1.6)) é valido, porque por (f3) e (1.5)),
|F(u)] < 2colul ¥+ (1.7)

Assim, pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, temos,

/RN <ﬁ * |F<u>!> |F(u)|da < oo,
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se F(u) € L'(RY) parat >1e

2 p
42 —9
t+N ’
2 7
Z_9o_
t N
2 2N —up
t N
L_ 2N
2N —p

Além disso, por (|1.7]), temos

/ |F(u)|'dx < (2co)t/ lul* do < oo, Vu € E.
RN RN
Isso mostra que F(u) € LY(RY) para todo v € E. Portanto o funcional [ : £ — R

dado por
1

1 =3l =5 [ (G Fw) P,

estd bem definido e ¢é de classe C*(F, R) com sua derivada dada por

I'(u)p = / (VuVe + V(x)up)dr — / (L * F(u)) fu)pdrVYu, p € E.
RN By \ |2
Assim, percebe-se que as solugoes de (SNE|) correspondem aos pontos criticos do funcio-
nal energia I. Entretanto existem dificuldades técnicas em provar que o funcional I satisfaz
a condigao (PS) em geral. A principal dificuldade é a falta de imersao compacta de D?(R™)
em L?"(RY). Afim de superar essa dificuldade, adaptamos o método de Penalizacio intro-

duzido por Del Pino e Felmer em |21|.

1.2 O Problema Penalizado

Para ¢ > 1e R > 1 a serem determinados posteriormente, definimos as fungoes

= ) f(s), se Lf(s) <V (x)s,
flz,s) = { V%’”)S, se (f(s) >V (x)s, (18)
9(2,5) 1= XB(2)(5) + (1 — XBa () [ (x, ), (1.9)
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onde xp, denota a funcao caracteristica da bola Br. Usando as notagoes anteriores, vamos

introduzir o problema auxiliar:

—Au+V(x)u = (ﬁ * G(x, u)) g(z,u) em RY,
u € D2(RY), (APE)

u(x) > 0 para todo z € RY,

onde G(z, s) ::/ g(x,)dr.
0

Lema 1.2. Sejam fe g definidas em (1.8)) e (1.9). Para todo s € R temos:

~

(1) fla,s) < f(s), Vo e RY,

(2) glx,s) < Vs V2| > R,

(3) G(x,s) = F(s), V]z| < R,

(4) G(z,s) < YBs2v|z| > R.

~

Demonstracao. (1) Segue diretamente da definigao de f(z, s).

(2) Sabemos que

~

9(x,8) == XxBg (%) f(5) + (1 = X8 () f (2, 5),
se |x| > R entao x ¢ Bg, assim xp,(z) = 0. Entao

~

g(,8) = 0f(s) + (1 = 0)f(x,s),

como

f(l’,s) < Vix)s, Vx| > R.
Entao v
g(x,s) < @),

1
(3) Se |z| < R entdo = € Bpg, assim xp,(x) = 1. Logo,

~

gl, s) = 1f(s) + (L = 1) f(x, s) = f(s),

assim,

(4) De fato, se |z| > R entao pela defini¢ao de G(z, s) e por (2) temos

Gz, s) = /Osg(x,f)dT
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entao,

Como ¢ > 1e V(x) > 0 temos

Vi) [*
G(.CE, S) S T/O TdT S

]

Agora, iremos mostrar a relacao entre a solugao do problema penalizado e o problema

original.

Nota 1.1. Note que se u for uma solugao positiva da equagao (APE]) com
(f (u(z)) < V(z)u(z), V2| > R, (1.10)

entdao g(z,u) = f(u). Observe que da definigao de g(z, s) temos:

o~

9(x,8) = X () f(5) + (1 = xBx(1)) f (2, 5).

Como |z| > R entao xp,(x) = 0 isso implica que g(z, s) = f(x, s) como consequéncia, da

defini¢ao de f(x, s) concluimos que u é de fato uma solugao do problema (SNEJ). Portanto,
para obter a solu¢ao de (SNEJ), nosso objetivo seré encontrar a solugao de (APE) verificando
a relagao ((1.10)).

O funcional de Euler-Lagrange associado a (APE]) é dado por

D) = 5lull? ~ V(o)

onde

1 1
U(u) = §/RN (W * G(x,u)) G(z,u)dz.
De (1.5) e do Lema [1.2| concluimos que ® ¢ bem definida e pertence a C'(E,R) com sua

derivada dada por
Q' (u)p = / (VuVye + V(z)up)de — V' (u)p, Vu,p € E
RN

onde

e = [ (5 + Gl stewpde, vug € B

ver Apendice @ Lema . Assim, as solugoes de (APE|) correspondem aos pontos criticos

do funcional energia ®.
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No proximo lema obtemos uma estimativa que nos sera util no proximo resultado.

Lema 1.3. Assuma que a condigao (f3) é valida. Entao
U'(uw)u > 0¥ (u) >0, Vue E\ {0}.

Demonstracao. De fato, sabemos que

W (u)p — /RN (i ) G(a:,u)) o(z, wvdz, ¥ u, v € E.

]

Assim, para u € E \ {0} temos

T () — W) = %/RN( ! *G(x,u)) g(x,u)udx—%/ﬂw( ! *G(m,u)) Gz, u)dz

_ /RN (%l* G(m,u)) %g(x,u)udx _ /RN (% |* G(x,u)) %G(Lu)dx
_ /RN (ﬁ . G(:p,u)) (%g(x,u)u _ %G(x,u)) dz
_ /BRU(RN\BR) (‘x% v Gla, u)) (ég(:c,u)u - %G(m, u)) do
_ /{ s (W " G(:U,u)) S,y — %G(m,u)) dx
_ /ﬂSR (# ) G(x,u)) <%g(a:,u)u _ %G(x,u)) do
+ /x|>R <# . G(x,u)) <%g(m,u)u _ %G@,@)
como By = {|a| < R}, pelo item (3) do Lema [ temos
Glx,u) = F(u) e gz, u) = f(u).
Entéio,
S () — W) = /w|<R (W : G(m,u))
n /x|>R (ﬁ ) G(:p,u)) (—g(x,u)u - %G(m,u)) de,

> /QM (ﬁ } G(x,u)) (%g(l«,u)u _ %G(m,u)) da,

Note que podemos escrever o conjunto RY \ Br = {|z| > R} da seguinte maneira:

(% Flu)u— %F(m) dx
1

>

{lz > B} = Alz] > R} 0 [{£f (u(2)) < V(z)u(z)} U] (u(x)) = V(z)u(r)}]
= [zl > By n {€f (u(x)) < V(x)u(z)} U [{[z] > B} 0 {lf (u(z)) = V(z)u(z)}].
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Substituindo obtemos,

1 1 1
U (u)u —V(u) > / <— * G’(x,u)> <—g(a:, wu — —G(x, u)> dx,
o {e]> R )<V (@@ \ [T 0
1 1
+ / <_u * G(x,u)) <—g(m,u)u — —G(x,u)) dx
{e]> RI{ef (u(@) 2V (@u@) \ |7 0
1 1
> / <— * G(x,u)> <—f(u)u — —F(u)) dz,
{el> RIS )<V @@y \ |2 0
1 1
+ / <— * G(a:,u)) <—g(x,u)u - —G(x,u)) dx
{]> RIN{Lf (u() 2V @)y \ |2 0
Pelo item (4) do Lema (1.2 temos
V(z) V(z)

g(r,u) <

u, se |z] > Re G(z,u) <

Portanto,

1

_\D/(u)u — \If(u) > / < "
0 (o> RIN{eF (u(@) 2V (@)u(@)} \ 2]
1V(z)u  1V(2) ,

* G(x,u)) <——u u > dx,
/{lw>R}ﬂ{éf<u(m))szu(x)} (W“ 6 ¢ 2 2

1 11
— * G(x,u)> <— — —) V(z)utdz.
/{Ix>R}ﬂ{€f(U(x))2V(x)u($)} <|f|" 0 4l

Como V(z) > 0, para todo u € E'\ {0}, 2 < 0 < 4, temos

>

>

S () — W) > 0= V() > 00 () = 0 < O¥(u) < W(u)u

]

Nota 1.2. Observe que da hipotese (f3;) na prova do lema anterior precisamos de 6 < 4

para obter a estimativa.

O seguinte lema mostra que o funcional penalizado ® satisfaz as geometrias do Teorema

do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz(ver Apéndice |B| Teorema [B.3)).

Lema 1.4. Suponha que 0 < u < N e as condigdes (f1) — (f3) s@o validas. Entao:
(1) Existe p, g > 0 tal que ®|g, > 6y >0, Vue S, ={ue E:|[ul| =p}.
(2) Existe r > 0 e e € H}(By) com ||e]| > r tal que p(e) < 0.
Demonstracao. (1) De fato, por e (1.5) temos,
G, w)| < |F(u)] < [2f (u)ul < 2/f(w)u] < 2e0ul 5+
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Assim, temos

B(u) — %|]u\|2 _ %/RN (i# *G(az,u)) G(z, u)da

||

1 1 1
> ol - _/ ¥ 2colul T ) 200|ul FF da
2 Jgrw |$|“
2 1 . _
> gl -2 [ (——-*zbmfﬁf)|mﬁff¢r
'y \ |Z|#
>

1 _ _
—||u||2 _ zcg/ | ) Jul N da
2 RN |flj|“
M

2N —
/ (| T |u|N )dm / / | y)| ¥ T — 2 dydx,
T RN JRN r—Yy
substituindo temos

1 Ju(y)| = Ju(a)| 7
N—-2 N—-2
O(u) > =||ul]* - 20(2)/ / uw)l uz) dydz.
2 RN JRN |z — y[~

Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev,

E como

2N —p
N = N—2 _ _
RN JRN ’13_3/’“
2(2N—p)
< oofful| 2

Assim, substituindo obtém-se,

1 2(2N—p)
() > o lull® — 2cgeal[ul] ¥

Tomando C = 2c2cy > 0 implica

2(2N—p)

1
S(u) > 5l[ull® = Cufful|" >

Como QJ@[ —* > 1, a conclusao de (1) segue se escolhermos p pequeno o suficiente.

(2) Fixando vy € H}(Bgr,) com ug (z) = max{ug(z),0} # 0 definimos

) =5 L e (o) @ ()
Alt) =T = - —xG|lx,— | |G dr > 0 para t > 0.
Q <WM| 2 Jor \ o] ol

Assim pelo Lema (1.2]) temos

A'(#)t > 0A(t) > 0,
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o que implica

Integrando para todo s > |

50 A
Zdt <
/1 tdt_ /1 A(t) dt

Observe que no segundo membro da desigualdade por integracao por partes temos

[ T ey

[uoll Mgl [uoll [Tugll
substituindo,
| 5 1
—dt < ——dt
/1 t _/1 A(t)
Tug]] Tugl]

Calculando a integral obtemos,

Oin()]* . < [In(A@®)] . ;»e(m@)-m( 1H)>§(ln(A(s))—ln(A(

[ugll [ugll

= Oln (%) < In (L‘?) = 6ln(s||uoll) < In (L?)
Tl A () A (i)

In
= In(s||uol])? < In LS)) = enslluol)” < ¢ (A(Iulol)

As)
A(n) A((n)

Pela definigao de A(s) e como s > m temos

(slluol)" < = 8'[Juol|” <

U ( il ) 5| [uo||” < U (sup).
[[uol|

Portanto
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Tomando C) = HUSHQ >0eCy=WV (IIZ_SH> ||1o]|? > 0 temos

1
d(sup) < Cy8° — Cys? para s > )
[|uol|
E a conclusao de (2) vale para e = suy com s grande o suficiente. O

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha sem condicao (PS) (ver Apéndice [B| Teo-
rema (B.2)), sabemos que existe uma sequéncia (PS).,, a sequéncia (u,) C E tal que

D' (u,) — 0 e D(u,) — ¢, (1.11)
onde ¢, é o nivel do Passo da Montanha caracterizado por

0<c :=infmax®(y(¢)) < inf maxd(tu),

~yer ueE\{0}

D= {y € ([0, 1], HA(B1) : 7(0) = 0 e 7(1) = e}. (1.12)

Agora observe que estendendo "por zero"as fungoes de H{(Bj), podemos concluir que
H}(B;) C E. Note também que ®(u) < ®(u), para toda u € HE(By), onde

D(u) = 1/B (|Vul* + mu®)dx — %/B /B F(ug))FW(y))dydx,

2 — y|~

com m dado em (). Em particular, temos ®(v(t)) < ®(~(t)), para toda t € [0,1] e y € T,
onde o conjunto I' ¢ definido em (1.12)). Como e € H}(B;) temos que para t > 0,

~

max ®(y(t)) < max ®(y(t))

>0 >0

entao

inf max ®(y(¢)) < inf max (7(t)).
u€Hg (B1)\{0} =0 (1)) < uweHL(By)\{0} t>0 (v(®)

Portanto, obtém-se

0<ec, <d:= inf max @ (y(tu)). 1.13
< e 0} (v(tw)) (1.13)

Aqui, é importante observar que d é independente da escolha de ¢ e R, que serd im-
portante em estimativas futuras. No proximo lema mostraremos que a sequéncia (u,,) é

limitada.

Lema 1.5. Suponha que 0 < p < N e as condigoes (f1)—(f3) sao validas. Entao a sequéncia

(up) dada em ((1.11)) é limitado por uma constante independente da escolha de £ e R.
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Demonstracao. De fato, sabemos que

D) = g — ()

e
' (uy,)u, = / (Vu,Vu, + V(z)u,u,)dz — ¥ (uy)un,
RN
logo
1 / 1 2 1 /
D(uy,) — =D (up)un = =||un]|* — ¥(u,) — = (Vu,Vu, + V(x)uyu,)de — V' (u,)u,
9 2 9 RN
Assim, obtemos
1 1 1 1
P(uy,) — =P = 2 _W(u,) — = R
() 9 (Un )y, 2||un|| (un) 9||un|| + 9 (Un ) U,
pelo Lema ([1.3)) temos
1 1 1 0
O(u,) — - > unll? = Uluy) — =2 + 20
() = 3 () > 2wl — o) — 7l P+ W)

Vv

1 1
§||un||2_§||un||2

1 1
> (2 -= 2,

Como (u,) ¢ uma sequécia (PS)., obtida pelo Teorema do Passo da Montanha sem a
condi¢ao PS(ver Apéndice [B Teorema [B.2)), entao existe ny € N tal que para todo n > ny,

1 1 20
(5-5) Il <a+ 1= ulf <

577 2(cv+1),Vn>n0,

o que implica que (u,) é limitado em E. Além disso, por ([1.13]), temos

20
HunH2 < m(d"— 1), Vn e N,

mostrando o lema, pois d é independente da escolha de £ e R. O

Antes de provar o préoximo lema, precisamos apresentar algumas notacoes. No que se

segue,
B .= {uEE: ||u‘|2§%(d+1)} (1.14)
‘ 1
K(u)(x) := En * Gz, u),
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ou seja

K(u)(x) ::/]R Md

N |z —ylr
Com as notagdes acima, somos capazes de mostrar a seguinte estimativa.

N+2

Lema 1.6. Suponha que 0 < u < e as condigoes (f1) — (f3) sao validas. Entao existe

{y > 0 independente de R, de modo que

SUp, s | (1) (@) e, _
lo

DN | —

Demonstrag¢ao. Da defini¢ao de G, |G(z,u)| < |F(u)|, para todo v € E. Assim,

|G (z,u)| <

2(N —
> e |G(x,u)| < 2co|ul’ com p € (1,%) :

Entao,

/ G(y,U)dy'

RN [T — y[H

— dy‘
R

P
< 200/ [ dy + 200/ lu
|lz—y|<1 |37 - yl,u |lz—y|>1

onde nas regides de integracio denotamos |z —y| < 1 como o conjunto {y € RY : |[x—y| < 1}

2 dy,

e por |z—y| > 1 como o conjunto {y € RY : |[x—y| > 1}. Pela imersao continua de DV?(RY)

em L? (RY) temos

/ " dy < Ju
lz—y[>1

onde S é a melhor constante na imersao de DV?(RY) em L* (RY), isso implica

/| Iy < Sl
T—Y|>

2. < S‘HVUEQ*(RN), para todo u € F,

Assim,
Jul?

dy + 2coS ™ |ul |2

K (w)(2)] < 26 /

lz—y|<1 |$ - y|M

Tomando C; = 2¢y S~ |ul[* > 0 temos

K@<z [ oaecn
|lz—y|<1 |ZL‘ - y|#
2* N 1 t-1 .
Agora escolhendo t = — > i e como n + — = 1, segue-se da desigualdade de
p — K
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Holder que,

’u‘p pt % 1 t—1 o
lz—y|<1 ’x - y’ lze—y|<1 le—y|<1 |x — yl
o\ * 1 77\ ¢
< (/ |u)? dy) / [ } dy .
lo—yl<1 w—yl<1 LIz —yl*

Por mudanca de variavel temos,

1 1
/ T dy = CNCUN/ o |7“|N_1d’f’,
et |o =y o Irf®

-
|
-

o~
|
-

assim,

t—1

Jul? U ST N
dy < O | Cywn ——|r|" " dr
lz—y|<1 ‘I - y‘,u 0 ‘r’ﬁ
t—1

- T | B
< Ci(COn) 7 (wn) T (/ | ‘W‘T|Nldr> :
o |r|&1

Uma vez que N — 1 — IL—“l > —1, existe uma constante Cy > 0 tal que

|u|p N
dy < CyVaxeRY.
\

z—y|<1 |(L’ - yl,u,

Portanto, K (u)(z) é limitado. A partir disso, existe £y > 0, a ser escolhido posterior-

mente verificando

su K(u)(z)|pe~ 1

4y 2
A partir de agora, tomamos ¢ > f; e consideramos o problema penalizado com nao
linearidade definido em (|1.9)). O

Lema 1.7. Suponha que 0 < u < % e as condigdes (f1) — (f3) ocorrem. Entao a sequéncia

(u,) dada em ([1.11)) satisfaz a seguinte propriedade: Para cada ¢ > 0 existe r = r(¢) > R

verificando

lim sup/ (|Vu,|* + V(2)|un|*)dz < e.
RN\ By,

n—o0
Demonstracao. Do Lema (|1.5))

20

onde d é independente da escolha de ¢ e R. Pelo fato de que toda sequéncia limitada em
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um espaco de Hilbert possui uma subsequéncia convergindo fracamente, podemos supor que

existe u € F tal que u,, — v em E. Assim, para cada € > 0, existe r > R > 0, tal que

1
Al ([
r<|z|<2r

onde wy é o volume da bola unitaria em RY. Para realizar esta escolha de r de maneira

\F e
de> <3 (1.16)

adequada, ¢é suficiente mostrar que
L
oF

(/ lu dm) <e.
r<l|z|<2r

Suponha, por contradi¢ao que (|1.16) ndo ocorra. Entao como (u,,) é limitada, podemos

supor que existe ¢’ > 0 tal que para todo r > R > 1 tenhamos

1
2% o !
|u|” dx > g,

r<|z|<2r

Tome 2! como a menor poténcia de 2 tal que 2! > R. Nesse caso, vemos

/ |u2dx:/ ]u2dx—|-/ |u]2da:—i-/ |u)?
RN r<|z|<2t 2t <[z <2t+1 201 <[] <20+

uma contradigao, entao a relagao (|1.16)) ocorre.
Seja n, € C*°(B¢) tal que n,.(x) = 1 se x ¢ By,.(0), com 0 < n.(x) < 1e |Vn(z) < 2

—

“dr + ... = +o0,

como
V) = [ (V) + V)i
_ / (—*Gx up) | 9(x, up)upn,de
B

= / 0 (| Vun|? 4+ V(z)|u, |? )dx+/ u, Vu, Vn,dx
]RN

. (ot
— —_— x Uy, g X, Up Unmdm
BN\ |2]"

observe que,

e (|Vun|* + V(@) |un[*)dz = @' (un) (unnr) + 1, G(x,up) ) 9(x,u,)u,m,de
J. (et

|

— / U Vu,Vn,.dz.
]RN
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Afirmamos que (u,7,) € limitado em E. De fato, note que

= [ 19 + V@) P
= [ )+ V@) V@ Pl

- / 7Y () + 1V (1) 2z + / V(@) un, [2d,
RN RN

como 0 < 7, <1 temos

/ V(@) wn, Pz < / V(@) un Pz < |fun].
RN RN

assim resta-nos mostrar que

/ 7-V (un) + u, V() Pd
]RN

é limitado. De fato observe que

/ 1V () + V() Pde < / 7V (o) P + / 0V () Pde
RN RN RN

2 Vol Fuld,
RN

observe ainda que

[ mvfde= [ PV P < [ V)Pl < )
RN RN RN

[ oPde = [ juPi9op
RN RN

2 2
< (—) / |, |*da
r Ba,
4 * %
27 -2 *
< _2‘B2T" 2% </ ‘un|2 dx)
r B2r
4 2% -2
< p\BM 7 O|Vun||r2(B,,)
4 2% _2
< ﬁ|B2r| 7 C|un||.
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E por fim,

2

[l ndvulde < 2 [l

RN T JBy,

1 1
2 9 2 9 2
< - |u, |“d |\Vu,|dx | |
r BZr B27r-
entao

2 .

/RN [0l [un [V 0| [Vt | < ;|B2r2 2||un||L2*(B2T)C||VunHL2(Bzr)
2

< A Bor” P funl |2 (5, Cllutnl
o que mostra que (u,7n,) é limitado. Assim segue-se que
O (up) (unn,) — 0, ou seja D' (u,)(unn,) = 0,(1).

Além disso, lembrando que 7,(z) = 0 em B,, obtemos

[ 1Vl + ViuaP)de = [ (Vi + V@) o)
RN

|z|=r

Observe ainda que,

/ 0 ([Vun)? + V(@) |up|*)dr = @ (u,)(u.n,) —/ w, Vu, Vn,dx
|| >

|lz|=r

+ / ( ! *G(m,un)) g(x, up ) upn.de.
|| >r

[z
além disso recorde que pelo Lema [L.6] K'(u)(z) ¢ limitado, entao
2
| K (un) ()] < sup | K (un)(2) ooy € [V, | < — para @ ¢ By (0)

temos

Vix)u,
/|| 0 (Vg )? + V() |up|*)dr < / sup | K (un ) ()| oo mv) (2 Upnrd
x|>r

z|>r n

2
— / UV, —dx + 0,(1)
r<|z|<2r r

1
<! /| up [ K (1) ()| o vy 1y V ()t 2t

CSjazr n

2

— —/ U Vupdr + o0,(1),
" Jr<ja|<or
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recorde do Lema estamos fixando ¢y de modo que

sup,, | K (un) ()] oo vy - 1
4y -2
entao,
1
[ nVaP V@i < 5 [ aVisPd
|z|>r 20 |z|>r
2
— —/ U Vde + 0,(1).
T Jr<|z|<or
Para |z| > 2r, n.(z) = 1 entao,
2 2 4
/ (IVu,|* + V(z)|u,|*)dx < —/ U Vupdr + 0,(1). (1.17)
|z|>2r T Jr<ja<or

Pela desigualdade de Holder,

1 1

3 3
/ [un| |V, |de < (/ |Vun|2d:v) (/ |un|2dm)
r<le|<or r<la|<2r r<la|<or

1
2
|Vun|L2(RN) </ |un|2dl‘) .
r<|z|<2r

(RY) e (u,) é limitado em E, segue-se que

IA

2
loc

limsup/ U || Vn |dr < [|un]| pregny (/ ]u]le’)
n—00 r<l|z|<2r r<|z|<2r

*

Usando a desigualdade de Holder com 5 + N 1 temos,

Uma vez que u, — u em L

1
2

1

2% > L
dx ‘B2r| N,

limsup/ |t || Vn |dz < ||un]| pregsy </ lu
n—00 r<|z|<2r r<|z|<2r

Uma vez que |Bo, |V = wy 2N por (.17) temos

n—oo n—oo

4
limsup/ (|Vun|? + V(2)|u,|*)dr < —limsup/ |||V, |dz
|z|>2r r r<|z|<2r

4 o > 1
< —|unl|pre@y) |u|* dx | By, |V
r r<|z|<2r
4 . £ 1
< Hunllowscery ([ o) v
r r<|a|<2r
1 .\ T
< 8w1{fv||un||D1,2(Rw) </ |u 2 dl‘) .
r<|z|<2r
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Por (T.16)

lim sup/ (|Vun|? + V(2)|un|*)dw < 85 =c.
|z|>2r 8

n—00

O

Lema 1.8. Suponha que 0 < p < &2 e as condigdes (f1) — (f3) sao vélidas. Entao ®

satisfaz a condigao (PS).,.
Demonstracao. Uma vez que u, — u em FE, temos

D (un)(un) = 0n(1) € D' (uy)u = 0,(1).

E como
O (uy)(uy) = /RN Vu,Vu, + V(x)u,u,de — /RN K (up)(x)g(x, uy)updz
e
O (uy)u = . Vu,Vu+ V(z)u,udx — . K (up)(x)g(z, uy)udz.
Obtemos,

' (up) (up —u) = O'(up)(un) — @' (up)u

= Vu,Vu, + V(z)u,u,dr — K(uy)(x)g(x, up,)u,dz
RN RN
— [/ Vu,Vu+ V(z)u,udr — K (uy)(z)g(z, un)udx}
RN RN
= Vu,Vu, + V(z)u,u,dr — Vu,Vu+ V(z)u,udx
RN RN

- { - K(up)(z)g(x, up)u,de — K(un)(x)g(x,un)ud.r}

RN

= Vu,(Vu, — Vu) + V(x)u,(u, — u)dz

— - K(up)()g(x, up) (u, — u)da
= /. Vu,V(u, —u) + V(x)u,(u, — u)dz
— - K(uy)(x)g(x, up)(u, —u)dx.

Assim,

Vu,V(uy, —u) + V() u, (u, —u)de = O (uy,) (uy —u) + K (uy)(x)g(x, uy) (uy, — u)dz.

RN RN

36



Segue-se que,

entao,

[tun —ul> = V(un —u)V(ty —u) + V(x)(u, —u)(u, —u)dx

RN

Vu,V(u, —u) — VuV(u, —u)
RN

+ V(x)u,(u, —u) — V(x)u(u, —u)dz
/]RN Vu,V(u, —u) + V(z)u,(u, —u)dx

- VuV (u, —u) + V(x)u(u, —u)dz.

RN

= O (up)(up, —u) + K (uy)(x)g(x, uy) (u, — u)dx

RN

- VuV(u, —u) + V(z)u(u, — u)dx

RN

N RN K (up)(2)g(@, tn) (un — u)dz + on(1),

entao
lup — ul]? = /RN K () (2)9(, ) (1t — 1) + 00 (1), (1.18)

Agora, nosso objetivo é mostrar a seguinte igualdade,

K (un) (@) g (2, un) (un — u)dz = 0,(1).
RN
Comegamos lembrando que pelo Lema (|1.6) existe C' > 0 tal que
| K (un)(z)] < C, Vn eN.

Observe que de (1.5 temos |g(z, u)u| < ¢olulP com p < 2%,

K(up)(x)g(x, up) (uy, — u)dx

B,

< [ K@@yt u)lun ~ulde

< O [ lglw,u)llun — ulda
B

< C’co/ |t [P 1, — u|de,
B

como p e P 1 sao expoéntes conjugados pela desigualdade de Holder (ver Apéndice
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Teorema [A.5|) temos

p—1 1
p P
/ | [Py, — u|dx < (/ |un|pdaz> (/ [, — u|”dx) ,
B, B, B,

a imersdao compacta de Sobolev de DM?(RY) em LF (R") implica que
u, — u em LP(B,).

Portanto,

K(up)(z)g(x, up)(u, — u)dx

B

<C | |g(x,uy)||un — ulde — 0.
By

Note que em RY \ B, temos

/]RN\B K (un)(2)g(2, un)undz

< c/ (Vi + V() ),
RN\B,
logo pelo Lema [1.7] temos

limsup/ | K (un)(2)||g(, up)uy|de < C’limsup/ (|Vun|2—|—V(x)|un|2)dx
RN\ B, RN\B,

n—00 n—00

< Ck,

da mesma forma pela Desigualdade de Hélder e a imersiao de DV#(RY) em L?"(RY) temos

<o uP s
RN\B,

*

/RN\B K(uy)(x)g(x, up,)udz

—1 1
L

* 227* * 2
C (/ |, |2 dm) (/ || dx)
RN\B, RN\B,
1

2%
< Cllun|[pro@n (/ Jul? dfb’)
RN\ B,
5
< CM (/ |u 2*clx> :
RN\B,

Como u € L* (RY), concluimos que

IN

/RN\B K () (2)g(x, un)ude = o0,(3),

onde 0,(i) — 0 se n — 0.
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Desde que

/ K(up)(x)g(x, up)(u, —u)dr| < / K(uy)(x)g(x, up)uydx
RN\B, RN\ B,

+ /]RN\BT K(u)(z)g(z, u,)udz

+ ; K(up)(x)g(x, up)(u, —u)dx|.

Assim, concluimos que

/RN K () (2)g(2, un)(un — u)dz —> 0,

que combinado com (1.18)) conclui a prova do Lema. O

1.3 Existéncia de solucoes para o problema penalizado
APE

Nesta secao iremos usar os resultados obtidos anteriormente para provar que o problema
penalizado possui solucao e obter umas estimativas uniforme para tal solu¢ao na norma de
E. Além disso, obteremos estimativas L™ para essa solugao que seré fundamental em nossos
argumentos.

O seguinte resultado trata-se da existéncia de solugao do problema auxiliar (APE)).
Teorema 1.1. Suponha que 0 < p < 42 ¢ as condigoes (f1) — (f3) sio mantidas. Entao

o problema (APE])) tem solugao positiva com

20d
2
< —.
P <

Demonstragao. Aplicando os Lemas (1.4)) e (1.8) e o Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz (veja Apéndice [B| Teorema B.3]) obtemos o resultado. O

A seguir, estudaremos a estimativa L>(R") da solugao u do problema penalizado cuja
a finalidade é provar que u é também solugdo do problema original (SNE|). Para tanto

adaptamos algumas técnicas em [1},/16].

Lema 1.9. Seja u obtido na solugao do problema (APE]) do Teorema [L.1] Entao, existe

uma constante My que depende apenas de N, u, 6, m, p, cg, tal que
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Demonstracao. Por hipotese, u ¢ uma solugao de
—Au+V(2)u = K(u)g(z,u) em RY,

K(u) € L¥(RY) ¢ |K(u)| <

N | =

Como V(x) > 0 para todo x € RY e

% .
(D] < [FO] < el < 1 v e R.

i

Assim,

—Au+V(x)u = K(u)g(z,u)

A VAN
| |

@) %)

o =

s =

i

A
|
e}
S
£
i

Isso implica,

1
—Au < éa(x)(l + |ul) em RY,

onde a(z) = \ulﬁ € L= (RY). Por um argumento de iteragio Trudinger-Brézis-Kato (ver
Apéndice |A| Lema deduzimos que u € L*(RY) para todos os s > 1. Além disso, uma
vez que ]a(m)|% nao dependem de R > 0, as normas |u|; também nao dependem de R > 1.
Agora, fixando s suficiente, os argumentos bootstrap implicam que existe My > 0 que é
independente de R, de modo que

[u]oo < M.

1.4 Existéncia de solucoes para o problema (SNE

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema[0.1], para facilitar a leitura vamos

enuncia-lo novamente.
Teorema 1.2. Suponha que 0 < p < % e as condigoes (f1), (f2) e (fs) sejam validas.

Existe uma constante vy = vo(m, 8, p, i, ¢o) tal que se v(R) > 1y para algum R > 1, entao
o problema (SNE|) possui uma solugao positiva.

Demonstragao. Pelo Teorema [1.1] o problema (APE) tem uma solu¢do positiva up € E
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para cada R > 1. Assim, para provar a existéncia do problema de solu¢ao (SNE|), devemos

mostrar que existe R > 1 tal que ug satisfaz a desigualdade

V(z

flur) <

up para |z| > R.

Seja v € C(RM \ {0}) a funcdo definida por

RN_Q’U|oo
v(z) = BriEn

Afirmagao 1.1. v é uma fungdao harmonica em RY \ {0} isto é Av = 0 em RV \ {0}.

De fato, recorde que
N 9
0%

Av = —
2
— ox;

N =2
V2 = (Zw?) |
=1

assim,

0
(%vi

(@) = RYfuloory—(l2*")

Logo,

0% ov i]

== RN 2|’LL| (2 — N) Y NE .172 2 xZ;
0 9 ; . 7 ?

N 2 N 2
—-N
i=1 i

= RV ?u|(2— N) (Zﬁ) (=Nz? +1)
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Entao,

0% N-2 2-N)[=N ,
— 24
) = Bl [Ehat
Assim,
N
o*v
Av(z) = Zla—xlg(l’)
N
S A LD e
> T ARE
= RN_zlu|OO [—N \2+N}
||
logo
_ py—2p, (2—N)
Av(z) = R"|u|e B 0

= 0,

em RV \ {0} para N > 3, mostrando que v é harmonica.
Pelo Lema [I.9] temos a desigualdade

u(z) < wv(x) em OBg,
o que implica que a fungao

w(z) = { (u(z) —v(x))y, selz| >R

0, se |z| < R,

pertence a DM?(RY). Como Av =0 em RY \ {0}, w =0 em dBg e w > 0 segue-se que,

/ Vw|*dx = V(u—v)Vwdr = / (VuVw — VoVw)dx
RN RN RN
= VuVwdzr — VoVwdz.
RN RN

Pela Formula de Green (ver Apéndice [A| Teorema [A.3]), temos

/ VuVwdz —/ —UdO' —/ (Av)wdz.
RN\Bg BBR RM\Bpr
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Entao,

/ |Vw|*de = VuVwdx —/ VoVwdx
RN RN RN
ov
= / VuVwdxr — [/ —uvdo — / (Av)wdm]
RN d9Br ow RN\Bg
= VuVwdz
RN

(K (u)(z)g(z, uv)uw — V(z)uw)dx

N

I Il
—

(K(u)(x)g(z, vw)uw — V(z)uw)dz
{lzl<R}U{|z[=R}

(K(u)(x)g(z, uv)uw — V(z)uw)dz
|lz| <R}

(K (u)(z)g(z, uw)uw — V(z)uw)dz,

|lz| >R}

—

logo

[ vefar = [ (K@t e = Vs

{l=|>R}

= /{|x|>R} ((K(u)(x) Vlf:)uw - V<x)uw> o
<[, (%K(u)(m)u - 1) V(2)uwde
< 0

Mostrando que w = 0, isto é v < v em |z| > R, equivalentemente

RN_Q‘UL)o

u(a) < || N2

Pelo Lema ((1.9) temos,

RYN72)M,

usando o fato de | f(u)] < colu|?!, temos

q—2 _ _
R(@—2)(N-2)
< cOMg_2

f(u)

RN72 M,
SN~ =2 |~ 9
u colul™ < || N2

paom— ¥ 2 2 B

Agora, fixe R > 1 e tomando a fun¢ao v definido em temos v(R) > 0. Entao, a

ultima desigualdade combinada com a definigao (2|) nos permite concluir que

(u)

2
S Co|u|q_2 < CgéoMg V(ZE)
u lov(R)

Vx| > R.
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Assim, defina o ntmero

_ q—2
vy = 00€0M0 s

Usando a hipotese que v(R) > 1y, para algum R > 1, concluimos que

flur) _ oV (z)

_ V@R _ V()
ur KQV(R) B gol/(R) N g() ’
assim,
flug) < V€x>uR para |z| > R.
0

Portanto, por ([1.10]), concluimos que a solugao do problema penalizado também ¢ solugao

do problema (SNEJ). O

1.5 Existéncia de solucoes para o problema (SNE)) no caso

em que V(z) é radial

Nesta sec¢ao, vamos analisar o caso em que V(x) é uma fungao radial, e obtemos um
resultado de existéncia de solu¢ao do problema.

Se o potencial V' é uma fungao radial ou seja,
V() =V(|z]), Vo € RV,
Definimos a fungao W : (1,00) — [0, 00) por

W(R) = inf |z| 2" V(). (1.19)

lz|=R

Podemos usar a técnica utilizada na prova do Teorema para estudar o caso em que
4—
f(t) = |t}73t, Yt €R, (f4)

onde 0 < pu < min{%,él}.

%, 4}, V' é uma funcao radial e a condi¢ao

Teorema 1.3. Suponha que 0 < pu < min{
¢ valida. Existe uma constante Wy, = W(m, u) tal que se W(R) > W, para algum

R > 1, entao o problema (SNE) possui uma solucao positiva.

Na demonstrac¢ao do Teorema , substituimos o espaco D2(RN) por D2 (RN) e con-

rad

sideramos

Eraa = {U € DI2(RN) / V(z)|uldr < +oo} .
RN
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Neste caso, devido a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev, o funcional energia

1 (N —2)? 1 vy | 2y
I(w) = =|jul)? = ——— ELENIE =
(0 =l = 5o [ (e ¥ ) 1l ¥

estd bem definido e pertence a C'(FE, R). Agora, repetindo as mesmas idéias das segoes

anteriores, podemos considerar novamente o problema (APE]).

Demonstragao. Seguindo os mesmos argumentos do teorema anterior conseguimos verificar
que o funcional ® satisfaz, os Lemas [I.3] [I.4) e [L.5

A partir dos Lemas [1.3 - n e m e do Teorema [1.1| (APE) tem uma solugao posmva
Ur € FErqq. Assim, para provar que se trata de fato de uma solu¢ao do problema (S .

Devemos mostrar que existe R > 1 tal que up satisfaz a desigualdade

V(x)

Flun(e)) <

ugr(z) para |z| > R.

Inicialmente, recorde que

el = o Vo e RY\ {0},
e
||UR||2 < 023%,
de onde segue
lurllpra@yy < A, onde A = 923;512
entao,
ug(zr) < | TA2, para |z| > R.
x

Agora usando, f(u) = ]u\%u temos

flum) _ _(cA)v

para |z| > R.
UR |;U|T

Usando a defini¢ao de W(R), segue que

f(ur) Een ( ) 2V (@)
UR (R)

para |z| > R.

Fixando
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e supondo que exista R > 1 tal que W(R) > W),. Entao, para R > 1, podemos garantir que

flun) - WoV(z) _ WR)V ()
urp goW(R) - goW(R) go

implicando que I'(ug) = 0 em E,,q. Agora usando o Principio da Criticalidade Simétrica

de Palais, veja o Apéndice [A] Teorema [A.12] podemos concluir que
I'(ug) =0em E,

finalizando a prova. O
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Apéndice A
Resultados e Definicoes

Como uma referéncia rapida ao leitor, apresentamos definigoes e resultados que usamos

neste trabalho.

Definicao A.1. Uma funcao u : 2 — R é dita mensurdvel se para todo a € R o conjunto
Bo={z € u(z) > a}

¢ mensuravel no sentido de Lebesgue.

Definicao A.2. Uma medida sobre um espago mensuravel (X, X') ¢ uma funcao p: X — R

onde R=RU {00, —o0} que verifica as seguintes propriedades:
(i) u(@)=0
(ii) u(E) >0, VE € X

(iii) Se {E,} C X uma sequéncia de conjuntos disjuntos (E,NE,, = 0, para n # m) entao

Definigao A.3. Para 1 < p < +oo. O espago de Lebesgue LP(£2) é o seguinte conjunto

LP(Q)) = {u : Q — R; f é mensuravel e/

RN

|u(z)Pdx < +oo} )

munido da norma

e = ([ )iz )’

Definigao A.4. Definimos o espago L>(£2) por
L>®(Q) = {u: Q — R; fé mensuravel e existe ¢ tal que |u(z)| < cq.t.p em Q}.
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Um elemento de L>®(Q2) é dito uma fun¢ao essencialmente limitada. E para cada u €
L>(€2), definimos

|[u|| L) = supessinf{c; |u(z)| < cq.t.p em Q}.
€

Definicao A.5. Seja u : 2 — R uma funcao continua. Chamaremos de suporte de u o

conjunto

suppu = {x € Q; u(z) # 0}.

Definigao A.6. Designamos por Cy(€2) o espago das fungoes continuas sobre {2 que tém
suporte compacto e por C5°(€2) o conjunto das fungdes que tém suporte compacto e que
possuem em derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de C§°(€2) sao

denominados func¢oes testes em ().

p
loc

Definigao A.7. Para 1 < p < 4+00. Denotamos por L7 (£2) o espago das fungoes u : 0 —

R tais que |u(x)|P é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €2, este é

chamado de espago das fungoes localmente integrdveis.

Definicao A.8. Uma funcio f : Q@ x R — R é uma func¢do Carathéodory quando a funcio
fs : Q@ — R definida por f,(z) = f(z, s) ¢ mensuravel, para cada s € R e a funcio
fr : R — R definida por f,(z) = f(z, s) é continua, para cada x € (0.

Teorema A.1. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja ( f,,) uma sequéncia nao-decrescente

de fungoes em M T (X, X'), que converge para f, entao

lirf /fndu:/fdu.

Demonstragao. Ver |27] pagina 31. O

Lema A.1. (Lema de Fatou) Se (f,) € MT(X, X), entao

/lim inf f,dp < limin /fnd,u.
n—-+00

n—-+00
Demonstragao. Ver |27] pagina 33. O

Teorema A.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja ( f,,) uma sequéncia
de fungbes integraveis as quais convergem quase sempre para f. Se existe uma funcao g
integréavel tal que

|ful < g, Vn € N, quase sempre,

entao f é integravel e

lim | f.dp= /fdu.
n—oo
Demonstracao. Ver [27] pagina 44. O
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Lema A.2. Seja 1 < p < o0 e (f)neny uma sequéncia limitada em LP(€)) convergindo q.t.p.
para f. Entao f, — f em LP(Q).

Demonstragao. Ver |27| pagina 11. O
Teorema A.3. (Formula de Green) Seja @ C R aberto, limitado e suave. Sejam u €

C%(Q) e v € CHQ). Entdo

/(Au)vdw = @vda— / VuVudz,
Q a0 Ov Q

ou

onde v = v(z) é o exterior normal a 02 em =z, %(x) = Vu(z)v(z) e 0 é a medida de

superficie em 0f).

Demonstracao. Ver |17], pagina 628, Teorema 3. ]

Teorema A.4. (de Vainberg) Sejam (f;);en uma sequéncia de fungdes em L9(Q2) e f €
L9(Q) tais que
fi — f em L(Q).

Entao, existe (f;,) C (f;) e uma fungao g € L(2) tal que

|f5 ()] < g(2) g.t.p. em Q.

Demonstracao. Ver |13|, pagina 94, Teorema 4.9. ]

. : ) ) 1 1
Seja 1 < p < 400. Dizemos que g é expoente conjugado de p se — + — = 1.
p q

11
Teorema A.5. (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(2) eg € LP(Q) comp > 1e —+— = 1.
p g
Entao fg € L}'(Q) e
19l < 1 Fllzr@llgll o)

Demonstracao. Ver |27] pagina 56. ]

Teorema A.6. (Teorema de Representagdo de Riesz) Se (X, X, p) um espaco de medida
arbitrario e G um funcional linear limitado em LP(X, X, u), 1 < p < oo, entdo existe
g€ LIX, X, n), onde g = z%’ tal que

G(f) Z/fgdm
para todo f em LP(X, X, p). Além disso, ||G|| = ||g]|racx, x, -

Demonstracao. Ver [27] pagina 92. O
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Teorema A.7. (Teorema de Fubini) Sejam (X, X, p) e (Y, Y, v) espagos o-finitos e seja
a medida w em Z = X x Y o produto de 1 e v. Se a fungao F'em Z = X x Y para R é

integravel com respeito a w, entao as fungoes de valor real estendidas ¢.t.p. dado por

f(x):/nydl/, /)(Fydu, (A1)

tém integrais finitas e

/fdu:/Fdw:/gdy. (A.2)
X z Y
Em outros simbolos,

/X[/YFW} du:/ZFdw:/Y U){Fydu] dv. (A.3)

Demonstragao. Ver |27] pagina 120. ]

Teorema A.8. Seja v uma medida nos conjuntos de Borel da reta real positiva [0; +00) tal

que
o(t) :=v([0, 1)), (A.4)

é finito para cada t > 0. (Note que ®(0) = 0 e que ¢, sendo monétona, é mensuravel em
Borel). Seja (€2, o, u) um espago de medida e f qualquer fun¢do mensuravel ndo-negativa

em €). Entao
/Q B(f(z))uldr) = / e (@) > (). (A5)

Em particular, escolhendo v(dt) = ptP~'dt para p > 0, temos

/ O(f(x))u(dz) = p / T (e f(o) > (A.6)
Q 0

Ao escolher p ser a medida de Dirac em algum ponto x € R" e p = 1, temos

f(z) = /000 X{f>t(z)dt. (A.7)

Demonstragao. Ver |9] pagina 26. O

Teorema A.9. [9], Theorem 4.3 (Desigualdade Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja s, r > 1
1

e0<p<ncom-+5+-=2 Sege L¥(RN) e h € L"(RY), entao existe uma constante
s nor
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aguda C(s, n, u, r), independente de g, h, de modo que

/ / Md?ﬂh S O(Sv n, W, r)|g|5|h'|7’
RN JRN ’m_y’u

A constante satisfaz

n |Sn—1‘ %1 123 % =] %
< — 5 5 :
o < (5) sr[(l—é A1

Demonstracao. Sejam g € L*(R") e h € L"(R"™) fungdes nao negativas tal que ||g||s =

||h||, = 1. Pelo Teorema temos as seguintes formulas:

2|7 = M/OOO N lel<ey () de, (A.8)
g(x) = p / " gy (), (A.9)
) = [ X ()b (A10)

[ / / D)z — y| () dyda
= /RN /RN/ X{g>a} (T)da (u /00 c_“_lx{|x|<c}(:v)dc /000 X{h>b}($)db> dydzx
= / / / /RN /RNC "X gay (@)X sy (Y)

X X{la|<e} (@ — y)dcdbdadydz. (A.11)

As integrais sobre x e y em (A.11)) podem ser estimadas, substituindo um dos trés x’s

em ([A.11]) por 1. Assim,

I< ,u/ / / ¢ (a, b, c)decdbda
o Jo Jo

I(a, b, ¢) := (A.12)
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co1m

Sn—l
wl®) = [ om0 = [ xignadaeate = (F ) e
R n

As normas de f e h podem ser escritas como

||f\|§:s/ @ v(a)da = 1, ||h|y::r/ b lw(b)db = 1. (A.13)

0 0
Para fazer a integracdo em ¢, assumimos primeiro que v(a) > w(b). Usando (A.12)
calculamos )

Se u(c) = ('ST;—A» ™ > v(a) entao " > é@ﬁ logo ¢ > (é@ﬁ) " assim,

/ c " 1I(a, b, c)de < / c“lw(b)u(c)dc—i—/ c ™y (b)v(a)de.
0 u(e)<v(a) u(e)>v(a)

entao,

~ n—1 n—1 %
/ c—u—ll(a, b, c)de < w(b) (\S |) /(|s |) —hl4n g,
° 0

IA

oo (5 55

Agora observe que

* j
S Y |
( v(a)n >n j—o0 ( v(a)n )n

|S”*1\
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3=

v(a)n

o (S0 [ ] 5 o () 2 [eny]
— w(b) (IST:I) niu (|S7; 1|>i§ 1@(@) -

123
n

— w(b) <|S;1|) ——(o)' £

Assim, obtemos

00 n—1 % n—1 %
/ c " (a, b, c)de < w(b) (|S ’) ! v(a)'"n + 1 (’S |) v(a)t™n
0 H

n n—pu n

u(nn— 1) <‘S:1|) % w(b)o(a)'". (A.14)

Agora se w(b) > v(a) temos

/ c " (a, b, c)de < / ¢y dc—l—/ ™ (a)w(b)de.
0 u(e)<w(d) u(c)>

Se u(c) = (@) " > w(b) entdo " > |S" 1| logo ¢ > (

1
) " e semelhantemente,

oo n—1
c " (a, b, c)de < n |S | w( : (A.15)
0 p(n —
De (A.14) e (A.15) temos

I < z ) (|Sn 1|) / / min{w(b)v(a)' "=, w(b)"mv(a)}dadb.  (A.16)

p(n —

Observe que w(b) < v(a) se, e somente se w(b)v(a)' "= < w(b)' mv(a). A seguir, dividi-

. . . EX ES . . . .
mos a integral em b, em duas integrais de 0 a ar e de ar ao infinito. Assim, a integral

/OOO /Ooomin{w(b)v(a)l_ﬁ, w(b) " Fv(a)}dadh < /Ooov(a) [/Oa
AT U:w(b)“idb] da.

ES
T

(b)l—db] da

Pelo Teorema de Fubini temos

/OOO v(a) ™ UOO w(b)lidb] da = /OOO w(a) [/0
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Como 1—£ e £ sao expoentes conjugados e com m = (r—1) (1 — l) . Pela desigualdade
m

de Holder temos

/ wb)"wdb = / w(b) ™ b ™ db
0 0

[\
N
o\

S
S
—~
<>
SN—
i
EISSIS
>
=
AN
QL
=
~
T

CcOomo % < 1 temos

3=

Como

w—mn 1 n— p—rn+ru+n—pu n—rn-—p)
7 [ n 7 7

Assim,

Observe que:

slp—mnlp  sn—r(n—p)|p s[n—rn—p)
r 1 n T 1 noor n
1
_ f[l_ww}zs{_w_l}
r n roon
1 1 25 — 1
Por hipétese — 4+ = + — =2 <= — H_ 2 entao,
s roon s




Por (A.13)) temos:

3k

o\
8
=
&
—
o\g
S
=
T
ENS
QL
(wpl
=
oY
=
VAN
VR
3
|
3
2=
|
S
N————

3=

A
TN
S
|
<
S8k
|
=
~——
3
®

Observe que:

u
Hr Hr n
—_— = T =
n—r(n—pu) r(%—n+p) (gontu) 11

N
3
e
S
| —— |
N
S
=4
=
.
|
3
QL
S
| E—
QL
=)
VAN
7~ N N
3
|
<
Sk
|
=
~_
3
N\
c\
3
=
S
)
w
AN
QL
Q
~__

< i(fl) . (A.18)

Um célculo anéalogo usando (A.17)) obtemos

/Ooov(a)l‘ﬁ {/azow(b)l—ﬁdb] da 5 (1 % %) ' (A.19)

Logo de (A18) ¢ (A.19) temos

I= u(nn— ) <|S;1|)Z$ [(1 % i)

IN

o que conclui a prova. O

Teorema A.10. Seja N > 3. Entao,

DY (RY) — L (RY)

esta imersao ¢ continua. Veja [20], [24].

Salientamos que a continuidade da imersao acima é expressa explicitamente por desi-

gualdades da forma

|[ull 2wy < Cllul] pregny.

%)



Teorema A.11. | [23], Lema B3, pg. 270] Seja © um dominio em RY e sejag: QxR — R

uma fungao Carathéodory tal que para quase todo x € Q é valido
l9(z, w)| < a(z)(1+ |ul) (A.20)
com a funcao 0 < a € LE)C(Q). Seja u € Hllof(Q) uma solucao fraca da equacao

—Au=g(., u) em €, (A.21)

entdo u € L () para qualquer ¢ < co. Se u € Hy*(Q) e a € LZ(Q), entdo u € LI(Q)

loc

para qualquer ¢ < oo.
Demonstracao. Escolha n € C5°(Q2) e para s > 0, L > 0 seja
¢ = ps, L = umin{lu*, L*}n® € Hy*(Q).

Com supp ¢ CC €2, usando ¢ como fungao teste em (A.21)) obtemos

. ) $ .
[ wupminglup, 2yar + 5 V()PP
Q {zeQ; lu(z)l* <L}
< —2/(Vu)umin{|u|25, L*}(Vn)ndx
0
+ /a(1+2\u]2)min{]u|28, L*}n’dx
0
1
< —/ |Vul? min{|u|**, L*}n*dx
2 Jo
+ c/a|u|2min{|u|25, LY Vn2dx
0

+ 3/a\u!2min{|u|25, L2}772d33+/ la|n?dz.
Q 0

Suponha que u € L***%(supp(n)), entdo para qualquer K > 1 com constantes ¢ depen-

dendo da norma em L*%2(2) de u, restrito a supp(n), sao vélidas

/|V(umin{|u|s, L n))Pdx < c+c/a|u|2min{|u|s, L*ndx
Q Q

< c+cK/a]u|2min{|u|S, L n*da
Q

+ c/ alul* min{|u|*, L*}n*dz,
{z€Q; a(z)>K}
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logo

IA

2
c(1+K)+ (c/ agdx)
{z€; a(z)=K}

n—2

X (/ |u min{|u|®, L}77|712—n2dx)

c(1+ K)+ce(K / |V (umin{|u|®, L}n)|*dz,

/ IV (wmin{[ul*, L*}n)Pdz
9]

IN

onde

2N

S(K) = (/ a’édx) 0, (K — o0).
{z:Q; a(z)>K}

Fixe K tal que ¢;£(K) = % e observe que para esta escolha de K (e como s acima) agora

podemos concluir que
[ twminglul, hi)Pae < o1+ 5),
Q
permanece uniformemente limitado em L. Portanto, fazendo L — oo temos

[ul**n € Hy?(Q) = L (),

(254+2)n

(Q) encontramos u € L;,)~* (£2). Agora iterando, deixando

L2s+2

ou seja, sempre que v € L

so=0,8+1=_(s;-1+1)" T
Se u € Hy*(Q) podemos deixar n = 1 para obter que u € L9(Q). Para todo ¢ < co. [

se 1 > 1, para obter a conclusao do Teorema.

Teorema A.12. (Principio da Criticalidade Simétrica de Palais) Sejam H um espaco de
Hilbert e G um grupo topologico. Suponha que uma agao de G sobre o espago H seja
isométrica e suponha que I € C'(H, R) ¢ invariante pela agao. Suponha que u é um ponto

critico de [ restrito ao Fiz(G), que é dado por
Fiz(G):={u € H; gu=u, Vg € G},

onde gu(x) = u(g~'z),Vx € H. Entao, u é ponto critico de I em H. Veja [28|.
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Apéndice B
Teorema do Passo da Montanha

Neste Apéndice, vamos apresentar uma breve revisao dos espacos de Sobolev, enuncia-
remos e demonstraremos o Lema de Deformacao, o qual é a principal ferramenta para de-
monstrarmos o celebrado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz [21].

Também enunciaremos e demonstraremos a versao do Teorema do Passo da Montanha de-
vido a Willen [24].

B.1 Revisao sobre Espacos de Sobolev

Seja © um dominio do RY, isto é um aberto e conexo do RY com fronteira suave.

Definimos o seguinte Espaco de Banach:

ou

H(Q) = {“ €L 5, € LQ(Q)} |

3
com ||u| g1 () = </Q|Vu|2dx+/ﬂ|u]2dx) :

Definimos também o seguinte subespago fechado de H'():

Hy(Q) = ()

com relacao a norma ||.|| g1 (q)-
Vamos agora definir imersao continua e imersao compacta e, em seguida, verificar as

imersoes que ocorrem em H'(Q) e HJ ().

Definicao B.1. Sejam F,, F, dois espacos normados tais que F; C Fs. Diz-se que F; esta
imerso continuamente em Fs ou que a imersao F; < Fy é continua, quando a aplicacao

i: By — E, tal que i(x) = x é uma aplicagao continua.
Definicao B.2. Sejam F,, F, dois espacos normados tais que F; C Fs. Diz-se que F; esta
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imerso compactamente em Ey ou que a imersao E; — FEs é compacta, quando a aplicagao

i: By — Ej tal que i(x) = x é uma aplicagdo compacta.

Vamos agora recordar as imersoes continuas e as imersoes compactas sobre o espagos de
Sobolev H'(Q2) e H}(Q).

As seguintes imersoes sao continuas:

2N
* = —_— >
Para todo s € [2,2 N 2} se N >3
HY(Q) < L5(),

e
Para todo s € [2, +o0) se N =1oun =2
H'(Q) — L5(),
Como consequéncia dessas imersoes, existe C' > 0 tal que
lulls < Cllulla (), Yu € H(Q),
onde

fulle = ([ Jupaz) "
Q

Antes de apresentarmos as imersdes compactas, recordemos a desigualdade de Poincaré:

Teorema B.1. Se Q é um dominio limitado do RY, entao existe C' > 0 tal que

/ lu?dx < C/ |Vu|?dx, para todo u € H ().
0 0

3
Assim, sobre Hj(Q) & possivel definir a norma [|ul|g1q) = (/ |Vu|2dx) , a qual é
Q

equivalente a norma ||.[| g1 (q)-
Se 2 ¢ um dominio limitado do R¥, as seguintes imersoes sao compactas:

2N

m{SQNZB

Para todo s € [2, 2" =
Hy(Q) = L*(Q),

Para todo s € [1, +o0) se N =1oun =2
Hy () = L*(Q),

como consequéncia dessas imersoes e desde que H}(Q) ¢ um Espago de Banach reflexivo,

concluimos que para toda sequéncia limitada (u,) C Hj(Q), existem (u,,) C (u,) € u €
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H}(Q) tal que

Up, — u em Hy(€),

Uy, — u em L*(£2),

o numero 2* é chamado expoente critico de Sobolev.

Definigao B.3. Seja X um Expaco de Banach, I € C'(X, R) e

X={ueX: I'(u)#0},

o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a func¢ao ¢ : X — X é um campo

pseudo-gradiente para I quando ¢ e localmente lipschitziana e

a) [[e(u)]|x < 2[[I'(u)]|x

b) I'(w)p(u) = [1I'(w)][%

Agora ja podemos enunciar e demonstrar o Lema da Deformagao sem condi¢ao de compa-

cidade devido a Willem [24].

Lema B.1. (Lema de Deformagao) Sejam X um Espago de Banach, I € C'(X, R) e

ceR, e>0. Se
1 (u)]| = 4e
para todo u € I7!([c — 2¢, ¢ + 2¢]), entdo existe n € C(X, X) tal que

i) n(u) =u, Vu ¢ I ([c — 2¢, c+ 2¢]),

i) (It C I,

onde
I*:=I17Y(] — oo, d).

Demonstracao. Definamos a funcao

dist(u, X \ A)
U X R dad U(u) =
— R dada por W(u) dist(u, X \ A) + dist(u, B)’

onde
A=T"c—2¢e,c+2))eB:=1"Yc—¢, ct+e]).

Para mostrar que ¥ estd bem definida, vamos mostrar que
dist(u, X \ A) + dist(u, B) > 0.
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Suponha, por contradigao, que exista u € X tal que
dist(u, X \ A) + dist(u, B) = 0.
Desde que dist(u, B) =0 e B é fechado, segue-se que u € B, isto &,
c—e<I(u) <c+e. (B.2)

Por outro lado, dist(u, X \ A) = 0 implica que u € X \ A. Assim, existe uma sequéncia

(un) C X\ A tal que u,, — v em X, ou seja,
I(uy,) < ¢—2¢oul(u,) > c+ 2e.

Passando o limite de n — oo nas desigualdades na tltima linha e da continuidade do

Funcional I, encontramos
I(u,) < c—2ecoul(u,) > c+ 2,

o que contradiz . Além disso, desde que a funcao distancia é lipschitziana, concluimos
que a funcao W é continua e localmente lipschitziana.

Observemos também que ¥V =1em Be ¥ =0em X \ A.

Seja ¢ : X — X um campo pseudo-gradiente para I e definamos

W) = —W(U)%, u € A,
= 0,ue X\ A

Notemos que W ¢é localmente lipschtiziana e ||W(u)|| < 1, para todo u € X. Assim,
para cada u € X, o problema de Cauchy

—o(t,u) = W(ol(t, u)),

o0, u) = u,

possui uma unica solugao o(., u) definida em R com o € C(R x X, X).

Consideremos a fungao 1 definida em X por n(u) := o(1, u). Como W = 0 para todo
u € X\ A, entdo o(t, u) é constante para cada u € X \ A. Desde que ¢(0, u) = u, temos
que 7 satisfaz (7).

Notemos que,

dt



para todo o(t, u) € X \ A.
Para o(t, u) € A encontramos
d

, d
%I(U(t uw)) = I'(o(t, U))E(U(t’ u))

= I'(o(t, u)W(o(t, u))

= Io(t, w)plo(t, )W)

oo (t, u))llx

Desde que ¢ ¢ um Campo Pseudo-Gradiente, por b),

iua(t, W) < —W(a(t, u>>|”/("(t’ w)

15
<0. B.4
di =0 (B-4)

19 (a(t, w)llx

Por e (B.4]), temos I(o(t, u)) é ndo crescente.

Considerando u € I°T¢, se existir ¢ € [0, 1] tal que I(o(f, u)) < c—e, entao I(o(1, u)) <
I(o(t, u)) < ¢ — ¢ e (it) ocorre.

Seue I esec—e<I(o(t, u)), para todo t € [0, 1], temos

c—e<I(o(t, u)) <c+e, para todo t € [0, 1].

Assim, de (B.3)),

In(w) =1I(c(1, u)) = I(u) +/0 %[(a(t, w))dt

< I(u) _/0 U(o(t, u))lf"q{/(z((f: Z))""th

(o(t. )
= 1= ¥ e

Do item a) da definigdo de campo Pseudo-gradiente, temos

Haw) <cte—g [ 1ot W)l
Da hipotese , encontramos
I(n(u)) <c+e—2e=c—c¢
e i1) também ¢é satisfeita. O

Neste momento enunciaremos duas versoes do Teorema do Passo da Montanha. A

primeira ¢ devida a Willem [24] e a segunda ¢ devida a Ambrosetti e Rabinowitz [21].

Teorema B.2. (Teorema do Passo da Montanha M. Willem) Sejam X um Espago de
Banach e I € C*(X, R) com I(0) = 0. Suponha que existem «a, p > 0 tais que
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(Hy) I(u) >0 para todo u € X; |Ju|| = p e existe e € X tal que |le]| > p e
(Hy) I(e) <0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que

(a) ¢ —2e < I(u.) <c+2¢

(b) [[1"(ue)[| < 4¢, onde

0 < ¢ = inf I(~(t
¢ = Inf max (v(1))

I'= {'7 S C([()? 1]7 X); /7(0) =0, 7(1) = 6}'

Demonstragao. Vamos inicialmente provar que ¢ é finito. De fato, desde que v(0) = 0 €

B,(0), v(1) =e € X \ B,(0) e v([0, 1]) e conexo, temos que

([0, 1) () 0B,(0) # 0.
Logo, da hipotese (H1), temos

max [(vy(t)) >

= Q,
tel0, 1]

implicando que ¢ > a > 0, ou seja, que ¢ ¢ um numero real postivo.
Suponha agora, por contradi¢do, que para algum & > 0 as condigoes (a) e (b) nao

ocorram, ou seja, que ocorra

(c) c—2e<I(u)<c+2e, VueX

(d) [[I"(w)]| = 4¢, Vu € X.

Notemos que essas propriedades continuaram validas para todo 0 < &’ < . Desde que ¢ > 0

e diminuido € se necessario, temos
I(c) < I(0) =0 < c—2e. (B.5)
Em vista dos itens (¢) e (d), do Lema de deformagao, existe n € C(X; X) tal que
(i) n(u) =useu g [[c—2e, c+ 2])
(i) n(Iete) c I =.

Segue da definicao de ¢ que existe 7 € I' tal que

max [(3(t)) < c+e.
tel0, 1]
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Consideremos 7 : [0, 1] — X definido por 7(t) = n(5(t)). Observe que:

7(1) = n((1)) = nle).

Por (B.5), temos 0, e ¢ I7'([c — 2¢, ¢+ 2¢]).
Do Lemma da Deformagao, n(0) =0 e n(e) = e.

Portanto,

7(0) =0

A1) = e

mostrando que ¥ € I". Novamente pelo Lema de Deformagcao, para qualquer ¢ € [0, 1],

encontramos

V() =n((t) € 17~

Desse modo

c< max I(F(t)) <c—e¢,
< max I3(1)) <
o que ¢é absurdo, provando assim o Teorema. O

Nota B.1. As hipoteses (H;) e (Hy) sdo chamadas, respectivamente, 1° geometria e 2°

geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema B.3. (Teorema do Passo da Montanha-Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam X um

Espago de Banach e I € C'(X, R) com I(0) = 0. Suponha que existem «, p > 0 tais que

(Hy) I(u) > o> 0 para todo u € X; ||u]| = p, e existe e € X tal que |le|]| > p e

(Hy) I(e) <0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que

(a) ¢ —2e < I(u.) <c+2¢

(b) [[1"(ue)|| < 4,

onde

0 < c=inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)),

I'={y e (0, 1], X); 7(0) =0, v(1) = e}
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Se [ satisfaz a condigao (PS),., entdo ¢ é um valor critico de I, isto é, existe u € X tal
que
I(u)=c>0eI'(u)=0.

Demonstracao. Para € = % no Teorema anterior, temos que existe (u,) C X tal que

I(u,) — ¢,

I'(u,) — 0.

Desde que [ satisfaz a condicao (PS). existem (un;) C (un) e u € X tal que:
Up; —> u em X.

Da continuidade de I e I’, temos

I(u)=c>0el'(u)=0.
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Apéndice C
Propriedades do Espaco E

Nesse Apéndice, vamos mostrar algumas propriedades do subespago onde buscamos

solucao do problema penalizado (APE]).
Lema C.1. E ¢ um subespago de DM?(RY).

Demonstragao. De fato, para mostrar que E é subespacgo, devemos mostrar que,

(1) Se Ae Rentao \w € E, Vv € E.
Seja v € E, entao / V(z)|v]*dz < co. Assim,
RN

/V(ac)|>\v|2dx - / V() AP0 dz
RN RN
= / V(z) N2 |v|*da
RN

= )\2/ V(z)|v]Pdr < oo.
RN

Portanto, \v € E.

(2) Se u, v € E entao (u+v) € E.

De fato, como u, v € E entao /
RN

V(z)|u|?dr < oo e / V(z)v|*dx < oo.
RN
Sabemos que,

(u—v)* =u® = 2uv +v* > 0= 2uv < u? + 02

Assim,

/ Vix)|u+ v|2dx < V(z)(Jul + |v|)2dx
RN RN
< V(@) (|uf® + 2lullo| + [v]*)dz
RN
<

2/ V(x)|u|2dx+2/ V(z)|v]Pdr < oo.
RN RN
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Portanto, (u +v) € E. Logo E ¢ subespaco de DV2(RY).

O
Lema C.2. A expressao
[Jull* = /]RN(!VUI2 +V(@)|uf*)dz, (C.1)
define uma norma em FE associado ao seguinte produto interno
(, ):ExE — R
(u, v) +—> (VuVo + V(z)uv)dz. (C.2)

RN

Demonstracao. Vamos verificar que a aplicacao é um produto interno em FE assim:

(P1) (ou+ fv, w) = a(u, w) + B(v, w)Vu, v, w € E e a, f €R (Linearidade).
Dados u, v, w € E e a;, f € R temos

(au+ P, w) = /RN(V(au + fv)Vw + V(z)(au + fv)w)dx
= /RN(aVu + BV0)Vw + oV (z)uw + BV (x)vw)dx

= « /N(Vqu + V(z)uw)dx + N(VUVU} + V(z)vw)dz
= o(u, w) + p(v, w).

(Py) (u, v) = (v, u)Vu, v € E (Simetria).
A simetria do produto interno de F é consequéncia da simetria em R e da simetria do

produto interno natural de R".

(Ps) (u,u) >0e(u, u) =0<=u=0VuekE.
(u, u) = /RN(VUVU + V(z)uu)dx

_ /RN(WUF V(@) |uf?)da

= [jull* > 0.
Se (u, u) =0 entao (u, u) = |Ju|]* =0 <= u =0,

assim, (C.2) é o produto interno. Portanto, mostramos que (C.1)) como definida é uma

norma em F. OJ
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Lema C.3. O espago
E = {u € D1’2(RN);/ V(z)|u|*dx < oo} :
RN
¢ um espago de Hilbert(Banach) munido da norma definida em ((C.1)).

Demonstragao. De fato, seja (u,) C E, uma sequéncia de Cauchy. Pela imersao continua
de £ em DY?(RY) concluimos que (u,) também ¢ uma sequéncia de Cauchy em D'?(RY)

e como DV2(RY) ¢ um espago de Banach entao existe u € DV?(RY) tal que
u, — u em D'?(RY) (C.3)
assim, a menos de subsequéncia,
Up (1) — u(z) ¢.t.p. em RY.

Desde que, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em FE, entao (u,) é limitada em E. Em

particular existe C' > 0 tal que
/ V(z)|up|*dz < C.
RN
Pelo Lema de Fatou (Lema |A.1)), temos
/ V(z)|u|?dr < liminf/ V(2)|u,|*dz < C.
RN n—oo RN

Isso implica que u € E. Agora resta-nos mostrar que u,, — u em F. Dado e > 0, dng €

N tal que para quaisquer n, m > ng, temos

/ V(&) [ty — up|*dz < €.
RN

Para todo m > ng fixo e pelo Lema de Fatou, obtemos

/ V(2) |ty — ul?dx < liminf V() [t — un[*dx < €.
RN

n—oo RN

Ou seja

lim V() [ty — ul?dx = 0. (C4)

m— 00 RN
Como u,, € DY3(RY) e u, — v em DY?(RY) entdo
Hun — u||D1,2(RN) <e€
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Assim,
/ IV (u, —u)|*dz < e.
RN

De (C.4) e (C.5|) segue que ||u,, — u|| — 0. Logo u,, — u em E.
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Apéndice D

Resumo da Teoria dos Pontos Criticos

D.1 Revisao sobre a diferenciabilidade de funcionais

Neste Apéndice vamos apresentar alguns resultados da Teoria dos Pontos Criticos que
foram utilizados ao longo da dissertacao. Além disso, mostraremos que o funcional ® asso-
ciado ao problema penalizado (APE]) é de classe C'(E, R).

Definicao D.1. Dado um Espaco de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que
I possui derivada de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear Ty € X’

tal que:

lim I(u+tv) — I(u) — Tyv
t—0 t

=0.

A derivada de Gateaux no ponto u quando existe, é inica. Vamos denoté-la por DI (u).

Definicao D.2. Dado um Espaco de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que
I possui derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T" € X' tal

que:

lim Iu+v)—I(u) —Tv
[o]|—0 |[vl]

=0.

A derivada de Fréchet no ponto u quando existe, é tinica. Vamos denota-la por I'(u).

Definigao D.3. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C'!' em A ou
que I € C'(A, R) quando a Derivada de Fréchet I existe em todo ponto u € A e a aplicagio
I' : A — X' é continua.

Teorema D.1. Sejam X um espago de Banach e I : X — R um funcional. Se I tem
derivada de Gateaux continua em A C X, entao I € C'(A, R).
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Demonstracao. Sejam u + v, com u € A. Como [ possui derivada de Gateaux sobre A,

entao pelo Teorema do Valor Médio, existe a € (0, 1) tal que
I(u+v)—I(u) = DI(u+ av)v.
Observe que:
I(u+v)—I(u) — DI(u)v = DI(u+ av)v — DI(u)v.

De onde segue que,

HTIHU(U +v) = I(u) = DI(u)v] = ﬁ [DI(u+ av)v — DI(u)o]
— ﬁ[D[(u + av) — DI(u)]

Isso implica que,
1
—[I(u+v) — I(u) — DI(u)v]

'HUH

Como a Derivada de Gateaux ¢ continua, Dado € > 0 e existe § > 0, tal que se ||v|| < 9,

=||DI(u+ av) — DI(u)||.

temos

||DI(u+ av) — DI(u)|| <e.

Assim,

it ﬁ[f(u +v) = I(u) = DI(u)v] = 0.

Entao, a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateaux. Portanto, a derivada
de Fréchet ¢ continua em A C X, ou seja [ € C'(A, X). O

Agora com esses resultados vamos mostrar que o funcional associado ao problema (APE)

é Fréchet diferénciavel.

Lema D.1. O funcional de Euler-Lagrange associado a (APE]) dado por

T 1
o) = 5l = 5 [ (o 6)) Gl uide
¢ de classe C'(E, R) com
O (u)v = / (VuVo + V(z)uv)dr — / (L * G(x,u)) g(x,u)vde, Vu, v e E.
RN RN\ |T|#
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Demonstracao. De fato, vamos mostrar que o funcional

o F — R
1 1

w o Bu) = %HUHQ - 5/}RN (W G, u)) Glx, u)dz,

tém derivada de Gateaux continua. Com efeito, considere os funcionais ®, ®,, definidos

por:
1
Q1 (u) = / |Vul? + V(2)|u]*dz, ®9(u) = / (— * G(z, u)) G(z, u)dz.
RN RN |‘/1"“u
1 1 .
Dessa forma, podemos escrever & = §CI>1 — §<I>2. Assim, vamos mostrar que ®; €

CY(E, R) para todo i = 1, 2, vamos comegar com o funcional
Q1 (u) = / |Vul? + V(2)|u|*dz.
RN

Para obter a derivada deste funcional primeiro vamos calcular o seguinte quociente:

® tv) — ® 1]
et Ut> ) _ 7 / |v(u+tv)|2+V<x)!u+tv|2—(!Vu|2+v($)‘“|2>d4
L/ RN
.
= 3 v(u+tv)V(u+tv)—IVu|2+V(a:)<Iu+t”|2"“'2)“}
LJ/RN
.
= 2 / [Vl +2tVuVo + Vol — |Vul?
L/ RN
+ V(@)((u+ tv) —u’)da]

/ 2tVuVo + £?|Vol? + V(x)(u? + 2tuv + t*v* — u2)d:v}
/RN

/ 2tVuVu + t*|Vol? + V(x)(2tuv + tzvz)dx]
L/rN

Sl Nl Ha B

: /R 2U(VuVo+ V(zyun)ds + /

RN

t2(|Vo|* + V(m)vz)dx]

2t t?
= VuVu + V(z)uww)dr + n (|Vo|]? + V(2)v*)dz.

RN RN
Assim, aplicando o limite quando ¢ — 0 obtemos,

o —
i L) = @) o [ uve V() uvds + ymt/ (IVo[? + V(2)v*)dz
]RN

t—0 t t—0 RN —0

= 2 VuVov + V(z)uvdx
RN
= 2(u, v).
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Entao,

D®q(u)v = 2(u,v), que define uma aplicacdo linear.

Afirmagao D.1. ®; tém derivada de Gateaux Continua.

De fato, seja (u,) C F, uma sequéncia tal que u,, — u em F. Dado v € F, temos
[ D®1(un)(v) = DPa(u)v] = [2(un, v) = 2(u, v)| = [2[(un, v) = (u, V)] = 2|(un —u, v)|.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

N

1
|(tn =, 0)] < (un = v, Un —u)> (v, 0)2 < lun —ull[]o]],
como u,, — v em FE entao existe € > 0 tal que

[D®1(un)(v) = DOy (u)v| < 2ffun — ul[[v]]
< 2e]|vl],

portanto D®(u,) — D®q(u).

Por tltimo, analisaremos o funcional

By () = /R ) (@ LG, u)) G(z, u)dz.

Note que,
Do(u+tv) — Po(uw) 1 / L>1<G(az:, u+tv) | Gz, u+ttv)ds
t t ey \ ||

_ /RN # v Gz, u)) Gz, u)d:c}
_ { ) ( /RN Gy, u+t)G(z, u+tv) = Gy, w)G(z, u) dy) dx} |

|z — y|#

Somando e subtraindo G(y, u)G(z, u + tv) na igualdade acima, temos

t tl — yl»

Gy, w)[G(z, u+tv) — Gz, u)]
+ /RN /RN t|$—y|“ dydzx. (Dl)

®o(u + tv) — Bo(u) / / G(z, u+t)[G(y, u+tv) — G(y, u)]dydx

Defina a fungao hy : [0, 1] — R dada por hi(s) = G(y, u + stv), como hy(1) =
G(y, u+tv), hi(0) = G(y, u) e hi(s) = [G(y, u+ stv)] = g(y, u + stv)tv pelo Teorema do
Valor Médio existe a = a(y) € (0, 1) tal que h(1) — h(0) = h'(a) ou seja,

G(y7 u+ tU) - G(ya U) = g(yu U+ Q{t’U)t’U,
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entao

Gy, u+tv) — G(y, u)

= g(y, u+ atv)v,

similarmente, obtemos

G(z, u+tv) — G(z, u)
t

= g(z, u+ ftv)v,

com 3 = f(z) € (0, 1).

Assim,

P - o
o(u + tv) ) _ / / Gz, u+tv)g(y, u+ atv)vdydx
RN JRN |z — yl*

Gy, u)g(z, u+ fto)v
+ /}RN /RN dydz. (D.2)

|z — y|~

Note que para aplicarmos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver
Teorema [A.2)) vamos mostrar que

G(z, u+tv)g(y, u+ atv)v
|z =yl

< h(z, y) € L*(RY x RY).

De fato, usando o fato de que
lg(y, u+ atv)] < colu + atvﬂ%ﬁ‘*l?

entdo, como « € (0, 1), |[t] <1, temos

Gz, u+ tv)g(y, u+ atv)v 2clu(@) + to(x)| 7% coluly) + atv(y)| 7+ fu(y)|
|z — y|~ - |z —y|~
2o (|u(@)] + |o(2)) 72 collu(y)] + [o(y)]) 7= o(y)]
- |z — y|»
= Clu@) " + @) ) ()]
- |z — y|~

X ([u(m)] T 4 o(y)| T2,

~ 22N —p)
onde C'=2"~=2 "'¢Z > 0 temos

G(z, u+tv)g(y, u+ atv)v 5(|u(;c)’2fvv%§ + ‘v(gc)‘zj]vv—_’;)
|z — y[~ o |z — y|~
< (Ju()| ™= " o@y) + () >=2)
Clw(x) ~ w(y) )
B |z =yl ’
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_ 2N—p
onde w(y) = max{|u(y)| ¥-2 e Loo(y)| 72 7).
Pela desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (ver Teorema } comp=q= 2]]\[\’:2#7
temos R - o~
Clw(z) =2 w(y) ~

2) ¢ ['RY x RY),

|z — y|#

assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver Apéndice |A| Teorema |A.2))

t t
/ / (2, ut tw)gly, u+ atv)v dydx—>/ / W W0y ae (D.3)
RN JRN |z — y|~ RN JRN |x—y|“

similarmente temos

/ / (y, u+tv)g(z, u+ fto)v dd _>/ / (y, u )Udydx. (D)
RN JRN |z —yl# RN JRN |x—y|“

Portanto, por (D.2)), (D.3) e (D.4) obtemos

D, tv)
lim (u+tv) / / dyd + / / y, u )Udydx.
t—0 RN JRN |$ - y|“ RN JRN |x - y|'u

Pelo Teorema de Fubini (ver Apéndice |A| Teorema [A.7) e por meio da mudanca de

variavel temos,

/ / Y dyda / / ly, wtw, wo ,
RN JRN |$—y|“ RN JRN |m—y|“

() -
Ji 20 0) = ®a(w) / / W, Wl w4, (D.5)
4 RN JRN |93—?/|“

) _ 2/ <W*G(az u)> oz, w)vdz.

entao

Portanto,

DPs(u)o = 2/sz (L « Gla, u)) oz, wvdz,

|
que define uma aplicagao linear.

Afirmacgao D.2. &, tem derivada de Gateaux continua.

Com efeito, seja (u,) C E, uma sequéncia tal que u, — u em F, dado v € E, com

llv]] <1 temos

D®y(u)v =2 K(u)(z)g(z, u)vde,

RN
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logo,

|D®y(uy)v — DOy (u)v] = 2

/RN(K(un)g(SC, un) — K(u)g(x, u))vdz (D.6)

Note que como (u,,) converge para u entao (u,,) é limitada em E. Sem perda de genera-

lidade, podemos supor que u,, € B, logo K (u,) € L®(R"Y). Assim,
K(up)(2)g(x, uy,) € L%(RN).

Analogamente

K (u)(x)g(x, u) € LT (RN).

Pela Desiguadade de Hélder

[ 1@t ) K@t vl

IN

(/RN | K (un)(2)g(, up) — K(u)(x)g(z, u)

« (/RN ]v(az)]Q*d:c);* | (D.7)

por e , temos

o*

o 2% _1
T1dx )

sup [D@a(u) — Do) < [ | (w)(@lgte. ) - K)lgte. 0

[lo]l<1

Afirmamos que

2*
idx — 0.

[ K )@, w) = K@, v

De fato, como u, — u em E, do Teorema de Vainberg, existe (u,,) C (un) e h €
L* (RY) tal que

9%
2% —1

2%
clg(x, un;)|7=7 + clg(z, u)

A
S
S
S
=
£
S
S
b
s
S
S~—
)
S
=
S
]
IA

2%

IN

[

ccolun, ()" + ccolu(x)

< ccolh(@)|* + ceolh(x])?,
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entao
K () ()9, ) — K () (), w)| 1 < 2ecolh(a)P” € L(RY)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

[ 1) @, ) - K@@, 0]Fds -0,
RN
de modo que

[D®s(un;) — D®o(u)]] < C[|K (un,)(2)g(2, un;) — K(u)(x)g(z, vl — 0.

2*
LT =T (RN)

Assim, mostramos que D®, é continua, e pelo Teorema , P, d, € CY(E, R) entao

1 1
O = §<I>1 — §<I>2 € CY(E, R), o que prova o lema. ]

Nota D.1. De maneira semelhante, mostramos que o funcional I : E — R asssociado ao
problema original (SNE|) dado por

=gl =5 [ (5 F@)) Flaa,

é de classe C'(E, R) com a derivada dada por

')y = /R (VuVo+ V(z)ur)ds - /R ) (L \ F(u)) fluyodz, Vu, v € E.

]
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