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NOTACOES E TERMINOLOGIA

RY denota o espago euclidiano N-dimensional;

0 0
Vu(z) = <a—;1(m ey %(x)) denota o gradiente de v em z;
N
92
Au = E 8—2 € o Laplaciano de u;
14

=1 g

on(1) representa qualquer quantidade que tente a zero quando n tende ao infinito;
wy denota o volume da bola unitaria em RY;

Br(x) denota a bola aberta de centro zg e raio R > 0;

Bpg, denota a bola aberta de centro 0 e raio R > 0;

O simbolo — significa convergéncia em norma (forte);

O simbolo — significa convergéncia fraca;

Se A C RY é um conjunto mensuravel a Lebesgue, entdo |A| denota a medida de Lebesgue

de A;

Se u : RN — R é mensurdvel, entdo " e u~ denotam as partes positiva e negativa de u,

respetivamente. Ou seja,

ut(z) = max{u(z),0} e u (z)=min{—u(z),0};
Cs°(RY) denota o espago das fungdes infinitamente diferencidveis com suporte compacto
em RY;

Sejam € um dominio do RY e 1 < p < 400, LP(2) denota o espaco usual de Lebesgue

munido da norma

1

P

ol oy = / e |
Q



Sejam © um dominio do RY, H*(Q) := {u € L*() Ou

da norma

T, / (Il + [u)d
Q

Sejam Q um dominio do RY, H(2) := C5°(2) com relagio a norma ||. | ;1 -

Seja Q um dominio do RY, L°(Q) = {u : 2 — R mensurével; 3 C tal que |u(z)| < C q.t.p. sobre Q}
munido da norma
HUHLm(Q) =inf {C;|u| < C q.t.p. emQ};

LP

loc

pacto K C Q}.

() = {u : © — R mensurével; |u|” é integravel segundo Lebesgue sobre cada com-

vi



RESUMO

Neste trabalho investigamos a existéncia de solucdo positiva para a seguinte classe de equacdes
elipticas

~Au+V(z)u = f(u) em RY

onde f : R — R tem crescimento subcritico e V' : R — R é um potencial ndo negativo que, sob

certas hipdteses, pode anular-se no infinito, isto &,
V(z) - 0 quando |z| — oo,

ou de forma abreviada, V' (oc0) = 0. As principais ferramentas utilizadas sdo os Métodos Varia-

cionais, Teorema do Passo da Montanha e o Método de Penalizacido de Del Pino e Felmer.

Palavras-chave: Equacgdes Elipticas; Crescimento Subcritico, Método Variacional; Solugdo

Positiva; Método de Penalizagdo.



ABSTRACT

In this paper investigate the existence of positive solutions for following class of elliptic equa-
tion

—Au+V(z)u = f(u) em RY

where f : R — R has a subcritical growth and V : RV — R is a nonnegative potential, which can
vanish at infinity, that is,

V(z) — 0 quando |z| — oo,

or shortly, V' (co) = 0. The main tools used are the Variational Methods, a Mountain Pass Theorem

and the Penalization Method of Del Pino and Felmer.

Keywords: Elliptic Equations; Subcritical Growth; Variational Methods; Positive Solutions;

Penalization Method.
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Introducao

Nos dltimos anos, muitos autores t€ém considerado a existéncia de solucao para a seguinte classe

de equacdes elipticas

—Au+V(z)u= f(u), emRY
u>0 em RV (P)
u € DM?(RV)

onde V : RY — Re f: R — R sdo funcgdes continuas, com V' sendo uma funciio ndo negativa
e f tendo um crescimento subcritico ou critico. O conhecimento das solug¢des de (P) é de grande
importancia para o estudo de solucdes de existéncia de ondas estaciondrias para a equagdo de

Schrédinger ndo linear

ih%—\f = —h2AV + W (2)¥ — f(U), (t,2) € (0,+00) x €, (1)

em que i > 0 é um pardmetro e §2 é um dominio do RY. A equagdo (T]) € um dos principais objetos
de estudo da Fisica quéntica, porque aparece em problemas envolvendo Optica ndo linear, Fisica

de plasma e Fisica de matéria condensada.

Na literatura, encontramos muitos trabalhos onde os autores consideram a existéncia de solugoes
para (P), e observamos que condi¢des interessantes sobre V' foram estudadas, vamos citar alguns

desses trabahos.

Comegamos com um artigo devido a Berestycki e Lions [12], onde o potencial V' foi conside-

rado constante, ou seja, existe ¢ > 0 tal que
V(r) =¢, Vr € RY.

Em Coti-Zelati e Rabinowitz [29], Pankov [1]], Pankov e Pfliiger [2]] e Kryszewski e Szulkin [23],



os autores estudaram o caso em que o potencial V' tem infimo positivo e é uma fungdo periddica
como

V(r+y)=V(z), Vz € RN e ¥y € Z".

Em Zhu e Yang [30] [31] o potencial V' foi considerado assintético para uma constante positiva,

isto &, existe uma constante o > 0 tal que
V(z)<a, Ve €RY e |V(z)—al =0 com |z| = +ooc.

O caso em que V € assintoticamente periédico, ou seja, existe uma fungdo periédica V, : RV — R
tal que
V(z) < Vy(z), Vo € RY e |V(2) = V,(x)] = 0 com |z| = +oo0,

foi considerado em Alves, Carrido e Miyagaki [9]. Em Costa [10] e Miyagaki [24], os autores

concentraram a atengdo no caso em que V' € coercivo, isto €,

lim V(z)= +oc.

|z| =400

Em Barstch e Wang [27], uma condi¢do mais fraca do que a coercitividade em V' foi assumida,

mais precisamente, foi assumido que
p{zeR": V(z) < M}) < oo,
para todo M > (. Para o caso em que V' é uma func¢do radical, isto é,
V(z) =V(r), onde |z|=r,

citamos o artigo de Alves, de Morais Filho e Souto [6]. No famoso artigo [25], Rabinowitz intro-

duziu a seguinte condi¢d@o sobre V,

0 < inf V(x) < liminf V(z).

z€RN || =400

Posteriormente, Del Pino e Felmer [20] consideraram a seguinte condi¢ao, mais fraca, sobre V':



Existe um conjunto aberto e limitado 2 C R¥ tal que

0 < min V(z) < min V(z).
zeQ) €00

A ultima hipétese que gostariamos de citar sobre o potencial V' € o caso massa zero, isto €,

lim V(x)=0,

|z| =400

que recebeu aten¢do nos artigos de Ambrosetti e Wang [5], Ambrosetti, Felli e Malchiodi [4]],

Berestycki e Lions [[12]] e Benci, Grisanti e Micheletti [28].

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos no artigo [8] Claudianor O.
Alves e Marco A.S. Souto. E o objetivo principal deste trabalho é mostrar a existéncia de solucdes
positivas para o problema (P) em que f tem um crescimento subcritico e V' é um potencial néo

negativo que pode se anular no infinito, isto €,
V(z) — 0 quando |z| — oo.

Mais precisamente, assumiremos que a fungio f : R — R e o potencial V : RY — R satisfazem:

(f1) limsup sz(*s) < 400 onde 2* = 2N /(N — 2) para N > 3,
s—07t S
(f2) Existe p € (2,2*) tal que
lim sup s7(s) =0,

s§—+400 sP

(f3) (Condig¢@o de Ambrosetti-Rabinowitz). Existe § > 2 tal que

OF(s) <sf(s),¥s >0, onde F(s)= /S f(t)dt,
0
(f1) f(t) =0, paratodot < 0.

(V1) V(z) >0,V € RV,
(V2) V(z) < Vy,Vz € By(0) para uma constante Vo, > 0, e

(V3) Existem A > 0e R > 1 tais que



O resultado principal deste trabalho, veja [8], € enunciado como segue:

Teorema 0.1. Suponha que V' e f satisfazem as hipéteses (V1) —(V3) e (f1)—(f4), respectivamente.
Entdo, existe uma constante A* = A*(V,0,p, cy) tal que o problema (P) possui uma solugio

positiva para todo A > A*.

O artigo [8]], objeto do nosso estudo, originou importantes resultados na area de Equacdes
Diferenciais Parciais Elipticas. Por exemplo, as geometrias sobre V' introduzidas em [§8] foram
consideradas em Alves, Figueiredo e Yang [7]], Santos, Figueiredo e Nascimento[l1], Bastos,

Miyagaki e Vieira [22]], Aires e Souto [14] [[15] e em Cardoso, Prazeres e Severo [16]].

Em [7] Alves, Figueiredo e Yang, usando uma adaptacdo do Método de penalizacdo de Del

Pino e Felmer [20], estudaram a equa¢do de Choquard

—Au+ V(z)u = (ﬁ ) F(u)> f(u) em RY

u € DM?(RV),

onde 0 < u < N e N < 3 e obtiveram resultados similares ao obtido em [§]. Além disso,
eles obtiveram outro resultado de existéncia considerando V radial e f(t) = [t|*~#/N=2t, para

adequados pu.

O problema
k
—Au+V(z)u+ EA(UQ)u = f(u) em RY
u>0emRY u e DV(RY)

foi estudado por Aires e Souto em [14] para o caso k = —2 e em [15]] para o caso k > 0.

Recentemente, em [11], Santos, Figueiredo e Nascimento estudaram o problema com nao li-

nearidade descontinua

—Au+V(z)u=H(u—B)f(r,u) em RN
w e DY2(RN) N W22(RY),

loc

onde 8 > 0, f é uma funcdo de Caratheodory e H é a fungdo de Heaviside, isto é, H(t) = 1 se
t>0e H(t) =0set < 0. Neste trabalho, 0 mesmo resultado de [8] foi obtido para o caso em que
a ndo linearidade € do tipo descontinua. Em adi¢@o, assumindo que as fungdes V' e f sdo funcdes

radiais, novos resultados foram obtidos.



Em [22]] os autores provaram um resultado de existéncia de solu¢ao para o problema

—Lugy + V(2)|z|7% |u[P~?u = f(u) em RY

u>0emRY ue DM?(RY)

onde Lu,, = —div(|x|™|VulP2Vu),1 < p < N,—00 < a <

d=14a—eep' = denota o expoente critico de Hardy-Sobolev.

_Np
N —dp
Muito recentemente em [16] Cardoso, Prazeres e Severo, adaptaram o método de Penalizagcdo
de Del Pino e Felmer [20] para mostrar a existéncia de solu¢do para o seguinte problema superlin-
ear supercritico
(—A)u+ V(z)u = g(u) + Mu|"?>u em RY
u>0emRY ue DV(RY)
onde A > 0 é pequeno e q > 2} := ﬂ
* N-=2S8
Estes trabalhos e outros revelam a importancia do estudo de [8]] e do nosso interesse em estu-

darmos o problema (P) com o potencial V' satisfazendo (V7) — (V5).

Esta dissertacdo estd dividida em um capitulo contendo trés se¢des e quatro apéndices, que

estdo organizados da seguinte forma:

No inicio do Capitulo 1, para facilidade do leitor, apresentaremos novamente o problema (P)
e as hipoteses sobre V e f. Na Secdo 1.1, apresentamos a estrutura variacional na qual o estudo
se desenvolve, apresentando o espaco onde vamos buscar por solucdes do problema estudado e a
formulacdo variacional do problema (P), isto €, associamos um funcional ao problema (P) de tal
modo que ponto critico do funcional € solu¢do do problema. Entretanto, para aplicar o Teorema
do Passo da Montanha (veja o Apéndice B, Teorema [B.2) e obter ponto critico de /, consequente-
mente, solucgdo fraca de (P), temos uma dificuldade técnica em provar que o funcional / satisfaz a

condigdo Palais-Smale, porque nio temos imersdo continua compacta de DV2(RY) em L2 (RY).

Na Sec¢do 1.2, com a finalidade de contornar a falta de compacidade citada acima, aplicamos o
Meétodo de Penalizacdo de Del Pino e Felmer, veja [20]. Neste método, fazemos uma penalizacdo
na nao linearidade f, isto €, iremos considerar uma fun¢o auxiliar que nos permitird estudar um

problema auxiliar (problema penalizado) associado a (P).

Depois, mostramos que o funcional associado a esse novo problema satisfaz a condi¢ao Palais-



Smale e as outras condi¢des do teorema do Passo da Montanha, Teorema Assim, obtemos

solu¢do do problema auxiliar.

Na Secdo 1.3, buscamos estimativas adequadas para mostrar que solu¢ao do problema pena-
lizado é solugdo do problema original. Para tal obteremos algumas estimativas L°°(R") usando
o método de interacdo de Moser,[17]. Em seguida, usamos a fun¢cdo harmonica associada ao
operador laplaciano combinada com a estimativa L°°(R™) para mostrar que a solucdo do problema
auxiliar (penalizado) € realmente solu¢do do problema original. Por dltimo, através de todos os
resultados apresentados, somos capazes de demonstrar o Teorema 0.1, citado mais acima, que € o

objetivo principal deste trabalho.

No Apéndice A, apresentamos alguns resultados bésicos usados ao longo da dissertagdo. No
Apéndice B, nos apresentaremos algumas definicdes e alguns resultados de Teoria dos Pontos
Criticos, além disso, enunciaremos e provaremos o Lema de deformacao e duas versdes do Teo-
rema do Passo da Montanha. No apéndice C, demonstramos algumas propriedades do subespago
onde buscaremos por solu¢do do problema penalizado. Por fim, no apéndice D, provamos que o
funcional J associado ao problema penalizado € de classe C*(FE,R) e exibimos sua derivada de

Gateaux.



Capitulo 1

Existéncia de solucao para uma classe de

equacoes elipticas no RN com potencial

anulando-se no infinito

Neste capitulo, iremos estudar a seguinte classe de problemas elipticos:

—Au+V(z)u = f(u) em RY
u >0 em RY

u € DW2(RV)

onde o potencial V : RY — R e a fun¢do f : R — R sdo fungdes continuas e

DY?(RY) = {u e L* (RY): Vu € L*(RY)}

onde 2* = 2N/(N — 2) com N > 3. Admitimos que o potencial V : RY — R satisfaz:

(V1) V(z) > 0,Vz € RV,
(Va) V(z) < Vi, Va € B;(0) para uma constante V., > 0,

(V3) existem A > 0e R > 1 tais que

(1.1)



Em relagdo a fungdo f : R — R, chamada de ndo linearidade, assumimos que satisfaz as seguintes

condigdes:
(f1) limsup SfZ(j) < +oo onde 2* = 2N/(N — 2) para N > 3,
s—07t S

(f2) Existe p € (2,2%) tal que
L sf(s)
im sup

s§—+00 S

:07

(f3) (Condig¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz). Existe # > 2 tal que

0F(s) < sf(s),Vs>0, onde F(s)= /S f(t)dt.

Motivado pelo fato de estarmos interessados em provar a existéncia de solu¢des positivas para o

problema (1.1, vamos supor adicionalmente que a fungdo f satisfaz a seguinte hipdtese
(fs) f(t) =0, paratodot < 0.

Um exemplo de uma fungdo V' que satisfaz (V) — (V3) é dada por

01, se |z| < 01 + 02,
Viz)={ |7l —e2 se o1+ 02 < |z| < R,

(R— QQ)R4

T, S€ ‘ZC| > R,

onde g1, 02 > 0,0 < p1 + 02 < R.N6stemos lim V(z) =0eV(z) = 0em B,,(0) para o; = 0.

|x|—o00

Um exemplo tipico de uma func¢do que satisfaz as condig¢des (f1) — (f4) é dado por

;

0, se s <0,
als 7l se0<s<1
h(s), sel <s<2

Bls|772,  ses > 2.

\

Emque 0 < o < 3,3 < ¢ e h é escolhida de modo que f seja continua.



O principal resultado deste trabalho, veja [8], € enunciado como segue:

Teorema 1.1. Sejam V' : RY — R uma fungfo continua que satisfaz as hipéteses (V) — (V3) e

f : R — R uma fungdo continua que satisfaz as hipdteses ( f1) — (f4). Entdo, existe uma constante

A = A*(V, 8, p, o) tal que o problema (I.T]) possui uma solugdo positiva para todo A > A*.

Iniciamos nossas andlises destacando o seguinte lema:

Lema 1.1. Seja f : R — R uma fung¢fo continua satisfazendo (f1), (f2) e (f1) , entdo existe ¢y > 0

tal que

sf(s)] < colsl” e |sf(s)] < colsP.

Demonstracdo. A hipétese ( f2) significa dizer que para todo £ > 0 existe s, tal que

sup
$>50 Sp

e as hipéteses (f1) e (f2) implicam que existe uma constante X > 0 tal que

sf(s)

*

Ve > 0,30 > 0 tal que sup
0<s<§ S

€(K—¢,K+e).

Logo, escolhendo um mesmo ¢ > 0 em ambas as hipdteses, podemos considerar o valor

sf(s)

52"

max
s€[d,s0]

e tomando

52" selss0]  SP

Cop = max {K+5, max

86[5750]

), s 20)

(1.2)

podemos concluir que vale |sf(s)| < co|s|?” (observe que podemos considerar sy > 1 de modo

que sf(s)/s” < sf(s)/s").

Vamos verificar que para esse mesmo valor de ¢y nés temos |sf(s)| < ¢o|s|P. De fato, temos

310

$>S0 spP

<€§COa



e, se considerarmos 6 < 1, temos

sf(s sf(s
sup /() < sup f2(* ) < ¢y,
0<s<s SP 0<s<é S
de modo que fica demonstrado o afirmado. [

1.1 O subespaco I e o funcional de Euler-Lagrange associado

ao problema (1.1)

Agora, iremos apresentar o espaco em que nds vamos buscar solucao do problema (1.1)). Além

disso, apresentaremos algumas propriedades desse espaco.

A partir de (V7), notamos que podemos introduzir o seguinte subespaco

E=<uc D"¥R"Y): /V(x)u2dx < 400

RN

de D%?(R") munido com o produto interno definido por

(u,v) = /(VUVU + V(z)uv)dz. (1.3)
RN
e norma associada
lull? = /(|W|2 -V (@)ud)dz. (1.4)
RN

No Apendice C mostramos que £ é um espaco de Banach com a norma definida em (1.4)).

O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (1.1)) é dado por

I:F—R
1
I(w) = 5l - / Flu)dz. (15)
RN

A partir das condi¢des sobre f, podemos provar que o funcional I € C*(E,R) e que a derivada de

Fréchet desse funcional é dada por,

10



I'(u)v = /(VUVU + V(z)uv)dz — /f(u)vdx (1.6)

RN RN

Os pontos criticos de (I.6)) correspondem a solucoes fracas de (I.1).

Podemos mostrar que o funcional [ satisfaz a primeira e segunda geometria do Teorema do
Passo da Montanha. Entretanto, a maior dificuldade em obter pontos critico do funcional [ via
Teorema do Passo da Montanha € o fato de ndo termos imersdo compacta do espaco de Sobolev
DY2(RY) no espago L? (RY) o que gera dificuldade ao tentarmos mostrar que o funcional I sa-
tisfaz a condic¢@o Palais-Smale e assim obter solugdo de (I.1I). Com o objetivo de contornar essa
falta de compacidade e com a finalidade de obtermos uma solugéo positiva para (I.I)), nés iremos

utilizar o Método de Penalizacao de Del Pino e Felmer explorado em [20]].

1.2 O Método de Penalizacao de Del Pino e Felmer

Iniciamos definindo a constante k = 26/(6 — 2) > 2. Para k e R > 1, definimos as fungdes

~ (D). se (1) < V1
fet) = V(x)t V(z)t (7
L Se f(t) > -
e a funcdo penalizada
f(t), se x| < R,
g(z,t) = (1.8)

f(z,t), se|z| > R.

O problema auxiliar (problema penalizado) que serd considerado é o seguinte

—Au+V(z)u = g(z,u) em RY
()u = (2, ) o
u€c k.
O Problema Penalizado (1.9)) estd fortemente relacionado ao problema original (I.1). De fato,
se u € uma solucao do problema (1.9)) tal que

V()
k

fu) <

u, paratodo |z| > R,
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entdo g(z,u) = f(u), para todo x € RY. E portanto, solu¢do do problema penalizado € solugio
do problema original. Assim, nossa tarefa de encontrar solu¢do do problema original (I.T)) é trans-
ferida a encontrar solu¢do do problema penalizado (1.9) que satisfaz a condigdo citada anterior-

mente.

O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema auxiliar € dado por

1
ﬂm=§nw?—/G@mm%ueE (1.10)
RN
que é C'(E, R) e Fréchet diferenciével, veja o Apéndice D, com
J (u)v = /(VUVU + V(z)uv)dz — /g(x,u)vdx, u,v € E. (1.11)
RN RN

E os pontos criticos de J correspondem as solugdes fracas do problema auxiliar (I.9).

Lema 1.2. Sejam f e g definidas em 1) e li respectivamente. Para todo ¢ € R temos:

flx,t) < f(t), Vo e RV, (1.12)
o) < D va > (1.13)
G(z,t) = F(t) para |z| < R. (1.14)

2
Gla,t) < V(;;)t Cselz| > R, (1.15)

Demonstragcdo. A relagdo (1.12) segue diretamente da definicao de f . Para vermos que 1i é
vilida, consideramos primeiramente || > R, assim temos g(z,t) = f(z,t) < V(z)t/k. Agora,

dado x com |z| = R, segue da defini¢do que g(z,t) = f(t) < V(x)t/k .

Uma vez que g(z,t) = f(t) dentro da bola Bp, integrando de 0 a ¢ (em ¢ integramos em

relagcdo a segunda varidvel), temos
t t
[ st = [ e
0 0

12



logo G(x,t) = F(t). Assim, basta integrar em relacdo a ¢ para |z| < R e obtemos (1.14).
Vi(z)

Para obtermos (1.15), basta notar que g(z,t) < Tt’ V|z| > R e integrar em relagdo a¢t. W

1.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Com o intuito de aplicar o célebre Teorema do Passo da Montanha, de Ambrosetti e Rabinowitz
[3], veja o Apéndice B-Teorema para o funcional J : & — R, a seguir, mostraremos que o

mesmo verifica as chamadas geometrias do passo da montanha.

Lema 1.3. O funcional J : ' — R verifica as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha,

isto é,
(I) Existem «, p > 0 = J(0) tais que
J(u) > a >0 paratodo u € E : ||ul| = p.
(I) Existe e € C3°(B1(0)) com |le]| > pe J(e) < 0.
Demonstragcdo. Da defini¢do de g podemos provar que

|92, u)| < eolul® !

/Ga:u §2—O/|ul2d:€
RN

Pela imersdo continua DV2(RY) — L* (RY), temos

Logo,

o 2* 2*
[ G e < S Jul e ey < M |l
RN
Assim,

1 *
J(u) > 2 flull® = M uf®

13



ou seja,

1 .
) 2 ol (5 - 01l 2).

Tomando

1
I Y2r—2
O<p< | — .
< (o)
E escolhendo
1 .
@:p2 {E_MpQ 21

temos J(u) > o > 0, J(0) = 0, para ||u|| = p.

Mostraremos que .J satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha. Da

condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz ( f3), temos

(t)
(t)’

SIS
—

0<-X< para todo t > 0.

"ij

Assim, para qualquer s > 1, tem-se
50 S f(t
0</ —dtg/ &dt,
|t 1 F(t)

0<flns <InF(s)—InF(1), paratodo s> 1,

o que implica em

entao, segue que
F(s)

Ins’ <1
O0<Ins” < nF(l)’

para todo s > 1.

Como o logaritmo € crescente

F
$? < Féig’ paratodo s> 1,
consequentemente
F(s) > c15’, paratodo s> 1, (1.16)

em que ¢; = F(1).

Pela continuidade de F, existe M > 0 tal que F/(s) > —M para todo s € [0,1]. Assim,

14



consideramos ¢, = ¢; + M, temos
F(s)>—M =c; —cyg > 18 — ¢y, paratodo s € [0,1]. (1.17)

De e (I.17) concluimos que

F(s) > c18” — ¢y, paratodo s> 0. (1.18)

Agora, seja ¢ € C3°(B1(0)) com ¢ # 0, assim ¢ tem suporte compacto em By (0). Temos
G(z,s) = F(s) para |z| <R.

Portanto,

t2
Tto) = S el - / Fltp)d.
B1(0)

De (I.18), obtemos

t2
Ko < SRl = [ (atlol’ - ) e
B1(0)

logo
< Eol? o %4 B
J(tp) < 5 [oll” — et [p"dz + 2| B1(0)].
B1(0)
Portanto, desde que 6 > 2, obtemos J(ty) — —oo quando t — +o00 e esse limite implica que

existe t* > 0 tal que e = t*p € C°(B1(0)) com |le|| > pe J(e) < 0. |

Como consequéncia do Teorema do Passo da Montanha, Teorema do apéndice B, existe

uma sequéncia Palais-Smale (u,,) C F tal que
J(up) —c e J(u,) —0

em que

¢ = inf max J(y(t)) (1.19)

Y€l tel0,1]
com

I'={yeC(0,1,E):v(0) =0e~(1) =e}.
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Agora, nosso objetivo € mostrar que o funcional J satisfaz a condi¢do de Palais-Smale. Mostraremos

primeiramente que as sequéncias (P.S) para o funcional J sdo limitadas.

Lema 1.4. Supondo que f : R — R é uma fung¢do continua que satisfaz (f;) — (f3) e supondo
também que a fungdo V : RY — R é continua e verifica a condigio (V;). Se (u,) C E é uma

sequéncia Palais-Smale do funcional J, entdo (u,) é limitada em E.

Demonstragdo. Pelas defini¢des do funcional J e de sua derivada J’, podemos calcular

() — %J’(u)u _ % ull? - /G(a:,u)da: + % /g(as,u)udm, (1.20)

RN RN

onde podemos analisar as integrais dentro da bola By e fora dela. Temos

/ G(x,u)dx—% / gz, u)udzr = / G(x,u)dx—% / gz, u)udz

RN RN |z|<R |z|<R
1
+ / G(m,u)d:c—é / g(x, u)udx
|z|>R |z|>R

e como G(z,u) = F(u) para |z| < Re g(z,u) = f(u) para |x| < R, temos pela condi¢do de

Ambrosetti e Rabinowitz

/ G(z,u) d:c—— / x uudx—/ d:v—— / f(u udaz’—/ (F(u)—f(u)u/0)dx < 0.
|z|<R |J:\<R lz|<R |z\<R |z|<R
E como G(x,u) < V(z)u*/(2k) para |z| > R, entdo

1 1 1
—kHuHQ—/ G(x,u)dm—i-g/ (xuudx>—/ Juldz— / G(a:,u)da:+5 / g(x, u)udz.

lz|=R lz|[<R lz|=R lz|<R

E também podemos concluir que

1 1 1 1
o ||| —/ G(a:,u)dx+5 / g(z,u udx>—/ Juldr — o V(2)uldr + 0 / g(x, u)udx
lz|=R lz|<R lz|=R lz|<R

> 0.
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E importante observar que a integral % f\xl <R g(x,u)udx na desigualdade anterior € positiva. De

fato, temos ¢(z,u) = f(z,u) para || > R, de modo que ou g(z,u) = f(u) > 0 (g(x,u) =
f(u) = 0casou < 0), ounds temos g(x,u) = V(z)u/(k), que resultaem g(z,u)u = V(x)u®/k >
0, como queriamos mostrar. Dai podemos concluir

J(u) — EJ’(u)u =

LTI 1 _ 1
= o ||l +or ||l /G(x,u)dx—l—e /g(:v,u)udx /G(x,u)dx—l—e /g(x,u)udx.

>R o[> R le[<R /<R
A

J/ J/

%
[=]
0%
=]

E assim vemos que
1

1
J(u) — =J' (w)u > — ||Jul|*, Yue E. (1.21)

7 2k
A sequéncia J(u,) é limitada pois (u,) é uma sequéncia Palais-Smale, assim seja /M uma
constante que limita a sequéncia (J(u,)). Temos | J'(u, ))u,| < ||u, || paran suficientemente grande
também porque (u, ) é uma sequéncia Palais-Smale. De fato, para ¢ = 1, existe n suficientemente

grande tal que ||J'(u,,)|| < e = 1 que implica |J'(u,)u,| < ||J (un)]| [|un|] < ||un| paran > ng.

Assim,

1
J(un) — ajl(un)un <M+ [[un],Vn = no. (1.22)

De (L.21) e (1.22), temos
1
o wn|® < M + |Jun||, ¥ > ng. (1.23)

A tltima equagdo mostra que a sequéncia (u,) € limitada. De fato, se (u,) ndo fosse limitada,
entdo haveria n suficientemente grande para o qual o lado esquerdo da ultima equacao iria ultra-

passar o lado direito, o que seria uma contradi¢do. Logo (u, ) é limitada em F. |

A seguir, nds iremos mostrar que o funcional J : ¥ — R, associado ao problema penalizado

(L.9), satisfaz a condi¢do de Palais-Smale.
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Lema 1.5. Sob as hipéteses do Lema|[I.4] o funcional J satisfaz a condi¢@o Palais-Smale.

Demonstragdo. Pelo Lemal[l.4] e pelo fato de que toda sequéncia limitada de um espago de Hilbert
possui uma subsequéncia fracamente convergente, podemos supor que existe v € E tal que u,, — u

em E.

Para € > 0, escolhar > R > 1 tal que

'
1(1-7) wdma| [ n

r<|z|<2r

1/2*

o <e. (1.24)

onde wy é o volume da bola de raio unitdrio em R”.

Para realizar essa escolha de r de maneira apropriada, precisamos primeiramente observar que

u € E C DY3(RY) c L¥ (RY). Isso implica que

fr
RN

1/2*

2%

deve ser um valor finito e bem definido.

Supomos, por contradi¢do, que exista &’ > 0, tal que para todo r > R > 1 tenhamos

/ lu|* > €.

r<|z|<2r

Considere ainda que 2° seja a menor poténcia de 2 tal que 2° > R. Nesse caso, vemos que

/|u Ydr = / lu|? dx + / lu|? dx + / lu|? dx 4 - - - = oo,
RN

0< || <25 25 < || <25+ 25+1< || <25+2
o que é uma contradi¢do, e logo deve haver > R tal que / lu|* dx < e.

RN
Agora, seja n uma fun¢do que depende de r e que possui as seguintes caracteristicas:

(m) n € C=(B;) = C=*(RM\B,),
(n2) n=0em Bg.
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(n3) Por outro lado, a funcdo 7 satisfaz n = 1 em RY \Bs, = BS,. e
(ny) 0 <n <1 paratodo RV,

2
(n5) Além disso, a fungdo 1) deve satisfazer |Vn| < =, Vo € RY.
T

Nosso proximo passo é mostrar que a sequéncia (nu, ) € limitada, para concluirmos que

I (un) (Mun) = /[vunv(nun) + V(@) un(nu,)] — /ng(xvun)undx = o(1).

RN RN

Afirmamos que a sequéncia (nu,,) é limitada em E. De fato, Como (u,) converge fracamente

para u, ja sabemos que (u,,) é limitada em F. Agora vamos analisar a norma

a2 = / IV () + V() (o)) = / 1 () P+ / V(@) (pu)de.  (1.25)

RN RN RN

Como 0 < 7 < 1, temos
/V(x)(nun)zdx < /V(m)uidm < HunH2 (1.26)
RN RN

Assim, s6 falta mostrar que

/ |V (nu,)|*dx é limitada. (1.27)
RN

Umavezque 0 <n<1le|Vnl <2/r, temos

/|V(nun)\2d:€:/[nVun—l—unanzda:g/|77Vun\2+/ |unV77|2d:L’—|—2/|77HunHV77HVun|dx.

RN RN RN RN RN

Prosseguindo, temos

/|7]Vun|2 :/|77|2|Vun|2 §/|vun\2. (1.28)
RN RN

RN
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E também temos

/ unVn2de < / i PV
RN

[\
VR
SN
~~
[\
=
3
o
QL
=

4w | By (1.29)

IN
k“~5
=

3

(VAN
W~
F
—
=3
3

72

2% -2

4 2=2 2
1By C |V,

IN

E por fim

2
[t Tl Vunids < 2 [ a1V jds

RN Bar
< ; [l 228, V| 23,
< ; [ll g2 gy, 1 Borl* =2 [Vl 2, -
< U Tl
< 2B .

De (1.28), (1.29) e (1.30), concluimos que (1.27) é verdadeira. E (1.25)),(1.26) e (1.27),

mostram que a sequéncia (nu,,) € limitada em E.

Segue da defini¢do da norma do operador J'(u,) e devido a J'(u,) — 0 por (u,) ser uma

sequéncia de Palais-Smale que J'(u,,)(nu,) = o(1). De fato, temos

[T () () | < (1T () [ 70m ]|

em que (nu,,) é limitada e ||.J'(u,)|| — 0, 0 que mostra o limite desejado.
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Observemos que J'(uy,)u, = o(1) significa

/[VUHV(nun) + V(z)un(nuy,)] = /ng(x, Up )undz + o(1). (1.31)

RN RN

Agora, vamos usar o fato de que 7 = 0 em Bgr, combinado com (1.13)) e a equagao (1.31]) para

concluir que

<1_ %) / (Vi Vit + V()] g% / | [Vttn| + o(1).

|x|>r r<|z|<2r

Como Vu,V(nu,) = Vu,(u,Vn + nVu,), entdo podemos escrever
[ VT V@) = [ ofvuVa, s Vel v [ aves
|z|>r |z[>r |z[>r
e como g(z,t) < V(x)t/k,V|z| > R, temos g(x,u,) < V(z)u,/k e
1
/ ng(x, w,)uydr < / nu,V(x)u,/kdx = z / nV (z)udz.

x| =7 |z|>r lz|>r

Assim, podemos concluir a partir da Equacdo (1.31)) que

1
/ nVu,Vu, + V(r)u?] < z / nV (z)uZdr — / u, Vu, Vn + o(1).

|z|=r |z|=r |z|=r

1
Subtraindo z / nV (z)uZdz da dltima equagdo temos

|z|=r

1
/ n[Vu,Vu, + V(2)u?] — z / nV(z)uidr < — / u, Vu,Vn + o(1).

|z|=r |z|=r |z|=r

E assim

(1-7) [ ivep vl < [ aivar vl - ¢ [ avenda

|z|>r |z|>r |z|>r



Mas observemos que 7 = 1 em B, entdo temos V7 = 0 em B3 (n € constante fora da bola

Bs,). Podemos entdo escrever

2
— / U, Vu,Vn = — / U, Vu,Vn < / [un| | Vu, || Vn| < - / U | [V,

|| >r r<lz|<2r r<lz|<2r r<|z|<2r

onde temos |Vn| < 2/r e assim

1 2
(1_E) [oatva v <= [ Ve + o) (1.32)

T

|z|=r r<|z|<2r
Queremos concluir que
1/2
/ ||| Vulde < || V| 2@ / u? (1.33)
r<lz|<2r r<le|<2r

por meio da desigualdade de Holder, Teorema Pela desigualdade de Holder, parap = 2 e

q = 2, segue que

1/2 1/2
/ [Vl d < / i 2 / IV 2
r<|z|<2r r<l|z|<2r r<|z|<2r
E assim mostramos que
1/2 1/2 1/2

/ [Vl < / a2 / va? | < / a2 | It oy -

r<|z|<2r r<|z|<2r r<|z|<2r r<|z|<2r

2
loc

(RY), de modo que podemos tomar

(RY).

O espaco E estd compactamente imerso no espago L
uma subsequéncia onde u,, — u em L?*(B,,\B,), assim (u,,) também € limitada em L}

loc

Logo,
1/2

lim sup / [un||Vu,|de < ¢ / u?dx (1.34)
r

n
r<|z|<2r r<|z|<2r

para algum C' > 0.
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Vamos mostrar que

1/2 1/2*

/u2§/|u

r<z|<2r r<|z|<r

z | By, \ B, |V (1.35)

Para se chegar a Equacéo (1.35)) utilizamos a desigualdade de Holder, veja o Apéndice A-Teorema

comp=2*/2>1eq= N/2> 1, como mostra desenvolvimento a seguir

1/p 1/q
/ u® < / (u?)? / 14
r<|z|<2r r<|z|<2r r<|z|<2r
2/2* 2/N
*
< / 2 / 1V/2
r<le|<2r r<la|<ar

que implica na desigualdade (1.35]) quando se passa a raiz quadrada.

Utilizando que |Bs,\B,| < |Bs| = wn2VrY juntamente com as equagdes (I.34) e (T.33),

temos

1/2
lim sup / [un ||V, |de < 2CW11\//N / Jul*
" r<|z|<2r r<l|z|<2r
De fato,
1/2
. C 2
lim sup |un || Vuy,|de < — u dx
r
" r<|z|<2r r<|z|<2r
1/2*

C *

= / u? | Boy\ B, |V

r<|z|<2r
1/2*

C .

— 7(2]\[7’]\[(,L)]\f)1/N / u?

r<|a|<2r
1/2*
= QC'w]l\{N u”
r<|z|<2r
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E portanto
1/2

lim sup / || |Vt |de < 2Cw)™ / |u|® : (1.36)

r<|z|<2r r<|z|<2r

Devido a escolha de r na Equacdo (1.24)), devido a estimativa realizada na Equacdo (1.32) e a

estimativa da Equagdo (1.36), temos
lim sup / [V, | + V(2)ui)dr < e,
n
|| >2r
com mais detalhes, temos

/n[\Vun|2+V(a:)ui}da:§— k)_l / ||| Vuy|de + o(1)

|z|>r r<|z|<2r

4 1\

r<z|<2r

= N
Y
—_
|

| —

1/2*

g +o(1)

e reescrevendo a integral do lado esquerdo temos
n[|Vun|? + V(z)u?|ds + / n[|Vun|* + V(z)u]de < e+ o(1)
|z|<2r |z|>2r
onde sabemos que 7 = 1 em B5_ e podemos concluir assim que
/ N[V, |* + V(z)ul]de = / [[Vu,|* + V(2)u?|de
|z[>2r |z[>2r

e por fim

lim sup / [[Vu,|* + V(2)uilde < e. (1.37)

|z|>2r

Sabendo que g(z,u) < V(z)u/k paratodo |z| > R e que k > 2, podemos escrever

1 1
lim sup / ung(x,un)dxgglimsup / V(m)uidargz /[|Vun|2+V(x)ui]dx<

n n
|z|>2r |z|>2r |z|>2r

T~ ™
DO ™

Observe que |ug(x,u)] < colul* € LYRY), consequentemente existe » > 0 suficientemente
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grande, tal que

ug(x,u)dr <

DO | ™

|| >2r

Assim, existe ng € N e r > (0 suficientemente grande tais que

/[ung(x,un) —ug(z,u)lde| < e + / [ung(x, u,) — ug(z,u)|dx]| . (1.38)

RN |z|<2r

Por imersao compacta

DY (RN) — LP

loc

(RY) para p e (2,27,

a menos de subsequéncia, (u,,) converge pra u em L”(Bs,). Logo, do Teorema de Vainberg, veja

o Apéndice A-Teoremal[A.4] existe h € LP(Bs,) tal que
Up(z) = u(xr) qt.p em By, e

lun(x)] < h(z), Yn € N ¢.t.p em By,.

Assim, como ¢ é continua, temos
|9(2, un)un — g(z,w)u| =0 g.t.p em B

Agora, como ¢ tem um crescimento subcritico, temos

IN

90, ) — gla,whul < g, wn)un| + ge, )l

IN

colun|? + colul?

< co|h(2)|P + colulP.

Co|h(l’)|p + C()|U|p S L1<Bgr).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, veja o Apéndice A-Teorema|A.2] temos

lg(z, up)u, — g(x, u)ulde — 0. (1.39)

|z|<2r
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Finalmente, de (1.38) e (I.39) concluimos que

lim [ w,g(z,u,)dr = /ug(x,u)dx. (1.40)

n—00
RN RN

Como (u, — u) é limitada em F, de
[T () (i, = w)| < (] () [ [t = ]
temos
J' (un) (un, — u) = o(1),

isto €,

el = Jfull? + / oo, w)udz / 92, un)undz = o1).

RN RN

Passando o limite com n — +o00, juntamente com (1.40), encontramos

. 2 2
Hm fun |[* = [[ul]”
n—-+o0o

Logo,

lun —ul? = /V(un—u)v(un—u)dm+/V(m)(un—u)2dx

RN

= /|Vun|2dx—2/VunVudx+/|Vu|2dm+/V(x)(ui—?unu—klﬁ)dx

RN RN RN RN

— fun® + fJulf? = 2 /(VunVu—i-V(x)unu)dx
RN

= o(1).

Isso mostra que u,, — v em F e portanto o funcional J satisfaz a condicao Palais-Smale. |
Proposicao 1.1. Suponha que V satisfaz (V]) e que f satisfaz (f;) — (f4). Entdo, o problema
auxiliar (I.9) (problema penalizado) possui uma solugio positiva u € E.

Demonstragdo. De fato, usando os Lemas [[.3]e[[.5|combinado com o Teorema do Passo da Mon-
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tanha de Ambrosetti e Rabinowitz, veja o Apéndice B - Teorema[B.2] concluimos que .J possui um
ponto critico u tal que

J(uw)=ce J'(u)=0.

Portanto,
0= /(VUVU + V(x)uv)dz — /g(w,u)vdw, veE.
RN RN

Agora, verificaremos que u € uma solucao positiva. Como u € solucdo de (1.9) e u~ € FE, segue

que
J'(w)u~ =0,
ou seja,
0 = /(VuVu_ + V(z)uu™)dx — /g(:z:, w)u”dx
RN RN
> /[|Vu_]2 + Vi(x)(u)?dx — /g(x,u)u_dx
RN RN
_ _ 2
= /[|Vu 1?4+ V(z)(u ) de = ||u||".
RN
Portanto, como u~ = 0, entdo v > 0 em R". Pelo principio do méaximo, v > 0 em R*. [ |

1.3 Existéncia de solucao para o problema (1.1)

Nosso objetivo agora, € provar que solucao do problema auxiliar (problema penalizado) é tam-
bém solucao do problema original (I.1]) e assim demonstrarmos o Teorema principal deste trabalho.
Para isso, inicialmente iremos obter algumas estimativas adequadas sobre a solu¢do do problema

auxiliar (1.9) através dos Lemas 1.7, 1.8 e 1.9.
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1.3.1 Estimativas sobre as solucoes do problema penalizado

Definicdo 1.1. Denotamos por B = B;(0) a bola aberta centrada em 0 e de raio 1 e por

Iy : H}(B) — R o funcional definido por

Io(u) = %/(|Vu|2 + Voou?)dz — /F(u)dx (1.41)
B B

onde V,, > 0 € a constante da hipétese (V5). Em que H;(B) é o completamento de C§°(B) com

relacdo a norma .|| g1 ).

Lema 1.6. O funcional I : H}(B) — R verifica as duas geometrias do Teorema do Passo da

Montanha, isto €,
(I) Existem «, p > 0 = Iy(0) tais que

Io(u) > a > 0 paratodo u € Hy(B) : |jul| = p.

(Il) E existe e € H}(B) com |le]| > pe [y(e) < 0.

Demonstragdo. A prova deste resultado é semelhante ao que foi feito no Lema|I.3]

Consideramos assim o ponto e € HJ(B)\{0} para o qual I(e) < 0 e todos os caminhos que

partem de 0 e chegam em e, mais precisamente considere o conjunto
I'={yeC(0,1], Hy(B)) : 7(0) = 0e (1) = e} (1.42)
de modo que temos o nivel da montanha associado a [ que € dado por

d = inf max Io(y(t)). (1.43)

vel' te[0,1]
Uma vez que J(u) < Iy(u) para todo u € Hg(B)\{0}, temos

max J(7(1)) < max Io(y(1)) (1.44)

t€[0,1] T telo,1]
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para toda curva y € I'. Entdo, a partir das defini¢des dos nimeros c e d, concluimos que
c<d. (1.45)
Lema 1.7. Para R > 1, qualquer solugdo ground state positiva u de satisfaz a estimativa
Jul® < 2kd. (1.46)
Demonstragdo. Do Lema|[l.4]sabemos que para todo u € E temos

1 1
J(u) = 20 (wpu > o Jull”,

de modo que podemos concluir

1
u|® < 2k[J(u) — 57/ (] < 2kJ(u) < 2ke < 2kd. |

Observacao 1.1. No Lema destacamos o fato de que ||u|| é limitada por uma constante que

depende apenas de V,, 0 e f. Esta constante ndo depende de R > 1.

A proposi¢do que iremos demonstrar a seguir estabelece uma estimativa importante envolvendo
anorma L>°(RY) da solugdo u, o que é de extrema importancia para obtengdo dos resultados de

existéncia de solu¢@o do problema proposto.

Proposi¢io 1.2. Sejah € LY(RY),2¢ > Newv € E C D"*(R") uma solugdo fraca do problema
—Av +b(z)v = H(z,v) em R, (1.47)
onde H : RN x RN — R é uma funcio continua satisfazendo
|H(x,s)| < h(x)|s],Vs >0

e b é uma fungdo ndo-negativa em R”. Entdo existe uma constante M = M (q, ||h| ., ®y) > 0 tal
que

||U||L°0(]RN) <M ||U||L2*(RN)'
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Demonstracdo. Paracadam € Neum 5 > 1, definimos

Ay ={z eRY : |v|! <m}

v em A,,,

m2v, em B, = RV\A,,.

Um

Observamos que v,, € E,v,, < |v]?/71,

Vo, = (28— Dw]*® VVy em A, e Vo, =m>Vuv em B,,. (1.48)

Da hipétese da proposi¢do, a fungio v satisfaz —Av + b(z)v = H (z,v). Multiplicando ambos

os lados dessa equagio por v,, e integrando em RY, obtemos
/ —Av v, + / b(z)vv, = / H(x,v)v,
RN RN RN

€ assim

/Vvva—i-/b(x)vvm = /H(x,v)vm.
RN RN

RN

Observemos que a integral / v, pode ser reescrita como a soma das integrais em A,, e B,,

RN

e utilizando as observacdes feitas em (1.48]), temos

/Vvva = /Vvva—l—/Vvva
RN Bm

Am
(1.49)
- (25—1)/|u\2<6—1>|w12+m2/ Vol
Am Bm
Definimos
v|v]’~t em A,
Wiy =
mv, em B,,.
Observamos que
Vi = Blv|’'Vu em A,, e Vw,=mVv em B, (1.50)
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€ 1ss0 nos permite escrever a integral / |V, |* como

]RN

[ 19 = [ 19+ [ Fwnf = [P wep +m? [[oop sy
RN Am Bm Am Bm

Utilizando (1.51) e (I.49)), respectivamente, obtemos

[Tl +batyde = [ [Fonl+ [ bapids

RN RN

= 52/|v|2(5_1)|Vv|2d:13+m2/|Vv|2dx+/b(x)w3ndx
Am Bm

RN

= 52/\v\z(ﬁ‘”lvv!?d:w/Vvvvmdx

Am RN

—(2ﬁ—1)/|v|2(5U[Vvﬁd:c—l—/b(x)w?ndx.
Am

RN

E isso mostra que

/(|chm|2 + b(x)wi))dr = (B —1)? / |v|2B=D | Vo|2dx + /(Vvva + b(x)w?))dz. (1.52)
Am

RN RN

2

Observe que pela defini¢do de v,,, temos w;;,

= vv,, > 0 e que podemos somar /b(x)vvm

RN

nos dois lados da Equagdo (1.49) para obter

/(Vvva + b(z)vvg,)dr = (28 — 1) / 0]~V Vo dx 4 m? / |Vl dx + / b(x)vvde
Am Bm

RN RN
N -~ 7

>0

que implica

(28 —1) / v|?B=D | Vo|2de < /(Vvva + b(x)vv,y,) d. (1.53)
Am

RN
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De (1.52) e (1.53)), temos

/(leml2 +b(@)wi)dr < (B—1)? / [o?B=1 | Vo2 de + /(Vvva + b(x)vv,,)dz
Am

RN RN

< (255—_11 /(VUVUm + b(x)vvy,)dx + /(Vvva + b(z)voy, )dx

RN RN

— {f/@__lf + 1] / (VoVu, + b(z)vvy,)dr,

de onde concluimos que

2
/(leml2 + b(z)w? )dx < 25_ N /(VUVUm + b(z)vvy,)dr. (1.54)

RN RN

Observamos que devido 2 hip6tese de v satisfazer —Av + b(z)v = H(x,v) em RY podemos

escrever
—Avvy, + b(x)vv, = H(z,v)v, = VoV, + b(x)vv, = H(z,0)vn,

entdo a equagdo (1.54) implica na desigualdade

52
28 —1

/ (IVwml* + ba)wp,)da <

RN

/H(x,v)vmdx SBQ/H(x,U)vmda:, (1.55)
RN RN

notando que a dltima desigualdade vale pois 8 > 1.

Consideramos a menor constante S que satisfaca
||u||22*(RN) < S/ |Vu|?,Vu € DY (RY). (1.56)
RN

Usando a defini¢do de w,, e a estimativa |h(z, s)| < h(x)|s| para todo s > 0, temos
N-2
N

/]wm\?d:c < QSBQ/h(:U)wfndx. (1.57)
Am

RN

32



Para tanto, consideramos a desigualdade (1.56) com u = w,, para obtermos

ooy < 5 [ 1Vm P,

RN
isto €,
N-2
N
/ |wm|? dx < S/ |V, |*dz. (1.58)
RN RN
De (1.55), nés concluimos que
/|Vwm|2dx < /(]VwmIQ + b(x)w?)dr < ﬁz/H(m,v)vmdm. (1.59)
RN RN RN

Por fim, como |H (z, s)| < h(z)|s| para todo s > 0, de (1.58)) e (I.59) vemos que
N-2
N

[l | <55 [ 0ude < 55 [ ayoodr
RN

RN RN

€ assim
N—
N

2 dx < S@’Q/h(aj)w2 dx.

2

m

[
RN

Consideramos o conjugado ¢; > 1 de ¢ que satisfaz 1/¢q; + 1/¢ = 1. Podemos utilizar a

RN

desigualdade de Holder para obtermos a seguinte estimativa

1
/ h(@)edr < ] o) ( / ,wmpqld:@) .

RN

Podemos ainda aplicar essa desigualdade para escrevermos

N—2
N
/ |wm|2*dx < / |wm
Am RN

Por fim, verificamos que |w,,| < |v]? em RY. Isso € imediato da defini¢do de w,, em A,,. Para

N—2 1
N

q1
Ydo| < S bler, | [ o

RN

ver que |w,,,| < |v|? em B,,, devemos relembrar que B,,, = {z € R, [v|"~! > m} de modo que
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temos nesse conjunto w,, = mv < |v|?. Assim, podemos reescrever a tltima desigualdade como

[ ten
Aum

O Teorema da convergéncia monédtona afirma que se uma sequéncia de nimeros reais (a,)

N-2

q1

2 da < SB2 Al paemy m/ﬁvﬁﬁmdx : (1.60)
]RN

€ mondtona crescente (decrescente) e limitada, entdo ela converge para o seu supremo (infimo).

Queremos aplicar o Teorema da convergéncia mondtona para mostrarmos que

2 2
102 sy < B°S Il oy 100125, o, -

ou, elevando ambos os lados a 1/(2/),

1 28
ollz2scamy < B (S 1l zagum) ™ Nl (1.61)

Para tanto, devemos observar pela definicdo de A,, como A,, = {x e RN ju|f~t < m} que a
sequéncia (|A,,|) é mondtona crescente. Além disso, devemos observar que |w,,|"/? — |v| pon-

tualmente para m — +-o00. Por fim, obtemos

[
Am

28 1 28

N-2

N

1
. L 2*6 2*/8
> dx = /(|wm\5) dx — /|v
Am

m

9
* 2
2 de - ||UHL€*5(RN) .

Isso mostra que podemos obter a desigualdade desejada a partir de (1.60).

Definimos 0 = ———— > 1, onde lembramos que
w(N —2) 4

B = o, podemos escrever

5 > @1, observamos que tomando

2N
= 281 = ——=2"

5:%w;m N-2

e assim a equac@o (I.61)) pode ser reescrita como

1

1 20
ol vony < 07 (S Il Lagy ) ™ Nell e ) -

34



Se fazemos 3 = 02, podemos escrever

) N? 1 N N

0':—:> e
B G N—=2q¢(N-2)

IR Tz

e assim a desigualdade da Equac@o (I.61)) pode ser reescrita como
1
% 202
oll oy < 07 (S 1l g ) Nollomo e -
Podemos juntar as duas ultimas desigualdades obtidas para escrevermos

1
l -2
||U||L2*U2(RN) S o2 <S||h||Lq RN )2 ||U||L2*‘7(RN)

1

2 ;2 20

< (S Ihllnan) ™ 07 (SThllan) el
1,2 3(5+72)

= o) (Sl gae)) "7 ol

E disso vemos que vale a desigualdade

1+ L+t b))
2\o " 52 o
0l o om vy < 054530 (Sl ) ol vy (162)
Como
] I 1
z:: ol 1 ° 3 z; ol 1’
entdo podemos passar a desigualdade (T1.62)) ao limite para obtermos
1
B T
ol ey < 07 (S 1l gam) ™ Mol o ) (1.63)
Portanto,
||U||L00(RN) <M “UHL?*(RN)a
oD N(g—1
onde M = g1 <S ||h||Lq(RN)> oo = %, como queriamos provar. [
q _

Lema 1.8. Para todo R > 1, qualquer solugdo ground state positiva u de (1.9) satisfaz a desigual-
dade
]l ooy < M (2Skd)?.
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Demonstragcdo. Definimos as fun¢des auxiliares

fO), se |fl<R ou f(t)< V/f)t
H(z,t) =
0, se |z|>R e f(t)> V](f)t
V(z), se |t|<R ou f(u)< V](f)u
b(x) =
(1 — 1) V(z), se |z[>R e f(u)> V(x)u
K ’ = Ko

Para essas funcdes auxiliares definidas acima, podemos ver que se u € E € solucdo do prob-

lema auxiliar (1.9)), entdo também € solu¢do do problema

—Au+ b(x)u = H(x,u) em R,

Para verificar o afirmado, basta aplicarmos a definicdo das fun¢des auxiliares H e b. Seja u uma

solugdo de (T.9). Dado um ponto = € RY, temos

2] < R ou f(u) <

ou

No primeiro dos casos, temos
—Au+V(x)u=g(x,u) = f(u) = —Au+b(x)=H(z,u),

€ no segundo caso temos

Vi(x)

—AutV (2)u = g(z,u) = fz,u) = .

u = —Au+t (1 — %) V(z)u=0= —Au+b(z)u = H(x,u).

Seja .S a menor constante que satisfaca a desigualdade

HUHiQ*(RN) < S/ |Vul?dz, Yue DY(RY). (1.64)

RN
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Pela definicdo de H temos |H (z,t)| < |f(t)|- Também sabemos que existe uma constante ¢

tal que |tf(t)] < colt|” o que implica em | f(t)| < co|t|P~!, de modo que |H (z,t)| < colt|P ' e

assim podemos escrever

[H (2, u)| < colul™,

ou

|H (z, u)| < h(z)]u|

com h(z) = colulP~2.

*

Para g = 5 verificamos que i € LY(RY). De fato,

/|h($)|qu = / [co|u|p_2];f2 dx = /co|u|2*dx < 400,
RN RN RN
pois u € DV2(RY),

Da desigualdade (I.64) segue que

Q=

[ /mwm
RN
p—2
2
< Co /|u 2 da
RN
p—2
2
< C()Sp2 /IVUFCZ"L‘
RN
E pelo Lema [I.7]temos
p—2
2
1Pllgages) < 08" /IWIQd:v < co(25kd)"™" .
RN

Por fim, utilizamos a Proposi¢do [[.2]e obtemos

SIS

N =

meméwMWMQWS/WWM < M(25kd)

RN
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finalizando assim a demonstracao. [ |

Observacdo 1.2. Pela Proposi¢do|[I.2]e do Lema(I.8] nds observamos que a constante A/ depende

somente de p, V., 0 e cp.

Lema 1.9. Para todo R > 1, qualquer solucgdo ground state positiva u de (1.9)) satisfaz a desigual-
dade

RN=2|ull, o N—2 1/2
u(z) < ]| oo vy _R M (2Skd)
|x|N72 |$|N72

V|z| > R.

Demonstracdo. Sejav € C*(RN \ {0}) a fungdo dada por

RN-20M (25kd)/2
v(z) = |z N2

Afirmamos que v é uma fung@o harmonica em RY \ {0}, isto é, Av(z) = 0 em RY \ {0}. De

fato, notemos que

€
v _ pN-2 1/2 9 2-N
8x,~<x) = RUT°M(25kd) 8:1:Z(|x| )
7N
= RN-2M(2Skd) 1/2 <Zx>
o N[N =
_ N— _ 2
= R QM(QSkd)l/QT (;x) 21
—  RN2M(2Skd)V2(2 — N)-2
R (2Skd)"( )Ix|N
Logo,
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821) 0 xX;
@("E) = 3 (RN—2M(2Skd)1/2(2—N) )

a N 2
_ N=2)r(9 1/2(9 _ N 2 .
R (25kd)M/2( ) Fo. <Z x) i

N E N
N
_ pN-2 1/2 2 2
= RN72M(2Skd)'/?(2 — N) —3 <;1 xz> 2w + <§ xz> -1

= RN—QM(zskd)l/Q(Q_N)[ Na:2+1}

¥ [ a2

Assim,
Av(z) = RN2M(2Skd)'/?

(2—N){ N

2
2 | e *N]

2~ N)

= RN2M(2Skd 1/2< -0

= 0
em RY \ {0} para N > 3, concluindo a prova da nossa afirmago de que v é harmdnica.

Pelo o que foi visto no Lema |1.8] uma solucdo ground state positiva para o problema ((1.9)
satisfaz a desigualdade |[ul| jocgny < M(25 kd)'/2, o que significa dizer que se considerarmos
apenas os pontos = € JBg, isto é, apenas os pontos com || = R, temos © < v em 0Bg. De fato,

dado um ponto x € 9Bp, entio |z| = Re v(z) = M(2Skd)'/? e assim segue que u(r) < v(z).

Definimos a funcao

(u(z) —v(x))", se |z[ > R,

0, se |z] < R.

Da defini¢do de w temos w > 0 e também podemos concluir que w = 0 em 0Bg. De fato, em
0Bpr temos

u<v = (u—v)<0 = (u—v)" =0.
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Notemos que w(z) < u(z) paratodo z € RY e w(x) > 0. Assim,
/|w(x)y2*dx < / (@) dz < +oo
RN RN

e isso nos mostra que w € L? (RY). Uma vez que Vw(z) = 0 para |z| < R ou quando
u(z) < v(x) e como Vw(z) = Vu(x) — Vou(x) se u(x) > v(z), também podemos concluir

que Vw € L?(RY) e portanto w € DV2(RY).

Como w € DV?(RY), podemos calcular Vw, assim temos

/\Vw[de :/V(u—v)dex :/ V(u—v)dex—i—/ V(u—v)dex:/ V(u—v)Vwdz.

|z[<R |z|=R |z[=R

Como Av = 0 em RY \ Bg, w = 0 em dBg, entdo pelo Teorema de Greem, veja o Apéndice A -

Teorema obtemos

/|Vw|2dac =— / A(u — v)wdr = — / Auwdz. (1.66)
RN

2> R jol>R

E como supomos que u é uma uma solu¢do ground state positiva de (1.9), temos

—Au = g(x,u) — V(x)u e por isso podemos escrever

- / Auwdz = / (9(z, w)w — V(z)uw)dz. (1.67)

lz|>R lz|>R

Uma vez que g(z,t) < V(2)t/k,|z| > R, temos

/ (9, o=V (z)uw)de < / (%V(:ﬂ)uw - V(x)uw) d = (% _ 1> / V(z)uwdz < 0.

el R jol>R

Essa ultima desigualdade, juntamente com as equagdes (1.60) e implicam que

/ |Vw|*dz =0
RN

e assim w(z) = 0 para |z| > R. Portanto, observamos pela defini¢cdo de w que u < v,V|z| > R,

como queriamos mostrar. |
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1.3.2 Solucao Positiva para o Problema (1.1)

Através de todos os resultados que foram apresentados anteriormente, somos agora capazes de

provar o Teorema @ Para facilitar a leitura, vamos enunciar novamente este teorema:

Teorema 1.2. Sejam V : RY — R uma fun¢io continua que satisfaz as hipdteses
(Vi) = (V3) e f : R — R uma fungo continua que satisfaz as hipéteses (f1) — (f4). Entdo,
existe uma constante A* = A*(V,, 0, p, ¢y) tal que o Problema (I.1)) possui uma solugéo positiva

para todo A > A*.

Demonstragdo. Recorde que pelos Lemas [[.4]e[I.5]combinado com O Teorema do Passo da Mon-
tanha, Veja o Apéndice A - Teorema obtemos solucdo para o problema auxiliar (I1.9). Afir-

mamos que sob as hipéteses (15) e (V3) essas solugdes também sdo solugdes do problema original

L1l

A esséncia da demonstracdo desse teorema é mostrar que sob as hipéteses (V3) e (V3) nés

temos g(x,u) = f(u), o que reduz o problema (1.9) ao problema (1.1].

Para isso, é suficiente mostrar que f(u) < V(z)u/k,V|z| > R. De fato, se f(u) < V(z)u/k,
entdo temos por defini¢do f(z,u) = f(u), que significa dizer que g(z,u) = f(u),Vx € RV, ou

seja, (I.9) se reduz a (1.1).

Como observado anteriormente, existe ¢o > 0 para o qual |sf(s)| < co|s|?,Vs € R, que

implica
uf(u) < colu* = uf(u) < colul¥=2
€ assim
(W) o o pu B4 (1.68)
U
Logo,

—— < colu|¥-2. (1.69)
Por meio do Lema|[I.9] sabemos que vale a desigualdade

RN=2M (2Skd)'/?
u(r) < FiE ) V0z| > R
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e podemos concluir que

N—-2 2Skd 1/2 ﬁ 4 4
R M( S ) — COR— [M(2Sk,d)1/2] N-2

[t

M<c|u|ﬁ<c
u — 0 =0 |z|N-2

4/(N-2)

e fazendo A* = kco (M (25kd)'/?) e tomando um valor A > A*, temos pela hipétese (V)

que
flu) AR
u k |x|*
A R?
kfft

IN

IN

IN

1 . 4
[ kel V@)

inf |z[*V(z)

1jzI>R

koot

}1]&’4

klaft

Uma vez que ‘ing |z|*V (z) < |z|*V(2), |z| > R, podemos concluir que

f(u)

€ portanto ——
U

IN
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Apéndice A

Resultados e Definicoes

Apresentaremos algumas defini¢des e resultados bésicos usados ao longo da dissertacao.

Definicao A.1. Uma funcio v : {2 — R € dita mensurdvel se para todo o« € R o conjunto
By = {z € Qu(x) > a}

€ mensuravel no sentido de Lebesgue.

Definicao A.2. Para 1 < p < 400. O espago de Lebesgue L”(€2) é o seguinte conjunto

LP(Q) ={u: Q — R; f é mensurdvel e/ |u(x)|Pdr < +o0}.
Q

munido da norma definido por

fullioy = | [ lulo)do
Q
Definicao A.3. Definimos o espago L>°(£2) por
L>=(Q) = {u: Q — R; f é mensuravel e existe c tal que |u(z)| < ¢ ¢.t.p.em Q}.

Um elemento de L>°(£2) é dito uma funcdo essencialmente limitada. E para cada u € L*>((2),
definimos

[ull oo () = sup ess = inf{c; [u(x)] < ¢ g.t.p.em Q}.
€N
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Definicao A.4. Seja u : {2 — R uma fung¢do continua. Chamaremos de suporte de u o conjunto

suppu = {z € Q;u(x) # 0}.

Defini¢cdo A.5. Designamos por Cy(§2) o espago das fung¢des continuas sobre 2 e que tém suporte
compacto e por C3°(€2) o conjunto das fungdes ¢ : 2 — R que tém suporte compacto e que
possuem em §) derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de C§°(£2) sdo de-

nominados fungdes testes em 2.

p
loc

Definicao A.6. Para 1 < p < 4o00. Denotaremos por L7 (£2) o espago das fungdes u : 2 — R

tais que |u(z)|? é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K de €2, este é chamado

de espaco das fungoes localmente integrdveis.

Teorema A.1 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja ( f,,) uma sequéncia ndo-decrescente de

fungdes em M (X, X'), que converge para f, entdo

/ fdu = lim / jm

Demonstracdo. Ver [26]], pagina 31.

Lema A.1 (Lema de Fatou). Se (f,) pertence a Mt (X, X), entdo

/lim inf f,dy < lim inf/fnd,u.

Demonstracdo. Ver [26]], pagina 33.

Teorema A.2 ( Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma sequéncia de
fungdes em L'(€2) que converge em quase todo ponto para uma fun¢do mensuravel f. Se existe

uma fungio g € L'(Q) tal que, paratodon € N, |f,| < g em quase todo ponto, entdo f € L'(Q)

/fd,u: lir+n /fndu.

Demonstracdo. Ver [26]] pagina 44.

€
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1 1
Seja 1l < p < +o00. Dizemos que q é expoente conjugado de pse — + — = 1.
P q

1 1
Teorema A.3 ( Desigualdade de Holder). Seja f € LP(Q) eg € LY(Q)comp > 1e -+ — = 1.
p

q
Entdo, fg € LY(Q) e[| £9ll 1) < 1fllLoio) 190 L) -

Demonstragdo. Ver [26] pagina 56.

Teorema A.4. (Vainberg) Seja (f,,) uma sequéncia em LP(Q2) e seja f € LP(S) tal que

1fn = Fllo() = 0-

Entdo, existe uma subsequéncia ( f,, ) e uma fungdo h € L?(12) tais que

Q) (fn,)(x) = f(z) q.tp. em Q.

() |(fn,)(x)] < h(x), paratodo k € N, q.t.p. em €.

Demonstragdo. Ver [13]], pdgina 94, Teorema 4.9.

Teorema A.S. Seja N > 3. Entdo
DY (RY) — L*(RY)

esta imersao nunca é compacta. Veja [[19], [21]].

Salientamos que a continuidade da imersdo acima € expressa explicitamente por desigualdades
da forma

[ull 2 vy < Cllull progay -
Teorema A.6. (Férmula de Green) Seja Q2 C RY um aberto, limitado e suave. Seja u € C2(Q2) e

v € C1(Q). Entio,
/(Au)vdm = a—uvda — /Vqudx

ov
Q o9 Q
. ou . ,
em que v = v(x) é o vetor normal externo de 02, 8—(37) = Vu(x).v(z) e o é a medida da
v

superficie sobre 02. Ver [18]], pagina 628, Teorema 3.
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Apéndice B

Teorema do Passo da Montanha

Apresentaremos algumas definicdes e alguns resultados de teoria dos Pontos Criticos, além

disso, enunciaremos e provaremos o Lema de deformacdo e o Teorema do Passo da Montanha.

Definicao B.1. Sejam X e Y dois espacos normados tais que Y C X. Diz-se que Y estd imerso
continuamente em X, ou que a imersdo Y — X é continua, quando a aplicagao i : ¥ — X tal

que i(x) = x é uma aplicagdo continua.

Definicao B.2. Sejam X e Y dois espagos normados tais que Y C X. Diz-se que Y estd imerso
compactamente em X, ou que a imersdo Y — X é compacta, quando a aplicacdo i : ¥ — X tal

que i(x) = x é uma aplicagdo compacta.

Definicao B.3. Dado um espago de Banach X e um funcional / : X — R, dizemos que [ possui

Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear 7" € X" tal que

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, € inica. Vamos denotd-la simplesmente por

I'(v).

Defini¢io B.4. Se 2 é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C' em € ou que
I € C'(Q,R) quando a derivada de Fréchet de I existe em todo ponto u € €2 e a aplicagio

I': Q — X' é continua.

Definicao B.5. Dado um espago de Banach X e um funcional / : X — R, dizemos que [ possui
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Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear 7y € X' tal que

lim I(u+tv) — I(u) — Tyv
t—0 t

=0, paratodo v € X.

A derivada de Gateaux no ponto u, quando existe, é Unica. Vamos denotd-la simplesmente por
Ig(u).
Sejam X um espacgo de Banach e [ : X — R um funcional. Se a derivada de Fréchet I’(u) em

u € X existe, entdo a derivada de Gateaux [/, (u) em u € X existe e I'(u) = I/, (u). Isto &, todo

funcional Fréchet diferenciavel é também Gateaux diferenciavel.

Proposicao B.1. Considere um funcional / : {2 — R, onde {2 é subconjunto aberto de um espaco

de Banach X. Se I tem derivada de Gateaux continua sobre (2, entdo I € C*(Q).

Demonstragcdo. Sejam u + h e u € {2 e como / possui derivada de Gateaux sobre (2, entdo pelo

Teorema do Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal que
I(u+h) — I(u) = I;(u+ 6h)h.

Note que
I(u+h) — I(u) — I (u)h = I(u+ 6h)h — I (u)h

de onde segue que

1 ' (u _ L ' (u — I'(u

h

= [Ug(u+0h) = Ig(u)] Tl

Deste modo

HH_;H e+ h) = Iw) = fé@hJH = [+ 0h) = I(w)]].

Uma vez que a derivada de Gateaux é continua, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se ||v| < 0,
segue-se

|15 (u+6h) — I (u)] < e.
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Logo,
Tt ) = I(u) — T(u)h] = 0.

lim
a0 [[R]|
Deste modo, concluimos que a derivada de Fréchet existe e € igual a derivada de Gateaux. Portanto

a derivada de Fréchet € continua sobre 2, ou seja, I € C'(Q). |

Defini¢iio B.6. Seja X um espaco de Banach e / : X — R um funcional de classe C'. Dizemos

que (u,) C X é uma Sequéncia Palais-Smale no nivel ¢, denotada por (PS). quando

I(u,) = ¢ e I'(u,) — 0.

E dizemos que I verifica a condi¢do Palais-Smale, quando toda sequéncia (PS)., para ¢ € R,

admite uma subsequéncia que converge em X, isto &, se
I(u,) = ¢ e I'(u,) =0,
entdo existem uma subsequéncia (u,, ) C (u,) e up € X tal que
Up, — Uy em X.
Defini¢iio B.7. Seja X um espaco de Banach, I € C'(X,R) e
X ={ue X;I'(u) # 0}

o conjunto dos pontos regulares de /. Dizemos que a funcdo ¢ : X — X é um campo pseudo-

gradiente para I quando ¢ € lipschitziana e

@ [[o(u)llx < [[I'(wW)]x e

®) I'(w)p(u) > |I'(u)|5 -

Agora vamos enunciar e demonstrar o Lema de Deformagao. Para isso, assumiremos que dado

um funcional I € C'(X,R), sempre existird um campo pseudo-gradiente para I, veja [21].
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Lema B.1 ( Lema de Deformagdo). Sejam X um espago de Banach, I € C'(X,R),c € Ree > 0.
Se
11 (w)]| > 4e,

para todo u € I *([c — 2¢, ¢ + 2¢]), entdo existe n € C'(X, X) tal que

(i) n(u) = (u), paratodo u & I '([c — 2¢, ¢+ 2¢]),

(i) n(I7*(] —oo,c+el)) C I — oo,c—el).

Demonstragdo. Definimos a funcdo ¢ : X — R do seguinte modo

dist(u, X \ A)

(u) = [dist(u, X \ A) + dist(u, B)]

onde

A=T"c—2e,c+2]) e B:=I"[c—¢,c+e]).

Vamos verificar que

[dist(u, X \ A) + dist(u, B)] >0

para mostrarmos, que de fato, 1 estd bem definida. Supomos, por contradicdo, que existe u € X
tal que
[dist(u, X \ A) + dist(u, B)] = 0.

Uma vez que dist(u, B) = 0 e B é fechado, entdo u € B, ou seja,
c—e<I(u)<c+e. (B.1)

Por outro lado, dist(u, X \ A) = 0 implica que v € X \ A. Logo, existe uma sequéncia

(un) C X \ Atal que u,, - uem X, isto é,
I(u,) < c—2¢ ou I(u,) > c—2e.
Pela continuidade do funcional /, passando o limite de n — oo, obtemos

I(u) < c¢—2¢ou I(u) > c— 2,
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o que contradiz (B.I)). Portanto, 1) estd bem definida.

Além disso, a funcdo 1 é continua e localmente lipschtziana pois a funcdo distincia € lip-

schtziana. Também, observamos que ) = lem Be ¢ = 0em X \ A.

Sejap: X — X um campo pseudo-gradiente para o funcional / e definamos

()
W =1 el
0, seu € X\ A

seu € A

W € localmente lipschtiziana e ||W (u)|| < 1, para todo u € X. Logo, o problema de Cauchy

—o(t,u) = W(o(t,u))
o(0,u) = wu,

possui uma tnica solugdo o(.,u), definida em R com 0 € C(R x X, X), para cada u € X.

Consideremos agora, a funcao 1 definida em X da seguinte forma:

n(u) :=o(1,u).

Notemos que o (¢, u) é constante para cada u € X \ A, pois W = 0 para todo v € X \ A. Uma

vez que o (0, u) = u, concluimos que 7 satisfaz (i).
Agora vamos mostrar (ii). Para isso, primeiramente notemos que

d / d
Lot = I'o(tu) o) (B2)

= I'(o(t,w))W(o(t u)) =0,

para todo o(t,u) € X \ A. Por outro lado, notamos que

d , d
St w) = I'o(tu)-oltu)

= I'(o(t,u))W(o(t,u))

Y(o(t,u))

_ —]’(U(t’u))(pa(t’u))||90(‘7(t U))Hxl

para todo o(t,u) € A. Desde de que ¢ é um campo pseudo-gradiente, pelo item (b) da Defini¢éo
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[B.7] temos
1 (o (t,w))l|%
oo (t,w))llx

De (B.2)) e (B.3)), concluimos que /(o (t,u)) é ndo-crescente.

E1o(t,) < ~6(o(t,w) <0 ®3

Considerando u € I7'(] — oo, ¢ + €), se existir t € [0, 1] tal que I(o(t,u)) < ¢ — &, entdo
I(o(1,u)) < I(o(t,u)) <c—c¢

e assim (ii) ocorre.

Agoraseu € I7'(] —oo,c+¢)esec—e < I(o(t,u)), para todo t € [0, 1], temos
c—e<I(o(t,u))c+e, paratodo t € [0,1].

E essas desigualdades nos mostram que o(t,u) € B e que ¢(o(t,u)) = 1 para todo ¢ € [0, 1].

Assim, da equacio (B.3), obtemos

() = I(o(1,u))
— —|— ; %
| Iott. ),
< o¢ D oot
) It )
B A P

Pelo item (a) da Defini¢doB.7, temos
1
Inw) < cte— [ 1w
0
Da hipétese de que ||I’(u)|| > 4¢ para todo u € I7*([c — 2¢, ¢ + 2¢]),encontramos
Inu) <c+e—2e=c—c¢

e (ii) também ¢ satisfeita. |

A seguir, apresentaremos a versao do Teorema do Passo da Montanha, devido a Willem [21],

sem a condi¢do Palais-Smale.
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Teorema B.1 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willem). Sejam X um espaco de Banach e

I € CY(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:

(I Existem o, p > 0 tais que

I(u) >a>0 paratodo u€ X;llul| =p

(Il) Eexiste e € X tal que |le|| > p e
I(e) < 0.

Entdo, para cada ¢ > 0, existe u. € X tal que
(@) ¢c—2e <I(us) <c+2e
(b) || I'(ue)|| < 4e.

onde

0 < ¢ = inf max I(y(t
< ¢ = Infmax (v(2))

I'={y € C([0,1], X);7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que c € finito. Com efeito, desde que

7(0) € B,(0), (1) = e € X\B,(0)

e ([0, 1]) é conexo, temos

([0, 1)) N B, (0) # 0.

Logo, da hipétese (/), temos

I(~(t) >
max (v() = a,

o que implica em ¢ > « > 0, isto €, ¢ € um niimero real positivo.

(B.4)

(B.5)

Suponha agora, por contradi¢do, que para algum ¢ > 0 as condi¢des (@) e (b) ndo ocorram, ou

seja, que ocorra

() c—2e<I(u)<c+2, YuelX.
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@ [[I'(w)] =&, YueX.

Podemos notar que essas propriedades continuam vélidas para todo 0 < & < . Uma vez que

¢ > 0, diminuindo € se necessario, temos
I(e) <I(0) =0 < c— 2e. (B.6)

Em vista dos itens (¢), (d) e do Lema de Deformacio, existe n € C'(X, X) tal que
(i) n(u) = (u), paratodo u ¢ I~'([c — 2¢, ¢ + 2¢]),
(i) n(I'(] — o0, c+¢[)) C I7(] — oo,c — &)

Segue da defini¢do de ¢ que existe 7 € I tal que

(7)) < c+e.
mmax (7)) <c+e

Agora, consideremos 7 : [0, 1] — X, definida por 7(¢) = n(7(t)). Podemos observar que

e
Y(e) = n(y(1)) = nle)
Por (B.6), temos 0,e ¢ I~'([c — 2¢, ¢ + ¢]). Do Lema da Deformagdo, (0) = 0 e n(e) = e.
Portanto,
7(0) =0
e
(1) =e,

mostrando que 7 € I'. Novamente, pelo Lema da Deformagio, para todo ¢ € [0, 1], encontramos
() =n(7(t)) € I71(] — 00, c — &)

E desse modo

> I(7(t)) > c—
¢ 2 max (Y(t) =z c—e,
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o que € absurdo, provando assim o teorema. [ |

Agora, apresentamos a primeira versao do Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti

e Rabinowitz, veja [3].

Teorema B.2 (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti-Rabinowitz). Sejam X um espago de

Banach e I € C*(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:
(I) Existem «, p > 0 tais que

I(u) > a >0 paratodo u e X;|u|=p (B.7)

(I) Existee € X tal que |le|| > p e

I(e) < 0. (B.8)
Seja
0 <c=inf I(~(t
¢ = Inf max (v(t))
em que

I'={y€C([0,1], X);7(0) = 0,7(1) = e}.
(IIT) I satisfaz a condicdo Palais-Smale no nivel c.

Entdo c € um valor critico de I, isto é, existe u € X tal que
I(uy=¢>0 e I'(u)=0.
. 1 ) . A
Demonstragdo. Para e = — no teorema anterior, existe um sequéncia (u,) em X tal que

n

I(u,) — ¢

I'(u,) — 0.

Como [ satisfaz a condi¢do (PS)., existem (uy,;) C (u,) € u € X tal que

U, — em X.
J
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Da continuidade de [ e I’, temos

I(uy=c>0 e I'(u) =0.

Portanto, ¢ € um valor critico do funcional /.
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Apéndice C

Propriedades do Espaco £

Nesse Apéndice, demonstramos algumas propriedades do subespaco onde buscamos por solu¢do

do problema penalizado (1.9).

Lema C.1. £ é um subespago de DV2(RY).

Demonstragdo. Para mostrarmos que £ € um subespaco, tomamos u,v € FE, é imediato que

Av € E. Além disso, pela definicdo de F, temos
/V(x)u2 < oo e /V(I)UQ < 0.
RN RN

Como

(u—v)* =u® —2uv +v* > 0= 2uv < u? +0?
podemos concluir também que
/V(:C)qu < /V(:c)u2 + / V(z)v? < 00
RN RN RN

€ assim

Portanto, u +v € E. [ |

Lema C.2. A expressao

Jul? = / (V> + V(2)u?)de €.

RN
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define uma norma em F associada ao seguinte produto interno

()« (u,v) — /(Vu Vo + V(z)uv)dz. (C2)

RN

Demonstragdo. Vamos verificar que (C.2) é um produto interno em E. As propriedades que o
produto interno deve satisfazer sdo: linearidade, simetria e positividade. Dados u,v,w € FE e

a,b € R, temos

(au + by, w) = /(V(au +by) - Vw + V(x)(au + by)w)dx

RN

em que V(au + by) = aVu + bVy e V(z)(au + by)w = aV (x)uw + bV (z)vw.

Assim
(au + by, w) = /((aVu +bVy) - Vw + aV (x)uw + bV (z)vw)dx
RN

= a /(Vu -Vw + V(z)uw)dr + b /(Vy -Vw + V(x)yw)dz

RN RN
= a(u,w) + b(v,w).

A simetria do produto interno de £ é consequéncia da simetria em R e da simetria do produto

interno natural de R”. Agora, vamos mostrar que a operacdo é positiva. Seja u € E, temos
(u,u) = /(VUVU + V(z)u?)dz.
RN

Por hipétese, V (z) > 0 (hipétese (V1)) e temos VuVu = |Vul|*> > 0, logo (u,u) > 0. Agora se

(u,u) = 0, devemos ter

/ |Vul?dz < /(VUVU + V(z)u?)dz = 0,

RN RN

e assim, conclufimos que u = 0. Portanto, mostramos que (C.I) como definida, de fato, ¢ uma

norma em F. [ |
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Lema C.3. O espaco F é um espaco de Banach

Demonstracdo. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em E. Por imersdes continuas
E — DY (RM).

Em particular, (u,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em D?(R") e da completude de DV2(RY), existe
u € DVYA(RY) tal que
Up — U em DV2(RY)

e un(r) — u(r) qtp. em RY.

Usando que

/V(x)uidx <C,

RN

juntamente com o Lema de Fatou, implica

/V(x)ude < limlnf / V(z)|u,|Pdx < C.
n—-+0o0
RN RN

Dai, resulta que u € F.

Dado € > 0, existe ny € N tal que para quaisquer n, m > ng, teremos

/ V(@) [th, — w2 dz < €.
RN
Fixando m > ny e aplicando novamente o Lema de Fatou, deduzimos que

/V(a:)]um — u|*dr < liminf / V(@) |ty — un[*dx < €,

n—-+0o0o
RN RN
de onde concluimos que
lim /V(x)|um —ul*dz =0
m—+00

RN

e segue que ||u,, — u|| — 0. Portanto, u,, — u em FE. |
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Apéndice D

Regularidade do funcional, J : £/ — R,

associado ao Problema Penalizado

Neste apéndice, iremos mostrar a regularidade do funcional J associado ao problema penal-

izado dado em ((1.10)).

Lema D.1. O funcional J : E — R definido em (1.10) é tal que J € C''(E, R) e sua derivada de
Gateaux ¢ dada pela equagdo (L.TT).

Demonstragdo. Para tanto, considere os funcionais Ji, J5, J3 : £ — R definidos por

Ji(u) = / \Vul?dz, Jo(u) = /V(:E)Ude e Js(u) = /G(m,u)dx.

RN RN

1 1
Dessa forma podemos escrever J = §J1 + EJQ — J3 e, portanto, vamos mostrar que J; € C'(E | R)

para todo ¢ = 1,2, 3. Comegamos com o funcional
i) = / Vul2dz.
RN

Com a finalidade de calcularmos a derivada deste funcional, calculamos o seguinte limite

_ a2 2
lim Ji(u+tv) — Jy(u) _ lim/ |V (u—tv)]* — |Vul g
t—0 t t—0 t

RN
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Vemos que
IV(u—tv)|* — |ul? V(u—tv)V(u —tv) — |Vul?
t 1 t
= 3 (2tVuVv + 2|Vv|?) .

Portanto

—t 2 2
Jy(u)v = lim/ [Vu = V" = [Vl dr =2 / VuVudez,

t—0 t
RN RN
que define uma aplicagdo linear.

Afirmamos agora que J; tem derivada de Gateaux continua. De fato, seja (u,,) uma sequéncia

em F tal que u,, -+ uwem E. Dado v € E, temos

|} (up)v — Ji(u)v| = 2 /(Vun — Vu)Voudz

RN

< 2/|Vun—Vu||Vv|dx.

RN

Observamos que |Vu,, — Vu| € L*(RY), pois

/ |Vu, — Vu|*dz < 22 /(|Vun|2 + | Vul?)dr = 4/ |Vu,|*ds + 4/ |Vul*dz.
RN RN RN

RN

Da Desigualdade de Holder, segue que

2/ Vu, — Vu|[Volde < 2|V, — Vull o gay [V 2y -
RN

Assim sendo,

|1 (un)v = J1(w)o] < 2(|Vup = Vull 2@ [Vl 2@y (D.1)

Como u,, — v em F, segue que
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Assim,

| Vu, — Vu||ig(RN) = / |V, — Vu|*dz — 0.
RN
Portanto, pela equagao (D.T)), temos
13 (un) = Sy ()| < 2[[Vun = Vaul| 2wy = 0,

mostrando que Ji(u,) — Ji(u).

Agora faremos a andlise para o funcional
Jo(u) = / V(z)u?dz.

Consideremos a fungdo hs : [0, 1] — R definida por
ho(s) = V(x)|u + stv.
Note que h ¢ diferencidvel em (0, 1) e é continua em [0, 1] com
hy(s) = 2V (x)|u + stvltv,

ha(1) = V(2)|u+ to]* e ha(0) = V(z)]ul”.
Pelo Teorema do Valor Médio existe a € (0, 1) tal que

Vi(x)|u+ tv]? — V(z)|ul?
t

=2V (z)(u + atv)v.

Aplicando o limite quando ¢ — 0 na igualdade anterior,

lim V(@)lu+ o] = Viw)lul = lim[2V (z)(u + atv)v] = 2V (z)uv.

t—0 t t—0
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Além disso, para |at| < 1,

Vi(x)|u+tv]? — V(z)|ul?
t

= |2V(x)(u + atv)v

2V (x)|u + atvl||v|
AV () ([ullv] + |at][v]*)
AV (@) (|ullv] + [v]).

IN

IN

E 4V (z)(|ul|v] + |v]?) € LY(RY). Pela defini¢do da derivada de Gateaux e usando o Teorema da

Convergéncia Dominada,

|14 to]> =V g
Jo(u)v = lim ()l + U|t (@)lul dr =2 / V(x)uvdx
—

RN RN

que define uma aplicacao linear e continua.
Por altimo, falta apenas analisar o funcional
J3(u) = / G(z,u)dx.
RN

Temos

Js(u+tv) — Js(u) [ Glu+tv) — G(u)
|

Para x € R" fixo, G é uma funcdo real. Assim, o Teorema do Valor Médio garante a existéncia de

0 € R satisfazendo 0 < 0 < 1, tal que

G(z,u(z) + tv(x)) — G(z,u(x))
t

= g(z,u(z) + Otv(z))v(x),

de modo que,
J3(u + tv) — J3(u)
t

= /g(x,u + Otv)vdz. (D.2)

]RN
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Vamos mostrar que a integral em (D.2)) € finita. Para isso, notamos que

lg(z,u+ 0tv)v| colu + Otv]* ~1|v|

IA

IN

co(ful + [v))* o]
022 " (Jul* ! + |v

Clu .

(D.3)

IN

2*71)

[l

IA

ol + o

Afirmamos que

[ul* ol + [ € L'(RY).

De fato, como u,v € FE, temos u,v € L? (RY), implicando que |u|?", [v|>" € L'(RY). Como

] € L¥ RM) e u* 1 e L%(RN), a desigualdade de Holder garante que |u|* ~v| € LY(RY),
2*

pois

1 € o expoente conjugado de 2*, concluindo a prova de nossa afirmacao.

Decorre entdo do Teorema da Convergéncia Dominada que

t —
lim Ja(ut tv) = Jy(u) = /limg(x,qu&tv)vdx.
t—0 t t—0
RN
= /g(x,u)vdm,
RN

que define uma aplicacdo linear continua.

Para completar a demonstra¢do, mostraremos que a derivada de Gateaux do funcional J;5 é

continua. Suponhamos que u,, — u em E. Entdo, a menos de subsequéncia,
u, — u em L* (RY),

Un(7) — u(z) q.t.p. em RY

e existe w € L* (RY) tal que

|un(z)] < w(z) q.t.p. em RY.
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A desigualdade de Holder implica

e = Sujel = | [ (glew) = gl u))oda
RN
<
< [ o) = gler,w))olda D)
RN
2% -1 1
2% 2%
< | [ ltotw, ) = gl u) | a (m/ )
N N
Do Teorema de Vainberg, existe (u,,) C (u,) e h € L* (R") tal que
Up;, — u(z) g.t.p. em RY
e
|un,| < h(z) g.t.p. em RY,
Como lim |g(z,u,) — g(z,u)] =0 q.t.p.em RY e
n—oo
_2* _2*
9(2,un,) = g(@, w)[77 < (lg(e, un)| + |g (e, w)]) >
< (Co‘unjyz*—l + Co|u’2*—1)237i1
= Cjun, [ 4 a7
< C(Ih(@))> 7+ |u|* 1) € LY(RY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/ l9(2, un;) — g, u) Frde 0,
RN
de modo que
Hjé(unj) - Jé(u)H <C Hg<x>unj) - g<x>u)HL2§;1(RN) — 0.
E isso mostra que o funcional J; € de classe C. [

64



Referéencias

[1] A.A. Pankov, Periodic nonlinear Schrodinger equation with application to photonic crystals,

Milan J. Math. 73 (2005) 259-287.

[2] A.A. Pankov, K. Pfliiger On a semilinear Schrodinger equation with periodic potential, Non-
linear Anal. 33 (1998) 593-609.

[3] A. Ambrosetti, and P. Rabinowitz, Dual Variational Methods in Critical Point Theory and
Applications, J. Funct. Anal. 14 (1973), 349-381.

[4] A. Ambrosetti, V. Felli, A. Malchiodi, Ground states of nonlinear Schriodinger equations with
potentials vanishing at infinity, J. Eur. Math. Soc. 7 (2005) 117-144.

[5] A. Ambrosetti, Z-Q. Wang, Nonlinear Schrodinger equations with vanishing and decaying
potentials Differential Integral Equations 18 (2005) 1321-1332.

[6] C.O. Alves, D.C. de Morais Filho, M.A.S. Souto, Radially symmetric solutions for a class of

critical exponent elliptic problems in RY, Electron. J. Differential Equations 7 (1996) 1-12.

[7] C.O. Alves, G.M. Figueiredo, M. Yang, Existence of solutions for a nonlinear Choquard

equation with potential vanishing at infinity. Adv. Nonlinear Anal. 2015, 5, 1-15.

[8] C.O. Alves and Marco A.S. Souto, Existence of solutions for a class of elliptic equations in
RY with vanishing potentials, Journal of Differential Equations, vol. 252, n° 10, pag. 5555-
5568, 2012.

[9] C.O. Alves, P.C. Carrido, O.H. Miyagaki, Nonlinear perturbations of a periodic elliptic prob-
lem with critical growth, J. Math. Anal. Appl. 260 (2001) 133-146.

[10] D.G. Costa, On a class of elliptic systems in R , Electron. J. Differential Equations 1994 (7)
(1994) 1-14.

65



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

(23]

G.G. dos Santos, G.M. Figueiredo, R.G Nascimento, Existence and behavior of positive so-

lution for a problem with discontinuous nonlinearity in R via a nonsmooth penalization.

Z. Angew. Math. Phys. 71, 71 (2020).

H. Berestycki, P.L. Lions, Nonlinear scalar field equations, I: Existence of a ground state,

Arch. Ration. Mech. Anal. 82 (1983) 313-346.

H. Brezis, Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations, Springer

Science & Business Media, 2010.

J.EL. Aires, A.S Souto, Existence of solutions for a quasilinear Schrodinger equation with

vanishing potentials. J. Math. Anal. Appl. 416, 924-946 (2014)

J.EL. Aires, M.A.S. Souto, Equation with positive coefficient in the quasilinear term and
vanishing potential, Topological Methods in Nonlinear Analysis V. 46, No. 2, 2015, 813-833
DOI: 10.12775/TMNA.2015.069

J. A. Cardoso, D. S. dos Prazeres, U. B. Severo, Fractional Schrodinger equations involving
potential vanishing at infinity and supercritical exponents, 7. Angew. Math. Phys. (2020)
71:129, 2020

J. Moser, A sharp form of an inequality by N. Trudinger, Ind. Univ. Math. J. 20 (1971),
1077-1092.

L. C. Evans, Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 1998.
M. Badiale, E. Serra, Semilinear Elliptic Equations for Beginners, Springer, 2010.

M. del Pino, P. Felmer, Local mountain pass for semilinear elliptic problems in unbounded

domains, Calc. Var. 4 (1996) 121-137.
M. Willem Minimax theorems. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 1997.

W.D. Bastos, O.H. Miyagaki, R.S. Vieira, Existence of solutions for a class of degenerate
quasilinear elliptic equation in RN with vanishing potentials, Boundary Value Problems 92

(2013), doi:10.1186/1687-2770-2013-92.

W. Kryszewski, A. Szulkin, Generalized linking theorem with an application to semilinear

Schrodinger equation, Res. Rep. Math. Stockholm Univ. 7 (1996) 1-27.

66



[24] O.H. Miyagaki, On a class of semilinear elliptic problem in RY with critical growth, Nonlin-
ear Anal. 29 (1997) 773-781.

[25] P.H. Rabinowitz, On a class of nonlinear Schrodinger equations, Z.. Angew. Math. Phys. 43
(1992) 270-291.

[26] R. G. Bartle, The elements of integration and Lebesgue measure, Wiley Online Library, 1995.

[27] T. Bartsch, Z.-Q. Wang, Existence and multiplicity results for some superlinear elliptic prob-
lems on RY, Comm. Partial Differential Equations 20 (1995) 1725-1741.

[28] V.Benci, C.R. Grisanti, A.M. Micheletti, Existence of solutions for the nonlinear Schrodinger

equation with V (0co) = 0, in: Progr. Nonlinear Differential Equations Appl., vol. 66, 2005,
pp- 53-65.

[29] V. Coti-Zelati, P.H. Rabinowitz, Homoclinic type solutions for a semilinear elliptic PDE on
RY, Comm. Pure Appl. Math. 45 (10) (1992) 1217-1269.

[30] X.P. Zhu, J. Yang, On the existence of nontrivial solution of a quasilinear elliptic boundary
value problem for unbounded domains, Acta Math. Sci. 7 (1987) 341-359.

[31] X.P. Zhu, J. Yang, The quasilinear elliptic equation on unbounded domain involving critical

Sobolev exponent, J. Partial Differ. Equ. 2 (1989) 53-64.

67



	a14efd58593b92ebb62dd83d9d670a5a78ea0e6d4be8df378bd91d8b427efaf9.pdf
	23e975247b488b31ca706481d48d416f0438fa235928fe7a5de6365442833c7d.pdf
	1ee453bfe15de285dab6f5a2f5890dde2560bdeb49c38e87c2d7345c66702707.pdf


	a14efd58593b92ebb62dd83d9d670a5a78ea0e6d4be8df378bd91d8b427efaf9.pdf
	23e975247b488b31ca706481d48d416f0438fa235928fe7a5de6365442833c7d.pdf
	99392100dce39075ac327632084c075a377c5272608b764e2612423ba775e3f6.pdf
	1ee453bfe15de285dab6f5a2f5890dde2560bdeb49c38e87c2d7345c66702707.pdf
	Introdução
	Existência de solução para uma classe de equações elípticas no RN com potencial anulando-se no infinito
	 O subespaço E e o funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (1.1)
	O Método de Penalizacão de Del Pino e Felmer
	Geometria do Passo da Montanha

	Existência de solução para o problema (1.1)
	Estimativas sobre as soluções do problema penalizado
	Solução Positiva para o Problema (1.1)


	Apêndices
	Resultados e Definições
	Teorema do Passo da Montanha
	Propriedades do Espaço E
	Regularidade do funcional, J: E -3muR, associado ao Problema Penalizado
	Referências




