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RESUMO

Neste trabalho apresentamos dois conceitos que atualmente vem chamando bastante atencao devido suas
relevancias e aplicabilidades. A saber: Algebms de Jordan, que constituem importantes exemplos de algebras
nao-associativas e possuem muitas aplicagoes, ndo sé nas vdrias dreas da Matematica (Combinatéria, Grafos,
EDP, etc), como também em Estatistica, Computagio, dentre outras; e os Cones Simétricos (as vezes
chamados Dominios de Positividade), que sdo tipos bastante interessantes de conjuntos que satisfazem
algumas propriedades e também tem muita aplicabilidade. De imediato, pode-se imaginar que as duas
estruturas nao tem relagdo uma com a outra. Porém, neste trabalho introduziremos os conceitos e resultados
necessarios para entendermos que existe, sim, uma equivaléncia biunivoca entre um certo tipo de algebras
de Jordan e um tipo especifico de cones simétricos. O resultado que prova esta equivaléncia, o qual é
conhecido como Teorema de Koecher-Vinberg, é um teorema de reconstrucao de Algebras de Jordan reais.
Este teorema foi provado independentemente por Max Koecher, em 1957 [26], e Ernest Vinberg, em 1960

[46], e constitui o principal objeto de estudo desta dissertagao.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras. Algebras de Jordan. Cones Simétricos. Dominios de Positividade.



ABSTRACT

In this work, we present two concepts that are currently drawing a lot of attention due to their relevance
and applicability: Jordan algebras, which are important examples of non-associative algebras and have many
applications, not only in the various areas of Mathematics (Combinatory, Graphs, EDP, etc.), but also in
Statistics, Computation, among others; and Symmetrical Cones (nowadays called Positivity Domains),
which are very interesting types of sets and also have a lot of applicability. One can immediately imagine
that the two structures are unrelated to each other. However, in this work we will introduce the concepts
and results necessary to understand that there is, indeed, a one-to-one equivalence between a certain type
of Jordan algebras and a specific type of symmetric cones. The result that proves this equivalence, which is
known as the Koecher-Vinberg Theorem, is a reconstruction theorem of real Jordan algebras. This theorem
was independently proved by Max Koecher, in 1957 [26], and Ernest Vinberg, in 1960 [46], and constitutes

the main object of study of this dissertation.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras. Algebras de Jordan. Cones Simétricos. Dominios de Positividade.
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INTRODUCAO

O conceito de Algebra de Jordan foi originalmente criado por Pascual Jordan, John von Neumann e
Eugene Wigner [25], para iluminar um aspecto particular da Fisica: os observaveis da Mecéanica Quéntica.
Embora tenham surgido na busca para encontrar configuragoes algébricas alternativas para a Mecanica
Quantica, a nogao de dlgebra de Jordan tem uma longa e rica historia na Matematica, tendo atualmente
profundas conexoes com diversas dreas da mesma, incluindo a Teoria de Lie, Geometria Diferencial, Andlise

Matematica, Teoria dos Grafos e Combinatdria.

Além de estabelecer conexoes inesperadas com muitas outras dreas da prépria Matematica, as algebras de
Jordan também tem despontado relagées e aplicagdes em muitas outras ciéncias. A seguir citamos algumas

interessantes aplicagoes e suas referéncias para consulta.

As aplicagoes a Estatistica sdo bem numerosas e diversas, dentre as quais destacamos [29], [33], [32] e
[35]. Para um estudo detalhado sobre estas dlgebras e aplicagoes & Geometria e outras dreas da Matemética
sugerimos as notas de Koecher [27] ou a monografia de Faraut ¢ Koranyi [20]. Em [41] é apresentado um

Principio de Comutag@o para problemas variacionais em algebras de Jordan Euclidiana.

Um cone convexo C' em um espaco real V' de dimensao finita com produto interno é um conjunto convexo
que é invariante sob a multiplicacao por escalares positivos. Ele abrange todo o espaco se, e somente se,
contiver uma base. Como o casco convexo da base é um politopo com interior nao-vazio, isso acontece se, e
somente se, C' tiver interior ndo-vazio. Veremos que o interior, neste caso, também é um cone convexo. Além
disso, um cone convexo aberto coincide com o interior do seu fecho, uma vez que qualquer ponto interior do
fecho deve situar-se no interior de algum politopo no cone original. Um cone convexo é considerado préprio

se seu fecho, que também é um cone, nao contiver subespagos.

Cones simétricos sao cones autoduais convexos abertos no espago euclidiano e que tem um grupo tran-
sitivo de simetrias, isto é, operadores invertiveis que levam o cone sobre si mesmo. O dominio do tubo
associado a um cone simétrico é um espago simétrico Hermitiano nao-compacto do tipo tubo. Todas as
estruturas algébricas e geométricas associadas ao espago simétrico podem ser expressas naturalmente em
termos da dlgebra de Jordan. Eles podem ser descritos em termos de estruturas mais complicadas, chamadas

de Sistemas Triplos de Jordam, que generalizam &lgebras de Jordan sem identidade.

O Teorema de Koecher-Vinberg (provado independentemente por Max Koecher, em 1957, e Ernest

12



Vinberg, em 1961) fornece uma correspondéncia um-a-um entre dlgebras de Jordan formalmente reais (atu-
almente chamadas de dlgebras de Jordan Euclidianas) sobre um espago vetorial X e o conjunto de dominios
de positividade homogéneos (com relagdo a uma forma bilinear positiva definida) em X. Nosso objetivo é
entender como é construida esta relacao entre as algebras de Jordan formalmente reais e os cones convexos
que sdo abertos, regulares, homogéneos e auto-duais (que sdo conhecidos atualmente como dominios de

positividade).

Em varios trabalhos que envolvem a dualidade entre Algebras de Jordan e Cones Simétricos sao apresen-
tados e utilizados conceitos de Programacao Conica de Segunda Ordem (PCSO), que se aplicam a problemas
de otimizacao. Utilizam-se também caracteristicas dos cones de Lorentz e de algebras de Jordan euclidianas.
Virios problemas podem ser reformulados através da teoria de PCSO, dentre eles podemos citar problemas
de Programagéao Linear (PL), Problemas de Minimos Quadrados (PMQ), Programagio Quadrética (PQ) e

problemas que envolvem soma ou méaximos de normas.

Algumas aplicacoes reais de PCSO incluem M&o mecanica, Arranjos de antenas, Modelacao de filtros
FIR, Otimizacao de carteiras de investimento, Problemas de gestao e Problemas de localizagao de instalagoes.
Destacamos [28], [19], [1], [30] e [44], dentre vérias referéncias, sobre essa formulagao nova de programacao,

cuja utilizagao é crescente nos problemas de otimizagao em muitas areas.

Iniciamos este trabalho apresentando as nocoes preliminares necessarias para um estudo mais aprofun-
dado sobre dlgebras nao-associativas e suas caracteristicas: as definicoes de matrizes e operadores hermi-
tianos, que nos permitem entender um exemplo muito importante de dlgebras de Jordan; a definicao de

algebra sobre um corpo; a descricao do processo de Cayley-Dickson; entre outros.

No segundo capitulo, apresentamos as defini¢oes de dlgebra de Jordan e de dlgebra de Jordan Euclidi-
ana, bem como os principais resultados associados a estes conceitos, incluindo algumas demonstragoes que
consideramos relevantes para a exposicao da teoria. Ainda no capitulo 2, estudamos alguns teoremas para

que possamos entender a classificacao das dlgebras de Jordan quanto a excepcionalidade e especialidade.

No terceiro capitulo, fazemos o estudo de Cones Simétricos e de algebras de Jordan formalmente re-
ais, os quais estao intimamente relacionados. Também apresentamos o conceito de Dominios Simétricos e
classificamos as dlgebras de Jordan simples formalmente reais de dimensao finita e seus convexos abertos

auto-duais regulares correspondentes.

Finalmente, no quarto e dltimo capitulo apresentamos o teorema de Koecher-Vinberg, que se entende
como um teorema de reconstrugao para algebras de Jordan reais. Para isso, introduziremos a nocao de um
dominio de positividade e enunciaremos varios teoremas e proposicoes que nos permitirao entender como

funciona a sua estrutura.
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Capitulo 1

ALGUNS CONCEITOS
PRELIMINARES

1.1 Matrizes e Operadores Hermitianos

Definicao 1.1.1. Considere A = [a;;] uma matriz compleza de ordem m x n. A matriz obtida substituindo
cada elemento de A por seu conjugado é chamada matriz conjugada da matriz A, que denotamos por A.

Dessa forma, A = [a;].

Defini¢ao 1.1.2. Seja A = [a;;] uma matriz compleza de ordem m x n. Definimos a transposta Her-
mitiana da matriz A, que denotamos por A*, como sendo a matriz A* = [a;;] de ordem n x m. Assim,
A* = (A)L.

Teorema 1.1.3. Sejam A = [a;;] e B = [b;;] matrizes complezas, com ordens compativeis com as operagoes.
Entao,

(a) (A+B)=A+B.
) A B=4.B.

(c) NA = X\ A para qualquer escalar \ € C.
(4) (A = (A,
Definigao 1.1.4. Dizemos que uma matriz A = [a;;] compleza de ordem n é Hermitiana se (A) = A,

isto €, se a;; = j; para todos 4,j. Geralmente indica-se A* = A para denotar wma matriz Hermitiana.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma matriz A = [a;;] compleza de ordem n é anti-Hermitiana se (A)" =

—A, isto € se a;; = —ay; para todos i,j. Geralmente indica-se A* = —A para denotar uma matriz anti-
Hermitiana.

1 1—4 2
Exemplo 1.1.6. A matriz complexa A= | 1+ 3 : é Hermitiana.

2 —i 0

14



i 1—4 2

A matriz complexa B= | —1 — 3 7 é anti-Hermitiana.

-2 i 0
Teorema 1.1.7. Sejam A = [a;;] e B = [b;;| matrizes complezas de mesma ordem e X um escalar complezo.
Entao,
(a) (A7) = A,
(b) (A+ B)* = A* + B*.
(c) (VNA)* = NA*.

Proposigao 1.1.8. Seja A uma matriz complexa de ordem mxmn. As matrizes AA* e A* A sado Hermitianas.
Quando a matriz A estd escrita em uma base ortonormal, a matriz A* representa o operador adjunto do
operador linear associado & matriz A.

Lembrando que a propriedade fundamental do operador adjunto é dada pela igualdade
(Az,y) = (x, A*y),V x,y €V,

onde V' é um espago vetorial com produto interno.

Seja H um espago de Hilbert. Considere um operador linear continuo A : H — H. Usando o Teorema
da Representagao de Riesz, podemos mostrar que existe um tnico operador linear continuo A* : H — H
com a seguinte propriedade:

(Az,y) = (x, Ay), ¥V =,y € H.
Este operador A* é chamado adjunto de A.

Defini¢ao 1.1.9. Em um espago vetorial com produto interno V, um operador hermitiano (ou autoad-
junto) é um operador linear A que € o adjunto de si mesmo, ou seja,

(Az,y) = (z,Ay) YV z,y € V.

1.2 Nocoes Basicas Sobre Espacos

Sejam M um conjunto ndo-vazio e d uma métrica em M, dizemos que o par (M, d) é um espaco métrico.

Seja E um espago vetorial sobre um corpo K e || - || uma norma de E. O par (E,|| - ||) é um espago

vetorial normado.

Um espago normado (E, || - ||) pode ser considerado um espago métrico (E,d), basta definir a seguinte
métrica

d(z,y) = || — y||, para todo z,y € E.

Assim, todo espago normado (F, || -||) € um espago métrico (F,d), com d sendo a métrica induzida pela

norma || - /.
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Dentro da Anélise Matematica, se uma sequéncia tem limite diz-se que a sequéncia é convergente. Caso

contrario, a sequéncia é dita divergente.

Por outro lado, uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia na qual a distancia entre os termos vai se
aproximando de zero. Em outras palavras, uma sequéncia (z,)nen € dita de Cauchy se, para qualquer
nimero positivo €, existe um numero natural ng tal que se n e m sdo maiores que ng, a distancia entre x,,

e Ty, € menor do que €. Em linguagem matematica,

Ve>0, 3ngeN: nm>ny = |z, —zn,| <e

Acontece que toda sequéncia convergente (no sentido usual) também é uma sequéncia de Cauchy. No
entanto, existem espacos contendo sequéncias de Cauchy que nao sao convergentes. Por exemplo, a sequén-

1
cia () é de Cauchy, mas nao é convergente no intervalo (0,1) (embora o seja em R).
n

Definicao 1.2.1. Um espaco vetorial normado onde todas as sequéncias de Cauchy sdo, também, conver-

gentes chama-se um espago completo.

A partir de um espaco métrico qualquer E, é possivel construir uma extensdo de E que é um espaco
métrico completo. Esta extensdo é tinica (no sentido categorial), ou seja, dadas duas completudes de E elas

s&0 isométricas.

Definicao 1.2.2. Um espaco vetorial normado E € chamado Espaco de Banach quando for um espaco

métrico completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em E é convergente em E.

Os conjuntos R dos nimeros Reais e o conjunto C dos niimeros complexos sao espacos de Banach onde

a norma é o préprio valor absoluto. Qualquer espaco de Hilbert (definigdo abaixo) é um espaco de Banach.

Ja um espaco de Hilbert é uma generalizacao do espago euclidiano que nao precisa estar restrita a um

numero finito de dimensao.

Definicao 1.2.3. Um espago de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno que também é um espaco

de Banach com a norma candnica definida pelo produto interno |z| = /< x,x >.

Um espago de Hilbert é um espago vetorial dotado de produto interno, ou seja, com nogoes de distancia
e angulos. Esse espago obedece uma relagao de completude, que garante que os limites existem quando
esperados, o que permite e facilita diversas definicoes da Analise. Os espagos de Hilbert permitem que, de
certa maneira, nogoes intuitivas sejam aplicadas em espagos funcionais. Por exemplo, com eles podemos
generalizar os conceitos de séries de Fourier em termos de polindmios ortogonais. Os espagos de Hilbert sao

de importancia crucial para a Mecanica Quéantica.
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1.3 Nocoes Basicas Sobre Algebras

Definigao 1.3.1. Um conjunto A é chamado de dlgebra sobre o corpo K se A possui estrutura de K-espago
vetorial e um produto (uma aplicagdo bilinear) (x,y) — x -y, para todos x,y € A, que satisfaz
z-(y+z2)=z-y+z-z
(x+y) z=x-2+y-z
a (z-y)=(a-z)-y=z-(a y).

Chamaremos dlgebra sobre o corpo K, de K-dlgebra ou, simplesmente, dlgebra e denotaremos o produto

x - y simplesmente por ry quando nao houver ambiguidade.

Definigao 1.3.2. Uma dlgebra A € dita:

1. associativa, se para todos x,y,z € A, vale (xy)z = x(yz). Nesse caso, o conjunto de vetores A com
suas operagoes de soma e produto forma um anel.

2. comutativa, se para todos x,y € A, vale xy = yzx.

3. de poténcias associativas se a subdlgebra gerada por qualquer elemento for associativa.

4. simples, se ndo contém ideais bilaterais ndo-triviais e a operacdo de multiplicacdo ndao € nula (isto é,
existe algum a e algum b tais que ab # 0).

Definicao 1.3.3. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. A forma bilinear f € dita ser uma:

1. forma bilinear simétrica se f(u,v) = f(v,u) para todos u,v € V.

2. forma bilinear antissimétrica se f(u,v) = — f(v,u) para todos u,v € V.

Definicao 1.3.4. Uma forma bilinear simétrica (ou antissimétrica) f ¢ dita ser uma forma bilinear
nao-degenerada se satisfizer a sequinte condicdo:

se para todo vetor v vale f(v,u) =0, entdo u = 0.

Definicao 1.3.5. Seja V' wma dlgebra sobre um corpo K. Uma aplicagdo n : V. — K € dita uma forma

quadrdtica se:

1. n(Az) = A2n(x).
2. a funcio f(z,y) = n(z+y) —n(x) —n(y) € uma forma bilinear de V.

Definicao 1.3.6. Uma dlgebra A sobre um corpo K € chamada alternativa se, para todos x,y € A, vale:
22y = z(zy) (lei alternativa & esquerda).

yr? = (yx)z (lei alternativa & direita).

Definigao 1.3.7. Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2 e A uma dlgebra sobre K. A dlgebra
A € uma dlgebra de composicao se estd munida de uma forma quadrdtica nao-degeneradan: A — K que

€ multiplicativa, isto €, para quaisquer x,y € A, temos
n(zy) = n(x)n(y).
Dizer que a forma 7 é nao-degenerada significa que a forma bilinear simétrica associada
1) = 5 (1 + ) — (@) ~ n(y))
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é nao-degenerada.

Definigao 1.3.8. Um endomorfismo p de um espago vetorial A é chamado de involug¢ao da dlgebra A se

p(p(a)) = a a p(ad) = p(b)p(a)

para todos a,b € A.

1.4 O Processo de Cayley-Dickson

Seja A uma &algebra sobre um corpo K. Suponhamos que A tem um elemento identidade 1, a dimensao

de A é m e em A estd definida uma involugao a — @ tal que a +a € K e aa € K para todo a € A.

O processo de Cayley-Dickson consiste em construir, a partir de A, uma dlgebra (A4,«a) (o € K, a # 0)

de dimensao 2m. A élgebra (A, «) é obtida quando definimos no produto cartesiano A x A a multiplicagao

(a1,a2)(as,as) = (ar1a3 + aasas, araq + azaz).

O elemento (1,0) é o elemento identidade em (A, ) e

(a1,az2) = (a1, —az)
define uma involugéo em (A4, ).
A algebra (A, «) é associativa se, e somente se, A é associativa e comutativa.
A dlgebra (A, «) é alternativa se, e somente se, A é associativa.

Se A é uma dlgebra com composigao, entao (A4, «) é uma dlgebra com composicao se, e somente se, A é
associativa.
Temos os seguintes exemplos de dlgebras com composigao:
2

(I) K, corpo de caracteristica diferente de 2, n(x) = z°.

(I1) K(p) = K® Kvq, em que K é um corpo de caracteristica qualquer,
vi=vi+p (REK, 4u+14£0), a+bvy = (a+b)—bu.
(IIT) Q(p, B) = (K (u), ) - dlgebra dos quatérnios generalizada.

(IV) C(u, 8,7) = (Q(w, 8),7) - dlgebra de Cayley-Dickson.

As dlgebras Q(u, 8) e C(u, 8,7) s@o obtidas a partir de K (1) pelo processo de Cayley-Dickson. No caso
em que a caracteristica do corpo K é diferente de 2, K(u) também pode ser construida a partir de K por
este processo.

As algebras do tipo (I) e (I) sdo comutativas. As do tipo (I), (II) e (III) sao associativas. A do tipo (IV) é

alternativa.

Ao longo deste trabalho, usamos bastante dois conceitos relacionados aos elementos de uma algebra.

Sao eles:
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Definicao 1.4.1. Seja A uma K-dlgebra. Dados a,b,c € A definimos, em A,
1. o0 associador de a, b e ¢ como (a,b,c) :=(a-b)-c—a-(b-¢).

2. 0o comutador de a e b como [a,b] :=a-b—b-a.
Note, entao, que uma K-dlgebra A é dita associativa quando (a,b,c¢) = 0 para todos a,b,c € A. Da
mesma forma, A é dita comutativa quando [a,b] = 0 para todos a,b € A.

Proposigao 1.4.2. Se A é uma dlgebra comutativa, entao (a,b,c) = —(c,b,a).

Demonstragdo: Sejam a, b, ¢ elementos quaisquer de A. Temos que
(a,b,c)=(a-b)-c—a-(b-c)
=—(a-(b-¢)=(a-b)-¢)
= (b)) a—c-(a-b))
=~ ((c-t)-a—c- (b))

= —(¢,b,0a)

1.5 Derivacao de Uma Algebra

A lei de Leibniz, também conhecida como regra do produto, é uma regra que permite determinar a

diferenciacao de produtos entre funcoes diferencidveis.

Pela regra do produto, a derivada de um produto de duas fungoes é igual a primeira fun-
cao multiplicada pela derivada da segunda funcao mais a segunda funcao multiplicada pela

derivada da primeira funcao.
Em linguagem matemaética, a regra pode ser apresentada da seguinte maneira:
Proposicao 1.5.1. (Regra do Produto) Sejam f e g duas funcgées diferencidveis. Entdo,
(f9)'=f-9+f4d.

Ou, equivalentemente,

[ @9(@)] = = [F@lg(e) + F(2) e [o(a)].

Definicao 1.5.2. Algebms diferenciais sao dlgebras equipadas com uma derwacdo, a qual € um funcdo

undria satisfazendo a lei do produto de Leibniz.
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Capitulo 2

ALGEBRAS DE JORDAN

Neste capitulo falaremos um pouco sobre as Algebras de Jordan (exemplos de &lgebras ndo-associativas)
que possuem relagao com varias outras areas da Matematica. Essas dlgebras foram introduzidas pelo fisico
alemao Pascual Jordan em uma tentativa de formular a base da Mecanica Quantica em termos do produto
de Jordan (falaremos mais a frente sobre esse conceito) em vez do produto associativo usual. Antes disso,

vamos entender um pouco de como isso aconteceu.

Uma Breve Historia

As operagoes basicas de matrizes ou operadores sao: multiplicagdo por um escalar complexo, adigao,
multiplicagdo de matrizes (composicdo de operadores) e a formagdo da matriz complexa conjugada trans-

L. o multiplo escalar de uma

posta (operador adjunto). Mas essas operacgoes de matrizes nao sao observdveis
matriz hermitiana nao é uma matriz hermitiana, a nao ser que o escalar seja real; o produto de duas matrizes
hermitianas nao é hermitiano, a nao ser que os fatores comutem; e o adjunto em matrizes hermitianas é

apenas a identidade.

Em 1932, o fisico Ernst Pascual Jordan (Hannover, 18 de outubro de 1902 — Hamburg, 31 de julho de
1980) propds um programa para descobrir uma nova configuragao algébrica para Mecanica Quantica, que
estaria livre da dependéncia de uma estrutura matricial metafisica determinante e invisivel, mas ainda iria
desfrutar de todos os beneficios algébricos. Jordan queria estudar as propriedades algébricas intrinsecas de
matrizes hermitianas para captura-las em propriedades algébricas formais e ver que outros possiveis sistemas

nao-matriciais também satisfaziam esses axiomas.

Pascual Jordan criou um tipo de dlgebras nao-associativas (atualmente denominadas Algebras de Jor-

dan, em sua homenagem) na tentativa de criar uma dlgebra de observdveis para a Mecanica Quéntica.

INa Fisica Quéantica, um observével é uma propriedade do estado do sistema que pode ser determinado por uma sequéncia
de operagoes fisicas. Nos sistemas governados pela Mecanica Cléssica, qualquer valor observavel pode ser demonstrado por

uma fungao de valor real no conjunto de todos os possiveis estados do sistema.
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Atualmente, as dlgebras de Von Neumann também sao empregadas para esse fim. Porém, o tipo de algebras
criado por Jordan acabou tendo conexoes com varias areas da Matematica: ja foram aplicadas em Geome-
tria Projetiva, Teoria dos Nuimeros, Analise Complexa, Otimizagdo e muitos outros campos da Matematica
Pura e Aplicada. Mais tarde surgiram aplicagoes em Geometria Diferencial: primeiro em certos espagos

simétricos e depois uma conexao profunda com dominios simétricos limitados.

2.1 Definicao

O primeiro passo para analisar as propriedades algébricas de matrizes ou operadores hermitianos foi
identificar as operagoes observdveis basicas. Apds alguns experimentos empiricos, Jordan as representou em

termos da semi-multiplicacao:
oy + yx

(2.1)

Chamaremos esse produto (bilinear simétrico) de Produto de Jordan.

O proximo passo na investigagao empirica das propriedades algébricas desse modelo foi verificar que
axiomas ou leis formais cruciais as operagdes em matrizes hermitianas obedeciam. Jordan descobriu que a

lei chave governando a semi-multiplicacao, além da sua comutatividade 6bvia, era

(z%y)z = 2°(yz) (22)

A essa igualdade chamaremos Identidade de Jordan.

Assim, podemos definir:

Defini¢ao 2.1.1. Uma K-dlgebra J é chamada de K-dlgebra de Jordan (ou simplesmente Algebm de Jor-
dan) se seu produto satisfaz:

1. a condi¢ao de comutatividade xy = yx para todos x,y € J e, também, (1.3)
2. a Identidade de Jordan, uma versao debilitada da associatividade:

(2%y)x = 2%(yx) para todos x,y € J (1.4)

A Identidade de Jordan pode ser vista como uma substituta da lei associativa. Enquanto isso, o Produto

de Jordan nao seria mais associativo, mas seria comutativo.

Definicao 2.1.2. Um elemento e da dlgebra de Jordan J sobre um corpo K € chamado de identidade (ou
unidade) se, para todo elemento j € J, ej = je = j. Se uma dlgebra de Jordan J possui elemento identidade,

entao J é chamada de dlgebra unitdria.

Definigao 2.1.3. Um subespaco vetorial J' de uma dlgebra de Jordan J (sobre um corpo K) que € fe-
chado sob a adicao, a multiplicacao do anel e a multiplicacao por escalares e, também, contém o elemento

identidade de J € chamado uma subdlgebra da K-dlgebra J.

Definicao 2.1.4. Uma Algebm de Jordan é dita formalmente real se

x%+z§+...+xi:0éx1:zgz...:xn:().

21



Segundo Jordan, qualquer dlgebra que satisfizesse (1.1) e (1.2) e que, adicionalmente, fosse formalmente

real era chamado de r-sistema. O nome Algebras de Jordan foi dado anos depois por A. A. Albert.

Em 1934, Pascual Jordan, John Von Neumann e Eugene Wigner [25] classificaram todos os r-sistemas
de dimensao finita e mostraram que qualquer um desses sistemas é soma direta de 5 blocos. Sao eles:
1) matrizes simétricas Sim,(R), n > 1
2) matrizes hermitianas sobre os complexos, Her,(C), n >3
3) matrizes hermitianas sobre os quatérnios, Her, (H), n > 3
4) a algebra de Albert (Defini¢ao 2.2.3) das matrizes hermitianas sobre os octonios, Hers(Q)
5) os fatores spin.

Nos quatro primeiros, a multiplicacao é dada por x -y = w
As expressoes (1.1) e (1.2) implicam que uma Algebra de Jordan é uma Algebra de Poténcias Associativas
e satisfaz a generalizacao da Identidade de Jordan:

(z™y)a™ = 2™ (ya™) para todos inteiros positivos m e n.

Note que uma &algebra associativa é uma Algebra de Jordan se, e somente se, ela é comutativa.

2.2 Algebras de Jordan Especiais e Excepcionais

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma dlgebra de Jordan J € especial se ela € um subespaco vetorial de uma
K-dlgebra associativa A, fechado em relagdo ao produto de Jordan. As dlgebras de Jordan que ndo sdo

especiais (ou seja, que ndo sio subdlgebras de uma dlgebra associativa) sdo chamadas de excepcionais.

Seja A uma K-algebra associativa ou alternativa. No espaco vetorial A, podemos definir uma nova

1
operagao de produto, dado pela féormula z -y = i(xy + yx) para todo x,y € A (o Produto de Jordan), onde
xy denota o produto em A. Ao substituir o produto original de A pelo Produto de Jordan, obtemos uma

nova dlgebra que sera denotada por AT := (A4, ). Dessa forma, AT é uma dlgebra de Jordan.

E claro que qualquer subespago vetorial S de A, fechado em relagao ao Produto de Jordan, é uma
subalgebra de A" e, por consequéncia, uma 4lgebra de Jordan. Nesse caso, S é uma algebra de Jordan

especial.

Se A é uma K-dlgebra qualquer, podemos determinar duas novas algebras a partir dela:
A— AT = (A, +,), onde - é o Produto de Jordan (comutativa)
A— A~ = (A,+,[a,b]), onde [a,b] = ab — ba (anticomutativa)

Se A ¢ associativa = A~ é de Lie (A~ e todas suas subdlgebras sdo de Lie).

AT é de Jordan (nem todas as subélgebras sao de Jordan).

Observamos que a algebra A™ pode ser definida, analogamente, para uma K-dlgebra de A nao necessa-

riamente associativa, mas neste caso a algebra resultante A1 nio necessariamente sera de Jordan.
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Concluimos, assim, que dada uma algebra associativa A, de caracteristica diferente de 2, pode-se construir
a Algebra de Jordan A' usando o mesmo espaco vetorial aditivo. As dlgebra de Jordan AT, assim como

qualquer uma de suas subdlgebras, sao dlgebras de Jordan especiais.

Teorema 2.2.2. O Teorema de Shirshov-Cohn ([34], Teorema 5.1.3, pg. 200) afirma que qualquer Algebra

de Jordan com dois geradores € especial.

Definicao 2.2.3. Uma dlgebra de Albert ¢ uma dlgebra de Jordan excepcional de dimensdo 27.

As Algebras de Albert tem o nome de Abraham Adrian Albert, que foi o pioneiro no estudo de algebras

nao associativas, geralmente trabalhando com nimeros reais.

2.3 Exemplos de Algebra de Jordan

Exemplo 2.3.1. O exemplo mais simples de /flgebm de Jordan Especial € o espaco vetorial das matrizes

n x n com entradas em K, denotado por M, (K).

Exemplo 2.3.2. O conjunto das matrizes auto-adjuntas reais, complexas ou quatérnicas, com a multipli-

Ty + Yyx

cagao formam uma dlgebra de Jordan especial.

Exemplo 2.3.3. O conjunto das matrizes auto-adjuntas 3 X 3 sobre os octonios, novamente com a multi-
... ry+tyr . . . . . .
plicacao %, é uma dlgebra de Jordan Excepcional de dimensao 27 (Excepcional por que o0s octonios

ndao $ao associativos).

Esse foi o primeiro exemplo de Algebra de Jordan. Seu grupo de automorfismo é o grupo de Lie
excepcional Fy. Desde que sobre o conjunto dos complexos essa é a Unica algebra de Jordan excepcional
simples (ndo contém ideiais préprios), a menos de isomorfismo, ela é sempre chamada de “a Algebra de

Jordan Excepcional”.

Exemplo 2.3.4. (Algebms de Jordan Hermitianas) Os exemplos mais importantes de subdlgebras de
Jordan Especiais sdo as dlgebras de elementos hermitianos (elementos fizos por uma involu¢ao) de uma

algebra associativa com involucao.

Seja (A, ) uma K-dlgebra associativa com uma involugio oo : A — A. Se a(z) = z e a(y) =y, segue

que a(zy + yx) = vy + yx.

O conjunto de todos os elementos fixrados pela involugdo (as vezes chamados elementos hermitianos)

forma uma subdlgebra de A*, que é denotada por H(A, ).

Nesse sentido, H(A,a) = {z € A;a(x) = x} denota o subespago dos elementos hermitianos. H(A, o),

equipado com o Produto de Jordan, é uma dlgebra de Jordan Especial.

De forma semelhante, se A é uma dlgebra alternativa, H(A,a) é uma subdlgebra de A*, e podemos

mostrar que também € uma Algebm de Jordan.
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Observagao: Se A ¢ uma &lgebra associativa, entao AT ¢ do tipo Hermitiana, ou seja, existe (B, «) tal

que AT = (B, ).

Exemplo 2.3.5. Sejam V um espago vetorial de dimensaon (2 < n < 00) sobre um corpo K, f: VxV - K

uma forma bilinear simétrica e J(V, f) =Ko V.

Definimos uma multiplicagao em J(V, f) da sequinte maneira:

(, 2)(B,y) := (B + f(x,9), Bz + ay).

Obtemos uma dlgebra de Jordan denominada Algebra de Jordan de grau 2 ou Algebra de Jordan

da forma bilinear simétrica f.

Esta dlgebra é comutativa e quadrdtica (x* —t(z)x +n(x) =0Vz € A, t: A > K é linear en: A - K

é quadrdtica).
Para todo a = (a,x) € J(V, f), temos que a®> — t(a)a +n(a) =0, onde t(a) = 2a e n(a) = a? — f(x,z).
Reciprocamente, toda dlgebra quadrdtica comutativa A é uma dlgebra de Jordan de grau 2.
Mais precisamente, A = J(V,g), em que V = {z € A;t(z) =0} e g(z,y) =2y (z,y € V).

Proposicao 2.3.6. A dlgebra J(V, f) € simples quando f é nao-degenerada e ndo € finitamente gerada

quando n = 0.

Proposigao 2.3.7. Se dimV > 1 e f é nao-degenerada, entao a dlgebra J(V, f) € simples.

As proposigoes acima séo exercicios presentes em [52], pagina 57.
Além disso, a dlgebra J(V, f) é especial.

Exemplo 2.3.8. Seja A uma dlgebra com involugao o — A.

a— a(a)
No Exemplo 2.3.4, foi mencionado que H(A, ) € uma Algebm de Jordan.
Denotaremos por A, a dlgebra das matrizes n X n com coeficientes em A.

O operador
x: A, — A,

(aiz) = (@ji)
€ uma involugao de A,.
Para simplificar a notagdo, denotamos por H(A,) a dlgebra H(A,,*).

Se a involugao * satisfaz a+a* € K, aa* € K (Va € A), H(A,,) é uma dlgebra de jordan e n > 3, entdo

A € necessariamente associativa.
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Observagao: Se A ¢ associativa ou alternativa, entdo AT é uma dlgebra de Jordan especial.
- Se A é associativa, a afirmacao é trivial.

- Suponhamos que A é alternativa com 1. Considere o homomorfismo
L:A— Hom(A,A)
a—L,: A— A

x> Lo(z) = ax
Temos que L é um homomorfismo de AT em Hom(A, A).

Mas se L, = 0, temos que

a=L41)=0
e isto implica que L é um homomorfismo injetor. Assim, A* é isomorfa a uma subdlgebra de Hom(A4, A)T.
- Se A ndo tem 1, entdo usamos a dlgebra alternativa (com 1) A% = F @ A no lugar de A. O produto
em A# é dado por
(o, a)(B,b) = (af,ab + fa+ ab)

Seja V um espaco vetorial sobre K com base {1,v1,...,0,}, 1 <n < oo eseja f: V xV — K uma forma

bilinear simétrica.

A dlgebra de Clifford da forma f, denotada por CI(f) é a subdlgebra da dlgebra associativa livre gerada

por {v1,...,v,} que verifica v;v; + vjv; = f(v;,v5).
A dlgebra CI(f) tem base {1,v;,, ..., vk > 1,11 <ig < ... < i}
A dlgebra J(V, f) é especial, pois é isomorfa & subdlgebra S de CI(f)* com base {1, v1, ..., v }.

Denotemos por C' = C(u, 5,7) uma algebra de Cayley-Dickson. As dlgebras H(C'), H(C2) e H(C3) séo

algebras de Jordan. Como C nao é associativa, temos que H(C},) néo é uma dlgebra de Jordan para n > 3.
As algebras H(C') e H(C2) sao algebras especiais, pois s@o algebras do tipo J(V, f).
O primeiro exemplo de dlgebra de Jordan excepcional, a dlgebra H(C3), foi obtido por Albert em 1934.

Proposicao 2.3.9. Toda dlgebra de Albert é excepcional, simples e tem dimensao 27.

A estrutura de algebra de Jordan de dimensao finita sobre corpos de caracteristica diferente de 2 foi

criada por Albert (1946, 1947, 1950), Kalish (1947) e Jacobson (1949).

2.4 Alguns Teoremas Importantes
Nesta se¢ao iremos estudar alguns teoremas importantes para classificarmos Algebras de Jordan.
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O primeiro deles j4 foi citado no inicio deste capitulo. Mesmo assim, nao tem problema se o relembrarmos:

Teorema 2.4.1. Todos os r-sistemas de dimensdo finita podem ser escritos como soma direta dos cinco
blocos a sequir:

1) matrizes simétricas Sim,(R), n > 1

2) matrizes hermitianas sobre os complexos, Her,(C), n > 3.

3) matrizes hermitianas sobre os quatérnios, Her, (H), n > 3.

4) a Algebra de Albert das matrizes hermitianas sobre os octénios, Hers(Q).

5) os fatores spin.

A demonstragao do Teorema acima pode ser encontrada em [25] .

Definicao 2.4.2. Seja J uma K-dlgebra de Jordan de dimensdao finita. J € chamada de simples se 0 e J

sdo o0s unicos ideais de J e, além disso, J*> # 0.

Em 1979, Efim Zelmanov [50] classificou dlgebras de Jordan simples de dimensdes infinitas (e nao dege-

neradas):

Teorema 2.4.3. Cada dlgebra de Jordan simples de dimensdo finita € isomorfa a uma dlgebra de um dos
sequintes tipos:

1) Hermitiano.

2) de Clifford.

3) de Albert.

Em particular, as unicas algebras de Jordan simples excepcionais sdo de algebras de Albert, que tem

dimensao 27.

Definigao 2.4.4. Seja A uma dlgebra poténcias associativas. As poténcias de a € A estdo bem definidas

por a' = a,...,a"' = a™a. Dizemos que a € nilpotente se existe um inteiro positivo k tal que a* = 0.

Definicao 2.4.5. Quando todos os elementos de A (de um ideal I de A) sdo nilpotentes, dizemos que A é

uma nildlgebra (I é um nilideal).

Toda &lgebra de poténcias associativas A contém um tnico nilideal maximal Nil(A) tal que a &dlgebra
quociente A/Nil(A) nao contem nilideais ndo-nulos. Este ideal Nil(A) é denominado o nilradical de A.

Toda algebra de Jordan J é de poténcias associativas, logo o radical Nil(J) estd bem definido.

Os teoremas a seguir serao enunciados sem demonstracao. As respectivas demonstragoes podem ser

encontradas nas referéncias citadas.

Teorema 2.4.6. Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensao finita. O nilradical Nil(J) € nilpotente e a

dlgebra quociente J/Nil(J) é isomorfa ¢ uma soma direta finita de dlgebras simples.

O teorema acima pode ser traduzido da seguinte forma: é possivel ajustar a dlgebra J tendo como base

o Nil(J) e, por esse ajuste, enxergd-la como uma soma direta finita de dlgebras simples.
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Nesse sentido, procurando classificar algebras de Jordan, basta classificarmos as simples. Caso a algebra
J em questdo ndo seja simples, podemos quocientd-la com seu Nil(J) e, pelo Teorema 1.4, esse quociente

é isomorfo a uma soma direta finita de dlgebras simples.

Teorema 2.4.7. Seja J uma dlgebra de Jordan simples de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente
fechado K. Entdo J € isomorfa a uma das sequintes dlgebras:

- K.

-J(V, f), em que f € nao-degenerada.

- H(A,), n >3, em que A é uma dlgebra com composi¢io e A € associativa para n > 3.

As demonstragoes dos dois teoremas acima podem ser encontradas em [24].

A estrutura das édlgebras de Jordan simples de qualquer dimensdo é dada pelo seguinte teorema, de-

monstrado por Zel’'manov [51] em 1983:

Teorema 2.4.8. Seja J uma dlgebra de Jordan simples. Entdo J é isomorfa a uma das sequintes dlgebras:
-J(V, f), em que f € nao-degenerada.

- AT, em que A € uma dlgebra associativa simples.

- H(A, %), em que A é uma dlgebra associativa simples com involug¢ao *.

- Uma algebra de Albert.

Definicao 2.4.9. Um subespaco K de uma dlgebra de Jordan J € denominado ideal quadrdtico se, para
todo k € K eac J temos
2(ka)k — k?*a € K.
Todo ideal & direita de AT é um ideal quadréitico de A™.

Dizemos que J satisfaz a condi¢cao minimal para ideais quadrdticos se todo conjunto nao-vazio de ideais

quadraticos de J contém um ideal quadratico minimal.

Um ideal I de J é denominado quasi-regular se, para todo z € I, o elemento 1 — x tem inverso em

J#*F =Ko J.

Um ideal & direita I de J é chamado ideal a direita modular se existe u € J tal que x — ux € I para

todo x € J.

O radical quasi-regular Rad(J) de J é o maior ideal & direita quasi-regular de J e também é a interse¢ao

de todos os ideais a direita modulares maximais de J.

Definicao 2.4.10. Uma dlgebra A é denominada artiniana (d esquerda) se satisfaz a condigdo de cadeia
descendente para ideais (4 esquerda), isto é, se Iy 2 I D ... é uma cadeia, entdo existe k > 1 tal que I,, = I,

para todo n > k.

Toda algebra de dimensao finita é artiniana.
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Teorema 2.4.11. (Jacobson, [24]; Zhevlakov, [52]) Seja J uma dlgebra de Jordan que safisfaz a condigdo
minimal para os ideais quadrdticos. Entdo, temos que:
i) (Slinko-Zelmanov) o radical Rad(J) € nilpotente e tem dimensdo finita.
i) (Jacobson-Osborn) a dlgebra quociente A/Rad(J) € isomorfa a uma soma direta de dlgebras de Jordan
simples que tem uma das sequintes formas:

- uma dlgebra de Jordan com divisdo.

- H(A, %), em que A é uma dlgebra associativa artiniana com involug@o *.

-J(V, f), em que f € nao-degenerada.

- uma dlgebra de Albert.

Exemplo 2.4.12. (Exemplo de dlgebra de Jordan especial) Seja D uma dlgebra de composi¢do com invo-

lugdo i. Seja D,, = Mat, (D) a dlgebra das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes em D.

Vamos considerar a aplicacio j : D, — D, definida por j(X) = i(X)! (leva a matriz X em uma
outra matriz, obtida da anterior aplicando a involuc¢ao i a cada entrada de X e depois transpondo), é uma

involugcao da dlgebra D,,, chamada de tnvolugao padrao em D,, associada a i.

Se D € associativa, entao D,, também € associativa. Dessa forma, se D € associativa, entiao (H (D, j), ")

€ uma dlgebra de Jordan especial.

Se D for a dlgebra de Cayley-Dickson C (uma dlgebra do tipo C(u, 8,7)=(Q(u, 8),7), com v # 0), que

ndo € associativa, mas é alternativa, entdo a dlgebra (H(Cy,7),-) s6 € de Jordan para n < 3.
Para n =3, podemos encontrar uma prova disto em ([52], Teorema 1, Pdgina 54).

Também, (H(C,,j), ) é uma dlgebra de Jordan excepcional ([52], Teorema 2, Pdgina 55).

Seja J uma &lgebra de Jordan sem unidade. Podemos considerar o conjunto J# = JE@K -1, onde 1 é

a unidade de K e K-1={a-1; a € K}.
O produto em J# é definido por (z +al)- (y+ 1) = (zy+ay + ) +af -1, onde o, B € Ke z,y € J.

Aqui, chamaremos a dlgebra J# de dlgebra obtida pela adjuncao formal de um elemento iden-

tidade a algebra J.
O elemento 1 é o elemento unidade para a &lgebra J# e J é uma subalgebra de J7#.

Temos, também, que J# é uma lgebra de Jordan ([24], Teorema 6, pagina 30).

Defini¢ao 2.4.13. Sejam J e J' duas dlgebras de Jordan sobre o corpo K. O Produto de Kronecker
JQy J' € o produto tensorial J @y J' dos espagos vetoriais J e J', onde todos os elementos sao somas
Sx@uy, comx e Jey€J eamultiplicacao € definida por

(71 @ y1)(z2 ®y2) = (7172) Q(y1y2), onde z1, 22 € J e y1,y2 € J'

Se ambas J e J' tem dimensao finita sobre K, entao dim(J @y J') = dimJ - dimJ'.

Podemos nos deparar com o caso em que J’ é um corpo, geralmente uma extensdo K de K. Neste caso,
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J' contém unidade. Logo, Jx := J @ K contém J como uma subélgebra sobre K. Além disso, Jx pode
ser vista como uma &algebra sobre K, a qual chamaremos de extensao escalar de J a uma algebra sobre

K. Por sinal, Jg também é uma algebra de Jordan.

Definicao 2.4.14. Uma dlgebra de Jordan J € chamada de nilpotente se existe um niumero natural n tal
que o produto de quaisquer n elementos da dlgebra, com quaisquer distribuicdo de parénteses, seja igual a

0. O menor nimero para o qual isso acontece é chamado de indice de nilpoténcia da dlgebra J.

Para élgebras nao-associativas (em particular, para dlgebras de Jordan), é necessario que indiquemos a

ordem na qual os produtos sao tomados, ou seja, a distribuicao dos parénteses.

Na 4dlgebra J, definimos (de forma indutiva) uma série de subconjuntos. Sao eles:
J=g<i>_—g

Jr=Jn g4 g2yt 4 gJr !
J<n> — j<n—=1>7

O subconjunto J™ é chamado de n-ésima poténcia da algebra J.

Segue, da definicio de poténcia, que .J O J? D J2 D ..., onde todos os elementos desta cadeia sdo ideais

da dlgebra J.

Como J é comutativa, a cadeia de subconjuntos J<!> D J<2> D J<3> D . D J<"> D ... também

consiste de ideais da &lgebra J e é chamada série central inferior de J.

Caso exista um numero natural s tal que J<*> = 0, como J?> C J<*> para qualquer s > 1 ([52],
pdgina 82, Proposigao 1), entdo a dlgebra J é nilpotente. O minimo s para o qual isso acontece é chamado

nil-indice de J.

Seja s o nil-indice da algebra de Jordan nilpotente J. Definimos o tipo de nilpoténcia de J como

sendo a sequéncia (n1,na, ng, ...,ns—1), onde n; = dim (J<*> /J<H1>),

Proposigao 2.4.15. Para todo indice i, vale que n; = dim (J<>/J<+1>) > 0.
Demonstracgao:
Suponha que existe um nimero natural i, 1 <i < s — 1, tal que n; = 0.
Dessa forma, dimJ<*> = dimJ<1> e, como J<+1> C J<¥> entao J<iH1> = J<i>,
Nesse sentido, J<+2> = J<itl>J — j<i>J — j<i>,
Por inducao, J<*> = J<F> para todo k € N, k > i.

Em particular, para k = s, temos que J<?> = J<°> = 0. Porém, isso é impossivel, j4 que s é o nil-indice

de J.

Dessa forma, por absurdo, a proposicao esté provada.
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Definicao 2.4.16. Seja J uma K-dlgebra de Jordan de dimensdo finita. J € chamada de
1. semisimples, se J € uma soma direta finita de dlgebras simples.
2. simples central, se Jx é simples para toda extensao K de K.

3. separdvel, se Jix € semisimples para toda extensdo K de K.

Pela definigao acima, podemos perceber que toda algebra J simples central é simples e toda algebra J

separavel é semisimples.

2.5 Resultados Importantes

Nessa se¢ao, estudaremos alguns resultados importantes para a teoria da estrutura das algebras de

Jordan. Esses resultados serao ferramentas necessarias na classificagao algebrica.

O teorema a seguir (conhecido por “Enlightment Structure Theorem”) estd presente em [34]. Este
teorema retne as propriedades principais de uma algebra de Jordan cuja dimensao sobre um corpo arbitrario

(de caracteristica diferente de 2) é finita.

Teorema 2.5.1. (/34], Teorema 3.10, Pdgina 79) Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensdo finita sobre
um corpo K, de caracteristica diferente de 2. Entdo,

1. existe um unico ideal nilpotente mazimal de J, que chamaremos de radical (ou radical nilpotente) de J,
que denotaremos por Rad(J).

2. o quociente J/Rad(J) € uma dlgebra de Jordan semisimples. Chamaremos tal dlgebra de parte semi-
stmples de J e a denotaremos por Jss.

3. se J € semisimples, entdo ela possui um elemento identidade e sua decomposicdo em dlgebras simples €

unica.

A seguir enunciaremos um teorema conhecido como “Teorema Principal de Wedderburn”, o qual tem
sido provado para vérias classes de algebras. Uma demonstracao da seguinte versao para algebras de Jordan

de dimenséo finita pode ser encontrada em [43].
Teorema 2.5.2. Se J € uma dlgebra de Jordan de dimensao finita sobre um corpo K tal que Jgs € separdvel,
entdo J contém uma subdlgebra C tal que J = C + Rad(J), com C N Rad(J) =0 e C = Js,.

Em [37], foi provado que quando um corpo tem caracteristica zero, o Teorema de Wedderburn vale para
toda dlgebra de Jordan de dimensao finita, isto é, nao é necessaria a condigao de Jgss ser separavel:
Teorema 2.5.3. Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensao finita sobre um corpo K, com carK = 0. FEwziste

uma subdlgebra C de J tal que J = C + Rad(J), com C N Rad(J) =0 e C = Jgs.

Observa-se que se o corpo for algebricamente fechado, entao toda dlgebra de Jordan de dimensao finita
semisimples é separdvel ([24], pg. 246). Dessa forma, segue, do Teorema 2.5.1, que Js5 é separdvel e,

portanto, pelo Teorema 2.5.2, J admite decomposicao J = Jgs @ Rad(J) como soma direta de subespagos.
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O Teorema de Albert ([24], Coroldrio 2, pg. 204) fornece a classificagdo completa das dlgebras de Jordan

simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado:

Teorema 2.5.4. Seja J uma dlgebra de Jordan simples de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente
fechado K. Entao temos as sequintes possibilidades para J:

(a) J =K

(b) J(V, f), a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear simétrica nao-degenedara f sobre um espago vetorial
V de dimensao finita tal que dim V > 1

(¢) J = (H(Dyn,j),-), onde (D,i) é uma dlgebra de composi¢io de dimensdo 1, 2 ou 4 se n > 4 e de

dimensao 1, 2, 4 ou 8 sen=3 e j € a involugao padrao de D,, associada a 1.

Reciprocamente, as dlgebras listadas acima sao algebras de Jordan simples.

Seja J uma K-algebra de Jordan, podemos associar a ela duas dlgebras associativas de transformagoes

lineares. Para isso, considere um elemento a € J e o operador L, : J — J, © — az, definido na Secao 2.3.

Esta aplicagao é um endomorfismo do espago vetorial J e é chamada de operador de multiplicacao
a esquerda pelo elemento a. A subdlgebra de endomorfismos do espago vetorial J gerada por todos os

possiveis operadores L, onde a € J, é chamada de dlgebra de multiplicagdo da dlgebra J e serd denotada

por M(J).
Os elementos S € M(J) sdo da forma S = > Ly, Lg, - - - La, , com a; € J.

A segunda dlgebra que associaremos a J é o centréide €(J) de J, o qual é o centralizador de M(J)
em Homg(J,J), ou seja, €(J) é o conjunto de aplicacoes lineares T em J tais que T'S = ST para cada

S e M(J).

No caso em que J tenha dimensao finita sobre K, o centréide €(.J) coincide com o centro de M(.J), ou
seja,

E(J)={SeMJ); TS=ST para todo T € M(J)}.

O resultado acima por ser encontrado em [39], Cap II, p.13.

Teorema 2.5.5. ([39], Cap. II, pg. 13) Se J é uma K-dlgebra de Jordan simples (de dimensao arbritdria),
entao o centrdide €(J) de J é um corpo (que contém K). Quando consideramos J como uma dlgebra sobre

seu centroide, J é simples central.

Como consequéncia do Teorema 2.5.5, podemos reduzir o problema de classificagao de dlgebras de Jordan
simples de dimensao finita sobre um corpo arbitrario K ao problema de classificar dlgebras de Jordan simples

centrais (de dimensao finita sobre uma extensao do corpo arbitrario K).

Para isso, seja J uma tal dlgebra de seja K o fecho algébrico do corpo K. Temos que Jg € uma élgebra
de Jordan simples de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado e, portanto, Jr é uma das

algebras listadas no Teorema 2.5.4.
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Usando essa informacao para determinar J, obtemos:

Teorema 2.5.6. (/24], V.7 e [39], Cap. IV, p. 86) Seja J uma dlgebra de Jordan simples central de
dimensao finita sobre um corpo K arbitrdrio. Temos as sequintes possibilidades para J:

1. J=K.

2. J=J(V,f), a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear simétrica nao-degenerada f num espacgo vetorial
V' de dimensao finita, com dimV > 1.

3. J=(H(A,x),-), onde (A, x) é uma dlgebra associativa simples central de dimensdo finita, com involugao
x, de grau n > 3.

4. J é uma dlgebra tal que existe uma extensao finita K do corpo base K tal que Jg = (H((Cg)s,4),"), onde
(Cgq)s € a dlgebra das matrizes 3 X 3 com elementos numa dlgebra de Cayley € sobre R e j € a involugdo

padrao de (€g)s associada com a involugdo de €.

No item 3 do teorema acima, a palavra “grau” de (A, x) sobre K se refere ao menor inteiro n tal que
(Ag, *) = (Dy, ), onde (D,i) é uma algebra de composicao associativa. Para mais informagoes veja [24],

pg. 209.

As tnicas algebras excepcionais na lista sdo dlgebras de Albert de dimensao 27 (de tipo 4), como prova

Schafer em [39] (Cap. IV, Teorema 9, pg. 38), que foram determinadas em [40].

2.6 Derivacoes de Algebras de Jordan

Os Operadores L, e R,

Na Segao 2.3, definimos o operador L, e comentamos que o estudariamos mais detalhadamente.

De forma anéloga, definiremos por R, o operador multiplicagcao de x pela direita, dado por
R,(y) =y -z, onde z,y € J,

que também é um endomorfismo de J.
Proposigao 2.6.1. Seja J uma dlgebra de Jordan. Para todo elemento x € J, os operadores L, e R, sao
1guaLs.

Demonstracao:

Seja y € J um elemento qualquer. Temos, pela comutatividade da &lgebra, que

Lo(y)=z-y=y-z=R.(y)

Pelo descrito anteriormente, também temos que [R,, R,2] = 0.

Podemos entender o comutador de operadores também como um operador. Por exemplo,

[Ra, Rb](C) = (RaRb — RbRa)(C) = RaRb(C) — RbRa(C).
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Proposicao 2.6.2. R ) = R (ra.r,1, onde R ra.r,) = RiR, R,)(c)-
Linearizando? a Identidade de Jordan (a?b)a — a?(ba) = 0, obtemos
(ac,b,d) + (ad, b, c) + (cd,b,a) = 0, para todos a,b,c,d € J
Ou, equivalentemente,
[(ac)bld — (ac)(bd) + [(ad)b]c — (ad)(bc) + a[(cd)b] — (ab)(cd) =0

[(ac)b]d + [(ad)ble + a[(cd)b] = (ac)(bd) + (ad)(be) + (ab)(cd).

Note que no lado direito da igualdade acima, todas as varidveis aparecem simetricamente.

Levando essa propriedade em conta, obtemos as identidades.

[(ac)b]ld + [(ad)b]c + a[(cd)b] = [a(cb)]d + [a(cd)]b + [a(bd)]c

[a(cb)]d + [a(cd)]b + [a(bd)]c = (ac)(bd) + (ad)(bc) + (ab)(cd).

As identidades acima sdo equivalentes as relacoes de operadores

R.RyRs+ RgBRyR. + ReqRy = ReRypg + RpReq + RqRey
R.RyRs+ RgBRyR. + ReqRy = Ry Rg + Reg Ry + RypaRe
[Racy Rd] + [Rad7 Rc] + [Rcd7 Ra] =0.

Ou seja,

RocRq+ RaaRe + ReaRa = RiRac + ReRad + RoRea-
A igualdade acima é a mesma coisa que
[(ac)bld — (ac)(bd) + [(ad)b]lc — (ad)(bc) + a[(cd)b] — (ab)(cd) = 0
d[b(ac)] — (db)(ac) + [(da)blc — (da)(bc) + [(dc)bla — (dc)(ba) = 0
Ry(ac)(d) — RacRy(d) + ReRyRo(d) — RyeRa(d) + RoRyRo(d) — RyqRe(d) =0
Riac)(d) = RacBy(d) + ReRyRo(d) — RpeRo(d) + Ro Ry Re(d) — Rpa Re(d) = 0
Ry(ae) = RacRy + ReRpRo — Rpe Ry + Ro By Re — Rpa Re = 0
RoRyR. + RcRpRo + Riacyp = RyRac + RoRpe + ReRpo = RyRoRe + ReRo Ry + Rpc Ry

Assim,

R.RyR. + R.RyR, + R(ac)b = RyR,R. + R.R. Ry, + R(bc)a

20 processo de linearizacio citado acima esté presente, e explicado de forma mais técnica, na demonstracio da Proposigio

1.3.5 em [42].
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RaRbRc - RbRaRc + RcRbRa - RcRaRb + R(ac)b - Ra(cb) =0
(RaRb - RbRa) “R.+ R - (RbRa - RaRb) + R(ac)b—a(cb) =0

[Raa Rb} . Rc + Rc . [Rba Ra] + R(a,c,b) =0.

Levando em conta que [a,b] = —[b, a], temos que

[Ra7 Rb] . Rc - Rc . [Raa Rb] + R(a,c,b) =0
[Ra; Ro); Re] + Rea ey = 0.
Usando a Proposicao 1.8, temos que

HRQ, Rb], RC] -+ R(a,c,b) = HRa, Rb], RC] + RC[RG,R,,] =0.

Novamente, usando o fato de que [a,b] = —[b, a], temos que
Rc[Rava] = [RCa [Ra7 Rb]] . (*)

Lema 2.6.3. Sejam A uma dlgebra e D € End(A). Temos que D é uma derivag¢io da dlgebra A se, e

somente se, para todo a € A vale Ryp = [R,, D]. Isto é,
(ab)D =aPb+ ab? o RyD = DRy + Ryp.

Em outras palavras,

(ab)? = aPb+ ab® < [Ry, D] = Ryp.

Pela conclusao (*), temos o seguinte coroldrio para o lema acima:

Corolério 2.6.4. Seja J uma dlgebra de Jordan. Para todos a,b € J, a aplicagdo Do p = [Rqa, Ry] € uma

derivagao de J.
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Capitulo 3

ALGEBRAS DE JORDAN
FORMALMENTE REAIS E CONES
SIMETRICOS

Neste capitulo iniciaremos o estudo sobre cones simétricos e os resultados que mostram sua relagao
com as algebras de Jordan formalmente reais. Estudaremos varias propriedades sobre esse tipo de cone e,
também, citaremos algumas de suas apari¢oes em outras areas da Mateméatica. Introduziremos, também, o

conceito de um dominio simétrico.

Definicao 3.0.5. Uma dlgebra de Jordan J € chamada unital se contém uma unidade, isto €, um elemento

e € J tal que ex = xe = e para todo x € J.

Existem dois operadores lineares fundamentais em uma algebra de Jordan J. Sao eles:
1. o operador multiplicacao a esquerda L, : x € J — ax € J ,
2. a aplicagao quadrética Q, : A — A
x> {a,z,a},

onde {-,-,-} é definido por {a,b,c} = (ab)c + a(be) — b(ac) e é chamado produto triplo de Jordan.

Para esses operadores, temos as identidades:
1. Qu =2L2 — L.
2. Q% = Q.

O operador [, definido por a[db = Lap+[La, L] : A — A (onde [+, -] denota o comutador dos operadores

L, e Ly), é chamado operador caixa.

Um elemento a € J de uma &lgebra de Jordan J com identidade e é chamado invertivel se existe um

1

elemento a=! € J (que é, necessariamente, tinico para cada a) tal que aa™! = e e (a?)a™! = a. Isto é

equivalente & invertibilidade do operador quadrético Q.. Ou seja, a=! = Q1 (a).
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Se o operador multiplicagao a esquerda L, é invertivel, entao a é invertivel e seu inverso é dado por

Uma algebra de Jordan formalmente real J e de dimensdo finita é, necessariamente, unital ([12], Pro-
posicao 1.1.13). Nesse caso, J contém uma abundéancia de elementos idempotentes (elementos j € J que
satisfazem j2 = j). Além disso, J é um espago de Hilbert real com a norma traco ||a||? =trago(a [J a) para

a€J.

Definigao 3.0.6. Chamamos uma dlgebra de Jordan J formalmente real de JH -dlgebra se ela é, também,
um espaco de Hilbert, no qual o produto interno (sempre denotado por (-,-)) é associativo, ou seja,

(ab,c) = (b,ac) para todos a,b,c € J.

Uma J H-4lgebra de dimensao finita é chamada Euclidiana em [20]. Na verdade, as dlgebras de Jordan
formalmente reais de dimensdo finita sdo exatamente as dlgebras de Jordan Fuclidianas com identidade.

Este resultado estd presente nos textos [11] e [12] de Cho-Ho Chu.

Assim, um FEspago vetorial Euclidiano nada mais é do que um espago vetorial real de dimenséo finita

munido de um produto interno.

J H-élgebras sao exemplos de H*-algebras nao associativas, que estiveram sendo estudadas por muitos

autores e as referéncias estao detalhadas em [21], pdgina 222.

Daqui adiante, a menos que seja estabelecido o contrario, todos os espagos vetoriais estao definidos sobre

o corpo R dos ntimeros reais.

3.1 Cones Simétricos

Seja V' um espaco vetorial. Um cone C' em V é um subconjunto nao-vazio de V' que satisfaz:
HCc+Ccc.
ii) aC C C, para todo a > 0.

Note que um cone é, necessariamente, convexo.
Um cone C' é chamado de cone préprio se C N —C = {0}.

Definigao 3.1.1. (Ordem Parcial): Seja C # O um conjunto. Uma ordem parcial em C € uma relagao <
em C, com as sequintes propriedades:

i) (Reflezividade) x < x Vx € C

it) (Antisimetria) Se x <y ey < x, entao x = y.

i11) (Transitividade) Se v <y ey < z, entio x < z.

Além disso, uma ordem linear é uma ordem parcial < em C que também satisfaz: se x,y € C, entdo

r<youy<z.
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A ordem parcial em V', induzida por um cone préprio C, serd denotado por < (ou apenas por < caso

C esteja subentendido), de modo que x < y sempre que y — x € C.

Em contrapartida, se V for munido de uma ordem parcial <, denotamos por V; = {v € V;0 < v} o

cone proprio.

Dados um espago vetoral topolégico real V' e um subconjunto £ C V', denotamos seu fecho e seu interior,

respectivamente, por E e int(E).
Se C' é um cone em V, entdo seu fecho C' também é um cone em V.

Se C' é um cone aberto, entao temos int(C) = C. Demonstraremos esse resultado no lema abaixo.

Lema 3.1.2. Seja C um conjunto convexo aberto de um espago vetorial topolégico real V. Vale que

int(C) = C.

Demonstracao:
Nao ha nada a provar caso C' seja vazio.

Suponhamos que C nao seja vazio. Assim, podemos escolher arbitrariamente um elemento ¢ € C. Seja

p € intC.

Dessa forma, p é um ponto interno de C, ou seja, toda reta passando por p intersecta C' em um conjunto

contendo um intervalo ao redor de p ([18], pg 410, 413).

Em particular, para a reta ligando p e ¢, existe v € (0,1) tal que p+=~(¢ —p) € C.

Uma vez que C' é aberto e ¢ é ponto interno de C', temos

AMp—7(¢g—p))+(1—=XNgeCpara0< <1 ([18], pg. 413).

Fazendo \ = L, temos
1+~
1 1 p v(g —p) ¥
m(P*W(Q*P))ﬂL(l*m)q R DTV T+~
p—y¢+y+vq¢ p+yp  p(l+7)
- 1+7 S ol4y 144y
= peC.

Dado um cone aberto C tal que C N —C = {0}, devemos ter 0 ¢ C, uma vez que = € C = = € intC, ou

seja, todo ponto de C' é um ponto interno de C.

Seja V um espago vetorial real equipado com um cone préprio V. com a ordem parcial induzida <. Um
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elemento e € V é dito uma unidade de ordem se

V=|J{zeV;-de <z < e}

A>0

Chamamos V de espago de unidade de ordem se ele possui uma unidade de ordem.

O corpo R dos nimeros reais, com a ordem parcial usual, é um espaco de unidade de ordem e o niimero

1 é sua unidade de ordem.
Note que um espago de unidade de ordem V', com unidade de ordem e, é determinado pelo seu cone V.

A
€+xEV+e

de forma que V =V, — V.
De fato, cada x € V, com —Xe < z < Ae, pode ser escrito como x = x1 — o, onde x1 =
e —T
eV,

o = 2
Uma unidade de ordem e € V é chamada arquimediana se para cada v € V, temos v < 0 sempre que

v < e para todo A > 0.
Chamamos V de espaco arquimediano de unidade de ordem se ele contém uma unidade de ordem arqui-

mediana.
Uma unidade de ordem arquimediana e € V induz uma norma || - ||c em V, chamada de norma de

unidade de ordem, definida por

llz]le =inf{A > 0;=de <z < Ae} (zeV)

que satisfaz —||z||ce < z < ||z||ce.
Denotamos por (V, e) o espago de unidade de ordem V equipado com a unidade arquimediana de ordem

e e a norma de unidade de ordem || - ||, onde o subscrito e serd omitido caso esteja subentendido.
Dizemos que (V,e) é um espago arquimediano de unidade de norma completo se a norma || - || for
completa.

O cone Vi em (V,e) é fechado na norma de unidade de ordem e a unidade arquimediana de ordem e

pertence ao interior intVy de Vi ([3], Teorema 2.2.5).

De fato, cada ponto interior u € int(V,) é uma unidade de ordem (Lema 3.1.10 mais & frente) e a norma

de unidade de ordem correspondente || - ||, é equivalente a || - |-

Uma transformacao linear T : V' — W entre dois espacos de unidade de ordem (V,e) e (W, u) é dita

positiva se T'(V}) C W,. Adicionalmente, dizemos que T' é um funcional linear positivo se (W,u) =

(R,1).
O dual V* de (V,e) é ordenado parcialmente pelo cone dual V', que consiste de funcionais lineares

positivos continuos de V' e é, precisamente, o conjunto

V8= A{feVhif@) <1 VaeVi}={feV"f(z)20 VoeVi} ([3], pg 30).

38



Lema 3.1.3. SejaT : V — W uma transformacao linear positiva entre os espacos arquimedianos de unidade
de ordem (V,e) e (W,u). Vale que T € continua e ||T|| = ||T(e)||w.
Demonstracao:

Precisamos mostrar que sup{||Ty|lu; —¢ < z < e} < o0, onde {x € V;—e < z < e} é a bola unital

fechada de (V,e).

De fato, dado z tal que —e < = < e, temos, pela positividade, que

—[[T(e)|luu < =T(e) < T(x) < T(e) < ||IT(e)||uu-

Isso implica que ||T(z)||. < ||T(€)]|u
Segue que T' é continuo, com ||T'|| < ||T(€)]w-
Uma vez que ||T|| = sup{||T(2)||u; —e < z < e} > ||T(e)]||u, temos que

Tl = 11T ()|

Uma transformagao entre espagos métricos que preserva distancias é chamada isometria.
Definicao 3.1.4. (Isometria) . Sejam X eY espacos métricos, com métricas d, e d,, respectivamente.
A aplicagio f: X — 'Y € dita uma isometria se, para quaisquer a,b € X, vale dy(f(a), f(b)) = dy(a,b).

Uma isometria é, automaticamente, injetiva.
Proposigao 3.1.5. Seja T : (V,e) — (V,e) um isomorfismo linear tal que T(Vy) = V. Entao, T € uma
isometria se, e somente se, T'(e) = e.

Demonstracao:

Seja T uma isometria. Pelo Lema 3.1.3,

-1 -1
Tl =IT|| =1 = [T = [IT~(e)],

o que implica

Assim, por positividade, T'(e) = e.

Reciprocamente, o Lema 3.1.3 implica que ||T|| = ||T(e)|| = |le|]| = 1 = ||[T7(e)|| = ||[T~||]. Dessa

forma, T é uma isometria.

39



Agora iremos introduzir o conceito de cone simétrico de dimensao infinita ([12], p. 105), que é uma

generalizagao natural do de dimensao finita.

Definicao 3.1.6. Seja V' um espago de Hilbert real com produto interno (-,-). Um cone aberto Q em V ¢é
chamado simétrico se satisfaz as sequintes condicoes:
i) (autodualidade) Q2 = {v € V;{v,2) >0V x € Q —{0}}.

it) (homogeneidade) Dados x,y € Q, existe um isomorfismo linear continuo g : V — V tal que g(x) = y.

Uma vez que um cone {2 em um espago de Hilbert V' é convexo, seu fecho fraco e fecho normado em V

coincidem e sdo denotados por €.
Se Q é aberto, entdo Q = int(Q) (Lema 3.1.2).

Pela autodualidade, o fecho €2 de um cone simétrico 2 é préprio e, tendo o lema 2.1 em vista, também

¢ “autodual” (no sentido que Connes trabalha em [13]), sendo

Q={veV; {v,z} >0 VzeQl.

De fato, dado v € V, com {v,2} > 0 Vo € Q, temos, escolhendo algum e € €,

1 1 —
{v+ Ee,x} ={v,z} + E{e,m} para z € Q — {0} (n=1,2,3,...)

Consequentemente, v + %e € Qparan=1,2,.. eparavc Q.

Para espacos euclidianos de dimensao finita, a definicao precedente é a mesma do que a usual para um

cone simétrico. Podemos ler isso com detalhe em [20].
Em dimensoes finitas, Koecher e Vinberg chegaram ao aclamado resultado que o interior do cone
{a*x € J}

dentro de uma &algebra de Jordan formalmente real J é um cone simétrico. Reciprocamente, todo cone

simétrico é desta forma.

Estenderemos este resultado para dimensao infinita na préxima secao. Primeiramente, discutiremos

como um cone simétrico se relaciona com a estrutura subjacente de um espaco de Hilbert.

Lema 3.1.7. Seja V' um espago vetorial real, equipado com a norma || -|| e parcialmente ordenado pelo
fecho Q de um cone aberto Q. Cada ponto e € 2 é uma unidade de ordem. Além disso, se e é arquimediano,

entdo a norma de unidade de ordem || - ||e satisfaz || - ||e < || - || para algum ¢ > 0.

Demonstracao:

Seja e € Q. Como Q é aberto, existe r > 0 tal que a bola aberta e — B(0,r) estd contida em €2, onde

B(0,r) ={x € V;||z|]| <r}.
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Seja v € V —{0}. Temos que

gy ) v € 5O

r
e:F(M)vEe—B(O,r)CQ

Isto é,
2[|v]| 2| |||
———e<v< —e.
r r

Sendo assim, temos que e é uma unidade de ordem.

Além disso, se e é arquimediana, isso implica, ainda, que a norma de unidade de ordem || - || satisfaz

2
[lv]]le < U para todov € V.
]

De agora em diante, a norma do produto interno de um espago de Hilbert V' sempre serda denotada por

1

-1l = (2.
O seguinte resultado revela que um espaco de Hilbert equipado com um cone simétrico é um espaco de

ordem de unidade arquimediano completo.

Lema 3.1.8. Seja V um espaco de Hilbert real parcialmente ordenado pelo fecho 0 de um cone simétrico

Q e seja e € Q. Vale que e é uma unidade arquimediana de ordem e a norma de unidade de ordem || - || €
equivalente & norma do produto interno || - || de V.
Demonstracao:

Pelo Lema 3.1.7, e é uma unidade de ordem.

Para mostrar que e é arquimediana, seja Av < e para todo A > 0. Pela autodualidade de €2, temos
(e — Av,z) > 0 para todo = € Q.

Dal,
(e,x) > (v, x),

{e,z) > M v, x) para todo = € Q
Se z € Q — {0}, entdo (e,z) > 0.

Assim,

{(v,z) <0 para todo = € Q.

Consequentemente, —v € Q.

Para a segunda afirmagcdo, vamos considerar que o Lema 3.1.7 j& implica que || - || < ¢|| - || para algum

c> 0.
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Para completarmos a prova, basta mostrarmos que ||v[|?> < (e, e)||v||2.
De fato, temos ||v||.e = v € Q e, por autodualidade, {||v||.e + v, ||v]|ce — v) > 0.

Expandindo o produto interno,

(lvllee + v, [[vllee = v) = ([[v][ee, [[v][ce) + (v, [[v][ce) = (v, 0) = (v, |[v]]ee) = (|[v]]ee, [[v][ce) = (v, v)

Assim,

(lvllee, [[v]]ee) = (v, v) =0,
(llvllee, [[vllee) = (v, v),
[[v][2¢e, €} > [v][*.
|

Seja V um espaco real de Hilbert parcialmente ordenado pelo fecho € de um cone simétrico Q e seja
e € Q. O lema anterior implica que uma transformagao linear 7' : V' — V é continua em relacdo a norma

do espago de Hilbert V se, e somente se, T' é continua em relacao & norma de unidade de ordem || - .

Posteriormente, denotaremos por ||T|| e ||T||. a norma de um operador 7' : V — V em relagdo a norma

do espaco de Hilbert e em relacao & norma de unidade de ordem de V, respectivamente.

Para definigoes e propriedades de Grupos de Lie Banach e Algebras de Lie, que sao variedades analiticas,

recomendo a leitura dos textos [8] e [45].

Seja L(V) a algebra de Banach dos operadores lineares limitados de V, equipada com a norma de
operador de espago de Hilbert || - || e a involugao usual . Entao, L(V) é uma algebra de Lie Banach real

com o produto comutador [S,T] = ST — TS, para S,T € L(V).

Denotamos por GL(V') o subgrupo aberto de elementos invertiveis em L(V'), que é um grupo real de Lie

Banach com &lgebra de Lie L(V).
Dados S,T € GL(V), temos ||[S™' = T|| < [|STH||S = T|||T~|.

Consequentemente, o grupo ortogonal O(V) = {T' € GL(V);||T|| = ||T!|| = 1} de V, consistido de
isometrias lineares de V' equipado com a topologia norma, é um subgrupo fechado de GL(V) e um grupo

real de Lie Banach.

Diferente do caso de dimensdo finita, um subgrupo fechado H de um grupo de Lie Banach real G de

dimenséao infinita néo precisa ser um grupo de Lie na topologia relativa ([23], 666-674).

Mesmo assim, H ainda pode ser topologizado com uma topologia 7 mais fina para formar um grupo de

Lie Banach. Para entender melhor, recomendo a leitura de [45].

De fato, se g é a algebra de Lie de G, entao a algebra de Lie de H é dada por
h={X €g;exptX € HY t € R} e a aplica¢do inclusdo (H,7) < G é analitica.

De agora em diante, seja €2 um cone simétrico em um espaco de Hilbert real V. O cone aberto 2 é uma
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variedade de Hilbert real modelada em V', onde o espago tangente T,,£) em w € ) estd identificado com V.

As aplicagoes positivas em GL(V) com inversa positiva, em relagdo ao cone €, formam um subgrupo de

GL(V), que denotaremos por G(2) = {g € GL(V);9(Q) = Q}.

Um elemento g € GL(V) pertence a G(f2) se, e somente se, g(Q) = Q. Consequentemente, g(£2) é um
subgrupo fechado de GL(V') e pode ser topologizado em uma topologia mais fina para um grupo de Lie

Banach real com &lgebra de Lie g = {X € L(v); exp tX € G(Q) Vt € R}.

Para cada w € Q, a aplicagdo g € GL(V) — g(w) € V é analitica e sua derivada na identidade de GL(V)
é a aplicagao linear X € L(V) — X (w) € V. Uma vez que a aplicagdo inclusao G(Q2) — GL(V) ¢ analitica,
a aplicacdo orbital g € G(Q2) — g(w) € Q é analitica.

Defini¢ao 3.1.9. Um subgrupo de Lie de G(Q2) é um subgrupo e subvariedade de G(2).

Por exemplo, o componente conectado Gy da identidade de G(£2) é um subgrupo de Lie de G(2). Este

resultado foi apresentado em [8].

O subgrupo K = G(Q2)(O(V) de G(f) ¢ fechado na norma e qualquer topologia mais fina de G(Q2), e

também um grupo de Lie Banach real.

Dado g € G(©), note que seu adjunto g* em L(V) também pertence a G(£2). De fato, para v € Q e
x € Q — 0, temos
(9% (v),2) = (v, g(x)) >0
e, consequentemente,

g"(v) € Q.

Lema 3.1.10. Seja V um espaco de Hilbert real parcialmente ordenado pelo fecho 0 de um cone simétrico

Q. Seja e € Q tal que af|- || < || lle < Bl - || para alguns 8 > o > 0. Vale que

Ze<gle) <

B

e

L™

para todos g € K = G(Q) (N O(V).

Demonstracao:
Seja g € G(Q) N O(V).
Temos que

Sl < lglle < Zlgll. onde gl = 1.

Pelo Lema 3.1.3, ||g(e)||e = ||g]le, desde que g(2) C Q, e o mesmo vale para g~!.

Segue, entao, que

e < gle) < —e.

Sl e

a
B
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Teorema 3.1.11. Seja V um espaco de Hilbert real parcialmente ordenado pelo fecho 2 de um cone simétrico

0. Eziste um elemento w € Q tal que g(w) = w para todo g € G(2) [ O(V).

Demonstracao:
Fixemos uma unidade de ordem e € Q e seja || - || < || - ||l < 8]| - || para > a > 0.

Pelo Lema 3.1.10, a érbita S = {g(e); g € G(Q) (N O(V)} estéd contida no intervalo de ordem

ng,ﬁe” ={zeV; %eSHCS ge},

o qual é convexo, limitado na norma de unidade de ordem || - ||, e, consequentemente, limitado na norma

de espago de Hilbert de V.

O intervalo de ordem acima é claramente fechado na norma de unidade de ordem e, consequentemente,

na norma de espaco de Hilbert V.

a, B

Segue, entao, que o intervalo de H 56 EeH é fracamente compacto em V.

a, B

Seja (Q = ¢oS o casco convexo fechado da érbita S. Temos que Q) C H 56 EBH ¢é fracamente compacto.

Uma vez que G(2) (N O(V) é um grupo e cada g € O(V) é continua em V, vemos que G(Q) C @ para
toda g € G(Q)(O(V). Adicionalmente, G(2) () O(V) é equicontinuo em @ na topologia fraca (definigdo
presente em [18], V. 10.7), isto é, dada qualquer vizinhanga fraca N de 0, existe uma vizinhanga fraca U

de 0 tal que para dois elementos z,y € @, que satisfagam (z — y) € U, temos g(xz — y) € N para todo
g€ GE)NOV).

Para provar equicontinuidade, primeiro observamos que para qualquer vizinhanga fraca de 0 da forma
Ny = {v € V;|{v,2)| < €} para algum 2 € V — {0}, podemos determinar 21, zo € {2 — 0 tais que Ny contenha

€
o conjunto {v € Vil(v, z5)] < 57]' =1, 2}, que é uma vizinhanca fraca de 0 .

De fato, escreva z = 21 — 23, com z1, 2z € ) — {0}, entdo temos

(v, 2) = (v, 21 = 22)| = [(v, 20)] = [V, 22)| < [, 20)[ + [(v, 22)| < e,

Consequentemente, dada qualquer vizinhanca fraca N de 0, existem elementos positivos z1, 29, ..., 2, em
Q — 0 tais que
No>{veV;|(v,2)| <e€j=1,2,..,n} para algum € > 0.
Podemos determinar ¢ > 1 tal que z; < ce para j =1,...,n.

Agora, para cada g € G(w)(O(V) e j =1,...,n, temos

0< 9(z) < egle) < e
0 que nos da
0 < (z,g(%)) < (=, %e} para todo x € €. (3.1)
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2

(0%
A lha v € (0,1) tal < T v
gora, escolha v € (0, 1) tal que v (B2 — a?)(e,e)

2 _ 2
U{vGV;'(’y(erﬁaﬁa e>,¢e>‘<e}

Sendo assim,

é uma vizinhanga fraca de 0 em V.

Como %e <g(e) < ge para toda g € G(2) [ O(V), pelo Lema 3.1.10, temos

e, consequentemente,

Sejam z,y € Q C H

e

e, em particular,
2 _ 2 _ 2 _ .2
B —«a < x—y n B —«a
of g of

e, onde v € (0,1)

T —
Consequentemente, © —y € vyU (ou seja, 4 € U) nos da
Y

0t (7 (T B ) = 0 (L B ) )

_ 2,2
<y <x Yy, f—a e) ’%@ < € (pela Equacao 3.1)

Sendo assim,

2 _ o2 2 _ 2
S e < byl — ) < e~ gt <
onde a Equacao 3.1 implica
2 9 2 9
WD gy, < L2 Dy <

e, portanto,

[{g(z — v), z;)| < eparatodage GIQNOV)ej=1,..n

Isto prova a equicontinuidade de G(2) (N O(V).
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A partir disso, pelo Teorema do Ponto Fixo de Kakutani ([18], V. Teorema 10. 8), o grupo G(Q) (O(V)
. a B
tem um ponto fixo comum, digamos w € @) C Be, —el|| C Q.
«
A prova estd completa.

Note que um operador linear limitado 7" em um espago de Hilbert complexo H ¢é hermitiano se, e somente

se, ||lexp itT|| = 1 para todo t € R ([7], p. 46).
Se |lexp itT|| < M para algum M > 0 e todo ¢ € R, entéo exp tT tem raio espectral

ES
n

plexp itT) = nh—>néo ||(exp #tT)"||» = llexp intT||* < lim Mw =1

lim
n— o0 n—00
e se i1 é hermitiano, entdo temos ||exp it7T'|| = p(exp itT) < 1 para todo ¢ € R.

Isso implica que T' é hermitiano e, consequentemente, T' = 0.

Dado X € L(V), consideranto sua complexificacao
Xc: Ve = Ve

no espago de Hilbert complexo V¢ e notando que exp tX é uma isometria em V se, e somente se, exp tX¢

é um operador unitério em V¢, temos que ||exp tX|| = 1 para todo ¢ € R se, e somente se, X* = —X.

Por outro lado, se X* = —X e se ||exp tX|| < M para algum M > 0 e para todo ¢ € R, entdo devemos
ter X =0.

A observagao acima implica que a élgebra de Lie do grupo de Lie K = G(2) [ O(V) é dada por:
t={X cg(Q); exptX €eGOQUYNOV)VteR}
— (X €g(Q): X* = X} C L(V).
Para X € g(Q2), temos que exp tX € G(2) e exp tX* = (exp tX)* € G(Q) para todo ¢t € R. Consequen-
temente, X* € g(Q).

Seja p = {X € g(2); X* = X}. Temos a decomposi¢ao em soma direta g(Q2) = £ @ p, com colchetes de
Lie [t p] C p, [p,p] C &,

Isso implica que a inclusdo ¢ : K < G(2) é uma imersdo e sua diferencial na identidade d, : ¢ — g(Q)

tem uma imagem com um complemento de soma direta p em g(€2) (ver [12], Definicao 2.1.16).

Pelo Teorema 3.1.11, existe uma unidade de ordem w € () que é um ponto fixo do grupo K =
G(Q)N o).

Dado X € ¢, temos exp tX € K e

t? t"
w= exp tX(w) =w+tX(w)+ EX(w) +..+ EX(w) para todo ¢t € R.
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d

O que implica X (w) = — exp tX (w) = 0.
dt =0

Na verdade, a reciproca também ¢é verdadeira.

Lema 3.1.12. Seja w € Q um ponto fizo de K = G(Q)(O(V) com dlgebra de Lie €. Entdo temos

t={X €g(); X(w) =0}

Demonstracao:
Seja X € g(2) e X(w) =0.
Temos a decomposicao X = X¢ + X, c €D p.

Uma vez que X¢(w) = 0, como notado acima, temos que X,(w) = 0 e, consequentemente,

exp tX,(w) = w para todo t € R.

Isso implica que [lexp tX;||w = ||w|lw = 1 e existe M > 0 tal que |[exp tXx, || < M para todo t € R,

uma vez que a norma de unidade de ordem || - ||, é equivalente & norma do espago de Hilbert || - ||.

Por outro lado, X, € p implica que X = X,. Portanto, devemos ter X, =0 e X = X, € p.

Observagao 1: O lema acima implica que a algebra de Lie
t, ={X €9(Q); exptX(w)=wVteR}
do subgrupo de isotropia K,, = {g € G(2); g(w) = w} D K coincide com a &lgebra de Lie £ de K, onde

Consequentemente, andlogo ao caso de K, a aplicagao inclusao K,, < G(£2) é uma inversao.

A diferencial da aplicacdo orbital p : g € G(Q2) — g(w) € Q na identidade de G(2) é a aplicagao avaliagao
Xer—»Xw)eV.

Pela homogeneidade de €2, podemos identificar a dlgebra de Lie g(2) = €, ®p com a dlgebra de Lie autQ
dos corpos analiticos de vetores em ) que geram subgrupos de um parametro de G(2) (para mais detalhes,

ver [48], pg. 110).
Isso implica que a aplicagdo avaliacdo X € g(Q2) — X (w) € T, = V é sobrejetiva.

Segue, entdao, que a aplicacdo orbital p,, é uma submersao, uma vez que £, é o nicleo da aplicacao

avaliac@o, que é complementada em g(2).

Em particular, p,, é uma aplicagdo aberta e o componente identidade Gy também atua transitivamente

em (), uma vez que {2 é conectado e uma unido disjunta de Gy-ébitas abertas.
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3.2 A Relacao Entre Algebras de Jordan Formalmente Reais e

Cones Simétricos

Uma algebra de Jordan é uma algebra que pode nao ser associativa, mas é comutativa, sujeita a algumas
outras condigdes que sdo modeladas apds o exemplo tipico: considerando qualquer dlgebra associativa (A, -),

1
podemos equipé-la com o produto simétrico x oy := i(x -y +y-x) e obter a dlgebra de Jordan (A, o).

E esta relagao que motivou originalmente a no¢ao na discussdo da Mecanica Quantica, para o produto
simetrizado e, portanto, a estrutura da algebra de Jordan da &dlgebra dos observaveis de um sistema de
Mecénica Quantica é o que resta quando se ignora os comutadores (outrora tao importantes) e, portanto,

os fluxos hamiltonianos em observéveis.
Mais tarde, porém, as dlgebras de Jordan foram amplamente estudadas para seu préprio bem.

Mais recentemente, descobriu-se que os Topos de Bohr associados a uma algebra nao-associativa de ob-
versaveis realmente enxerga a estrutura subjacente de algebra de Jordan. Para mais informacoes, recomendo

a pesquisa sobre Topos de Bohr e Poset de Subdlgebras comutativas.

Relembrando as Definicoes

Uma &lgebra de Jordan é uma algebra J comutativa nao-associativa que satisfaz a identidade de jordan:

2?(yx) = x(yx?) para todos x,y € J.

Segue (via um argumento nao-trivial) que J é de poténcias associativas e a Identidade de Jordan pode
ser generalizada para (z™y)z™ = 2™ (yz™) para ndmeros naturais m,n > 1 (e, trivialmente, para m,n > 0

se a algebra J tiver um elemento unidade).

Portanto, também podemos, equivalentemente, definir uma algebra de Jordan como uma &lgebra J
comutativa de poténcias associativas tal que para qualquer x € J, os operadores multiplicagao por poténcias

2™ (n > 1) comutam todos uns com os outros.

Se K é um corpo cuja caracteristica ndo é 2 (ou é qualquer anel comutativo no qual o elemento 2 é

invertivel), entdo para qualquer K-dlgebra A com produto -, associa-se uma K-dlgebra de Jordan com o
roy+yoxwx

mesmo espago vetorial subjacente e cujo produto de Jordan o é dado por x oy = 3

Tais algebras sao chamadas dlgebras de Jordan especiais. Todas as outras sao chamadas algebras de

Jordan excepcionais.

Algebras de Jordan Formalmente Reais e Sua Origem na Fisica Quantica

As &algebras de Jordan tiveram sua origem no estudo dos fundamentos da teoria quantica. Em 1932,

Pascual Jordan tentou isolar alguns axiomas que uma algebra de observaveis deveria satisfazer.
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A frase dlgebra sem adornos geralmente sinaliza uma &algebra associativa, mas este nao é o tipo de
algebra a que Jordan foi levado. Tanto na Mecéanica Classica quanto na quantica, os observaveis sao
fechados sob adicao e multiplicacao por escalares reais. Na mecanica cléssica, também podemos multiplicar
os observéveis, mas na Mecanica Quantica isso se torna problemético. Afinal, dados dois operadores lineares
auto-adjuntos limitados em um espaco de Hilbert complexo, seu produto é auto-adjunto se, e somente se,

eles comutam.

No entanto, na Mecanica Quéantica ainda é possivel elevar um observavel a uma poténcia e obter outro
observavel. A partir do quadrado e tomando combinagoes lineares reais, pode-se construir um produto

comutativo usando a identidade de polarizacao:

1 1
xwﬁ=§«x—yf—x2—f)=§@w+y@

Este, as vezes, é chamado de anticomutador (ou mais precisamente, metade do anticomutador). Observe
que é andlogo ao comutador mais famoso [z, y| := zy —yx e que os dois juntos recuperam a dlgebra completa

1
dos observaveis em: zy = i[x, y] + x o y para todos z,y.

Uma JLB-algebra é um espago de Banach equipado com as estruturas compativeis de ambas as dlgebras
de Jordan e as algebras de Lie. JLB-algebras sao equivalentes a C*-algebras exatamente desta maneira,

1. -
usando o e e := iz[—, —] como as operagoes.

Do ponto de vista da quantizacao de deformacao de variedades de Poisson, pode-se ler isso da seguinte
forma: a quantizacdo de deformagao de uma variedade de Poisson (X, —, —) se divide em duas partes:
1. p colchete de Poisson [—, —] em C*°(X) deforma para o comutador

2. a multiplicagdo pontual em C*(X) se deforma na estrutura da dlgebra de Jordan.

Esta perspectiva sobre a quantizagao de deformagao tornando explicito o papel das dlgebras de Jordan

é mencionada, por exemplo, em [5].

O produto simétrico o nao é associativo, em geral, mas é associativo em poténcias: qualquer forma de
colocar entre parénteses um produto de cdpias do mesmo x observavel da o mesmo resultado. Isto levou

Jordan a definir o que agora é chamado de algebra de Jordan formalmente real.

A hipétese de ser formalmente real gera em J (assim como em qualquer algebra formalmente real) uma
ordem parcial: se escrevermos x < y quando o elemento y — x é uma soma de quadrados, temos que

r<y,y<r=x=y.

Assim, em uma &lgebra de Jordan formalmente real, podemos falar razoavelmente sobre um observavel

ser “maior” do que outro.

Na verdade, a Identidade de Jordan é uma consequéncia da definicao de algebra de Jordan formalmente

real. Portanto, toda algebra de Jordan formalmente real é uma algebra de Jordan (mas néo o contrério).
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Exemplos
Classificacao de Algebras de Jordan Formalmente Reais
Em 1934, Pascual Jordan publicou um artigo com Von Neumann e Wigner classificando algebras de

Jordan de dimensao finita formalmente reais [25].

Eles comecaram definindo um ideal de uma &lgebra de Jordan J formalmente real como um subespaco

linear S C J tal que x € S implica que z oy € S para todo y € J.
Em seguida, eles definiram J como simples quando seus tnicos ideais eram {0} e o préprio J.

Apos isso, eles provaram que qualquer algebra de Jordan de dimensao finita é uma soma direta de outras

algebras de Jordan simples.

Isso reduziu o problema de classificacao das a tarefa de classificar dlgebras de Jordan simples formalmente

reais de dimensao finita. Existem quatro familias destas e uma excegao:

1
1. As matrizes reais n X n auto-adjuntas, b, (R) com produto a o b = i(ab + ba).
. . 1
2. As matrizes complexas n x n auto-adjuntas, b, (C) com produto a o b = §(ab + ba).
. - . 1
3. As matrizes quaternionicas n x n auto-adjuntas, b, (H) com produto a o b = i(ab + ba).

1
4. As matrizes octonibnicas n x n auto-adjuntas, h,(0) com produto aob = i(ab + ba), onde n < 3.
5. O espago R” @ R com produto (z,t) o (a',¢') = (ta’ + t'z, za’ + 1)

Aqui dizemos que uma matriz quadrada com entradas na *-algebra A é hermitiana se for igual a sua

transposta conjugada. Observe que R, C,H e O sao todas *-algebras.

Como os octonios formam uma &lgebra alternativa, mas néo associativa, nao podemos ir além das

matrizes 3 X 3 e obter uma algebra de Jordan.

As matrizes octonionicas auto-adjuntas 1 x 1 sdo apenas os nimeros reais e as 2 X 2 sao isomorfas ao

fator spin R? @R. Por outro lado, as matrizes octoniénicas auto-adjuntas 3 x 3 formam a dlgebra de Albert.

As algebras de Jordan na quinta familia sao chamadas de fatores de spin. Esta familia tem algumas

sobreposigoes com as outras. Mais notavelmente:

A &lgebra de Jordan de matrizes reais auto-adjuntas 2 x 2 é isomorfa ao fator spin R @ R.

A 4lgebra de Jordan de matrizes complexas auto-adjuntas 2 x 2 é isomorfa ao fator spin R? @ R.

A &lgebra de Jordan de matrizes quaternionicas auto-adjuntas 2 x 2 é isomorfa ao fator spin R®> @ R.

A 4lgebra de Jordan de matrizes octoniénicas auto-adjuntas 2 x 2 é isomorfa ao fator spin R? @ R.

Como o fator de spin R™ @ R pode ser identificado com o espaco de Minkowski (n + 1)-dimensional, isso
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estabelece uma relagao entre os nimeros reais, nimeros complexos, quatérnions e octonions e o espago de

Minkowski em 3,4,6 e 10 dimensoes - um padrao que se torna importante na teoria das cordas.

Em 1983, Zelmanov generalizou drasticamente o resultado de Jordan, Von Neumann e Wigner, classifi-

cando todas as algebras de Jordan simples, incluindo as de dimensao infinita.

Algebras de Jordan Excepcionais

Entre as algebras de Jordan excepcionais sobre os nimeros reais, hd um exemplo notavel de dimensao
27: a algebra de Albert A de matrizes 3 x 3 auto-adjuntas sobre os octonios com a mesma férmula acima
para o produto em termos de produto da matriz. Observe que os octonios e suas matrizes ndo formam
algebras associativas, mas apenas algebras alternativas, portanto, a identidade de Jordan para a &lgebra
de Albert nao é automaética (nao é vélida para todas as dlgebras alternativas), mas é uma consequéncia de

circunstancias mais especiais.

Cones Convexos Homogéneos Autoduais

O formalismo das dlgebras de Jordan parece bastante distante da pratica real da Fisica, porque, na

teoria quéntica, dificilmente pega-se dois observéaveis a e b e forma-se seu produto de Jordan %(ab + ba).
Como sugerido na secao anterior, é melhor pensar nessa operagao como derivada do processo de quadratura
de um observavel, que é algo que realmente é feito. Mas, ainda assim, devemos perguntar: podemos ver a
classificagao das algebras de Jordan formalmente reais de dimensao finita e, portanto, o papel especial das
algebras de divisao normatizada, como decorrentes de alguns axiomas mais intimamente ligados a teoria

quantica como os fisicos geralmente a praticam?

Uma resposta envolve a classificagao de Koecher-Vinberg de cones convexos homogéneos autoduais.
Considere primeiro o caso da teoria quantica comum. Se um sistema quéntico tem o espaco de Hilbert
C™, os observéveis sao descritos por matrizes complexas auto-adjuntas n X n: elementos da &lgebra de
Jordan b, (C). Mas matrizes dessa forma que sdo néo negativas e tém trago 1 também desempenham outro
papel. Elas sdo chamadas de matrizes de densidade e descrevem estados de nosso sistema quantico: nao
apenas estados puros, mas também estados mistos mais gerais. A ideia é que qualquer matriz de densidade

p € b, (C) nos permite definir os valores esperados dos observaveis a € b, (C) via

(a) = tr(pa).

A aplicacao que envia os observaveis aos seus valores esperados € linear real. O fato de p ser nao negativo

é equivalente a
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e o fato de p ter trago 1 é equivalente a

(1) = 1.

Tudo isso se generaliza para uma &algebra de Jordan formalmente real J de dimensao finita arbitraria.
Qualquer algebra assim tem automaticamente um elemento de identidade. Isso nos permite definir um
estado em J como um funcional linear (-) : J — R que é
e nao-negativo:

a>0=(a)>0
e normalizado

(1) = 1.

Mas, na verdade, ha uma correspondéncia bijetiva entre funcionais lineares em J e elementos de J. A

razao é que toda algebra de Jordan de dimensao finita tem um trago

tr:J—>R

definido de modo que tr(a) seja o traco do operador linear multiplicagio por a. Tal dlgebra de Jordan

é, entdo, formalmente real se, e somente se,

(a,b) =tr(aob)

é um produto interno com valor real.

Entdo, quando J é uma &lgebra de Jordan formalmente real de dimensao finita, qualquer funcional

() : J = R pode ser escrito como
(a) =tr(poa)

para um elemento unico p € J.

Por outro lado, cada elemento p € J fornece um funcional linear por esta formula. Embora nao seja
6bvio, é verdade que o funcional linear (-) é ndo-negativo se, e somente se, p > 0 em termos da ordenagao

em J. Mais obviamente, (-) é normalizado se, e somente se, tr(p) = 1.

Assim, os estados podem ser definidos com certos observaveis: a saber, aqueles observaveis p € J, com

p>0etr(p) =1.

Essas ideias ajudam a motivar um importante teorema de Koecher e Vinberg. A ideia é axiomatizar
a situacao que acabamos de descrever, de uma forma que nao mencione o produto de Jordan em J, mas
enfatize:
e 0 isomorfismo entre J e seu espago dual.

e o fato de que elementos positivos de J formam um cone.
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Para encontrar axiomas apropriados, suponha que J seja uma algebra de Jordan formalmente real de

dimensao finita. Entao, sete fatos sao sempre verdadeiros.

1. O conjunto de observaveis positivos
C={a€cAa>0}
é um cone. Isto é, a € C' implica que todo miltiplo positivo de a também esta em C.

2. Esse cone é convexo: se a,b € C entdo qualquer combinagdo linear za + (1 — )b, com 0 < x < 1

também estd em C.
3. Esse cone é um conjunto aberto.
4. Ele é regular, o que significa que se a e —a estdo ambos no fecho C, entdo a = 0.

Esta condicao pode parecer obscura, mas se notarmos que
C={a€ A;a>0},

vemos que C' sendo regular simplesmente significa que a > 0 e —a > 0 = a = 0, que é uma suposigao

perfeitamente plausivel.

5. Lembre-se que J tem um produto interno. Isso é o que nos permite identificar funcionais lineares em

J com elementos de J. Isso também nos permite definir o cone dual
C*={a€ J:Vbe A{a,b) > 0}
que se pode verificar que é, de fato, um cone.
O quinto fato sobre C' é que ele é autodual, ou seja, C = C*.
Isso formaliza o fato de que os estados podem ser identificados com observaveis especiais.

6. C' é homogéneo: dados quaisquer dois pontos a,b € C, hd uma transformagao real-linear T : A — A
mapeando C consigo mesmo de uma forma bijetiva, com a propriedade T'a = b. Isso diz que o cone C' é
altamente simétrico: nenhum ponto de C é “melhor” do que qualquer outro, pelo menos se considerarmos

apenas a estrutura linear do espaco A, ignorando o produto de Jordan e o traco.

7. De outro ponto de vista, entretanto, hd um ponto muito especial de C, a saber, a identidade 1 de
nossa algebra de Jordan. E isso nos leva ao nosso sétimo e ultimo fato: o cone C é pontiagudo, o que

significa que estd equipado com um elemento distinto (neste caso, 1 € C).

Resumindo: quando J é uma dlgebra de Jordan formalmente real de dimensao finita, C' é um cone convexo
aberto regular auto-dual pontiagudo homogéneo. Todos os elementos a € J sao observaveis positivos, mas

certos elementos especiais (nomeadamente, aqueles com (a, 1) = 1) também podem ser vistos como estados.

Na verdade, ha uma categoria de cones convexos abertos auto-duais regulares homogéneos pontiagudos,

onde:
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e um objeto é um espago de produto interno real de dimensao finita V' equipado com um cone convexo
aberto regular autodual pontiagudo homogéneo C' C V/
e um morfismo de objeto, digamos (V, C), para outro, digamos (V’,C"), é uma aplicagao linear T : V — V'

que preserva o produto interno e identifica C' em C".

Figura 3.1: Exemplo de cone pontiagudo.

Figura 3.2: Exemplo de cone nao pontiagudo.

O trabalho de Koecher e Vinberg, bem explicado em [27], mostra que:

Teorema 3.2.1. A categoria de cones convexos abertos autoduais requlares homogéneos pontiagudos € equi-

valente o categoria de dlgebras de Jordan formalmente reais de dimensao finita.

Isso significa que o teorema de Jordan, Von Neumann e Wigner também classifica os cones convexos

regulares autoduais homogéneos pontiagudos!

Teorema 3.2.2. Cada cone convezxo aberto reqular auto-dual pontiagudo homogéneo € isomorfo a uma soma
direta daqueles nesta lista:
e 0 cone de elementos positivos em b, (R

C

(R)
o cone de elementos positivos em b, (C)
e 0 cone de elementos positivos em b, (H)

©)

e 0 cone de elementos positivos em b, (O

o futuro cone de luz em R™ @ R
Para K = R,C,H, um elemento T € h,(K) é positivo se, e somente se, o operador correspondente
T:K" — K” tem (v,Tv) > 0 para todo v € K" nao-nulo.

Um truque similar funciona para definir os elementos positivos de h3(Q), mas néo precisamos dos detalhes

por aqui.

Dizemos que um elemento (z,t) € R" @ R estd no cone de luz futurose t >0 e t2 —x - x > 0.
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Isso, é claro, se ajusta perfeitamente a ideia de que os fatores de spin estao conectados aos espagos-
tempos de Minkowski. Finalmente, hd uma nogao 6bvia de soma direta para espacos euclidianos com cones,

onde a soma direta de (V,C) e (V',C") é V @& V' equipado com o cone

Col ={v,W)eVaVivecv e}

Resumindo: as dlgebras de Jordan formalmente reais de dimensao finita surgem de forma razoavelmente
natural como observaveis a partir de um formalismo onde os observaveis nao-negativos formam um cone,

desde que insistamos em algumas propriedades desse cone.

Relacao com Subalgebras Comutativas

Para toda dlgebra associativa A existe sua semilédtica de subalgebras comutativas, denotada por ComSub(A).
Pelo menos para algebras de Von Neumann A, B sem subfatores de fator de algebra de Von Neumann tipo
I5, os isomorfismos ComSub(A) — ComSub(B) correspondem aos isomorfismos entre as dlgebras de Jordan

correspondentes A; — Bj.

3.3 Cones Simétricos e Algebras de Jordan Euclidianas

Deve-se observar desde o inicio que o estudo de cones simétricos estd intimamente relacionado - na
verdade, inseparavel - ao estudo de um certo tipo de algebra nao associativa sobre o campo real conhecido
como algebra de Jordan euclidiana. Para ser mais especifico, hd uma correspondéncia um-a-um entre cones

simétricos e dlgebras de Jordan euclidianas que serao explicitadas posteriormente.

3.4 Um Exemplo Motivador: Espaco Matricial Real

Para quem nao estd familiarizado com a nocao de um cone simétrico ou algebra de Jordan euclidiana
(o que agora é chamado de cone simétrico na terminologia mais antiga era referido como um dominio de
positividade, e o que agora é conhecido como &algebra de Jordan euclidiana era chamado de &lgebra de
Jordan formalmente real), é 1til e inteiramente apropriado pensar em uma algebra de Jordan euclidiana
como a generalizacao conceitual do espago da matrizes que consiste em todas as matrizes simétricas reais
m X m, caso em que o cone simétrico associado é o cone da matriz de todas as matrizes simétricas m x m

que sao definidas positivamente.

Denote por V = V,,, = Sym(m,R) o espago vetorial de todas as matrizes reais simétricas m x m
equipadas com o produto interno {(x,y) = tr(zy). Uma vez que o produto de matrizes simétricas nao

precisa ser simétrico, V' nao é fechado sob a multiplicacao de matrizes. No entanto, o anti-comutador
1
vy =gey+yr) (1)
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é uma operagao bem definida em V' chamada de Produto de Jordan, em relacao a qual V tem a estrutura de
uma dlgebra real comutativa, mas (para m > 1) nao associativa. Como um substituto para a associatividade,

tem-se a chamada Identidade de Jordan

2

o (ya) ="y (2).

Em termos da transformagao linear L(z) em V definida como multiplicacao & esquerda por x (isto é,

L(z)y = z - y), a identidade 2 é reformulada como a relagdo de comutagao

Pelas propriedades padrdo do trago, a transformacao linear L(z) em V é auto-adjunta, ou seja,

Em seguida, denote por Q = Q,, = Pos(m,R) o subconjunto de V de matrizes que sdo definidas
positivamente. Temos que €2 é um cone convexo aberto em V que é autodual no sentido de que Q = {z € V;
(z,y) > 0V y # 0 no fecho de }. Observe que Q = Pos(m,R) também pode ser caracterizado como o

componente conectado da matriz € identidade m x m no conjunto de elementos invertiveis de V.

Finalmente, trazemos a teoria de grupo. Seja G = GL4(m,R) o grupo linear geral real (conectado)
que consiste em todas as matrizes reais m X m com determinante positivo. Entao, cada g de G atua
quadraticamente em V por g -z = gxg' e esta acdo é transitiva em €. Assim, o grupo de rotacio m x m
K = SO(m) = {g € G;gg* = ¢ e detg = 1} é o subgrupo de isotropia de € (ou seja, um elemento g de G
encontra-se em K se e somente se g - € = €) e a aplicagdo gK — x = g - € identifica o espago homogéneo

(simétrico) G/K com o cone €.

Em simbolos,

Q2 G/K = GL, (m,R)/SO(m)

e dizemos que € é homogéneo sob a acao de G.

3.5 A Teoria Geral

De posse do exemplo acima, fazemos as seguintes definigoes.

1. Uma &lgebra de Jordan sobre um corpo K é uma dlgebra comutativa (mas em geral ndo associativa)
V com identidade € que satisfaz a propriedade 2. Quando K é o corpo real e a dlgebra de Jordan estd
equipada com um produto interno em relacao no qual vale a propriedade 4 , entao se diz que a dlgebra de

Jordan é Euclidiana.

2. Seja (V,(-,-)) um espago com produto interno de dimensao finita. Um cone simétrico em V é um
cone convexo aberto nao vazio em V que é autodual e homogéneo sob o automorfismo grupo G = G(),

consistindo em todas as transformacoes lineares invertiveis de V que preservam O.
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3. Uma algebra de Jordan é simples se nao tem ideais nao triviais, e um cone simétrico é irredutivel se

nao é o produto direto de dois ou mais cones simétricos.

Assim, V,,, = Sym(m,R) e Q = Q,,, = Pos(m,R) sdo exemplos prototipicos de uma dlgebra de Jordan
Euclidiana simples e um cone simétrico irredutivel, respectivamente. De fato, como o seguinte resultado es-
trutural atesta, em geral um cone simétrico esta relacionado a uma élgebra de Jordan euclidiana exatamente

da mesma maneira que Pos(m,R) esta relacionado a Sym(m,R).

3.6 A Correspondéncia Entre (0 e V

1. Se € é um cone simétrico, entao o espago ambiente V carrega a estrutura de uma algebra de Jordan
Euclidiana, e Q2 é o componente conectado da identidade e no conjunto de elementos invertiveis de V. Por
outro lado, se V é uma élgebra de Jordan euclidiana, entao o componente conectado da identidade no

conjunto de elementos invertiveis de V' é um cone simétrico.
2. Um cone simétrico é irredutivel se, e somente se, a dlgebra de Jordan euclidiana associada for simples.

3. Uma algebra de Jordan euclidiana se decompoe como uma soma direta de ideais simples, e um cone

simétrico se decompoe como uma soma direta de cones simétricos irredutiveis.

Em suma, as propriedades 1, 2 e 3 reduzem o estudo de cones simétricos ao estudo de algebras de Jordan

euclidianas simples.

3.7 Classificacao

As dlgebras de Jordan Euclidianas simples foram classificadas por Jordan, von Neumann e Wigner. O
conceito de algebras de Jordan tem suas raizes no trabalho de Jordan, von Neumann e Wigner na década
de 1930 sobre o formalismo da Mecanica Quantica em que as quantidades observaveis sao representadas por

operadores Hermitianos.

Declaramos a classificagao em termos dos cones simétricos correspondentes: a menos de isomorfismo,
0s cones simétricos irredutiveis dividem-se em quatro familias dos chamados cones classicos juntamente
com um outro cone que se diz ser excepcional. As primeiras trés familias de cones simétricos classicos
s@o os cones de matriz Pos(m,R), definidos acima, os cones Pos(m,C) de todas as matrizes hermitianas
m X m complexas que sao definidas-positivas e os cones pos(m,H) de todas as matrizes hermitianas m x m
quaternidnicas que sao definidas positivamente. A quarta familia de cones cldssicos consiste nos cones de
Lorentz A, = {z € R";23 — 23 — ... — 22 > 0 e 1 > 0}, também chamados de cones de luz dianteiros. O

cone excepcional é um cone de dimensao 27 de matrizes 3x3 “definidas positivas” sobre a algebra de Cayley.

O importante do conceito de cone simétrico, portanto, reside na capacidade de estudar todos os cones

classicos simultaneamente sem recorrer a classificagdo acima, e a0 mesmo tempo incluir o cone excepcional,
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cujo estudo pode ser extremamente complicado no contexto de sua definicao como matrizes sobre a algebra

de Cayley.

3.8 Algebra Linear

Os conceitos familiares de dlgebra linear que se aplicam ao espago matricial Sym(m,R) e ao cone

matricial Pos(m,R) estendem-se ao contexto geral. Aqui estdo alguns exemplos.

1. Os conceitos de polinémio minimo, trago e determinante de uma matriz sao generalizados para o

contexto de uma algebra de Jordan.

2. O teorema espectral para uma matriz simétrica generaliza para elementos de uma algebra de Jordan
Euclidiana, e o conceito de uma resolu¢ao da matriz de identidade (ou seja, um conjunto de projecoes
ortogonais e; ... e, que somam a matriz de identidade) generaliza para o que é chamado de quadro de
Jordan. O nimero de elementos r em um quadro de Jordan é a classificacao da algebra ou cone de Jordan.

Portanto, a classificagdo de Sym(m,R) é m.

3. A decomposic¢ao polar em uma &dlgebra de Jordan simples V' é uma generalizagdo da diagonalizacao
de uma matriz simétrica por uma matriz ortogonal. Ou seja, se alguém fixa um quadro de Jordan e; ... e,
entdo, qualquer elemento x em V' decompde-se como z = k - (Aje1 + ... + Are,.), onde k em K é o subgrupo
de isotropia de € em (G, e 0s nimeros reais Ay, ..., A, sao os autovalores de x. A classificagao de x é o ntimero

de autovalores diferentes de zero e x é regular se sua classificacao for r.

4. A decomposicao da Peirce em relagdo a um quadro de Jordan, quando especializada para o caso de

Sym(m,R), é a base usual das unidades da matriz E;; para 1 <i < j <m.

5. A decomposiciao de Gauss para um elemento de um cone simétrico reduz no caso de uma matriz

simétrica positiva-definida = & decomposicao = = I’ com [ triangular inferior.

6. Ao estabelecer a decomposicdo de Gauss para algebras de Jordan euclidianas, também se introduz

uma generalizacao da noc¢ao dos principais menores de uma matriz.

3.9 A Estrutura Riemanniana

Seja G = G(R2) e seja K o subgrupo de isotropia de €. Entdo K é compacto maximo em G, e Q 2 G/K

é um espaco simétrico Riemanniano (daf a terminologia “cone simétrico”).

Porque um simétrico é um exemplo de um espago simétrico Riemanniano nao compacto, tem-se dis-
ponivel a teoria geral, devido a Harish-Chandra e Helgason, da anilise harmonica em espagos simétricos
Riemannianos. No entanto, por causa da interagao da teoria dos grupos com a estrutura de Jordan, para
cones simétricos, pode-se descrever muito da analise harmoénica em detalhes surpreendentemente finos e sem

recorrer a estrutura de grupos de Lie semi-simples ou a teoria geral de espacos simétricos nao compactos.
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Em particular, a rica estrutura geométrica e algébrica de um cone simétrico suporta generalizagoes nao
comutativas de muitos dos construtos explicitos da andlise classica, incluindo fungoes especiais como a fungao
gama, fungoes de Bessel, fun¢oes hipergeométricas e polinémios ortogonais; Série de Taylor e Laurent; varios

kernels integrais e transformagoes integrais; e espagos de Hardy e Bergman.

3.10 Dominios Simétricos

Seja 2 um cone simétrico irredutivel e V a algebra de Jordan euclidiana simples ambiente. Entao, o
dominio complexo T = V 4i€ na complexificacdo V¢ = V+iV de V é chamado de dominio de tubo sobre €.
No caso clédssico em que V' = Sym(1,R) é apenas a reta real, 2 é o intervalo (0,00) e Tq = {z € C; Imz > 0}
é o semiplano superior ordindrio H em C, o grupo linear especial 2 x 2 SL(2,R) atua transitivamente por
transformacoes fraciondrias lineares em H, o grupo especial ortogonal SO(2) é o grupo de isotropia do ponto
tem H, e H= SL(2,R)/SO(2) tem a estrutura de um espago simétrico Riemanniano. O caso geral da
origem ao mesmo tipo de estrutura. Pois se Q é qualquer cone simétrico, entdo o grupo & = &(F) dos
automorfismos biolomérficos de T, atua transitivamente em Tq, o grupo de isotropia £ do ponto ie em T

é compacto méximo em &, e T = & /8 é um espago simétrico Riemanniano.

Por esse motivo, Tq é conhecido como dominio de tubo simétrico. Em analogia ao caso cldssico, também
se refere a T como o semiplano superior generalizado em VC. Por exemplo, quando V = Sym(m,R), o

dominio T, surge na teoria dos numeros e é comumente referido como o semiplano superior de Siegel.

Como no caso classico em que a transformada de Cayley mapeia o semiplano H biolomorficamente no
disco unitério {w € C; |w| < 1}, em geral existe um dominio complexo limitado D em VC, chamado de
disco unitério generalizado em VC, e uma transformada de Cayley generalizada que mapeia o dominio de

tubo T = V + i2 biolomorficamente em D.

Quando um espago simétrico Riemanniano possui estrutura complexa, como no caso de T, ele é deno-
minado espaco simétrico Hermitiano. Assim, D é uma realizagao limitada e T uma realizagao nao-limitada
do espago simétrico de Hermit & /R, e ambos T e D sdo referidos como dominios simétricos. Em geral,
percebendo um espago simétrico hermitiano como um dominio simétrico dessa forma, formulamos uma al-
ternativa algébrica de Jordan para o desenvolvimento teérico de Lie mais tradicional. Em geral, um espaco
simétrico Hermitiano pode sempre ser realizado como um dominio complexo limitado em C* para algum k,
mas nem todos os espacos simétricos Hermitianos podem ser considerados como dominios tubulares. Aque-
les que podem ser considerados desta forma sao chamados de tipo tubo. Para espacos simétricos hermitianos
que nao sao do tipo tubo, pode-se introduzir uma nocao algébrica mais geral do que uma algebra de Jordan,
chamada de sistema triplo de Jordan, em termos do qual se obtém uma realizagao ilimitada mais complicada
do que um meio-espago, chamada de Siegel dominio do tipo II. No entanto, como apenas os dominios do
tipo de tubo sdo tratados neste trabalho, nenhuma dessas construgoes mais complicadas é necessaria. A

andlise complexa ocorre principalmente no préprio VC ou em um dominio simétrico em VC.
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Capitulo 4

DOMINIOS DE POSITIVIDADE E
O TEOREMA DE
KOECHER-VINBERG

Na algebra de operadores, o teorema de Koecher-Vinberg é um teorema de reconstrucao para algebras
de Jordan reais. Foi provado independentemente por Max Koecher em 1957 e Ernest Vinberg em 1961. Ele
fornece uma correspondéncia um-a-um entre algebras de Jordan formalmente reais e os chamados dominios
de positividade. Assim, ele vincula visoes tedricas de ordem convexa e algébrica de operadores em espagos

de estado de sistemas fisicos.

Um cone convexo C' é chamado de regular se a = 0 sempre que a e —a estao no fecho C.

Um cone convexo C' em um espago vetorial A com um produto interno tem um cone dual

C*={a€A; V¥V be(C,ab)>0}.

O cone é denominado autodual quando C' = C* e homogéneo quando a quaisquer dois pontos a,b € C

h& uma transformacao linear real T : A — A que se restringe a uma bijegdo C' — C' e satisfaz T'(a) = b.

O Teorema de Koecher-Vinberg agora afirma que essas propriedades caracterizam precisamente os cones
positivos das dlgebras de Jordan. Segundo o teorema, ha uma correspondéncia um-para-um entre algebras
de Jordan formalmente reais e cones convexos que sao:

e abertos;
e regulares;
e homogéneos;

e auto-duais.
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Os cones convexos que satisfazem essas quatro propriedades sao chamados de Dominios de Positividade
ou Cones Simétricos. O dominio de positividade associado a uma algebra de Jordan real A é o interior do

cone “positivo” Ay = {a?; a € A}.

4.1 Algumas Nocoes e Notacoes

Sejam K um corpo comutativo e X um espago vetorial sobre K. Vamos assumir que a dimensao de X

sobre K € finita e denoté-la por n. Assim, dimgX := n.

Os elementos de X serao denotados por a,b, ..., x,y, z e os elementos do corpo K serao denotados por

a, B, ..., & w.

Uma aplicagao [ : X — K é chamada de forma linear no espaco X se vale l(axz + By) = al(z) + Bl(y)
para todos z,y € X e a, 8 € K. O conjunto X* de todas as formas lineares de X é um espaco vetorial sobre
K de forma natural, uma vez que (al; + 8l2)(x) = aldi(x) 4+ Bla(z). A dimensdo de X* sobre K é igual a
dimensao n de X sobre K. Chamamos X* de espaco dual de X.

E bem sabido que todo subespago n — 1 dimensional de X é dado por uma equagao [(z) = 0 para uma
forma linear nao trivial adequada I. Por hiperplano de X queremos dizer cada subconjunto de X dado por

uma equagao !(z) = a para uma forma linear nao-trivial fixa  de X* e a em K.

Para cada transformacao linear A de X, isto é, para cada endomorfismo A : X — X de um espago
vetorial X, o determinante de A e o tragco de A s@o bem definidos. De fato, seja ug, ..., u,, uma base de

X. Entao a transformagao linear A possui uma representagdo por uma matriz B = (8k;) dada como segue:

A <Z fk%) = (Bué) w

k=1 1
Entao colocamos detA := detB := det(fy;) e tr(A) :=tr(B) := Z Brk-
k=1

E facilmente verificado que o determinante detA e o traco tr(A) nao dependem da escolha da base.
Chamamos a matriz B de representa¢io de A em relacdo a base ug, ..., u,. A transformagao linear A tem
o ntcleo {0} se, e somente se, detA = 0. Neste caso, A é bijetivo e a transformacao inversa serd denotada

por A~

Uma aplicacao o : X x X — K é uma forma bilinear simétrica se
(FBS.1) o(z,y) = o(y,z) xz,y € X
(FBS.2) o(x,ay + Bz) = ac(x,y) + Bo(z,2), z,y,2€ X e, € K
o é chamada ndo-singular se o(z,y) = 0 para todo y € X implica z = 0.

Sejam o(x,y) uma forma bilinear nao-singular em X fixada e @ € X. Pela definigdo a* : X — K|

*

a*(z) := o(a, ), temos a forma linear a* em X. Obviamente, a aplicagdo ¢ : X — X*, a — a*, é um
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homomorfismo de espagos vetoriais. O nicleo de ¢, denotado por keryp, consiste de todos os a € X tais que
o(a,x) = 0. Uma vez que o é nao-singular, segue que a = 0. Logo, a aplicagdo o é injetiva. J4 que X e X*
tem a mesma dimensao finita, segue que o é um isomorfismo. Consequentemente, dada uma forma linear

[ € X*, existe um tnico vetor I* € X tal que I(z) = o(I*,z), com z € X.
Observe que a** =a e [*™ =[ paratodoa € X el € X*.

Sejam A uma transformagao linear de X ea € X. A aplicagdo X — K,z — o(a, Az), é uma forma linear.
Consequentemente, existe um tnico vetor @ € X tal que o(a, Az) = 0(@,x), com x € X. Obviamente, a
aplicagdo A* : X — X,a — @, é um endomorfismo de X. Chamamos A* de transformac¢do adjunta de A

(com relagdo a o), portanto o(y, Az) = o(A*y,x), para z,y € X.
Dadas transformagoes lineares A, B de X, temos (e¢A+(B)* = aA*+5B*, (AB)* = B*A* e (A*)* = A.

Sejam &1, ...,&, € M1, ..., My, 08 coeficientes de x e y em relagdo a base uy, ..., u,, respectivamente. A forma

bilinear o é representada pela matriz simétrica S = (o) = (o (ug, w;)) como segue:

o(z,y) = > Ekoum.

k=1

Seja A uma transformagao linear de X representada pela matriz B em relacao a base uq, ..., u,,. Entao,

a matriz representagao de A* é dada por

B*=S"'B'S,
onde B! denota a transposta da matriz B. Consequentemente, temos det A* = detA e tr(A*) = tr(A).

Uma transformagao linear A é chamada de autoadjunta se A* = A. Tendo em vista que
oz, Ay) = o(A*x,y) = o(y, A%x),

a forma bilinear o4 (z,y) := o(x, Ay) é simétrica se, e somente se, A* = A. Por outro lado, seja 7(z, y) uma

forma bilinear simétrica arbitraria em X.

Dado x € X, existe um unico & € X satisfazendo 7(x,y) = o(Z,y), y € X, e A: X - X, 2 — T é uma

transformacao linear. Segue que 7(x,y) = o(Azx,y), z,y € X.

Como 7 é simétrica, A é autoadjunta. Resumindo, existe uma correspondéncia bijetiva entre as trans-

formacoes lineares auto-adjuntas de X e as formas bilineares simétricas em X.

Seja K = R o corpo dos niimeros reais. Usando um isomorfismo entre X e R™, o espaco vetorial X possui

uma topologia natural. Em relagdo a essa topologia, as aplicagoes
X=X zrz—=ar,aeR

X ->Raw—l(x),le X"

X xX =R, (z,y) = o(x,y),

62



sao continuas. Essa topologia natural em X pode ser dada por uma norma arbitraria em X, isto é, uma

aplicagdo X — R, z — |z|, que tenha as seguintes propriedades:
|z| > 0, para x € X,z #0,]0| =0,
[Az| = |A| - |z], com A €R, ex € X,
[z +yl < 2] +[yl, com z,y € X
Seja Hom(X, X) o conjunto de todas as transformagoes lineares de X. Temos que Hom(X, X ) também

é um espaco vetorial sobre R de dimensdo n? e, portanto, tem-se uma topologia natural em Hom(X, X).

Por outro lado, podemos definir uma norma em Hom/(X, X) como segue:

Para W € Hom(X, X),

W
W) := sup{|rl;0 #x € X} =sup{|Wzl;z € X,|z| =1}
X
com X # {0}, | - | torna-se uma norma em Hom(X, X), satisfazendo

|W1W2| < |W1‘ . |W2‘, com Wl,WQ S HOT)’L(X,X)

Essa norma também define uma topologia natural em Hom(X, X). Especialmente, o conjunto
{W € Hom(X, X); |[W| <~}
é compacto em Hom(X, X).

Denote por GL(X) o grupo linear geral de X, isto é, o grupo de todos W € Hom(X, X) tais que
detW # 0. Temos que GL(X) é um subconjunto aberto de Hom(X, X) e é um grupo topolégico localmente

compacto com relagao a topologia induzida.

Vimos que o conjunto {W € Hom(X, X); |W| < v} é compacto em Hom(X, X). O conjunto

{W e GL(X);|W| < v}, com v >0,

¢é nao-compacto em GL(X).

Agora, consideremos o conjunto

K = {W € GL(X);|[W| < 71, W™ < 72}

Uma vez que a aplicacio W s |detW| é continua e |[W 1| < 42}, o valor absoluto do determinante de

W1 é limitado. Tendo em vista que
1= |detW| - |[W™| < y3|detW],

segue que K é fechado em GL(X). Por outro lado, K estd contido na intersegdo de GL(X) com o conjunto

compacto {W € Hom(X, X);|W| < ~v1}. Consequentemente, K é compacto em GL(X).
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Definicao 4.1.1. Uma transformacao linear autoadjunta A de X € dita positiva definida se o(Ax,z) > 0

para todo x € X, com x # 0. Além disso, A € dita positiva semidefinida se o(Ax,x) > 0 para todo x € X.

A forma bilinear fixada o é dita positiva definida se a transformacao identidade é positiva definida, ou

seja, se o(x,x) > 0 para todo x € X, com x # 0.

Uma forma bilinear positiva o define um elemento de volume no espaco vetorial X. De fato, sejam
T1, ..., Tn, as componentes do ponto t € X com relagdo a alguma base uq, ..., u, e seja S = (o) a matriz da
forma bilinear 0. Temos que

dt = |detS|” 2 dry...d,.

Perceba que elemento de volume dt independe da escolha da base.

Se G é um subconjunto compacto e relativo de X e f : G — G é continua, temos a integral (de Riemann)

/G F(t) dt.

Como é bem conhecido, essa nogao pode ser estendida para incluir fungoes que satisfacam certas condi-

¢oes de crescimento em dominios abertos ilimitados.

As nocoes diferenciaveis, real-analiticas, racionais, polinomiais, etc., podem ser definidas em coordenadas

assim que uma base é dada e sao independentes da escolha da base.

4.2 A Nocao de um Dominio de Positividade

Pelo resto deste capitulo, seja X um espago vetorial sobre R de dimensao n. Assumiremos que |z| é uma
norma em X, a qual, portanto, define uma topologia natural em X. Além disso, seja o(z,y) uma forma

bilinear simétrica nao-singular em X.

Definicao 4.2.1. Um subconjunto Y de X é chamado de dominio de positividade (em relagdo a o) se os
sequintes ariomas sao cumpridos:

(P.0)Y € aberto e nao-vazio.

(P.1) Dados a,b €Y, temos que o(a,b) > 0.

(P.2) Se x € X, entio o(a,z) > 0 para todo a €Y, com a # 0, implica x € Y.

Y representa o fecho e OY representa a fronteira de Y na topologia natural em X. Estes trés aziomas s@o

independentes.

Uma vez que a forma bilinear o(x,y) é continua, conclui-se que o(x,y) > 0 para x,y € Y.
Mais precisamente, temos

Teorema 4.2.2. Dados um dominio de positividade Y e x € X, vale o sequinte:
(a) x €Y € equivalente a o(a,z) > 0 para todo 0 #a €Y.

(b) x €Y € equivalente a o(a,x) > 0 para todo 0 # a €Y.
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Demonstracao:
(a) Dado z € Y, temos o(a,r) > 0 paraa € Y.

Para a # 0 fixado, a aplicagdo z — o(a,x) é uma forma linear nao-trivial em X. Consequentemente,
a aplicacdo é aberta. Assim, a imagem do conjunto aberto Y é aberta em R e, portanto, o(a,z) > 0 para

todoz €Y.
A reciproca é (P.2).
(b) Em virtude da continuidade, segue de (P.1) que = € Y implica o(a,z) > 0 para todo 0 # a € Y.

Reciprocamente, seja o(a,r) > 0 para todo a € Y. Entdo, o(a,z) > 0 também vale para todo a € Y.

Para a # 0 e fixado b € Y, temos o(a,b) > 0 por (a). Consequentemente, para p > 0, temos

o(a,z+ pb) = o(a,z) + po(a,b) > 0.

Isso é verdade para cada a € Y, com a # 0. Portanto, (P.2) implica x + ub € Y. Fazendo pu — 0,

obtemos z € Y.

Segue, diretamente deste teorema, que o fecho aberto de Y é o préprio Y, isto é, Y =Y.

Teorema 4.2.3. Seja Y um dominio de positividade. Temos que

(a) Sex €Y ey€eY, entdiox +y €Y

(b) SexeY eX>0, entdo \x €Y.

(¢) Dado 0 # a € 9Y, existe 0 £ b € OY que satisfaz o(a,b) =0

(d) Sea €Y e —acY, entioa=0.

(e) H é um plano suporte de Y se, e somente se, H = {x € X; o(a,x) =0} para algum 0 #a €Y.

Demonstracao:

(a) Dado 0 # a € Y, temos que o(a,xr) > 0 e o(a,y) > 0, pelo Teorema 4.2.2. Consequentemente,

ola,x+y) =o(a,x) +o(a,y) >0 e, portanto, x +y € Y.
(b) Basta usar o Teorema 4.2.2, afirmacao (a).

(¢) Temos o(a,b) > 0 para todo b € Y, com b # 0. Se o(a,b) > 0 para todo b € Y, com b # 0, entdo
a € Y por (P.2). Consequentemente, existe b € Y, b # 0, que satisfaz o(a,b) = 0. O Teorema 4.2.2 a)
mostra que b ¢ Y, assim b € 9Y.

(d) Por suposicao, temos o(a,z) > 0 e —o(a,z) > 0. Sendo assim, o(a,z) = 0 para todo z € Y. Como
Y é aberto, existem n vetores linearmente independentes em Y, e, consequentemente, o(a, z) = 0 para todo

z € X. Como o é ndo-singular, segue que a = 0.

(e) Sejaa € X,a#0, A € Rtal que H = {z € X; o(a,z) — A = 0} é um plano suporte de Y. Conclui-se
que todo = € Y satisfaz o(a,z) — A > 0. Para 2 = 0, obtemos A < 0 Para z = uy, u > 0, y € Y, temos
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1 _
o(a,y) — ;)\ > 0. Fazendo u — oo, temos que o(a,y) > 0 para todo y € Y. Como H é um plano suporte,

seque que A = 0. Agora aplicamos o Teorema 4.2.2(b) e obtemos que a € Y.

Reciprocamente, dado 0 # a € Y, pelo Teorema 4.2.2(a), temos que o(a,x) > 0 vale para todo x € Y.

Tendo em vista que 0 € Y e o(a,0) = 0, o hiperplano H := {z € X; o(a,z) = 0} é um plano suporte de Y.
]

Em Geometria, um hiperplano pode ser um espaco vetorial, transformacao afim ou o subespaco de
dimensdo n — 1. Denomina-se hiperplano em X (por exemplo, X = R™) um conjunto de elementos tal
que H = {z € X; pT - 2 = b}, sendo p um vetor nao-nulo normal (perpendicular) a H e que pertence a X,
e b pertence ao conjunto dos nimeros reais. Um hiperplano é um espago vetorial se b = 0. Em particular,
num espaco tridimensional, um hiperplano é um plano habitual. Num espaco bidimensional, um hiperplano

é uma reta. Num espaco unidimensional, um hiperplano é um ponto.

Definicao 4.2.4. Um hiperplano H em X ¢é chamado de plano de suporte de um conjunto A C X se H
pode ser descrito por uma equagao o(a,x) — A = 0 para algum a € X, com a # 0, tal que o(a,z) — X >0

vale para todo x € A e o(a,x) — XA =0 para pelo menos um x € A.

As afirmagoes (a) e (b) do Teorema 4.2.3 implicam que Y é um cone convexo. Isto é,

ar+(1—a)yeY ePxeY paratodosz,y €Y, com0<a<lep>0.

Além disso, segue do Teorema 4.2.3(d) que Y é um cone convexo préprio, isto é, Y nao contém um

subespago de X de dimensao 1.

Dominios de positividade sao mazximais no seguinte sentido: se Y7 C Y5 sao dois dominios de positividade
em relacdo & mesma forma bilinear, entdo Y; = Y5. De fato, seja 0 # y1 € Y: e y2 € Ys. Tendo em vista
que Y] C Y, temos que 0 # y; € Ys e, consequentemente, o (y1,%2) > 0, pelo Teorema 4.2.2(a) para Ys. O

axioma (P.2) para Y] nos dd yo € Y7 e, consequentemente, Y5 C Y;. Sendo assim, Y7 = Ya.

O lema a seguir é facil de provar e é bastante ttil.
Lema 4.2.5. Dado qualquer conjunto compacto K em Y, existe um nimero positivo o = o(K) tal que
o(a,y) > o(K) - |y| para todoa € K ey €Y.

Demonstracao:

O conjunto

K'={(a,y); ae K,y €Y, |yl =1}
é compacto em Y x Y.
Como o(a,y) é continua, existe (agp,yo) € K’ tal que o(a,y) > o(ag,yo) > 0 para (a,y) € K.

Defina o(K) := o(ag, yo), entdo obtemos o(a,y) > o(K)0 pataa € K,y €Y e |y| = 1.
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Por homogeneidade, temos que o(a,y) > o(K) - |y| paraa e K e 0 £y €Y.
Para y = 0 a afirmagao é 6bvia, ja que |y| = 0 neste caso.
|

Se K contém apenas um unico ponto a € Y, entdo definimos o(K) := g(a) e temos o(a,y) > o(a) -y

para y € Y.

Lembrando que uma ordenacdo “>” no conjunto X satisfaz:

(0) x > x para todo x € X
(1) Ty Y>>z,
(2) T2y y>r=r=y

Pelo Teorema 4.2.3, a definigao

T>YyYSrT—yYE Y
nos déd uma ordenacao.

Além disso, essa ordenagao é compativel com a estrutura de espago vetorial, isto é, temos
(3) x>yed>0= x> Ay,
4) r>yeaceX=>a+x>a+y.

A forma bilinear o(a,z) é monétona:
(5) a>0,z>y=o0(ax)>0o(a,y)
e “>” é uma ordenacao arquimediana:

(6) Dados a € Y e x € X, existe A > 0 tal que Aa > z.

Uma vez que o conjunto {x € X; |z| = 1} é compacto, temos |o(a,z)| < k- |a| - |z| para todo a € Y,
x € X (Desigualdade de Schwarz) com um certo x positivo. Por outro lado, temos que o(a,b) > o(a) - b,

para b € Y (Lema 3.1). Seja b €Y e A > 0. Entao,

o(b,Aa — ) = Ao(a,b) — o(b,x) > Ao(a) - o] — - 8] - 2] > [b] - (Ae(a) — rlz]).

Para todo A\, A > & - |z|/0(a), temos o(b, \a — x) > 0. Dali, o Teorema 4.2.2(b) fornece Aa —z > 0.
(7) Dados ay, ...,am €Y, existe d € Y tal que a, > d, para 1 <y < m.

De fato, seja c um elemento fixo de Y e seja A, > 0 tal que A a, > cparal < p < m. Consequentemente,

1 1
a Afirmagao (7) vale para d := min{ —,...,— ¢ - c.
M Am
(8) Existe um nimero ; positivo tal que x > y > 0 implica |z| > ~1 - |y

Para verificarmos isso, seja d € Y. Temos (por (5), pela Desigualdade de Schwarz e pelo Lema 3.1) que

k- Jal - |dl = o(d, x) 2 o(d,y) > e(d) - [y.

o(d)

Afirmagao estd provada para v, := W
H .
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(9) Dados a,b €Y, a < b, o conjunto {z € X; a <z < b} é um subconjunto compacto de Y.

De fato, esse conjunto é fechado em X e, por (8), limitado. Portanto, o conjunto é compacto em X.

Tendo em vista que y > a > 0, o conjunto esta contido em Y.
(10) Dados z,y € Y, com y # 0, existe a > 0 tal que x — ay € 9Y.

Se x € 9Y, basta tomarmos a« = 0. Sejam xz € Y ez > x — Sy > 0, 8 > 0. Entao, por (8),

lz| > mlz = Byl >~ - (Bly| — |=]).

Portanto, o conjunto de possiveis 8 é limitado. Uma vez que Y é fechado, existe « > 0talque z—ay € Y
ex— Py &Y para B> a. Como Y é aberto, concluimos que z — ay € Y.

(11) Sen > 1, temos {y1 + yo; y1,y2 €Y} =Y.

A inclusao {y1 + yo2; y1,y2 € Y} C Y segue de y1 + y2 > y1 + 0 > 0 devido a (4).

Como n > 1, existem (pelo menos) dois vetores linearmente independentes em Y. Portanto, 0Y # 0 é
uma consequéncia de (10). Dado x € Y, escolha 0 #y € dY e a > 0 com x — ay € JY. A afirmagdo segue
do fato de que

r=(r—ay)+ayeaycdY.

Além da ordenagao “>", apresentamos a relagao “>" por

r>ysr—yey.

As afirmacoes (1) e (3) até (8) continuam vélidas se substituirmos “>” por “>”. Deve-se ter em mente

que x > y nao ¢é equivalente a z > y e x #£ y.

4.3 0Os Automorfismos de um Dominio de Positividade

Uma transformacao W : X — X é chamada de automorfismo (linear) do dominio de positividade Y se

WY =Y.

Como Y é aberto e nao-vazio, ele contém uma base de X. Sendo assim, a transformacao linear W é

nao-singular, ou seja, detW # 0.
Os elementos de GL(X) sdo homomorfismos de X.

. 7° ~ . 7
Tendo em vista que Y =Y, a transformacao linear W : X — X é um automorfismo de Y se, e somente

se WY =Y.

Como detWW # 0, o conjunto de todos os automorfismos de Y é o grupo (multiplicativo) X(Y'), um

subgrupo de GL(X), chamado de grupo de automorfismos de Y.

Uma vez que Y é um cone, a aplicagdo x — Az, com A\ > 0, pertence a X(Y).
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Considerando a forma bilinear o(x,y), temos a transformacao adjunta W* de W.

Lema 4.3.1. Se W € X(Y), entio W* € X(Y).

Demonstracao:
Sejam a € Y e y € Y. Temos que Wy € Y e, portanto, o(W*a,y) = o(a, Wy) > 0.

O Teorema 3.1(b) implica que W*a € You W*Y C Y. Consequentemente, W*Y =Y.

Sabendo que (W1 Ws)* = W5W;, a aplicagdo
2Y) = EY), W= W,
¢ um antiautomorfismo?.

O conjunto X(Y) é um subgrupo de GL(X) e, consequentemente, um grupo topolégico. A aplicacdo

W — W* é um homeomorfismo. Temos que X(Y') é um conjunto fechado da topologia induzida em GL(X).
De fato, seja A € GL(X), A= lim W, com W, € 3(Y). Como detA # 0, segue também que
H—00

lim W;l = A1,

H—00
Temos que W,Y =Y e W, (V) =Y.

Consequentemente, AY CY,A7'Y CY ou AY =Y.

Isso implica que A € X(Y).

Agora, lembraremos o conceito de um grupo de transformagao.

Sejam Y um espago topolégico e ¥ um grupo topoldgico, dizemos que X é o grupo de transformac¢do em
Y se
(T.1) Dados W e X ex €Y, entdo Wz €Y.
(T.2) A aplicagdo ¥ xY =Y, (W,z) — Wz é continua.
Além disso, ¥ é chamado de grupo proprio de transformacdo se
(T.3) A aplicaggo @ : ¥ xY —» Y xY, (W,z) — (x,Wx) é prépria, isto é, a imagem inversa de cada

subconjunto fechado também é um conjunto fechado.
Como ® pode ser escrita como a composicao (W, x) — (x, W, z) — (z, Wz), ela é continua.

Teorema 4.3.2. Dado um dominio de positividade Y, o grupo de automorfismo S(Y) é um grupo prdprio

de transformacao em Y .

1Um antihomomorfismo é um tipo de fungdo (definida sobre conjuntos com multiplicagio) que inverte a ordem da
multiplicacdo. Um antiautomorfismo é um anti-homomorfismo que tem um inverso como um antihomomorfismo; este

coincide com ele sendo uma bijegao de um objeto sobre si mesmo.
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Demonstracao:

Apenas precisamos provar que para todo subconjunto compacto K de Y x Y, a imagem inversa ®~!(K)

é um compacto em X X Y.

Seja K um subconjunto compacto de Y X Y. Vamos assumir que K tem a forma K = K; X K, onde
K1 e Ky sao subconjuntos compactos de Y, porque todo subconjunto compacto de Y x Y esta contido em

um conjunto compacto deste tipo.

Como ® ¢ continua, a imagem inversa ®~(K; x K3) é fechada em 3 x Y. Sendo assim, o teorema est4
provado se conseguirmos determinar um subconjunto compacto M de 3(Y) tal que

(12) (K, x K3) C M x Kj.
Seja M = M (K1, Ks) :={W € 2(Y); WK; N K3 # 0}. Sendo assim, (12) esta satisfeita.
De fato, dado (W, ) € ®~}(K; x K3), entdo ®(W,z) = (x, Wx) € K; x K.
Daqui, z € K1 e Wz € K,. Portanto, temos que Wz € WK1 N Ky e (W,z) € M x Kj.
Agora mostraremos que M é compacto.
Dado W € M, existe zy € K; tal que Wz € Ky. Para y € Y, aplicamos o Lema 3.1 e obtemos

o(Waw,y) = o(zw, W*y) > o(K1) - [W*yl.

A desigualdade de Schwarz o(a,b) < & - |a| - |b| implica
oc(Waw,y) < k- [Wawl-[y| < -yl
pois Wz, € Ky e |z] é limitada, j& que x € K.
Resumindo, temos |[W*y| < v2 - Jy|, paray € Y.
Como Y é aberto e, consequentemente, contém uma base de X, conclui-se que
[W*z| <73 - |z| para x € X.

Pela definicao da norma |W|, obtemos

W[ < 7s.

Como W — W* é um homeomorfismo, também tem-se

(13) W e M(Ky, K3) = |[W| <.
A defini¢ao de M (K7, K3) implica

We MK, Ky) =W 'eMK,K)).

De (13), segue que
We M(KviQ) = |W| < Y4, |W71| <7s.
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Note que ; depende apenas de K; e Ko.

J4 sabemos que M (K7, K2) esté contido em um subconjunto compacto de GL(X) e M (K1, K3) é fechado
em GL(X). Uma vez que M (K1, K2) C X(Y) e £(Y) é fechado em GL(X), o conjunto M (K7, K3) é fechado

em 3(Y) e, consequentemente, compacto.

|
Corolario 4.3.3. Dado a €Y, temos que {W € X(Y); Wa = a} é um subgrupo compacto de %(Y).
Demonstracao:
Facamos K; = Ky = {a}, entdao ®~}(K; x Ky) = {(W,a); Wa = a}.
|

Lema 4.3.4. Dado um dominio de positividade Y (em relag¢do a o), as sequintes afirmagdes sdo equivalente:
(i) Y € um dominio de positividade em relagdo a T
(i) Eziste um W € L(Y) autoadjunto tal que 7(z,y) = (W, y).

Demonstracao:

Suponhamos que Y é um dominio de positividade em relacdo a 0. Vamos mostrar que existe um

W € %(Y) autoadjunto tal que 7(z,y) = (W, y).

De fato, como 7 é simétrica, existe um operador linear autoadjunto W tal que 7(x,y) = o(Wz,y). Dados

yeEY,comy#0excY,vale que o(Wz,y) > 0.
Pelo Teorema 4.2.2, Wx e Y e WY C Y.
Trocando 7 e o, obtemos W'Y CY e W € £(Y).

Reciprocamente, se existe um W € %(Y") autoadjunto tal que 7(z,y) = o(W,, y), mostraremos que Y é

um dominio de positividade. Com efeito, aplicamos a definicio e também WY =Y e WY =Y.

4.4 Normas de um Dominio de Positividade

Seja Y um dominio de positividade fixo (em relacdo a o(x,%)). Uma funcao ¢ : ¥ — R é dita uma
norma em Y se
(N.1) ¢ é analitica-real e positiva em Y, continua em Y.
(N.2) o(y) = 0 para y € JY.
(N.3) o(Wy) = |detW| - p(y) para W e E(Y) ey €Y.

Como as aplicagoes do tipo x — Az, com X\ > 0, pertencem a X(Y), temos p(Ay) = A" - p(y).
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Provaremos que existe uma norma em Y.

Consideremos a integral de dimensao n

@(y) ::/ e oWhat, yey
%

O Lema 4.2.5 mostra que, para um subconjunto compacto K C Y, vale

/efo(y,t)dt</ eQ(K)'mdt’ yeK
Y h Y
Tendo em vista que
/eQ(K)"t|dt</ MMt < 00, ye K
Y - X

a integral para @(y) é uniformemente e absolutamente convergente para y € K. Consequentemente, &(y) é

analitica-real e positiva em Y.

Na integral
w(Wy)z/ e W g Woe n(Y),
Y

substituimos t = W*~!z. Dessa forma, dt = |detW*~1|dz = |detW |~ e isso nos d4
(14) O(Wy) = |detW|~1 - &(y).

Teorema 4.4.1. Dada uma constante positiva wg, a funcdo

_ — para yeY
w:Y >R, w(y):= @(y)
0 para y €Y

€ uma norma em Y, que satisfaz
w(a) > w(b), paraa>b>0.
Demonstracao:

A continuidade de w(y) sé precisa ser provada para dY. Portanto, precisamos mostrar que ©(y) tende

ao infinito se y € Y tende para um ponto a € 9Y
Dividiremos a dimensao n (da integral) em dois casos.
n=1:Seja X =R, o(z,y)=0-x-y,o >0.

Entéo, temos Y =]0, o0, Y = {0} e

(o] 1 o0
@(y) =/ e TVldt = f/ e~ tdt.
0 Y Jo

Sendo assim, a afirmacao é verdadeira.

n > 1: Existe 0 # b € JY tal que o(a,b) = 0. De fato, para a = 0, podemos pegar qualquer b € 9Y'\{0},
e para a # 0, aplicamos o Teorema 4.2.3(c). Agora escolhemos um conjunto compacto Ky com K§ # 0

(contido em alguma vizinhanca de b) tal que
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(i) Ko C Y,
1
(i) 0 < o(a,t) < 7 bara t € Kp.

Seja K := Ko+ A ={z € X; x — \b € Ky}. Entdo, temos
(i) K\ C Y para A > 0,
(i) 0 < o(a,t) < % para t € K
(iii) vol K = vol Ky > 0.

Dado v > 0, existe uma uniao disjunta K de uma quantidade finita de conjuntos K, A > 0, tal que

parat € K, vol K > 7,

DO =

0<o(at) <
K ¢é compacto. Deste modo, existe uma vizinhanca aberta U de a que satisfaz

oy, t)<lparayeUeteK.

Consequentemente temos, para y € U NY

1
@(y)z/ e oWt > f/ dt > 2.
Y ¢ JK e

Portanto, @(y) — oo quando y — a, y € Y.
Finalmente, por (5), temos

@(a) < @(b) para a >b> 0.

O Teorema foi provado completamente.

4.5 Exemplos

(A) Produtos Diretos

Sejam X,, 1 < a < k, espagos vetoriais sobre R. Sejam o, (24, ys) formas bilineares simétricas nao-
singulares em X,, e seja Y,, dominios de positividade em X, (em relagdo a o,). Fazemos
X =X19Xo® ... Xy
={z=x1+x2+ ... +21; 24 € Xo,a=1,...,k},
o(x,y) :=o1(x1,y1) + 02(z2,y2) + ... + ok(xk, yx) para z,y € X,
Y ={y=v14+y2+ ... + Ut Yo € Ya,a=1,....k}.

Sendo assim, ¥ é um dominio de positividade (em relagdo a o) em X.

Considerando a norma w(y), temos
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w(y) = wo - (/ e”(y’t)dt)
Y
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para alguma constante v > 0.

Em particular, se iniciarmos com os dominios
Xo=R, Yo ={yeR;y >0}, oalz,y) =2y,

o produto deles em R¥ acaba sendo o dominio de positividade
k
Y ={yeR yo, >0 a=1,..k}, o(z,y) = Zxaya.
a=1

(B) Formas Quadraticas Positivas-Definidas

Sejam X o conjunto de todas as matrizes reais simétricas de ordem m x m, & = (&) = (§u),
_ m(mi)
2

o(z,9) = tray) = 3 & |2l = /o (@, 2).

v,p=1

Uma matriz r = (g,,) de ordem m x m define uma transformagao linear W (r) em X por
z = W(r)x = rart,
onde 7t representa a matriz transposta de 7.

Pode-se verificar que
(15) W(rire) = W(r1)W(rz)
(16) W (r) = W(r’)
Segue, de (15), que ¢ := |det W (r)| satisfaz
(17) ®(rire) = ¥(r1)i(re).
Um teorema bem conhecido estabelece que toda fungao continua ¥ (r) que satisfaz (3) e ¥(r) > 0 para

detr # 0 é uma poténcia de |det r|. Daremos uma prova simples para esse teorema na segdo posterior, na

hipétese de que ¥ (r) é diferencidvel.

Sendo assim, temos ¥ (r) = |det r|2. Uma vez que os elementos de W (r) sdo polinémios quadraticos na

componente r, conclui-se que
d(Ar) = |det W(Ar)| = |det )\QW(’I‘)| = )\2"|det W(r)| = /\2"1/)(r),

2n .
e, consequentemente, o = — = m + 1, isto é,
m

(18) |det W (r)| = |det r|™+1.
Uma matriz y = (1,,) € X é chamada positiva definida se a forma quadratica

Z nuugufu

v,p=1
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é positiva definida, o que é equivalente a propriedade de que todos os autovalores de y sao positivos.
Agora, fazemos Y := {z € X; y é positiva definida}.
Temos r matriz real m x m, det r # 0= W(r) € Z(Y).

Provaremos que Y é um dominio de positividade em relacao a . De fato, Y é aberto em X. Para

demonstrar (P.1) e (P.2), aplicaremos o seguinte lema bem conhecido:

Lema 4.5.1. Dado x € X, existe uma matrix real r, com det r # 0, tal que W (r)x € uma matriz diagonal.

Sejam z,y € X, x = W(r)d, d = (6,,d,,) uma matriz diagonal e y = W*~1(r)a.
Obtemos

O’(:L',y) = J(dﬂ a) = Zduavu
v=1

Para z,y € Y, temos a,d € Y e, portanto, o(x,y) > 0, pois as entradas da diagonal de uma matriz

positiva definida sao positivas.

Seja x € X e o(x,y) > 0 para todo 0 # y € Y. Obtemos

Z dya,, para0#a €Y,

v=1

e, consequentemente, d, >0ed €Y. Assim, x € Y.

Agora, consideremos uma norma em Y: por definigao, temos,
p(Wy) = |det W[ - o(y).

Para W = W (r), obtemos

o(ryr') = |det r|™ - o(y).

Escolhendo 7 tal que ryr! é a matriz identidade, temos dety - (det(r))? = 1. Consequentemente, obtemos

m+1

e(y) = o - |det 7|~ T = g - (det y) 2

Toda norma em Y é, portanto, dada por

m+1

©o - (det y) 2

(C) O Cone Circular

Seja X um espago vetorial sobre R e o(z,u) uma forma bilinear positiva-definida em X. Fixa-se um

ponto ¢ € X tal que o(c,c¢) = 1. Fazendo
w(x,y) :=20(c,x) - o(c,y) — oz, y)
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obtemos uma nova forma bilinear g em X.
A forma bilinear p também é ndo-singular, uma vez que
0= u(aax) = 20(67 a’) ’ (C, Qf) - a(a,x)

para todo z € X implica que 20(c,a)c = 2. Consequentemente, 20(c,a) = o(c,a) e o(c,a0 = 0. Portanto,

temos 0 = u(a,a) = —o(a,a) e a = 0.
Y={yeX; plc,y) >0, u(y,y) > 0} é aberto e néo vazio (ja que c € Y).

Fixando uma base ortogonal em relagao a o, a qual contenha ¢, pode-se provar que Y é um dominio de

positividade em relacao a o.

Usando essa base, podemos determinar uma transformacao linear T' € Hom(X, X) autoadjunta e orto-

gonal (em relacdo a o) tal que
wz,y) =oc(Tz,y)=0c(x,Ty) e Tc=c.
A definicao de Y implica que TY =Y e, consequentemente, T' € ¥(Y). Portanto, pelo Lema 4.3.4, o
conjunto Y também é um dominio de positividade em relagéo & forma bilinear p(z,y).

A norma especial w em Y (definida no Teorema 4.4.1) pode ser computada como

w(y) =0 - [uly, y)"/2.

4.6 Operadores Diferenciais

Seja X um espacgo vetorial sobre R de dimensao n. Lembre-se que, dados um subconjunto D de X e
uma aplicagao f : D — X (fungdo com valor vetorial) resp. f : D — R (fungao com valor escalar), temos

as nogoes de aplicagdo “racional”, “analitica real”, “diferencidvel”, etc. para f.

Para um intervalo I e uma fungao F : I — X, seja

na hipétese de que o limite existe.
Para continuamente diferencidavel
f:D—Xresp. f:D—R

e u € X, definimos o operador AY¥ por

Ay f(x):= if(a:—i—Tu)

dr =0

Fixando uma base de X, obtemos




se €1, ..., €y, (respectivamente wy, ..., wy) sdo as cordenadas de z (respectivamente u) em relacdo & essa base.
Consequentemente, dado z, entdo AY f(x) é linear em u. A férmula de Taylor diz que
flx+1u) = f(z) +7-a+0(1?),
para f continua diferencidvel duas vezes. Aqui, e no que segue, O denota o simbolo de Landau.
Aplicando o operador AY, obtemos A%f(z) = a, ou f(x + Tu) = f(z) + 7 ALf(z) + O(7?).
Agora, seja f com valor vetorial e g de valor escalar (ou vetorial). Entao, temos
9(f(x +1u)) = g(f(z) + 7 A f(z) + O(12))

= g(f(@) + 7 Af)9(f(2)) +O(7?),  a=ALf(x),

e, consequentemente,

(19) AU(f(2)) = A% g(f (@), @ = ALF(x).
Como AYf(x) é linear em u, a aplicagdo u — A¥ f(z) (para um z fixo) é uma transformagcao linear em
X. Denotando essa transformagao por ﬁg(x), obtemos
x
of(x)
AY = .
1) = 21D,

Para fungoes de valores vetoriais f e g, seque de (19) que

dg(f(x)) 0g(f(x)) Of(x)
(20) or of@) oz

Para fungoes de valores escalares f e g, temos a regra do produto
AL f(@)g(x) = f(x)Azg(x) + g(z) AL f(2).

Agora, seja o(x,y) uma forma bilinear simétrica ndo-singular em X. Vimos que, dado uma fungao g de

valor escalar, a aplicagdo X — R, u +— A¥%g(z) é linear. Consequentemente, ela é uma forma linear em X,

9 B
a qual denotaremos por M Por definigao, temos Atg(z) = g(m)u
or O
: : i dog(x)\*
Para essa forma linear, existe um tnico vetor e € X tal que
x

Alg(z) = 89;;% _ ((aga(;”))* u) .

) de gradiente de g em relacdo a o. Se g é uma funcao de valor escalar e f é de valor

ox

vetorial, entdo (1) nos da:

o ((ZEDY ) = atgtra) = Agatron = o (2414

(Y %)

Chamamos




e, consequentemente,

(2 - () ()

Seja f uma fungdo de valor escalar diferencidvel duas vezes consecutivamente (definida em um dominio).
Entao,

7(u,v) = AzAG f(2)

é uma forma bilinear simétrica em X, a qual depende de x € X e f. Consequentemente, existe uma

transformacao linear H(z) autoadjunta tal que AYA? f(z) = o(H (z)u,v).

sz =o () ).
oo (3 (2 ) = (2 (22) o)

- 2 (%)

Usando a férmula de Taylor para ¢(7) = f(z + Tu), obtemos

Obtemos

e, consequentemente,

d 1 ., d?
flz+Tu) = f(z)+ Tago()\)‘)\zo + §T2W¢(A)’A:07 0<o<T,

desde que todo o segmento de linha de x a u pertenga ao dominio.

Consequentemente, temos

fla+1u) = flx)+ TAYf(z) + %TQO'(H(Z + 0uwu,u) <6<,

Seja f(x) uma fungao diferencidvel de valor escalar ou vetorial e suponha que para todo 7 > 0, f(7z) =

7" f(x), com algum k € R. Disso,

e, consequentemente, temos

Vejamos agora uma aplicagao.

Seja X o conjunto de todas as matrizes reais de ordem m x m. Temos que X é um espaco vetorial sobre
R de dimensdo n = m?. Fazendo o(z,y) = tr(zy), obtemos uma forma bilinear simétrica nio-singular em

X.

Em relacao a essa forma bilinear, temos as identidades

o(zy,z) = o(x,yz) = o(zx,y), para z,y,z € X.

Agora consideremos uma funcgao ¥ : X — R que satisfaga:

(a) ¥(x) > 0 para x € X, com detx # 0.
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(b) ¢(x) é diferencidvel em X.
(¢) Y(zy) = ¢(x) - Y(y) para z,y € X.

Dado u € C, entdo Allog () é uma forma linear em u e, consequentemente, existe uma matriz z# € X
tal que
o(u,z%) = A%og ().

Aplicando AY em (c) e usando a férmula (20), obtemos
o(u,3%) = Allog (zy) = AL log ¥(xy), com a = Alzy = uy.
Ayilog 9 (xy) = o (uy, (19)*) = o (u, y(zy)¥).

Portanto, obtemos

(21) a# = y(zy)*.

Aplicando A} a (c), o mesmo argumento nos da

(22) y* = (zy)* .

Em (21), fazemos y = =% e, em (22), subtituimos = por ! e fazemos y = z. Se e denota a matriz

unidade e ¢ = e#, entéo

1

Consequentemente, temos =+ - ¢ =c- x 1 e, portanto, yc = cy para todo y € X.

Segue dai que

c=Xeez? =L

Agora consideremos Allog x para log = > 0 e obtemos
det (z +7x) = det [z(e + 72 'u)] = det z - det (e 4+ 72~ u)

= (det 2) - (1 4 7tr(zu) + O(7?)).

Portanto, temos

Allog det = tr(z™'u) = o(u,z7")

w_ Y(x)
= (det x)*

= 0 para todos u, z.
Sendo assim, obtemos () = k(det z)* para alguma constante .
Dessa forma, (c) implica 9 (z) = |det z|*.

O caso det z < 0 é tratado similarmente.

Toda solugao de (a)-(c) é, portanto, uma poténcia do valor absoluto do determinante de z.
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4.7 Um Elemento de Linha Invariavel

Seja Y um dominio de positividade com relacdo a o(z,y) e seja w(y) uma norma especial em Y (ver

Teorema 4.4.1):

W) = aly) = [ e,
Y
Dados y € Y, u,v € X, fazemos:

1
Ty (u,v) := m /Y /Y efa(y’tﬁ”)a(u,tl —to)o(v,t1 — tg)dtadty.

Usando o Lema 4.2.5, temos que a integral dupla acima é absolutamente convergente, 7,(u,v) é uma

forma bilinear simétrica em X e 7,(u, u) é positiva para u # 0.

Dado W € 3(Y'), temos

|det W2

™w, (Wu’ W,U) - 2&]2(?/) A /;/ e*O’(y,W*(t1+t2)) . O'(U, w* (tl — tQ))O'(’l), W*(tl — tg))dtgdtl.

As substituicoes t; = W* 'zq, to = W* 2, dtidty = |det W|~2dx1dxo, portanto, nos dao
(23) Tw, (W, Wy) = 7y (u,v).

Existe outra maneira de obtermos 7,(u, v). Temos

v 1

AyAjlog w(y) = Ay W)

Ao (y) = — (DAYAYD — Ald - Alw),
e, portanto,

1
AUAYog &(y) = — ( /Y /Y e W)= Wt 5 (4 to)o (v, ty)dtadty — / /Y e_"(y’tl)_"(y’tz)o(u,tl)a(v,tg)dtgdh).

w y
Por simetrizacao, obtemos
20°AyAylog Oy) = /Y /Y e oWt (5 (y b)) o (v, t1) + o (u, ta)o (v, t2) — o(u, t1)o (v, ta) — o (v, t1)o (u, to)]dtadty
= / / Sia(y’t1+t2)0(u, tl — tQ)O'(U, tl — tg)dtgdtl
yJy

e, consequentemente,

(24) Ty(u,v) = AjyAjlog w(y) = —AyAjlog w(y).
Seja H(y) := _ 0 (Olog wly) , para y € Y. Sabemos que
oy oy
(25) Ty (u,v) = o(H(y)u,v).
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Como 7, (u,v) é positiva-definida,

(26) H(y) ¢ positiva definida.

A equacdo (23) implica
(27) W*H(Wy)W = H(y), W € 5(Y).

Seja y = y(7) uma curva em Y e defina

ds =/ o(H(y)y,y)dr.

Dessa forma, obtemos um elemento de linha positivo-definido ds, o qual é invariante em relacao as
aplicagoes

Y oY, yeWy Wes®Y).

4.8 A Aplicacao y — y”

Comegando com um dominio de positividade ¥ e uma norma especial w (ver Teorema 4.4.1), sabemos

que Ajlog w(y), y € Y, é uma forma linear em u, portanto da forma o(y*,u), com y# € X, isto é,

6 *
#.—= =1 Y.
Yy (ay og w(y)> y €

Uma vez que w(y) é analitica-real, a aplicacdo Y — X, y ~— y# é analitica-real.

Lema 4.8.1. As sequintes afirmacdes valem:
(a) Se W € X(Y), entdo (Wy)* = W*Ly# para todo y €Y.

(b) A aplicacio Y — X, y >y € continua e aberta.

Demonstracao:

(a) Temos y# = (alog w(Wy)>* - (

OWy\ " [ Olog w(Wy
dy

N\ e
3 oy ) = W*(Wy)*

(b) A equagdo (4) na se¢ao anterior mostra que a transformagao linear dada por

é positiva definida.
Consequentemente, o determinante detH (y) é diferente de 0. Tendo em vista que
oy

“H(y) = —2—,

) 9

entdo a aplicacdo y — y# é aberta.

Uma vez que a aplicagdo y — Ay, A > 0, pertence a %(Y), segue que
1
(28) Ow)* = 1o
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Aplicando a férmula de Taylor em log w(y), para x,2 + u € Y temos
1
log w(z + u) = log w(z) + A%log w(z) + gA’Z‘Aglog W(2)|=zt0us

ou

(29) log w(z 4+ u) = w(z) + o(z#,u) — Jo(H(z + Ou)u,u), 0 <6 < 1.
Uma vez que H(x) é positiva definida, segue que
log w(b) < log w(a) + o(a™,b—a), coma,b€Y ea#b,

ou

(30) <e?@b=0) 4 beV, a#b.
Dadoa €Y, N,:={y €Y; w(y) =w(a)} é chamada superficie da norma através de a.

Tendo em vista que w(A\y) = A\"w(y), vemos que
(SN. 1) Para y € Y, existe um tinico A > 0 tal que \y € N,.
(SN. 2) N, é conectado.

Dois pontos arbitrarios y, z € N, podem ser conectador pela curva

w(y)
wly+7(z—y))

n

T (y+1(z—y)), 0<7<1

Agora demonstramos
Teorema 4.8.2. A aplicacio Y =Y, y — y# ¢ um homomorfismo.

Teorema 4.8.3. As sequintes afirmagdes sdo vdlidas:
(a) Cada superficie da norma N, é conveza em relagao a origem.

(b) Cada y € N,, y # a, satisfaz o(a™,y —a) >0 e o(a™,y — a) = 0 define o plano suporte tinico para N,

em a.

(c) w(y) tem um dnico mdximo nesse hiperplano. Ele é alcancado em a.

Sen =1, calcula-se o(z,y) =0 -z -y, 0 #0,Y ={y € R; y/o > 0}, y* = |y|/o e N, = {a}. Portanto,
as afirmacoes sao 6bvias nesse caso.

Dividiremos as demonstragoes entre varias proposicoes e assumiremos n > 1.

Proposicao 4.8.4. Caday € N,, y # a, satisfaz o(a™,y —a) > 0.

Demonstracao:

Por (30), temos w(y) = w(a), y # a
1 < ¢ola®u=a)

7
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portanto o(a®,y —a) > 0.

Proposigao 4.8.5. Dado x € X, entdo o(x,y — a) > 0 para todo y € N, implica que x €Y.

Demonstracgao:

Para cada b € Y, o elemento

o jw(a)
Ve
pertence a N, portanto
w(a
n >
(D) o(z,b) > o(z,a),
ou
w(b)
-7
olwb) 2 {[ S Sowa)

Como b — u € 9Y, temos o(z,u) > 0 para u € Y, ji que w(u) = 0.

Uma vez que Y é um cone convexo, para y € Y existem dois pontos uy,us € Y tais que y = uy + uq

(de acordo com a equagao (11)).

Consequentemente, o(x,y) > 0 para y € Y. Pelo Teorema 4.2.2, v € Y.

Proposicao 4.8.6. Sey €Y, entioy” €Y.

Demonstracao:

Na Proposicao 4.8.5, subtituimos z = a#. Assim, usando a Proposicao 4.8.4, conclui-se a# € Y, para

aeyY.

Uma vez que y — y# é uma aplicacdo aberta, a imagem de Y através de y — y# é aberta e, consequen-

temente, contida em Y~ =Y.
[ |

Proposigao 4.8.7. Sex € X, comx #0ebeY, entdo o(x,y—a) >0 para todoy € N, ec(x,y—a) =0

implica w(b) < w(a).

Demonstracao:

Pela Proposicio 4.8.5, temos que x € Y. Sendo assim, pelo Teorema 4.2.2(a), o(x,a) > 0.

Uma vez que y = ’"/ ZEZ;I) pertence a N,, segue que
o(z,a) =o(z,b) = { ZEZ))U(:C,y) > ¢ (::((Z))J(x,a)
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Em posse desses resultados, podemos finalmente partir para a demonstracao do Teorema 4.8.3.
Demonstracao:

Seja H, = {y € X; o(x,y —a) = 0} o plano suporte para N, e u(z) = sup{w(y); y € H,}. Pela
Proposigao 4.8.7, temos que p(z) = w(a).

Seja u € X e o(z,u) = 0. Para A suficientemente pequeno, o vetor b = a + Au pertence a Y e H,. Pela

Proposicao 4.8.7, temos que w(a + Au) < w(a) e, por (29), seque que
log w(a) > log w(a + Au) = log w(a) + Ao (a®, u) + O(\?),
e, consequentemente,

0> Ao(a”,u) + O(\?).

Dividindo por |A|, obtemos

+o(a®,u) < O(\) e o(a®,u) = 0.
Dessa forma, mostramos que
weX, o(r,u)=0 = ol ,u)=0
e, consequentemente, = \a*, com \ # 0.
O hiperplano H,# é, portanto, o uinico plano suporte em a e (b) estd provada.
Pela Proposi¢io 4.8.4, valem H,» N N, = {a} e N, C H}, := {y; o(a¥,y —a) > 0}.

Tendo em vista que o(a®,0 — a) = —o(a”,a) < 0, temos que 0 ¢ H:#. Isso significa que N, é convexo

em relagdo & origem. Portanto, (a) foi provada.

Sejay € Y NH,%, y# a. Sabendo que ¢ ZEZ;y € N, e usando (b), segue que

o (a#, i wgagy_ a) >0, o(a®,y—a)=0,

wl(y

e, consequentemente

e isto é (c).

Proposicao 4.8.8. A aplicacio Y — Y, y — y# € sobrejetiva.

Demonstracao:
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Consideremos w(y) no hiperplano H = {y € X; o(b,y) = 1} para algum b € Y. Pelo Lema 4.2.5, para

y €Y N H, temos
1=0(b,y) > o(b) - [yl.

Portanto, H NY é compacto.
Seja a € Y N H que satisfaca w(a) = sup{w(y); y € HNY}.
Tendo em vista que w(w) = 0 para z € Y, segue que a € Y.

Seja agora z € N,, entao temos

e, portanto,

w(a) > wly) =

Consequentemente, vale que o (b, z) > 1 = (b, a), ou seja, o(b, 2z —a) > 0 para z € N,.

Portanto, o(b, z — a) = 0 define um plano suporte para N, e, pelo Teorema 4.8.3(b) e por (28), existe

A > 0 tal que a” = \b ou b= (\a)*.

|
Proposicao 4.8.9. A aplicacio Y — Y, y — y# € injetiva.
Demonstracao:
Sejam a,b € Y tais que a¥ = b#. Por (30), temos
w(b) < eola®b—a) _ ,—o(t¥a-b) < w(b>.
w(a) = ~ w(a)
Portanto, :j((z) = ¢o(a¥ b-a) e, consequentemente, a = b, por (30).
|

Sendo assim, para demonstrarmos o Teorema 4.8.2, basta combinarmos as Proposicoes 4.8.6, 4.8.8 e

4.8.9, assim como o Lema 4.8.1.

Tendo em vista que (Ay)# = +y# (devido a (28)), a Equacdo Diferencial de Euler nos dé

oy#* "

Tyy——y s

€ segue que

(31) y* =H(y)y,yeY.

Agora conclui-se que

|
~
|
<}
o
&
s
N
*
+
—
|
<}
o
&
<
Ik
~
*

(aaylog (w(y)w(y#))y



Il
H
+
N
QO
gl
N———
*
Ve
%‘QJ
3
S
oQ
€
Ned
)
N———
*

= y* —H(y)y™,
pois H(y) é autoadjunta.
Sendo assim, (31) implica
a *
(32) (508 @O6*) ) = HOw - 9##), v e Y.

Lema 4.8.10. As quatro afirmagoes a sequir sao equivalentes:

(A) y*# =y para todoy € Y.

(B) w(y)w(y*™) é constante em Y.

(C) H(y)H (y#) =Id para todo y € Y.

(D) O elemento de linha ds = \/mdt ¢ invariante em relacdo a aplicacio Y —Y, y — y7.

Demonstracao:

“(A) & (B)”: Usa-se (5) e det H(y) # 0.

“(C) < (A)”: (A) é equivalente a

Cdy oyttt oyttt oyt

Id= =2 = = = H(y")H(y).

“(C) < (D) Seja y = y(7) uma curva em Y. Entéo, temos

d oy#*
—_ # = —Y = —
e oy H(y)y

e, consequentemente, (D) é equivalente a

Tendo em vista que det H(y) # 0, isso é equivalente a (C).
|
Teorema 4.8.11. Se a forma bilinear o ¢ positiva definida, entdo a aplicacio Y — Y, y — y#, tem
exatamente um ponto firo.
Demonstracao:
Assumiremos que o(x,z) > 0 para 0 # z € X.

Entao,

|z := o(z, )

fornece uma norma em X, a qual é real-analitica para x # 0.
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Agora consideremos o infimo de |y|, para y € N,. Uma vez que a norma w desaparece na fronteira de
Y, o conjunto N, é fechado em X. Portanto, a distancia até a origem, medida por |z|, é positiva e existe
b € N, tal que
o] = inf{[yl; y € Na}

O hiperplano H tangente a N, em b é ortogonal a b, entdo o(b,y —b) = 0 para todo y € H.

Por outro lado, pelo Teorema 4.8.3(b), o(b¥,y — b) = 0 para todo y € H, pois H é o plano suporte em

Isso mostra que b e b# sdao elementos de Y linearmente dependentes, portanto b# = Sb para algum

8> 0.
Agora ¢ := +/Bb fornece ¢ = ¢, devido a (28).

Em relacdo & unicidade, seja v € Y tal que v# = v para algum A > 0. O plano suporte de N, em v é

dado pela equagao o(v,y — v) = 0.

Seja z € N,, z # v. Entao, pelo Teorema 4.8.3(b), a origem e z estdo em lados diferentes do plano

suporte. Isso mostra que |z| > |v| e, portanto, |- | alcanga seu valor minimo (para N,) em v.

A homogeneidade mostra, agora, que v € um multiplo de b.

4.9 Dominios de Positividade Homogéneos

Um dominio de positividade Y em relagao a o é chamado homogéneo se, para todos dois pontos a,b € Y,

existe W € 2(Y) tais que b = Wa, isto é, se o grupo 3(Y") atua transitivamente em Y.
Agora assumiremos que Y é homogéneo.

Considere uma funcio p(y) tal que (Wy) = |det W|-p(y) para W € X(Y). O quociente ¢(y)/w(y), com
w sendo uma norma especial em Y do Teorema 4.4.1, é invariante sobre as aplicagoes y — Wy, W € X(Y)

e, consequentemente, o quociente é constante. Dessa forma, temos que p(y) = v - w(y).

Em particular, podemos afirmar que duas normas em um dominio de positividade homogéneo apenas

diferem por um fator constante.

Agora consideremos

Do Lema 4.8.1, para W € X(Y'), segue que

B 1 _ 1 _|det W]
PV = Sl ~ o 1)~ wlg®)

= |det W1 - p(y).

Consequentemente, w(y) - w(y*) é constante e, pelo Lema 4.8.10, obtemos
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Teorema 4.9.1. Seja Y um dominio de positividade homogéneo. Vale que:
(a) w(y) -w(y”) é constante em Y.

(b) y*# =y para todoy €Y.

(c) H(y)H(y*) =Id para todo y € Y.

(d) O elemento de linha ds ¢ invariante sobre a aplicacio Y —Y , y > y¥.

A definigdo da norma especial w(y) no Teorema 4.4.1 envolve um fator wg, o qual pode ser escolhido
arbitrariamente. No caso de dominios de positividade homogéneos, podemos fixar nossa escolha de wy. As

defini¢oes de y* e H(y) ndo dependem de wy.
Tendo em vista que
w(y) - wy®) = w2 /[@(y) - ©(y*)] = w2 - uma constante,
determinamos wy de tal maneira que
w(y)-wy?) =1 paratodoy €Y.

Teorema 4.9.2. Seja Y um dominio de positividade homogéneo com relagdo a o positiva definida. Entao:
(a) para o ponto fizo ¢ da involucio Y — Y, y + y*, temos que H(c) =Id.

(b) y €Y implica H(y) € £(Y).

(¢c) u>v >0 implica y* > u# > 0.

Demonstracao:

(a) Pelo Teorema 4.8.11, a involucdo Y — Y, y — y#, tem um tnico ponto fixo c¢. Temos, portanto,

pelo Teorema 4.9.1(c), H*(c) = Id.

Pela equagdo (26), a transformacao linear H(c) é positiva definida e, por hipdtese, a forma bilinear o é

positiva definida. Portanto, da Algebra Linear, H(c) é a identidade.
(b) Na equagao (27) da segao 3.1.8, provamos que
W*H(Wy)W = H(y) para W € 5(Y) ey €Y.

Uma vez que X(Y) age transitivamente sobre Y, para y € Y fixo, determinamos uma transformagao
W e %(Y) tal que Wy = c. Assim, H(y) = W*W. Pelo Lema 4.3.1, temos que W* € %(Y) e, por-
tanto, H(y) € X(Y).

(c) Uma vez que y + y* é real analitica em Y, para um pequeno x € X e a € Y, obtemos

#
atraf =+ 27| 2h0(eP)
8]/ y=a
ou
(33) (a+2)* =a? — H(a)x + O(|z|?).

Para terminar a demonstracao deste item, antes vamos demonstrar a seguinte proposigao:
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Proposicao 4.9.3. Dados a,x €Y, existe um € > 0 tal que, para 72 > 11 € |7,| < €, temos

(a+mz)* > (a+ma)”.

Demonstracao:
Da equagéo (33), conclui-se, para um € > 0 suficientemente pequeno, que
(a+ 1) =a” — 17,H(a)x + O(c?)
e, portanto,
(a+mz)* — (a + 7x)* = (1o — 1) H(a)z + O(€?).
Tendo em vista que H(a) € (Y, temos

(a+mz)* — (a+72)* €Y param > 7 e || <e

Isso, de fato, prova a proposicéo.

Agora sejam v > v > 0. A curva
y(r) =v+ 7(u—v), 0<7<1,

em Y pode ser coberta pelas imagens-y de um numero finito de subconjuntos (relativamente) abertos U,
do intervalo [0,1] tais que

y# (1) >y (1) para 7o > 11 € 71,72 € U,,.
Consequentemente, segue que v¥ = y#(0) > y# (1) = u.
|

A nogao de um dominio de positividade foi introduzida em 1957 em [26] e as nogdes bdsicas foram
fornecidas neste capitulo. Existe um manuscrito de E. Artin, H. Braun e M. Koecher que nunca foi publicado,
munido de varias notas de aulas sobre o assunto. A énfase é colocada em obter tantos resultados quanto
possivel no caso geral de dominios nao necessariamente homogéneos de positividade. O.S. Rothaus [38] e
E.B. Vinberg [46] estudaram dominios homogéneos de positividade do ponto de vista de espacos homogéneos

e grupos de Lie.

Na linguagem usada hoje, um dominio de positividade é um cone convexo aberto préprio autodual.

Geralmente, o dual de um cone convexo aberto Y é o conjunto

Y*:={leX"; l(y) >0 paratodoy € Y}.

Aqui, X* ¢ identificado com X por meio da forma sigma. Vinberg [47] provou que a maioria das

propriedades elementares também sao véalidas para cones convexos abertos préprios. Ele também notou que
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para cada cone Z, o cone Z X Z é um dominio de positividade. Parece, entretanto, que os dominios de

positividade com respeito a uma forma bilinear definida positiva sao os mais interessantes.

Uma introdugcdo recente a esses dominios de positividade homogéneos estd contida em [20]. Vinberg [47]
construiu e, até certo ponto, classificou cones préprios convexos abertos homogéneos arbitrarios. Seu ponto
de partida foi a observacao de que o normalizador do componente de identidade do grupo de automorfismo
de tal cone é um grupo algébrico real (com o mesmo componente de identidade). Isso lhe permitiu usar seu
teorema sobre uma “decomposigao polar” (compacto x triangular) de grupos algébricos reais para estabelecer
uma correspondéncia entre os cones em questao e certas dlgebras simétricas a esquerda (“clas”), que por sua

vez tornavam a classificacao possivel.

Mais tarde, Dorfmeister [16], [15], [14] conseguiu dar uma descrigdo algébrica precisa e a classificagio

desses cones, que novamente envolveram algebras de Jordan de uma maneira essencial (ver o artigo [17]).

No que diz respeito as aplicagbes em andlise, o artigo de Gindikin [22] deve ser mencionado. Uma
colegdo de resultados cldssicos e recentes estd contida em [20]. Nos dltimos anos, tem havido muito trabalho
em aplicagoes de dominios de positividade para estatisticas. Isso comecou antes mesmo da introdugao de
algebras de Jordan e dominios de positividade com o trabalho cldssico de Wishart [49] no cone de matrizes

simétricas positivas-definidas.

Entre as contribuigoes recentes é valido mencionar Neher [36], [35], Casalis [9], Casalis e Letac [10], Letac

e Massam [29], Massam e Neher [33], [32] e Bernadac [6].

Sejam X um espago vetorial sobre R de dimensao finita e |2| uma norma em X. Generalizando a nogao
de um dominio de positividade, consideremos um par (Y, w), que tenha as seguintes propriedades:
(D.1) Y # 0 é um subconjunto aberto e conectado de X que satisfazer Ay € Y para todo A > 0 e todo
yeyY
(D.2) w:Y — R é uma funcio tal que:

) w(y) é real-analitica e positiva em Y.

(a
(b) w(y) é continua em Y e desaparece na fronteira 9Y .
(¢) why) = N"w(y), paraA>0ey €Y.

(

d) A forma bilinear AjA} logw(y) em X é nao-singular para todo y € Y.

A forma bilinear AJAY logw(y) é simétrica ndo-singular para todo y € Y. Sendo assim, existe uma

transformacao linear autoadjunta (em relacao a o) H(y) tal que

o(H(y)u,v) = —AyAY logw(y).

Seja ¥ = X(Y,w) o grupo de todas as transformagoes lineares W : X — X tais que
WY =Y, wWy)=|det W| w(y) paray € Y.

Defini¢ao 4.9.4. O dominio Y é chamado de w-dominio se satisfizer os axiomas (D.1), (D.2) e

(D.8) Para todo y €Y, a aplicagio H(y) pertence a X.
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Para definirmos H(y), precisamos da forma bilinear o(x,y) e, consequentemente, do ponto arbitrdrio
¢ € Y. Se quisermos indicar a escolha do ponto ¢, escrevemos (Y,w, ¢) para o w-dominio. Dizemos que a

forma bilinear o(x,y) é associada com o dominio (Y,w,c).

Para uma dlgebra de Jordan semisimples J, temos o w-dominio (Y, wy,cy). Definimos essa tripla por

Q(A) = (YJ,WJ, CJ).

Seja J uma algebra de Jordan semisimples sobre R e seja P(z) = 2L?(x) — L(x?) sua representagao

quadrética. Fazendo

¢ = cy = elemento unidade de J,

w(y) = ws(y) = V]detP(y)],
Xy={zxeJ; detP(x)#0}e
Y =Y; = o componente conectado de ¢y em X,
obtemos a tripla (Y,w, ¢).

Teorema 4.9.5. (Teorema 12, [27], pg. 118) Seja J uma dlgebra de Jordan. As seguintes afirmagoes sao

equivalentes:
(a) J € formalmente real.
(b) A forma bilinear T(x,y) = trL(x - y) € positiva definida.

(¢) Existe uma forma bilinear positiva definida o(x,y) que satisfaz
o(z,y-z)=o(x-y,z).

Teorema 4.9.6. (Teorema 14, [27], pg. 119) O w-dominio Q(J) de uma dlgebra de Jordan formalmente

real J é um dominio de positividade homogéneo (com relagdo a forma bilinear T em J) com norma w(y) =

7 V| det P(y)].

Munidos de tudo isso, podemos finalmente enunciar (e entender):

Teorema 4.9.7. (Teorema 15, [27], pg. 120) A aplicagio J — Q(J) é uma bijecdo entre o conjunto de
dlgebras de Jordan formalmente reais (atualmente chamadas de dlgebras de Jordan Euclidianas) sobre um
espago vetorial X e o conjunto de dominios de positividade homogéneos (com relagdo a uma forma bilinear

positiva definida) em X .

91



Bibliografia

1]

A Jordan-algebraic approach to potential-reduction algorithms, Technical Report, Departmente of

Mathematics, University of Notre Dame, Notre Dame, 1998.
ALBERT, A.; A Structure Theory for Jordan Algebras. Ann. of Math., Vol. 48, n. 3 , p. 546-567, 1947.

ASIMOW, L.; ELLIS, A. J.; Convexity Theory and its applications in functional analysis. Academic
Press. London. 1980.

AUYANG, S.; How is Quantum Field Theory Possible. [S.1.]: Oxford University Press. 1995.
BATES, S.; WEINSTEINS, A.; Lectures on the geometry of quantization; pg. 80.

BERNADAC, E.; Random continued fractions and inverse Gaussian distribution on a symmetric cone;

J. Theoret. Prob. 8, 221-259; 1995.

BONSALL, F. F.; DUNCAN, J.; Numerical ranges of operators on normed spaces and of elements of
normed algebras; Cambridge Univ. Press; 1971.

BOURBAKI, N.; Lie Groups and Lie Algebras; Springer-Verlag, Berlin; 1989.

CASALIS, M.; Les familles exponentielles a variance quadratique homogene sont les lois de Wishart sur

une cone symetrique; C. R. Acad. Sci. Paris 312, 537-540; 1991.

[10] CASALIS, M.; LETAC, G.; The Lukacs-Olkin-Rubin characterization of Wishart distributions on

symmetric cones. Ann. Statist. 24, 763-786; 1996.

[11] CHU, C. H.; Infinite Dimensional Jordan Algebras and Symmetric Cones. MSC. 2017.

[12] CHU, C. H.; Jordan Structures in Geometry and Analysis. Cambridge Tracts in Math. 190. Cambridge

Univ. Press, Cambridge. 2012.

[13] CONNES, A.; Caracterisation des espaces vectoriels ordonnes sous jacents aux algebres de von Neu-

mann; Ann. Inst. Fourier 24; 1974.

[14] DORFMEISTER, J.; Algebraic description of homogeneous cones; Trans. Amer. Math. Soc. 255, 61-89;

1979.

92



[15]) DORFMEISTER, J.; Inductive construction of homogeneous cones; Trans. Amer. Math. Soc. 252;
321-349; 1979.

[16] DORFMEISTER, J.; Zur Konstruktion homogener Kegel. Math. Ann. 216, 79-96; 1975.

[17] DORFMEISTER, J.; KOECHER, M.; Regulare Kegel. Jahresber. Deutsche Math-Verein. 81, 109-151;
1979.

[18] DUNFORD, N.; SCHWARTZ, J. T.; Linear operators; Wiley Classics Library Edition; New York.
1988.

[19] FAYBUSOVICH, L.; Euclidean Jordan Algebras and interior-point algorithms, Positivity 1. 331-357.
1997.

[20] FARAUT, J.; KORANYI, A. Analysis On Symmetric Cones. Oxford University Press. London and
New York. 1994.

[21] GARCIA, M. C.; PALACIOS, A. R.; Non-associative normed algebras, Vol. 1, Encyclop. Math. Appl.
154, Cambridge Univ. Press. Cambridge. 2014.

[22] GINDIKIN, S.; Analysis on homogeneous domains; Russian Math. Surveys 19 (4), 1-89; 1964.
[23] HARRIS, L. A.; KAUP, W.; Linear algebraic groups in infinite dimensions; Illinois J. Math. 21; 1977.

[24] JACOBSON, N.; Structure and Representation of Jordan Algebras. AMS Coloq. Publi. 39, AMS,
Providence. Rhode Island. 1968.

[25] JORDAN, P.; NEUMANN, J. VON; WIGNER, E.; On an algebraic generalization of the quantum
mechanical formalism. Ann. Math. 35. 29-64. 1934.

[26) KOECHER, M.; Positivitatsbereiche im R™; Ammer. J. Math, 575-596; 1957
[27) KOECHER, M.; The Minnesota Notes on Jordan Algebras and Their Applications; Springer; 1999.

[28] FAYBUSOVICH, L.; Linear Systems in Jordan Algebras and primal-dual interior-point algorithms, J.
Comput. Appl. Math. 86 (1997), 149-175.

[29] LETAC, G.; MASSAM, H.; Craig-Sakamoto’s theorem for the Wishart distribution on symmetris cones;
Ann. Inst. Stat. Math. 47, 785-799; 1995.

[30] LOBO, M. S.; VANDENBERGHE, L.; BOYD, S.; LEBRET, H.; Second-Order Cone Programming,
STAM (Julho de 1997)

[31] MARTIN, M. E.; Deformagoes e isotopias de dlgebras de Jordan. IME-USP. Sao Paulo. 2013.

[32] MASSAM, H.; NEHER, E.; Estimation and testing for lattice conditional independence models on
Euclidean Jordan algebras; Ann. Statist. 26, 1051-1082; 1998.

93



[33] MASSAM, H.; NEHER, E.; On transformations and determinantes of Wishart variables on symmetric
cones; J. Theoret. Prob. 10, 867-902; 1997.

[34] MCCRIMMON, K.; A Taste of Jordan Algebras. Springer. New York. 2004.
[35] NEHER, E.; A statistical model for Euclidean Jordan algebras.
[36] NEHER, E.; Transformation groups of the Andersson-Perlman cone; J. Lie Theory 9, 203-213; 1999.

[37] PENICO, A. J.; The Wedderburn Principal Theorem for Jordan Algebras. Transactions of the American
Society Vol. 70. No. 3. 404-420. 1951.

[38] ROTHAUS, O. S.; Domains of Positivity. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 24. 189-235. 1960.

[39] SCHAFER, R.D.; An Introduction to Nonassociative Algebras. Department of Mathematics at
Oklahoma State University. Oklahoma. 1961.

[40] SCHAFER, R.D.; The exceptional simple Jordan algebras. Amer. J. Math. vol. 70. 82-94. 1948.

[41] SOSSA, D.; Euclidean Jordan algebras and variational problems under conic constraints. Commutative

Algebra [math.AC]. Université d’Avignon; Universidad de Chile, 2014.
[42] STORI, F. T. S; Algebras com Identidades Polinomiais. Marings-PR. 2011.
[43] TAFT, E. J.; Invariant Wedderburn factors. Illinois J. Math vol. 1 pp. 565-573. 1957.

[44] TREVISOLI, D. S.; EHRHARDT, M. A. D.; Estudo e Avaliacao de problemas Associados a Cones de
Segunda Ordem; DMA-TAMECC-UNICAMP

[45] UPMEIER, H.; Symmetric Banach Manifolds and Jordan C*-algebras (North Holland Math. Studies
104); North Holland, Amsterdam; 1985.

[46] VINBERG, E. B.; Homogeneous Cones; Sov. Math. Dokl. 1, 787-790. 1960.

[47) VINBERG, E. B.; The theory of convex homogeneous cones. Trans. Moscow Math. Soc 12, 340-403.
1963.

[48] WILKIN, D. R.; Infinite-dimensional homogeneous manifolds; Proc. Royal Irish Acad. 94A, 105-118.
1994.

[49] WISHART, J.; The generalized product moment distribuition in samples from a normal multivariative

population; Biometrika 20A, 32-52. 1928.
[50] ZELMANOV, E.; Primary Jordan Algebras. Algebra and Logic 18. 1979.
[61] ZELMANOV, E. I; On Prime Jordan Algebras II. Sib. Math. J. 24: 73-85. 1983.

[52] ZHEVLAKOV, K.A.; SLIN'KO, A.M.; SHESTAKOV, L.P.; SHIRSHOV, A.IL; Rings that are Nearly

Associative. Academic Press. New York. 1982.

94





