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Resumo

Os métodos nao-usuais de diferengas finitas (NSFD) foram desenvolvidos por Mickens
nos anos 2000, portanto sdo novas técnicas para analise numérica de equacgoes diferenciais
parciais. Com efeito, varios artigos usam essas técnicas para replicar numericamente
informagoes sobre as solugoes analiticas de uma EDP, o que chamamos de estabilidade
qualitativa. Trabalhamos neste artigo da mesma forma, utilizando a NSFD para analisar a
equacgao de Black-Scholes e encontramos no dominio numérico o fato da energia cinética
deste modelo ter um decaimento exponencial. Além disso, fazemos essa analise na malha

usual e também na malha deslocada.

Palavras-chaves: NSFD.estabilidade qualitativa.malha deslocada. energia



Abstract

The non-standard finite difference methods (NSFD) was developed by Mickens in the years
2000, so they are new techniques for numerical analysis of partial differential equations.
In fact, several articles use these techniques to replicate numerically informations about
the analytical solutions of an PDE, which we call qualitative stability. We work in this
article in the same way, using the NSED to study the Black-Scholes equation and find in
the numerical domain the fact that the kinetic energy of this model has an exponential

decay. In addition, we do this analysis in the usual grid and also in the Staggered Grid.

Key-words:NSFD.Numerical. Qualitative Stability. Staggered Grid.Energy



Résumé

Les méthodes de difference finite non-usuales(NSFD) on été développé par Mickens dans
les années 2000, donc ce sont des nouvelles techniques pour l'analyse numérique des
équations differencielles partielles. En effet, plusieurs articles utilisent de ces techniques
pour retrouver, dans le domaine numérique, des informations sur les solutions d’'une EDP,
ce que nous appellons la stabilité qualitative. Nous travaillons dans cet article pareillement,
en utilisant le NSFD pour analyser ’équation de Black-Scholes et on retrouve dans le
domaine numérique le fait de I’Energie Cinétique de ce modéle avoir une décroissance
exponentielle. En plus, nous faisons cette analyse sur la maille usual et aussi la maille

déplacée.

Mots-clés : NSFD.numerique. stabilité qualitative.maille deplacée.Energie
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1 Introducao

Neste trabalho faremos a andlise de estabilidade qualitativa no contexto numérico

para a seguinte equacao:

— U (2, 7) — r(T)zUp (2, 7) + r(Tu(z,7) =0, 0<2<1,0<7<T

Tal equacao é conhecida como Modelo de Black-Scholes e tem sua importan-
cia na precificagdo de ativos financeiros no mercado de opgoes. Neste modelo, u(x, 7)
representa o valor do ativo financeiro na data de vencimento em funcdo do prego do
ativo representado pela varidvel x e do tempo de expiracao do contrato representado pela
variavel 7. Os parametros o(7) e r(7) sdo fungoes nao identicamente nulas e positivas que
representam a volatidade do ativo e a taxa de juros respectivamente(BLACK, 1973; BLOSS
DIETMAR ERNST, 2013; PFUTZENREUTER, 2008). Nao analisaremos a solugao desta
equacao, no entanto, vamos estudar o comportamento de sua energia cinética, o qual

indica o comportamento assintotico da solucao.

As técnicas utilizadas neste texto s@o baseadas no artigo de Anguelov et al (AN-
GUELOV J. K. DJOKO, 2007), no qual os autores estudam a equagao de Burgues dada

por:

U — VUge +uu, = f, O0<ax<l |, 0<t<T

A qual é estudada sobre as condi¢oes de contorno de Dirichlet, ou seja:

u(z,0) =u(x,T) =0

As dificuldades na analise desta equacao se encontram na parcela uu,, pois este
termo é nao linear e faz com que métodos numéricos usuais apresentem instabilidades. A
maneira que os autores encontraram para contornar este problema consiste em aproximar
este termo usando um método conhecido como Método de Diferencas Finitas Nao-
Usual. Tal método esté presente nos trabalhos de Mickens (MICKENS, 2000; MICKENS,

2005) e consiste em aproximagoes nao locais de termos nao lineares.

Primeiramente, ao fazer o balancemento de energia toda a equacao é multiplicada

por u e integrada no dominio espacial, de onde,

1 1 1 1
/ wudx — v / Ul g dT + / U udr = / uufdx
0 0 0 0
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Ao resolver as integrais vamos obter a equacao da energia para este problema que

¢é dada por:

1 d 1 9 1 9 B 1
S5 | )] das+v/0 o (2, 1)] dx—/o F(tyulz, t)dz

Assim, a energia cinética do sistema é da seguinte forma:

Bu(t) = 7 [ fu(z.t)Pds
2 Jo
Com isso, os autores provam que a energia cinética da equacao de Burgues tem
decaimento exponencial e produzem um esquema numérico que preserve tal decaimento,
isto é, que seja qualitativamente estavel com respeito ao decaimento exponencial da energia
cinética.

Além disso, resolvendo as integrais obtem-se:

1
/ uugudr =0
0

Esta expressao ¢ fundamental na estabilidade do método, pois ela é a chave para
produzir uma aproximagao para o termo nao-linear uu,.Com efeito, de acordo com Mickens,

termos nao lineares podem ter aproximagoes nao locais da seguinte forma:

Up—1 + U
2 ~ k—1 k+1
u (tk) ~ QQURUE 1 + &Qukf + Q3UE_1 U

9 9
Up Uy
uP(ty) ~ Brufugsr + 627@4 L+ Baup_uptgi
K

Onde, os coeficientes devem verificar a condi¢ao de consisténcia de Mickens:

ap+ayt+az=1

B+ B+ B3=1

Assim, uma aproximagao numérica para o termo uu, € dada da seguinte forma

(ANGUELOV, 2003):

Uip1 — Uy

Ax

Uy — Uj—1

Az

v = (Q1uip100u; + asu;_) + (Bruir1Pou; + Paui—1) ~ u(w;)ug(x;)

Tal aproximacao deve reproduzir numericamente propriedades da solucao analitica,

mais precisamente:
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N 1
Z%“i =0« / uuzudr =0
0

=1

ou seja,
al Wit1 — Uy Uy —
Z[(alui+1@2ui + aSUi—l)Tx + (Brtiy1B2us + Baui—1)

i=1

Esta igualdade junto com as condigoes de consisténcias de Mickens recai em um

sistema linear o qual tem como solugao os coeficientes ay, ag, a3, 51, P2 € f3, gerando assim

uma aproximagao nao local para o termo uu, da equacao de Burgues que tornam o sistema

qualitativamente estavel com respeito ao decaimento exponencial.

A fungao encontrada por Anguelov et al (ANGUELOV J. K. DJOKO, 2007) que

aproxima o termo uu, € a seguinte:

Uit — U 1
Ay (3 = @uirs + qui +(

1
Yi(u) = (puig1 + qu; + (5 — @)ui—1) 5

3

Onde p,q € R.

3

—p)ui—1)(

Uy

— Uj—1

Az

A partir desta aproximacado é proposto um esquema numérico que preserva o

decaimento exponencial do modelo continuo, o qual é dado por:

+'Yi(un+9) — fin+9
1<i<N
uw) =u’(ih) , 1<i< N+1

Onde, v = gu"*t — (1 —Au" e 0 < H < 1.

Através do balancemaneto de energia podemos provar que a equacao de Black-

Scholes também possui a propriedade da energia cinética ter decaimento exponencial,

portanto o objetivo deste trabalho é utilizar a mesma técnica, através de diferencas finitas

nao-usuais, para obter um esquema numérico que preserve o decaimento exponencial da

energia cinética para Black-Scholes.

O modelo de Black-Scholes é uma equacao linear , no entanto, ao fazer o balancea-

mento de energia, tal qual feito para equacao de Burgues, o termo xu, aparece como chave

para garantir o decaimento exponencial da energia. Assim utilizaremos as aproximagoes

nao locais de Mickens para aproximar este termo e garantir a estabilidade qualitativa.

)
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Apesar de diversos trabalhos estudarem este modelo numericamente (HEIDER,
2009; COMPANY E. NAVARRO, 2008; MOSNEAGU, 2010; FERNANDES, 2009) todos
eles analisam a solucao do modelo obtida através de uma substituicao de variaveis, em
seguida estuda-se o comportamento da solucao e do erro. Em nosso caso, estudaremos
numericamente uma caracterisica particular deste modelo que consiste no decaimento

exponencial da energia cinética.

Além disso, o modelo de Black-Scholes é uma equagao de difusdo-convecgao, por
isso tem comportamento similar as equagoes derivadas de Navier-Stokes, assim, devido
a importancia técnica e teodrica, vamos produzir esquemas numeéricos tanto para malha

usual quanto para malha deslocada.

Nosso trabalho esta dividido em cinco capitulos. Nos trés primeiros mostramos a
importancia do modelo de Black-Scholes e apresentamos os pricipais resultados que formam
a base dos nossos estudos. Por tltimo, analisamos a energia da Equacao de Black-Scholes

para o caso continuo e discreto.

No segundo capitulo, fazemos um breve resumo da importancia do estudo da
energia de equagoes diferenciais parciais, focando no método de energia e como este pode

nos indicar o comportamento assintotico da solucao.

No terceiro capitulo falamos sobre o método de diferencas finitas nao usuais, sua

definicao e ultilidade no estudo de equagoes diferencias.

No quarto capitulo desenvolveremos a equacgao de Black-Scholes e através do método

de energia vamos provar que a energia cinética deste modelo tem decaimento exponencial.

No ultimo capitulo, produziremos um método de diferencgas finitas nao usual que pre-
serva este decaimento tanto em malha usual quanto em malha deslocada e apresentaremos

algumas simulagdes numeéricas.
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2 EDP’s e energia de solucoes

No capitulo anterior, destacamos que o modelo de Black-Scholes consistia de uma
Equacao Diferencial Parcial (EDP) e que o estudo de suas propriedades tem importancia
para o mercado financeiro. De maneira geral, EDP’s sao ferramentas importantes na
modelagem de fenémenos naturais, pois suas solugoes indicam como esses fenémenos se
comportam.Neste sentido, o modelo de Black-Scholes fornece uma solugao que indica o
comportamento do preco das opg¢des no decorrer do tempo.Portanto, toda anélise sobre a

solugao desta equacao tem impotancia para o mercado financeiro.

Neste trabalho ndo vamos analisar a solug¢ao da equacgao de Black-Scholes direta-
mente, em vez disso, vamos estudar a energia desta equacao. Porém, como veremos mais
adiante, estaremos estudando a solugao indiretamente, pois a energia de uma EDP esta

ligada ao comportamento de sua solucao.

Para facilitar a compreencao do conceito de energia, utilizaremos a equacao da

onda, dada por:

Uy — Ugy = 0 (2.1
w(0,t) =u(L,t) =0 (2.2)
u(z,0) = ug(x) , w(z,0) =u(x) (2.3)

Esta equagao descreve como uma onda se propaga, mais especificamente, (2.1)-(2.3)
pode modelar, por exemplo, o deslocamento transversal de uma corda sob tensao viajando
a uma velocidade constante. Na literatura a energia de sistemas como (2.1)-(2.3) ¢ definida
da seguinte forma (OLIVEIRA, 2014):

Defini¢ao 2.1 (Energia Cinética) A energia cinética associada ao modelo (2.1)-(2.3) é
dada por:

Ey(t) = ;/OL g 2 (2.4)

Defini¢ao 2.2 (Energia Potencial) A energia potencial associada ao modelo (2.1)-(2.3) é
dada por:

Es(t) = ;/OL |2 dz (2.5)
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Defini¢ao 2.3 (Energia Total) A energia total associada ao modelo (2.1)-(2.3) é dada

por:

1 L 1 L
E(t) = Ei(t) + Es(t) = 5/0 s |2d + 5/0 |2 dx (2.6)

O balanceamento de energia consiste em multiplicar 2.1 por um termo adequado e
em seguida integrar no dominio do espaco, dessa forma obteremos termos semelhantes a
24 e 2.5.

De fato, multiplicando 2.1 por w; e integrando em (0, L) teremos:

L L
/ UgUpdx — / UpgUrdx = 0 (2.7)
0 0

Fazendo cada integral separadamente, obtemos:

L L1 d(uy)? d1l (L
/0 uttutda:: ) 5 (d;) dr = %5 0 (ut)2d:c (28)

El(w)?  dofEl

2
- __ 22 9.
o 2 @ gy gl e (29)

L L

/ Ugptydr = (Uptiy)E —/ Uyl dT = —
0 0

Assim, substiutindo 2.8 e 2.9 em 2.7 podemos concluir que

a1 L ., d (L1

<2 do+ o [ ()de =0 2.10
dt2 Jo (1e) $+dt 0 Z(U) ‘ (2.10)
A igualdade 2.10 é a igualdade de energia para o sistema (2.1)-(2.3).Consequentemente,

usando 2.10 e as defini¢oes de energia dadas em 2.4,2.5 e 2.6 temos:

aE@)
dt

O que nos indica que a energia para o sistema (2.1)-(2.3) é constante, ou seja, po-

demos identificar que o modelo estd em movimento retilineo uniforme (MRU). Fisicamente

este resultado é condizente, pois como explicado anteriormente, esta equacdao modela o

deslocamento transversal de uma corda sob tensao constante e viajando a uma velocidade

constante, portanto, é natural que o modelo estaja em MRU ja que nao consideramos

nenhuma forga de atrito.

De maneira geral, os estudos sobre a energia sao feitos através da equacao de
Euler-Lagrange, a qual surgiu da necessidade de minimizar um funcional (CAMPOS, 2017).

Com efeito, seja S um funcional e u : [zg, L] X [to, T] — R uma fun¢do que minimizar este
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funcional. Entao se for possivel definir um funcional £ : (x,t, u, u,, u;) — R de modo que

POsSsaImos fazer:

S(u(t)) = /L /toTﬁ(x, t,u(w, b, g, us)dadt (2.11)

Entao L satisfaz a seguinte igualdade:

oL oL
L,—D,— —D;— =0 2.12
Oou, t@ut ( )
Onde D, e D, sao as derivadas totais .Esta expressao é conhecida como Equagao
de Euler-Lagrange e £ é conhecida como Funcao de Lagrange. Note que esta equagao

é condigao necessaria para que u(z,t) minimize S, porém nao é condigdo suficiente.

Em um contexto de equagoes diferenciais parciais,podemos considerar o funcional
S como a "energia do sistema', uma vez que trabalhando sobre os espagos H chamados
espacos de Sorbolev, as solugoes das equagoes diferenciais devem minimizar o funcionnal

de energia.

Nesse sentido,o objetivo do balanceamento de energia é encontrar o funcional S
através da prépria equacao diferencial. Este processo é feito atravéz da multiplicacao de
termos que envolvam as derivadas da solucao e integrando toda a equacao em relacao a

variavel do espaco. Fazendo manipulacoes deste tipo encontraremos:

L
/ E(x,t,u,up, uy)de =0 (2.13)

0
para algum funcional &(x,t, u, uys, uy).

As igualdades como 2.13 obtidas através desses processos sao conhecidas como
igualdade de energia. Se de fato tal igualdade representar a energia do sistema, entao

necessariamente deve verificar a equacao de Lagrange 2.13.

O sistema (2.1)-(2.3) é um caso particular do sistema:

Ugp — Ugy = [ (2.14)
u(0,t) =u(L,t) =0 (2.15)
u(z,0) = ug(x) , w(z,0) = uy(x) (2.16)

onde f € L*(9).
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Este é a equagao da onda em uma dimensao, a qual tem solucao e esta verifica:

/OL(Ut)le" + /OL(ux)de = /OL | fue®dz (2.17)

A expressao 2.17 é a igualdade de energia para a equacao da onda em uma dimensao.
Percebe-se que a diferenca desta equagao para a obtida no sistema (2.1)-(2.3), é o termo
fOL | fus|>dzx. De fato, este termo indica a variagao da energia para este sistema e dependendo

da funcao f, o sistema pode ganhar ou perder energia.

Para exemplificar vamos tomar a seguinte equacao:

Ut — Upy = —atty , x € (0,L) , t >0, a>0 (2.18)
u(0,t) = u(L,t) =0,t >0 (2.19)
u(z,0) = ug(x) , u(z,0) = uy(x) (2.20)

Este modelo descreve o deslocamento transversal de uma corda sob tensao e que
viaja em uma velocidade constante, porém, diferente da anterior temos o termo —auy,
vamos mostrar que este termo faz com que a energia do sistema diminua, ou seja, fisicamente

este termo representa o atrito ao qual a corda esta sujeita.
De fato, multiplicando 2.18 por uy,integrando em (0,L) e usando 2.8 e 2.9, temos:

d1l L

2 d -1 2 L2
aig y e+ G [} glunde = —a [ ()t 221

Esta é a igualdade de energia para o sistema (2.18)-(2.20).

Pela definicao de energia dada em 2.6 e usando 2.21 podemos escrever:

dE L
Ou seja,
dE
— <
dt — 0

O que nos indica que a energia total do sistema (2.18)-(2.20) é decrescente.

Fisicamente este resultado é verificado, pois como dito anteriormente, o sistema
(2.18)-(2.20) modela o deslocamento transversal de uma corda sob tensao,que viaja a uma
velociadade constante e considerando que esta corda esta sujeita a atrito, de onde a energia

deve sofrer perdas.
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Normalmente as nas igualdades de energia das EDP’s aparecem expressoes do tipo:

/ﬂcle((>>d$—[vLF(u)dx:O (2.23)

02 dt 0

Note que se considerarmos o lado esquedo de 2.23 como o integrando em relagao a
t de 2.11, entao:

L
//1d da:dt—// w)dwdt
to to

Logo,

;( / )2dir) /t / w)dzdt = 0 (2.24)

de onde o primeiro termo vai representar a energia cinética do sistema e o segundo

a energia potencial.

Neste trabalho vamos estudar a energia cinética da Equacgao de Black-Scholes a
qual apresenta igualdade de energia tipo 2.24. Definindo Energia Cinética desta equacao,
provaremos entao que esta tem decaimento exponencial. Em seguinda produziremos um
método numérico que resolve a equagao de Black-Scholes preservando este decaimento

exponencial. Veremos os detalhes destes processos nos proximos capitulos.
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3 Meétodo de diferencas finitas nao-usual

O modelo que este trabalho estuda, utilizado para analisar os precos no mercado de
opgoes, consiste em uma Equagao Diferencial Parcial (EDP), conhecida como Equagao de
Black-Scholes. Estamos interessados em estudar esta equacao numericamente,assim, vamos
apresentar neste capitulo um método numeérico utilizado para resolver EDP’s atravéz da
técnica de Diferencas Finitas. Tal método é conhecido como Método de Diferencas Finitas
Nao-Usual.

O Método de Diferencas Finitas Nao-Usual ou Non-Standard Finite Diference
Method (NSFD), é usado para produzir esquemas de diferengas finitas para uma classe de
equagoes diferenciais parciais e ordinarias. Tais métodos foram introduzidos por Mickens
em 1980 e sao métodos eficientes que preservam propriedades importantes das solugoes
exatas de equagoes diferenciais(MICKENS, 2000; MICKENS, 2005).

O desenvolvimento desses métodos se deram através de regras estabelecidas de
maneira impirica por Mickens.Assim, um método que obdece a essas regras é denominado
de NSFD.Em particular, podemos definir NSFD utilizando as seguintes regras fornecidas
por Mickens(ANGUELOV, 2001; PATIDAR, 2016):

Definicao 3.1 Um esquema nemérico é chamado de Método de Diferencas Finitas Nao-

Usual (NSFD), se pelo menos uma das sequintes condigoes sao atendidas:

i) Nas derivadas discretas de primeira ordem que aparecem na equa¢ao o deno-
minador tradicional h é substituido por uma fun¢ao nao-negativa, ¢(h) com a sequinte

propriedade:

¢(h) =h+ O(h) com h—0

it) Termos nao-lineares da equagao sao aprorimados de uma maneira nao local,

isto €, por uma fungdo adequada de vdrios pontos da malha.

O item i) desta definicdo é particularmente importante para este trabalho, pois é
a partir dele que construiremos o método NSFD que usaremos para analisar a energia da
equagao de Black-Scholes. Potanto, para exemplifica-lo, considere o seguinte problema de

valor inicial:

dy _

o= f(), y(to) = wo (3.1)
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A funcdo y =y : [ty,T) — R é desconhecida, yp € Re f: R — R sao dadas.

Assumimos que tg e T sdo finitos e que o problema tem solucao tunica.

Para aproximar 3.1 numericamente substituimos o intervalo continuo [tg, T") por
uma malha de pontos discretos {t, = to + kh;k > 0}, onde o pardmetro h > 0 é
denominado passo. Chamamos y; para a aproximacao da solugao y(fx) no ponto ¢ e

portanto vy, = y(t).

Além disso, como estamos interessados em reproduzir numericamente propriedades

especificas da solucdo de uma equagao diferencial, entao faz-se necessario a seguinte
definicado(ANGUELOV J. K. DJOKO, 2007):

Definicao 3.2 Assumindo que a solucao de uma equagdo diferencial satisfaz uma de-
terminada propriedade P. Um esquema numérico € dito qualitativamente estdvel ou
(P-estdvel), se para todo passo o conjunto de solugoes produzidas pelo esquema numérico

satisfaz a propriedade P.

Assim, para produzir um esquema para 3.1, ndo usual e que seja qualitativamente
estavel com repeito a uma dada propriedade, Mickens sugere varias formas para aproximar

os termos nao-lineares do lado direito desta equacao. Por exemplo,

2 Yre—1 + Ykt
Y- (th) = YeYrt1, Ue T Yk-1Yk
y%—1yl%+1

Y2 (tk) & YiYer1s T Yk—1YkYk+1

De maneira geral, todas as combinacoes lineares das expressdes acima com a
soma de coeficientes iguais a 1, aproxima-se de y? e 3°, sendo o erro de ordem O(h)

para y(t) suficientemente suave (ANGUELOV, 2003). Ou seja, podemos ter as seguintes

aproximacoes:
Yr—1 + Yk

y2(tk) R 1 YkYk+1 + azyk% + Q3Yr—1Yk

yl% 1913 1
Y2 (tk) ~ Bryeyrsr + 52_T+ + B3Yk—1YkYk+1

k
Onde,
a1+ g + a3 = 1 (32)
Pr+ B2+ B3 =1

As condigoes 3.2 sdo chamadas de condigées de consisténcia para o método
NSFD.
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Desta forma, a func¢ao f na equagao 3.1, pode ser aproximada por uma expressao
que contém certos parametros livres e estes parametros sao determinados de tal forma que
o método garanta que uma certa propriedade seja reproduzida numericamente, isto €, que

0 esquema seja qualitativamente estavel.

3.1 Exemplo de NSFD para uma Equacao Diferencial Ordinaria
nao-linear

Afim de exemplificar a teoria dos Métodos de Diferencas Finitas Nao-Usuais, vamos

produzir um NSFD para a seguinte equacao:

dy 1,
7 )\y , A>0 (3.3)

Esta equacao tem como solucao:

onde, C' € R é uma constante.

De posse da solucao de 3.3, pode-se facilmente considerar que

Lema 3.1 Para todo t € [1,00], temos:

0<y(t) <1 (3.4)

Além disso, a equacgao 3.3 nos permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.1 A solugdo da equagio 3.3 é decrescente quando t > 0, isto €,

0<ylts) Sy(t), 0<t <ty

Assim, vamos construir um esquema numeérico de diferencas finitas nao-usual que
seja qualitativamente estavel com respeito ao teorema 3.1.Para isso, tomamos a seguinte

aproximacao para o termo nao-linear que aparece em 3.3:

Y* = ayj + QYrYrt1 , Q1,02 € R
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Usando a condicao de consisténcia de Mickens dada em 3.2, podemos reescrever

esta apoximacao da seguinte maneira:

v’ =ayi + (1 —a)ypypyr , a € R

Portanto um NSFD para o exemplo 3.3 pode ser dado por:

— 1
P — Sagt+ (1= @)ygsn) s a € R (3.5)

Demonstrar que este esquema é qualitativamente estavel com respeito ao teorema

3.1 equivale a demostrar o seguinte teorema:

Teorema 3.2 Desde que a <0 et € [1,00], entdao as solugoes numéricas obtidas através

do esquema 3.4, verificam:

Y1 <Yk, VE2>1

De fato, usando 3.5, podemos escrever:

(A = ahy)yk
= , a €R
MR = ag)
Assim,
(A — ahyr)yk

Yk+1 = F(yk7h> ) F(ykah) a & R

(A+h(1—a)y)

Para demonstrar o teorema 3.2, vamos usar a equacao 3.3, de onde,

dy
=<0
dt —
Note que para h suficientemente pequeno temos F'(y; h) ~ y, nessas condigoes,devemos

verificar que

dF _dy _

<0
dt T odt —

De fato, esta condicao simplificada equivale a

A%y () = 2Xahy ()y(t) — ah*(1 — a)y*(O)y' (1) _
A+ hly(@)(1 - a))]? -
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Da equagao 3.3 temos que y/'(t) < 0, também de posse do lema 3.1 temos y(t) > 0.

Assim, para que isso aconteca basta que:

a<0

Dai, a solugao aproximada que resulta do esquema 3.5 serd decrescente.Provando

assim o teorema 3.2.

Com isso, temos uma classe de esquemas de diferencas finitas para 3.3 que é

qualitativamente estavel quanto ao teorema 3.1.

Afim de compararmos o método NSFD 3.5, com os métodos de diferencas finitas
usuais, tomamos o esquema numérico de diferencas finitas conhecido como Euler Explicito

para a equagao 3.3:

Bl Syt e Loo], w=y, (30)

A figura 1 mostra uma simulagao numérica que compara os esquemas 3.5 (NSFD)

e 0 3.6 (Euler Explicito) para a Equacao 3.3. Nesta caso, tomamos ¢ € [1,2], h = 0,01
e A = 0,001. Note que o esquema de Euler Explicito nao reproduz o decrescimento da
solucao numérica. No entanto, para as mesmas condi¢oes o esquema NSFD obtido com
a = —4 conserva para o modelo numérico o decrescimento da solu¢cao do modelo analitico.
Ou seja, o esquema 3.5 é qualitativamente estavel com respeito ao decrescimento da solucao

exposto no teorema 3.1.

Figura 1 — Simulagdes numéricas para a equacao 3.3 usando os métodos de Euler Explicito
(figura da esquerda) e NSEFD (figura da direita) com h=0,01 e A = 0,001 e a=-4
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4 Equacao de Black-Scholes

Nos capitulos anteriores introduzimos um modelo utilizado para analisar o prego
de uma operacao financeira denominada op¢ao, tal modelo consistia em uma equacao
diferencial partial denominada Equagao de Black-Scholes; em seguida, mostramos que
o estudo da energia de uma equacao diferencial pode ser muito 1util para analisar o
comportamento de suas solucoes e apresentamos um método de diferencas finitas nao usual

que nos permite estudar numericamente propriedades especificas de equagoes diferenciais.

Assim, neste capitulo, usaremos a técnica de diferencas finitas nao usual (NSEFD)
para estudar a energia da equagao de Black-Scholes. Com isso, daremos condig¢des suficientes
para que a energia cinética dessa equagao tenha um decaimento exponencial. Indiretamente,
este resultado vai indicar que a solucao da equacgao também vai decair exponencialmente,

ou seja, sob essas condigoes o valor da opcao tende a diminuir rapidamente.

Na literatura a Equacao de Black-Scholes ¢é dada da seguinte forma:

Uge (T, 1) + r(t)xus(z, t) — r(t)u(z,t) =0
0<z<L,0<t<T

Trata-se de uma equacao de difusdo-reagao-convecgao onde o(t) > 0 e r(t) > 0,
mais precisamente estas fungoes representam a volatidade do ativo e a taxa de juros
respectivamente. Neste trabalho, estamos interessados em produzir esquemas NSFD os

quais preservem propriedades relacionadas a energia desta equacao.

A equacgao de Black-Scholes resulta em uma estimativa de prego para uma opcao
do tipo europeia, as quais sao transagoes financeiras com datas pré-determinadas.Portanto,
devido a sua utilizagdo, é importante que a equacao de Black-Scholes seja analizada com
referéncia ao tempo que falta para que as operagoes financeiras expirem(BLACK, 1973;
BLOSS DIETMAR ERNST, 2013; PFUTZENREUTER, 2008). Metematicamente, isto

significa fazer a seguinte mudanca de variavel:

T=T—1

Onde T é o tempo final (data de exercicio da operacao financeira), ¢ é data presente
e 7 é o tempo de expiracao,isto é, o tempo que falta para que o proprietario da opg¢ao

possa exercé-la.

O principal efeito desta mudanca na equacao estd na parcela onde aparece a

derivada com relacao ao tempo, pois de acordo com a regra da cadeia temos:
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du _dudr _dudT—t)  duw__
dt  drdt dr dt dr e

Portanto, a equacao de Black-Scholes pode ser escrita da seguinte maneira:

———— Uy (x,7) = 7(T)zUp (2, 7) + r(Tu(z,7) =0, 0<z<L,0<7<T

(4.1)
Em malha usual, trataremos esta equagao sob as condig¢oes de contorno de Dirichlet,
isto é:
u(0,7) =ug=0eu(n,7)=u, =0

Além disso, o espaco no qual trabalharemos serd o Espaco de Lebesgue L*(0, L),

equipado com estrutura de Hilbert com o seguinte produto interno e norma associada:

= [ o e ol = [ lo)Pds

Com efeito, provaremos que a equacgao de Black-Scholes verifica o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja a energia da equacao de Black-Scholes dada por:

Em@»:;[fﬁm; (4.2)
Entao,

i) Se o*(7) < r(1),¥7 > 0, entdo E(u(T)) obdece a lei de dissipacdo de energia,
isto €,
E(u(r)) < E(u(0)) , V7 =20 (4.3)

ii) Se o*(1) < r(7) e considerando o*(t) e r(t) fungoes limitadas em (0,T), entdo

a energia definida por 4.2 tem decaimento exponencial. Ou seja, existe M > 0 tal que:

E(u(r)) <e ™ EW) vr>0

Onde, M = inf,>o(r(7) — o(7)?).
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Prova.:

Multiplicando a equagao 4.1 por u(z,7) e integrando no intervalo dado teremos:

L 0(7-)2 L L L
/ u udxr — 5 / 2 ugpudr — r(T) / zruzudr + r(7) / udr =0 (4.4)
0 0 0 0

Tratando cada parcela individualmente, segue:
L 1d rL

udr = == / 24 45

/0 uruds = 5o | uidz (4.5)

De fato, para L?*(0, L) com estrutura de Hilbert vale a seguinte propriedade para o

produto interno associado:

d d 1d 1d
o) = e, ) o 0r) = ot ) = 2tr, ) = o, 1) = 5, 0) = 3
Note que,
1d L 1d L
(Ur,u) = iaﬂuﬂg <:>/O urudr = 55/0 uldx
Também em 4.4 temos:
L L L
/ U uds = —2/ ruzudr —/ r*uldx (4.6)
0 0 0

De fato, usando integragao por partes obtem-se:

L L L
/ 2ugudr = x2uu$|£ — 2/ TU udr — / IQUidI
0 0 0

Aplicando as condigoes de contorno, ug = u,, = 0, nessa tltima igualdade entao

verificamos 4.6.

Além disso, em 4.4 verifica-se:

L 1 (L
/ Tuzudr = —f/ uldx (4.7)
0 2 Jo

Também usando integracao por partes temos:
L - L, L
/ rugudr = xu®|y — / w*dx —/ Tuzudr
0 0 0

Entao, aplicando as condicoes de contorno de Dirichlet, tém-se 4.7.
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Note que podemos substituir 4.7 em 4.6 e obteremos a seguinte identidade:

L L L
/ :Egumuda::/ u2dx—/ r*utde (4.8)
0 0 0

Assim, substituindo 4.5 , 4.7 e 4.8 em 4.4 teremos:

1d 2 L L 1 /L I
5%”1”% a ‘7(;—) (/0 uzda:—/o vy dr) _7“(7)(—5/0 u2d:1:)—{—r(7)/0 uide =

1 d 2 L 2 L L L
= §%||u||g— J(;) /0 qu:c—l—U(;—)/O $C2uidl‘+r(27>/0 qua:+T(T)/O u’dr =0

1 2 L 2 L L L
= fi||u||g = o(7) / w?dr — U(T)/ ?uldr — T(T)/ u?dz — r(T)/ u?dzx
2dr 0 0 0 0

2 2 2
Assim,
1d 2 /L 1 L L
Ly =~ [ wdrt (o ) | u2dx—r(27)/0 drdr (4.9)

Esta expressao ¢é a igualdade de energia para Equacao de Black-Scholes e como
dito no capitulo 2, o termo do lado esquerdo da igualdade vai ser a energia cinética da

equagao 4.1. De onde,

Blu(r)) = ¢ ul?

Entao,

dr2" " dr

Logo, 4.9 fica:

d<E<dli_(T))) _ _0(27) /OL 2uldr + ;(0(7')2 — (7)) /oL widr — 7? /OL w*drdr (4.10)

Ou seja,para o(7)? < r(7) temos:

d(E(u(1)))

<0
dr

Portanto, a energia de 4.1, definida em 4.2 é decrescente, o que prova 4.3, isto é,

E(u(r)) < E(u(0)) , Y7 >0
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Finalizando a prova de 1).

Para demonstrar ii), vamos fazer uso da desigualdade de Gronwall, a qual nos

garante que para t > 0,

dz
—<az+b=z

ezg + L(e®—1) se a#0
7 () < { (4.11)

zo + bt se a=0

Note que de 4.10, temos:

d(B(u(r) _ _or)? [tz s o2 o) [utde =" ["idra

dr 2 0 0 2 Jo

Como r(7) > 0, entao:

AB(r) _

- (0(r)? = (7)) / wldwds

0

DO —

Além disso, a energia é definida da seguinte forma:

B(u(r)) = Ju(e, )3 = 5 [ s

De onde,

d(E(u(r)))

LD < (o(r)? = (7)) Blu(r)

Portanto, sabendo que o(7)? < r(7) e usando 4.11, temos:

E(u(r)) < e BWOY | vr >0 (4.12)

Como tomamos o2(t) e r(t) limitadas,entdo:

Q
no
2
|
=
2
VAN

sup(c?(7) — (7)) < sup(o?(7)) + sup(—r(7)) = sup(c*(7)) — inf (r(7)) < oo

r(0) = 0*(r) < sup(r(r) — 0%(7)) < sup(r(r)) + sup(~0%(r)) = sup(r(r) ~ inf(¢*(r)) < o

Portanto, deve existir K > 0, tal que:

o (1) —r(7)] < K

Entao de 4.12, podemos escrever:
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E(u(T)) < 6(U2(7—)—r(7))7-E(u0) < esupTzo[02(7)—T(T)}TE(UO)

Assim,

E(u(r)) < e M E°) (4.13)

Onde, M = inf,>o(r(t) — o*(t)).

Note que

a*(t) < r(t) = r(t) — o*(t) > 0= M = inf (r(t) — o*(t)) > 0

T

Ou seja,

—M = —inf(r(t) — o*(t)) = sup(c?(t) — r(t)) <0 (4.14)

720 >0
provando assim (ii).

Portanto, este resultado nos sugere que se considerarmos o(7) e r(7) constantes,
entao quando a volatidade do ativo for menor que a raiz quadrada da taxa de juros a
opcao tende a ter um valor cada vez menor quanto mais longe estiver da data de exercicio

da mesma.

O teorema 4.1, também evidencia um fato importante do modelo de Black-Scholes
que é a influéncia da volatidade do ativo no prego da opc¢ao. Este comportamento é esperado,
pois neste modelo a volatidade cumpre o papel de coeficiente de difusibilidade (BLACK,
1973). Por outro lado, esta propriedade também nos indica uma relagao interessante entre
a taxa de juros e a volatidade, relacao essa que pode influenciar o comportamento do prego
da opcao. Assim, estamos obtendo caracteristicas importantes do modelo de Black-Scholes
indiretamente através do estudo da Energia Cinética da equagdo que o caracteriza, o que

reforga a importancia deste estudo.

Nosso objetivo agora ¢ produzir uma classe de esquemas NSFD de modo que
estes esquemas sejam qualitativamente estaveis com respeito ao teorema 4.1, isto é, que

reproduza esta propriedade numericamente.
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5 Analise numérica da Equacao de Black-

Scholes

Neste capitulo vamos inserir as bases para que possamos analisar a equagao 4.1
no dominio discreto.Para isso, tomaremos (tx); uma subdivisao do intervalo (0,7) e (x;);
uma subdivisao do intervalo (0.L), onde t; = kAt e x; = iAx; os incrementos At e Ax
sdo chamados de passo. Além disso, vamos denotar u} o valor da fun¢do u no tempo ¢, e
no ponto z;, isto é, u(z;, t,) = v (FERNANDES, 2009; RAVIART, 1988).

Com efeito, para tratar esse resultado em um contexto numérico é necessario que
trabalhemos em um espacgo de dimensdo finita, isto é, vamos aproximar o espago L?(0, L),

o qual estavamos trabalhando, pelo seguinte espago:

I ={u = (w)ilo, ui € R}

Para efeitos de notagdo chamaremos esse espaco de 2. Assim, para u = (u;) € [* e

v = (v;) € [? introduzimos o seguintes produto escalar e norma:

N N
(u,0) =h > wvp , |ullp =h |wl?
=0 1=0

Note que, 4.7 é uma igualdade chave para o balanco de energia feito na demonstragao
do teorema 4.1 e tem o termo xu, que aparece na equacao de Black-Scholes. Estamos
interessados em encontrar fungdes que aproximem o termo zu,, para tanto vamos usar 4.7 e
produziremos aproximacoes para este termo que dependam de pardmetros livres, conforme
feito no capitulo anterior, e que produzam um esquema numérico qualitatavamente estavel

com respeito ao teorema 4.1.

Com efeito, usando a notagao de produto interno e norma podemos escrever a

igualdade 4.7 da seguinte forma:

(Tuz,u) = —;<u, u)

Em um contexto de dimensao finita, isto é, aproximando o espago L*(0, L) por [?

temos que essa igualdade fica:

(Tug,u)e = —=(u, u)p (5.1)
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Escrevendo os produtos internos temos:

N 1 N )
> (wug)iu; = —3 > u (5.2)
i=0 i=0

A estratégia deste trabalho, conforme feito no capitulo anterior, é substituir o
termo xu, por uma classe de fun¢ées com parametros livres, de modo que a manipulacao
dos parametros preservem a estabilidade qualitativa para determinadas propriedades da
forma analitica, mais especificamente a propriedade 4.1. Por enquanto, vamos admitir que
tais aproximacoes existem e vamos denoté las por 7. Portanto, v; : 2 — R, sao funcoes

que verificam:

N 1 N )
D = =5 Y u; (5.3)
=0 2 =0

Além disso, vamos introduzir os seguintes operadores de diferencas finitas:

1 1 1
D:“w = E(wiﬂ — ’U)i), DZ_U) = E(wl - wi_l), D?w = %CLU,‘_H - wi—l) s Yw € l2 (54)

Chamados respectivamente de operador de diferenca finita avangado, operador de

diferenca finita atrasado e operador de diferenca finita central.

Destacamos as seguintes propriedades destes operadores:

Df, = D; (5.5)

2D} = D} +D;

_ _ 1
D;’—Dz w = Dz D;“w = ﬁ[wﬂ—l — 2w; +wi_1] , Yw € 12
Atravéz destes operadores vamos produzir um esquema de diferencas finitas para a
equacao 4.1, que utilizara a aproximacao ; para o termo xu,, em seguida mostraremos
que este esquema ¢é qualitativamente estavel com respeito a propriedade 4.1. Para tanto,

vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 5.1 Seja u= (u;) € > e w = (w;) € I; temos que

N-1 N-1 1
w;Dfu=—> wD;w+ E[wN_luN — wou ] (5.6)
; —

i=1 i
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Em particular, se ug = uy = 0, teremos:

N-—1 N-—1
Y owDf =) wDjw (5.7)
=1 =1

Também adotaremos a seguinte notacao para indicar o método de diferengas finitas

que estamos utilizando:

u't =t - (1=, 0<0 <1, (5.8)

)

Este método é conhecido como método theta e nos permite, atravéz da variagao
de 0, trabalhar com métodos de diferencas finitas distintos; permitindo assim uma analise

mais ampla dos resultados.

Portanto, para que posssamos desenvolver um esquema numérico para 4.1, primeiro
é necessario que aproximemos o termo zru, numericamente, vamos fazer isso tanto em

malha usual quanto em malha deslocada.

5.1 Aproximacao do termo xu, em malha usual

Para reproduzir 4.1 numericamente em malha usual é essencial que as condi¢oes
de contorno de Dirichlet que foram impostas a equacao 4.1 sejam também garantidas

numericamente. Isso significa trabalharmos sobre o seguinte subespaco de [%:

%,N:{UGZQ;UHZUOZO}

Com efeito, vamos escolher a funcao v : Vo v — R que aproxima o termo zu, em

4.1, isto é,

Zo(mx)iui = g%(l‘)ui (5.9)

Esta técnica esta presente nos trabalhos de Mickens, nos quais sao escolhidas

funcgoes do tipo:

Ui+1 — Uy U — Ui—1

+ (B1%i41 + Boxi + P3xi1) N

(qZip1 + oy + a3i_q)
Vi = h

,1=1,...

0 ,1=0ei=N

(5.10)
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Note que tomamos 79 = vy = 0 por mera formalidade, pois como estamos

trabalhando com as condigoes de fronteira de Dirichlet entao em 5.9 as extremidades do

somatorio do lado direito serdo nulas.

Teorema 5.1 Uma aprozimagio numérica para o termo (ruy); na equagio de Black-

Scholes em malha usual e condigcoes de contorno de Dirichlet que verifica 5.3, pode ser

dada por:

1 1 1
Vi = (5 +tq—s+ §>(Ui+1 —u;) + (5 +q—8)(u; —u;_q)

Onde, q,s € R.

Prova do teorema 5.1:

Tomando x; = hi, parat=1,2,..., N — 1, entao 5.10 fica:

9(x) = (auh(i + 1) + agih + ash(i — 1)) “ = 4 (Bih(i +1) + faih + fh(i — 1))

Ou seja,
Yi = (i(on + g + az) + a1 — az) (U1 — ug) + (((Br + B2 + B3) + B — B3) (s — ui—1)
Para facilitar os cdlculos vamos usar as seguintes notagoes:

Ki:i(Oé1+042+Oé3)+a1—043
Qi = i(f1 + Ba+ B3) + 1 — Bs

Assim, a funcao fica,

v = Ki(uipr — ;) + Qi (u; — uiq)

Ui — Uj—1

h
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Substituindo esta tultima igualdade em 5.9 e levando em consideracao as condigoes

de fronteira do lado direito, tem-se:

N-1 1N1

D (Ki(uien — ) + Qi — wim))us + 5 3 uf =0 (5.11)

=1 =1

Com isso, devemos determinar os coeficientes aq, as, as, b1, P2 € (3, que compoe

K; e Q; de modo que esta igualdade seja verificada.

Assim, desenvolvendo os produtos e agrupando os termos semelhantes em 5.11,

temos:

1)“? — Qiui—1u;) =0 (5.12)

N-1
Z Kiuipu; + (Qs — K +
=1 2

Podemos manipular os indices do somatorio e aplicar as condigdes de contorno de

Dirichlet, de modo que

N-1 N-2 N-1
Z Qiui—1u; = Z Qip1uuip = Z Qir1UiUigy
i=1 i=0 i=1

Assim, 5.12 se torna:

N-1
i=1

Dai impomos:

Ki _QiJrl =0

Qi—Ki+5=0

Note que

Qit1 = Qi + (B + Ba + B3)

Portanto podemos reescrever o sistema da seguinte forma:

Ki—Qi—(Bi1+ P2+ pP5) =0

1
Qi_Ki+§:0
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Ou ainda,

51+ﬁ2+53:;

ou seja,

Z'(Oz1+042+@3)+041—@3—i(51+52+53)—51+53=;

51+52+53=;

Além disso, a partir da condi¢ao de consiténcia de Mickens temos:

aptastaz+ B+ P+ pPs=1

A segunda equacao do sistema junto com a condi¢ao de consisténcia nos mostram

que

1

bi+ P2+ B3 = 5 (5.14)
1

a1+ g + a3 = 5 (515)

Portanto, temos o seguinte sistema:

aq — a3 — + B = 3
o + ay + a3 + B+ By + [3 = 1
pr + B + P = %
a1 + Qo + Qg = %
A partir da primeira equacao temos:
1
ar=a3+f1— B+ 5 (5.16)

Isolando as na quarta equacao e substituindo «y por 5.16 tem-se:

ay = =203 — 1 + B3 (5.17)
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E da terceira equacao obtemos:

B2 = ; =P =055 (5.18)

Assim, para p,q,s € R temos:

o = p+q—s—|—;
oy = —2p—q+s
a3 = P

b = ¢

PR
Bz = s

Portanto, uma aproximagao para a fungao ~; pode ser dada por:

Vi = Ki(uivr — ) + Qi(wi — ui1)
Onde,
Ki=(u+ay+az)itar—az Q= (B1+ P2+ Bs3)i+ 1 — B3
Ou seja, para ¢,s € R temos:

1 1 7
Vi = (5 +q—s+ 5)(%’“ —u;) + (5 +q—8)(u; —u;_q) (5.19)

Assim, construimos uma aproximacao para o termo xu, que verifica:

a n+ 1 X n+6\2
Z%’Uz‘ = D) Z(UZ )
i=0 i=0

Como os extremos nas condi¢oes de contorno de Dirichlet sao zero e definimos a

funcao v; também com extremos zero, entao também vale:

-1
(un+9)2
K3

DO | —

N-1

n+0 __
Z Vit =
=1 =1

5.2 Aproximacao do termo xu, em malha deslocada

Nesta segdo vamos tratar a Equagdo de Black-Scholes em uma malha deslocada. A

malha deslocada ou Staggered Grid, tem importancia no estudo das equagoes de Navier-
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Stokes, as quais modelam o escoamento de fluidos. No entanto, apesar da Equacao de
Black-Scholes ndo modelar um fluido, a mesma ¢ uma equagao de difusao e se comporta de
forma semelhante a um fluido. Portanto, em termos técnicos é pertinente que investiguemos

seu comportamento em uma malha deste tipo.

5.2.1 Malha Descolacada

A malha deslocada se diferencia da usual por ndo armazenar as icdgnitas que
simbolizam a pressao e o0 momento em um mesmo ponto. Em vez disso, a malha deixa de
ser um conjunto de pontos e passa a ser um conjunto de células para as quais a pressao
fica armazenada no centro de cada célula e o momento nas extremidades (FORTUNA,
2000).

De maneira pratica, a malha deslocada muda a meneira como a grade é construida,

ou seja, em vez de tomar

w(zi, tn) = u(xg + iz, tg + nAt)

tomaremos,

w(zg, ty) = u(zo + (i — ;)Ax, to + nAt)

A dificuldade encontrada para esta nova malha é definir as condigoes de contorno,
uma vez que os chamados pontos fantasmas u(zg,t) = uy e u(zy,t) = uf, ndo fazem

parte do dominio continuo do problema.

Para sanar esta dificuldade usa-se interpolacao linear. Ou seja, vamos usar um
polinémio que interpole os pontos (xo, uf) € (z;,u}). Nos trabalhos de Oishi et al (OISHI
JIN Y. YUAN, 2014) é escolhido o seguinte polinémio:

1

Pi(e) = 2 ((

r — xo)uy — (T — x1)ug) (5.20)

Como estamos trabalhando sobre as condigdes de contorno de Dirichlet, entao
u(0,t) = 0. Portanto, P;(0) = 0. De onde, 5.20 nos da:

Fazendo z; = (i — 3)Az, temos:

s T
x Ax uyoug

- ( Ug—(—T)UG)ngF?:O

>

> —
8
|
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Ou seja,

Uy = —uj (5.21)

Do mesmo modo, podemos encontrar a condigao u(zy,t) = uly que é dada da

seguinte formas:

Uy = —Uy_, (5.22)

Assim, temos uma maneira de encontrar as condigoes de contorno para a malha
deslocada. Além disso, as igualdades 5.21 e 5.22 sao verificadas para r = 1, ..., T" qualquer.
Dai teremos dois tipos de condi¢ao de contorno que sao caracterizadas pela posicao r que
tomaremos uf e ufy_; em 5.21 e 5.22, respectivamente. Desta forma, temos as condicoes de
contorno implicitas, para as quais tomamos u] e ufy_; no mesmo nivel r que estamos

querendo calcular a nossa nova condi¢do de contorno, isto €,

n __ n n o __ n n+l __ n+1 n+l __ n+1

e as condicoes de contorno explicitas, para as quais tomamos u] e ujy_; no nivel

r — 1, ou seja,

— no__ _ n _ n
Uy = —Up , Uy = —UNy_1, Uy = U €Uy = —Uy_y (5.24)

2 2

s
+

>

+
+

Figura 2 — Esquema para a malha deslocada, no qual os pontos em cinza simbolizam
a malha usual, os pontos em vermelho simbolizam a malha deslocada e a
regiao cinza o dominio continuo do problema. Note que os pontos nos quais
calcularemos a solugao numérica mudam e os extremos esquerdo e direito da
malha também mudam. Consequentemente, os extremos da malha deslocada
nao fazem parte do dominio continuo, dai sao chamados de pontos fantasmas.
Além disso, os extremos sao as condigoes de contorno e como os mesmos nao
fazem parte do dominio continuo, precisamos calculd los através de interpolagao
linear.
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5.2.2 Malha deslocada para Equacao de Black-Scholes

Conforme dito na secao anterior, a principal mudanca da malha deslocada para a
usual estd nas condi¢oes de contorno. Além disso, para a malha usual desenvolvemos uma
aproximacao para o termo zu,. No entanto, para o calculo desta aproximacao em malha
usual foi necessario aplicar as condi¢oes de contorno. Portanto, para as novas condigoes

teremos que calcular uma nova aproximagao 7; para o termo zu,.

Vamos repetir o procedimento da secao 4.2 para a malha usual no qual encontramos
funcoes v que aproximam o termo xu, na equagao de Black-Scholes. No entanto, diferente
da aproximacao anterior, vamos tomar fungoes ; : Iy — R que aproximam o termo zu,

em 4.1 dadas da seguinte forma:

Uip1 — Ug Ui — Uj— .
(alxiﬂ + aox; + Oégfﬂi,l)% + (61$i+1 + 62*’%‘ + ﬂgmi,l)Tl 1<y < N -1
- Qo (ur — Uo)
v = s L i=0
Boxn(uny — un—1)
. , t=N
Para a malha deslocada vamos susbtituir z; = (i — %)Aw Com isso,
(i(ar + ag + ag) + 9=92=303) (y, y — ) + (i(B1 + B+ B) + 252358 (y; — ;)
o
f)/i = _?2(?’61 - U/O)
2N —1)p
<2)2(UN — uy_1)

(5.25)

Note que diferente da malha usual tivemos que definir os "extremos'da funcao ~;
diferente de zero. De fato, como mencionado na se¢ao 5.1, quando estavamos trabalhando
com a malha usual e sobre as condi¢oes de contorno de Dirichlet, os extremos desta func¢ao
nao influenciavam pois os extremos da solugao seriam iguais a zero. Porém, para a malha
deslocada ja nao estamos sobre as condigoes de contorno de Dirichlet, assim é necessario
que estes extremos sejam definidos de maneira que a funcdo v aproxime o termos zu,.
Para tal, escolhemos uma aproximagao de diferencas finitas avancada e multiplicamos por

um dos coeficientes que queremos calcular.

Como no caso continuo, tais func¢oes devem verificar:
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Ou seja,

N—
u” Qo n n n (2N -1 52 n n n
Z yiuit? + (- 9 )(u1+6 ug ™ yug 4+ 2 : (up™ — uit) unt’ =
i=1
U G G
5 2 2 2

(5.26)

Desenvolvendo os somatoérios de 5.26 da mesma meneira que na se¢ao 5.1, chegare-

mos a seguinte igualdade:

2N -1 n+6\2 n+6\2
( Oéi)( n+6 ug+9>ug+9 + ( )62 (UR;JFO o u%+01)u%+9 + (UO ) + (uN ) +
2 2 2 2
N-1
+ (Kol Pul ™ + P(ult?)? — Quit ul™] =0
i=1
(5.27)
Onde,
) 1 — g — 303
Ki = 2(041 + a9 + 043) + 9 (528)
. —fB2—3
Qi = i(Bi+ P2+ B3)+ b= P2 = 3P ﬁ; bs (5.29)
1
P = Qi— K+ 5 (5.30)

Vamos manipular os indices da ultima parcela do somatorio de 5.27, da seguinte

forma:

N—
Z ;L+10un+0 Z Qzﬂunw ?rle
Dai teremos:
n+6\2 n+6
Q9 " "
(== 5 2 (upt? — ug+9)ug+9+(2>52( n-+0 u}(,+91)u§(,+9+< o2 )? +( N2 ) N

+ KN un+9 1;(7+91 +PN 1(uN 1) Q un+9 n+9+

+ Z (K uﬁleume + R(“?w) Qz+1un+9 ?J:rle] 0
i—1
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Portanto,
IN — 1 n+60\2 n+6\2
(_%)(uvlz—f—e ug+6)ug+6+ (2)52<u7v+9 u?}\f-l—&l)ur]i/—%_f_ (UOQ ) + (UNQ ) +

Kyt + Py (0§) = Quuul ™ + Z (K: = Qe P + P(u) = 0

(5.31)

Note que as condigoes de contorno estao fora do somatorio e como existem dois
tipos de condigao de contorno quando estamos trabalhando em malha deslocada, entao
vamos analisa-las separadamente e desenvolver fungoes v; que aproximam o termo xu,

para cada uma dessas condigoes.

5.2.3 CondicGes de contorno Explicitas

Para as condigoes de contorno explicita vamos usar as igualdades 5.24 para encontrar

ud™ e u%? em 5.31, isto 6,

up? = 0ul T + (1 — Ol = —0u? — (1 — O)uf = —u?

Ou seja,

upt? = —u (5.32)

Do mesmo modo para u?, temos:

uy™® = Oui 4+ (1= O)uy = —Ouiy_; — (1 = Oufy_, = —uiy_,
De onde,
unt? = —ul, (5.33)
Teorema 5.2 Uma aprozimag¢io numérica para o termo (xuy); na equagao de Black-
Scholes em malha deslocada e condicoes de contorno de explicita que verifica 5.9,utilizando
as aproximagoes nao locais de Mickens, sé é possivel se dividirmos [0,L] em N = 1

subintervalos.

Prova do teorema 5.2:
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Aplicando 5.32 e 5.33 em 5.31 teremos:

g, . 2N —1)3 . . ut)? (u)?
(_ 9 )( +0+U1)(_U1) + (2)2( uN_y _UN+61)<_UN—1> + ( ;) + N21 +
+ Kyoi(—uf_)uy™ + Py (uit)? = Qu(—uf)uy™ +
N—2
+ Y UK — Qi) ulHuft? + Pi(ul )’ =0
i=1
(5.34)

Aplicando a propriedade distributiva vamos obter:

%)

2N — 1),

U uni 2
%) g+ (uf)?) + D urul 1>+(; i NQI) -

& ((u

5 N
N—
— Ky (uf_ up™ + Pyog (uit)? + Qq(uf)up™ + Z (K — Qis1) ?ﬁgunw + P(uft)?] =0

Dai, agrupando os termos semelhantes esta igualdade se torna:

( + Q1) (u] u )+(f2 _KN—I)(UNJF—91UN—1)+(§2+5)(U1>2+
2N —1 1
n <( % )+ P
N-2
+ [(K; = Qe )uiVuf ™’ + Bi(ui)’] = 0
z:l

(5.35)
Para verificar esta igualdade podemos impor,

% +Q1=0 (5.36)
2N —1
( . P g g (5.37)
[6%) 1
R 5.38
5 T3 (5.38)
(2N —-1)By 1

RS o Iy

5 +3 (5.39)
Py1=0 (5.40)
Kz_Qerl:OZ:la?N_Q ( )
P=0i=1,..,N—2 (5.42)
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Note que a defini¢do 5.30 nos mostra que

1

Py_i =Qn-1 — Ky + 5

Usando esta igualdade, as equagoes 5.36, 5.37, 5.38 e 5.40 nos indicam que

1
Q= -5 (5.43
Qn_1=-—1 (5.44)
Dai temos um novo sistema
1
2N —1
( 5 )Po Kny_1=0 (5.46)
(6] 1
—+-=0 5.47
5 T3 (5.47)
(2N —-1)By 1
- =0 5.48
5 +3 (5.48)
Qn_1=—1 (5.49)
P=0i=1,...,.N—2 (5.51)
Note que da definicao 5.30, temos:
Qit1 = Qi + (B1 + P2 + fB3) (5.52)

Assim, usando a definicdo 5.29 e 5.52, as duas ultimas equacoes do sistema se

tornam:

Ki—Qi—(Bi+B+B)=0i=1,..,N—2

1
Qi—Ki+§:0@':1,...,N—2

De onde podemos resumir essas duas equacoes nas seguintes equagoes:

514—524‘53_;
Bi1— P2 — 303 1

a1 — qp — 303

2 ~ 2 ) =3
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(5.53)
Além disso, a condi¢ao de consisténcia de Mickens é dada por :
artaztaz+ i+ P+ =1
e usando 5.53, podemos considerar:
o) +ay+az = ; (5.54)

Portanto, susbstituindo as duas tltimas equagoes do sistema (5.45)-(5.51) por 5.53

e considerando 5.54 para garantir a cosisténcia, teremos:

a1,

L1

2 2

2N —1)8, 1

RS I
2 +2

Qn-o1=—1

P+ B2+ B3 =

o1+ o + a3 =

PO | = N

Bi1— P2 — 303 1

a1 — Qg — 303

2 ~ 2 ) =3

Substituindo as defini¢gdes 5.29 e 5.30 , este sistema se torna:
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— 0By —3 1
(51+52+53)+W =75
2N —1 o] — g — 3
(2)52— ((N—l)(a1+a2+a3)+%) =0
(6] 1
I
2 * 2
(2N —1)py 1
A S A e
2 * 2
—B2—3
(N = 1)(61+ By + ) + 250
1
B+ B2+ B3 = 3
1
(05} + (6] + Q3 = 5
ap — g — 30 _(51—52—353>:}
2 2 2
Organizando, temos o seguinte sistema linear:
B — B2 — 303 = —2
—Sar + 11— + 2-F)as + ()8, = 0
(0] — —1
52 = 2];£1
B — B2 - 36 = —-1-N
a + (6%) + Qg — %
B+ B2 + B3 = %
ap - Qg — 3as - b+ B2 + 303 = 1

A primeira e a quinta equacgao deste sistema mostra que

N=1

Porém N é o nimero de subintervalos que a malha possui no eixo x, entao é
interessante que tomemos N > 2. Assim, para condi¢ao de contorno explicita em malha
deslocada um esquema numérico para Equacao de Black-Scholes qualitativamente estavel
com respeito ao decaimento exponencial, seria muito limitado. Pois tal esquema exigiria
que a malha nao tivesse subintervalos no eixo do x. Portanto, nao vamos considerar tal

condicao de contorno em nossos resultados.

5.2.4 Condicoes de contorno implicita

Para as condi¢oes de contorno implicitas, vamos usar a igualdades 5.23 para

encontrar os termos u8+9 e u’ﬁre que sao as condigoes de contorno para a malha deslocada.
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Ou seja,

n+9 — (9’LLn+1 (1 o 9) eun—i-l (1 . H)U? — u?+9

Dad,

upt? = —t? (5.55)

Do mesmo modo,

it = 0u + (1 — Oy = —0ui™, — (1 — Oy, = —un™,

Dai,

uht? =~ (5.56)

Teorema 5.3 Uma aprozimag¢io numérica para o termo (xuy); na equagao de Black-
Scholes em malha deslocada e condigcoes de contorno de implicita que verifica 5.9, pode ser

dada por:

i_1_2p n+60 n+6
L2t — )t

(16i(2N — 1)+ 8(1 = 7N) + 6(8N + 1) + p(48N — 16(4N — 1)) + 18 — 56N + 16p(1 — 3N)
32(2N — 1)

) (u*? —

Vi

Pl =0

(2N —1)(N —3—2p)

N —1) v oun-), i=N

Onde, p € R.

Prova do teorema 5.3:

Aplicando 5.55 e 5.56 em 5.31 teremos:

Loy 4

1
(Pvo1— Ky + (2N = 1)53; + 5)(“%%1) +(Q1+ s+ 5

N-2
+ SO IKG = Qi) () + (P (up )] = 0

=1

n+9
Ui—q

)
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(5.57)
De onde, vamos impor:
1
PN—I_KN—1+(2N_1)62+§:O
1
Ql + oo + 5 =0
Ki—Qix1=01=1,.... N =2
P=0i=1,...,.N -2
Ja vimos que as duas ultimas equagoes dete sistema nos dao:
1
B+ B+ B3 = 5
oy — g — 303 _(51—52—353):}
2 2 2
(5.58)
Além disso, a partir da condi¢ao de cosisténcia de Mickens, temos:
1
a1 + ag + 3 = 5 (559)

Portanto usando 5.58 e 5.59 o sistema fica:

1

PN—1—KN_1+(2N—1)52+§=0
1
Q1+a2+§:0
1
514—524‘53:5
1
061+C¥2+CY3:§
CY1—OZ2—3OZ3_(51—52—353):}
2 2 2

Substituindo as defini¢oes dadas em 5.29, 5.30,5.31 e fazendo operacoes de multi-

plicacao por escalar e soma de linhas no sistema, chegamos ao seguinte sistema:
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—Q + 3&3 + (2N — 1)63
+ 2 + 6 — B2 — 3063
(03] + — 30[3

(03] + (6] + (0%

pr + B2 + B3

Resolvendo este sistema teremos:

= 1—-8p
8
Qo =P
3
Oég—g
8(1 —7N) + 6(8N + 1) + p(48N — 16(4N — 1))
b= 162N — 1)
N-3-2p
fr = 202N — 1)
_ 8N +1+8Np
fs = 8(2N — 1)
Onde, p € R.

Portanto, conseguimos construir uma aproximagao 7y; do termo xu, que pode ser

escrito da seguinte forma:

7;_1_21) n—+0 n+60
) ! — )+

16i(2N — 1) + 8(1 — TN) + 6(8N + 1) + p(48N — 16(4N — 1)) + 18 — 56N + 16p(1 — 3N)

( 322N — 1)

Yi
P .

—— — = O
2(u1 ug) , 4

(2N —1)(N — 3 — 2p)
42N = 1)

(uNfuN_l) s Z:N

(5.60)

E importante notar que 5.60 apresenta uma dependéncia de N que é o nimero

de subintervalos no eixo do z, tal dependéncia se deve ao fato da malha deslocada afetar

justamente as condi¢oes de contorno e a constante N tem uma ligacao direta com a

fronteira numérica do problema.

)@t —

n+60
i—1

)
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Assim, temos uma func¢ao que aproxima o termo zu, que para a malha deslocada e
verifica:

—_

“qu

n+9

Z n+9 -

1=0 —0

No entanto, para provar uma propriedade em termos numéricos semelhante a 4.1,
temos que tirar os extremos do somatoério, com isso teremos:

N—1 N-1 n+6\2 n+6\2
2 Yk +6 ’YOU +9)(u0+9) + (’YNU —H9) +0 2 ; +6 5 . N2
Substituindo os extremos vy e vy de acordo com 5.60, teremos:
2 i +60 2 u1+9 u0+9)(u0+9) 4(2N — 1) ( N+9 uN+9 )(uNJra)
B }N—l( n+9) (UBH_@)Q B ( n+¢9)
g &\t 2 2
i=1

Aplicando as condigoes de contorno implicitas 5.55 e 5.56, obtemos:

N—-1 N— 1 n+6\2 n+60 \2
n+0 n+9 (N -3 - 2p) n+9 1 n+9 (ul ) _ (UN 1)

2 221 2 2

Agrupando os termos semelhantes, teremos:

N— 1

(p+ +— " (uy)? (5.61)
z:l 2 2

N-1

n+9
Z Vil
i=1

n+9 1)( n+9)2 (2+2p—N)

l\D\H

Essa igualdade sera usada mais adiante para provar uma propriedade que sera o
equivalente numérico para a propriedade 4.1.

5.3 Método NSFD para Equacdo de Black-Scholes

Nesta seccao vamos desenvolver um método de diferencas finitas nao-usual, ou seja,
sugerimos a seguinte forma discreta para a equacao 4.1:

;{H—l — (O.nJrG)

Sy DEDr = () e =0, 1< <N -1
T

0o_ T _
u, =u; =0
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(5.62)

Note que para 6§ = 0, temos o método de Fuler Explicito, § = 1 temos o método de

Euler Implicito e § = % tem-se o método de Crank- Nicolson.

Nosso objetivo é mostrar que esse esquema é qualitativamente estavel com respeito
ao teorema 4.1, o qual analisa a energia da Equacao de Black-Scholes dada da seguinte

forma:

Bu(t) = 3 [ )z = Slul?

Como esta é uma norma para L?*(0, L) e para as aproximacoes em malha usual e
malha deslocada dos termos zu,, aproximamos este espaco de {2, conforme dito na secao
anterior, entao é natural que a energia para os esquemas numéricos sejam dadas por:

1 N N
B = llalf = 55> w)?
=0

No entanto, o esquema 5.62 analisa a solu¢ao numérica para 1 < i < N — 1, entao
vamos excluir os extremos deste somatério para que possamos analisar a energia do nosso
esquema numérico tanto para malha usual quanto para malha deslocada. Tal mudanca
nao afeta a malha usual para nosso problema, pois neste caso estamos sobre as condi¢oes
de contorno de Dirichlet, de onde os extremos sao iguais a zero. De maneira mais formal,

estaremos trabalhando sobre um subespaco de 1%, ou seja,

o1 ={u=(w) " w € R} C I3y ={u= (), u; € R}

Para o qual vamos definir o seguinte produto interno e norma:

N-1 N-1
(u,V)li_l =h z; Uij ”quz?Vil =h Z; ’ul’2
1= 1=

Afim de nao carregar a notagao desnecessariamente, vamos manter a representacao
desse espaco por 2. De onde, naturalmente também podemos definir a energia cinética da

seguinte forma:

Bl) = Sl = S5 Y ()

=1

O efeito préatico desta mudanca sera percebido quando formos analisar mais adiante

a Energia Cinética do esquema 5.62, pois sempre teremos que trabalhar separadamente
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os extremos dos somatorios onde temos aproximacoes numéricas para as derivadas no

dominio espacial, afim de garantir a estabilidade qualitativa do esquema numérico.

Assim, em termos de dimensao finita, a propriedade 4.1 pode ser enunciada da

seguinte maneira.

Teorema 5.4 Seja a energia do esquema numérico 5.61 dada por:

N— 1
AJJ n+0

Eu"?) = == (5.63)
2 z:l
Entao,
i) Se 6 > % er™>0,n=1,...N entio E(ul’) € decrescente, isto ¢,
Ew™) < BE@°) , Yn >0 (5.64)
it) Além disso, se (r")pen € (6" )nen forem limitadas, entdo:
lim E(u"?) =0 (5.65)

n—oo

Particularmente, para malha deslocada e condigoes de contorno implicita, i) e ii)
sao vdlidos se N > 24 2p, onde p > 0 é o parametro livre da aproximagdao v; do termo
Tug, dada em 5.60.

Prova.:

Primeiramente vamos analisar os termos onde aproximamos as devivadas no dominio

espacial separadamente, ou seja, vamos demonstrar dois lemas.

Lema 5.2 Tanto para malha usual com as condicoes de contorno de Dirichlet, quanto

para malha deslocada com condicoes de contorno implicita, temos:

> (DI D (u™)ui™ <0

Prova do lema 5.2:

De fato, a partir do Lema 5.1, temos:

N-1 N-1

Z D+D n+9)) n+9 Z un+0D+(D ( ’Zﬂ+9))
=1 =1

= 1 9 0 1 0 0 0 0
W) (D] (W) + (™ Dy () = Dy (u*))

i i
1:1
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Portanto,

N-1 N-1

um n — (a7 1 n — (M n — (M
Z (D D; ( +‘9))ui L Z (D; (u; +6))2 + N (uNtelDN(u +9) — u0+0D1 (u Jr9))
=1

i=1

Ou ainda,
N-1 N— n+0 n+o n+0 n+0
1 U —u U — U
D+D n+0 ﬂ+0 n+9 = () nt+b N N—-1 n+6 %1 0
; ) ; +Ax(UN—1( Ao )—ug Ar )
Entao para a malha usual vale as condi¢oes de contorno de Dirichlet, temos:
N-1 N-1 uno
> (DFDF (u))ui ™ = = 37(D7 (uf ™) — (1) (5.66)
i=1 P Aw
Por outro lado, para a malha deslocada procedemos da seguinte maneira:
N-1 N—-1 , n+0 n+9 n+9
Z D+D n—i—G))un—i-@ _ (ui+1 —2u + U ) n+6
i=1 ' i=1 (Ax) '
_ Nz—: u:L—:-leuTL-‘re 2(u?+9) 4+ u;@—i-leun—i-@)
i=1 (Aa:)
_ T]i[+9u%+0 _ ( n+€ + NZQ u?j—l@un—l—ﬁ un—l—@) )) N
(Ax)? = (Az)?
N u?+9ug+9 ( n+9) N N-1 un+9u;zj-19 (u?+9)2)>
(Az)? 1:2 (Az)?

Aplicando as condig¢oes de contorno implicitas, para a malha deslocada temos:

N-1 2(un+9 N-2 n+9un+9 un+9)2)
D+D n+9 n—&—@ — N 1 H—l
; ) A T Z o) )+
N _2( n+9> N N— <u?+9u?j19 . (u?+0)2))
(Ax)? = (Ax)?

Manipulando o indice do segundo somatério, esta igualdade se torna:

N—1 _Q(un+9 N-2 ,n+6 n+0 un+0) )
D+D n+9 ﬂ+9 — N 1 H—l
2. D e D M v v
4 _Q(U?w) +]Vz:2 u?fleunw (ufj{’) ))
(Az)? = (Az)?



Capitulo 5. Andlise numérica da Equacdo de Black-Scholes 54

Ou ainda,
S e = 2R G R ) () 4 ()
i=1 ' (Az)? i=1 (Az)?
—2[(uj™)” + (w2 U?j—rle -t
- (AP EESEENV I
—2[(uy™)’ + (uit?)?] 2 0
= = > (D (™))?
(A.I)Q =1
Portanto,
N-1 o . -9 un+9 + un+0 N-2 .
Z D+D +9))ui+0 _ [( N (ix)2< 1 ) ] _ Z(Dj(u +9))2 (5.67)
i=1 i=1

Segue de 5.66 e 5.67 que tanto na malha usual quanto na malha deslocada, teremos:

N-—1
Z D+D n+9))u?+9 < 0
i=1

Lema 5.3 Para malha usual e condicoes de contorno de Dirichlet temos que

Ax Y (yle)ul™) <0 (5.68)

para malha deslocada e condigoes de contorno implicita se N > 2 + 2p , entdo

também wvale 5.68

Prova do lema 5.3:

Note que de acordo com a aproximacao ; para o termo xu, em malha usual e

condigoes de contorno de Diriclet feita na secao 5.1, temos que

N—-1

Z n+9

=1 =1

l\DM—t

portanto, vale 5.68.

Por outro lado, para a malha deslocada e condigoes de contorno implicita, a

aproximacao 7; para o termo zu, feita na secao 5.2 resulta em 5.61, ou seja,

Nl 1 242p— N
Z n+9 p+2>( n+9) +( 5 )

=1

(ur&tel)z

[\.')M—

N—-1

n+0
Z Vil
=1
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Portanto, desde que N > 2 + 2p, onde p > 0 teremos 5.68.
Prova do teorema 5.4:

Multiplicando a equacao 5.62 por Aa:u?w e fazendo a soma de i =1 até N — 1

temos:
A N-1 A n+60\2 N—1
Sty — 0TS (D Dy (g
AT i=1 2 i=1
N-1 N-1
_Tn—i-GAx Z (%< ) n+6) + 7"”+9A$ Z (u?+9)2 -0
i=1 =1
(5.69)
Vamos fazer uso da seguinte identidade:
2(u — v, w)ie = ||ullz — [Jvlliz + flu — vl
Com isso, a primeira parcela de 5.69 se torna:
Ag N-1 " o 1 N-1 N-1 Ax(20 — 1) ¥
n ny,n — A n+1 2—A n\2 n+l__ n
o X = (A Y (-t 3 @ S S
Ou seja, vamos escrever 5.69 da seguinte forma:
N— N-1 N-1
Ax(20 —1)
n+1 n 2 n+1 ’(z 2
2A7‘ z; A ; @)+ =8 2T ; — )
Aa:aZ N—1 N-1 N—1
Z D+D n+9)) n+0 TAIZ( (l‘) n+9)+TA:EZ( n+9) —0
i=1 i=1 =1
(5.70)
Substituindo 5.70 em 5.67, temos:
1 N-1 N-1 AJ} 20 — 1 N-1
A n+1 n\2 TL+1 n 2
2T xzz x;(ul) I+ 2T 121 — )
Ax(an—i—@) 2 N—1 N-1 N-1

= > (DF Dy () = rAw Y (vi(w)ui ™) + " A Y (u ) =0

2 i=1 i=1 i=1

(5.71)

2
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Conforme foi definido, a energia para o esquema 5.62 é dada por:

En_Ai
2

Nz: | n|2 ”unHl2

i=1

Assim, escrevendo E(u") em 5.71 teremos:

Ax(a”+9)2 N-1

E(u"™) — E(u™) N 20 —

n+l _ u™ 22 . DD n+6 n+0 _
AT INT H Hl 2 ;( i 7 (uz ))uz
N-1
—rDx Yy (vi(w)u ) + "R = 0
i=1
(5.72)
Ou seja
E(un-l-l) - E(un> 26 n n Ar ( n+9 = u® n
- T e Z (D D ()™ +
N-1
+ rDa Y (i(@)upt?) =
i=1
(5.73)
Usando os lemas 5.2 e 5.3, teremos:
e R i Mo (5.74)
Portanto, como 7"*? > 0, entdo:
n n 1 n n
E@™) = E(u") < (5 = O)lu"" ="z

Dai, para 6 > % teremos

E™™) < EW"), ¥n>1

O que prova a primeira parte da propriedade. Além disso, este resultado nos garante

que a energia do esquema 5.62 é decrescente e positiva, portanto é convergente.
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Por outro lado, para 6 > %, 5.74 nos mostra que

E(u™) — E(u™) . 1
A +rlu <0, 5 <0< (5.75)
Assim, fazendo n — oo em 5.75 teremos:
lim r|[u"™||%Z <0
n—oo
Como 7"*? > 0, entdo s6 podemos ter
lim [lu"™|% <0
n—oo
O que implica,
lim a2 =0, 2 <0<1
n—00 S 2 — =
Ou ainda,
lim |[u" |2 =0 Lop<q (5.76)
n—00 ==Y 2 — = )
Portanto, usando 5.74 para % < 60 <1, podemos concluir que:
lim [Ju"™ — "2 =0 (5.77)

n—oo

Assim,

w2 = ||u™ + Ou™ — Ou™ + Gu" T — Ou™ | < ||(OuT + (1 — 0)u™) + O(u™ — u")|)2

Ou seja,

luflee < Ju" e + Ollu” = w" Ml 5 <O<1

1
2
Finalmente, fazendo n — oo nesta ultima desigualdade e usando 5.76 e 5.77,con-

cluimos que

lim |[u"]j;z =0
n—00

Portanto, da definicdo de Energia dada em 5.63 , temos:

lim E(u") =0

n—oo
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5.4 Simulacdoes numéricas para a Equacao de Black-Scholes

Vamos apresentar e analisar alguns resultados obtidos através de simulagoes nu-
méricas para os teoremas desta secdo. Ou seja, vamos resolver numericamente o seguinte

esquema numérico que foi proposto para a Equacao de Black-Scholes:

W r o2
ﬁ _ ?DjDi_u T%( "+9,u?+9 n-H9) + run—f—@ —0,1<i<N-1
u) =ud =0

=1[1,2,-- ,N,]

=[1,2,---,N,]

Substituindo a funcio 7; e o operador D;” D; dado em 5.6, esta equacao se torna

um sistema linear da seguinte forma:

a(u™; o, ™, O ul 4+ b(u; 0" r™, ) ul ! + c(ut 0" e, Ol = d(u 0™, ", 0

Que pode ser expresso na forma de Matrizes, ou seja,

bl (&1 0 cee 0 U?Jrl d?+1
n+1 n+1
(05} bg Co Uog d2
n+1 n+1
0 -+ an,—2 bn,—2 CN,—2 UN o d
n+1 n+1
[ 0 -+ 0 an,1 by, | [unty | [ dh,o

Tais sistemas sao chamados de Sistemas Tridiagonais. Para resolve-los usamos
o método conhecido como TDMA (Tridiagonal Matrix Method)(THOMAS, 1949). A
vantagem de usar este método para resolver sistemas tridiagonais é que o mesmo apresenta
um gasto menor de memoéria, pois armazena-se somente os trés vetores que formam as

diagonais, em vez de toda a matriz.
Note que o sistema 5.78 muda para cada 0 € [%, 1] escolhido, para as simulagoes

deste trabalho usamos # =1 e 6 = % que correspondem ao método de Euler Implicito e

Crank-Nicolson, respectivamente. Na literatura este sdo os métodos mais utilizados.



Capitulo 5. Andlise numérica da Equacdo de Black-Scholes 59

Afim de comparar a eficiéncia do método NSFD, vamos comparar nossos resultados

com os seguintes métodos:

v = 2;DY(u) = xz% (Método A) (5.79)
1 i+1%it1 — Ti—1Uie .
v = 5Dl @u) = SR " PEEL (Método B)
T

Além disso, a chave do método NSFD para ser qualitativamente estavel com respeito
ao decaimento exponencial, estd na aproximacao ~; para o termo xu, dada pelas férmulas

5.19 e 5.60, as quais devem verificar:

N 1 N
> il ud, ufy, uf o )ul + 3 > (u)?=0 (5.80)
1=0 =0

A igualdade 5.80 é chamada de Quantidade ou Quantificador. Nossos experi-
mentos vao reforcar o quanto esta igualdade é essencial para a estabilidade qualitativa do

método.

Para os modelos em malha usual usamos a seguinte condicao inicial:

u(z,0) = sen(%) (5.81)
E para os modelos em malha deslocada usamos a condicao de Payof f, pois esta é
muito utilizada na literatura para a analise da equacao de Black-Scholes, tal condicao é

dada por:

u(z,0) = max(x — K,0) (5.82)

Onde K é o valor de Strike da opc¢ao. Em nossos experimentos usamos K = %
Todos os modelos apresentados neste trabalho foram feitos no software livre Scilab

pelos autores.

As figuras (3)-(6) mostram simulagdes numéricas para a Energia Cinética da
equacao de Black-Scholes para varios casos. Em cada uma delas variamos parametros
diferentes envolvidos na equagdo como os passos na malha, a volatidade do ativo (0),etc e

mostramos a infléncia desses parametros no decaimento exponencial da energia.

Nas figuras 7 e 8 analisamos o quantificador dado por 5.80 em malha usual para
os métodos A e B respectivamente. Estes resultados mostram que estes métodos nao
verificam a igualdade 5.80, de onde nao fazem parte dos métodos NSFD que desenvolvemos

e garantimos a estabilidade qualitativa para o decaimento exponencial. Assim, tais métodos
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nao garantem que a energia cinética tenha um decaimento exponéncial. Exemplos da
instabilidade dos métodos A e B podem ser vistos na figura 10, na qual mostramos que
modelos obtidos com estes métodos nao decaem exponencialmente, enquanto que o método

NSFED apresenta o decaimento exponencial sob as mesmas condic¢oes.

A figura 9 mostra como o quantificador se comporta no método NSFD, isto é, a
igualdade 5.80 é verificada numericamente. Observamos que nestas figuras as variagoes
que os graficos apresentam sao ruidos numéricos decorrentes de multiplicagoes de niimeros

muito pequenos feitas pelo computador.

Para coeficientes dependentes do tempo em malha usual a figura 11 nos mostra
que sob as condicoes do teorema 5.4 o método NSFD garante o decaimento exponencial
e o quantificador apresenta o comportamento esperado. No sentido contrario, a figura
12 nos mostra uma situacao onde desconsideramos as condigoes do teorema 5.4, mais
especificamente, tomamos uma fung¢ao que nao é limitada (r(7) = %) para o coeficiente que
representa a taxa de juros do modelo. Nessas condigoes, a Energia Cinética da equacao de
Black-Scholes nao apresenta o decaimento exponencial. Além disso, esta figura mostra que
os pontos onde a Energia apresentou a instabilidade numérica coincidem com os pontos onde
o quantificador também apresentou instabilidade, mostrando assim que o quantificador é
determinante para a estabilidade qualitativa do método NSFD que desenvolvemos para

esta equacao.

Nas figuras 13 e 14 apresentamos modelos para a malha deslocada e observamos que
o método apresenta o decaimento exponencial e o quantificador apresenta o comportamento

esperado.

3 #—+— di=0x=0.01
1|o—0—0 dt=dx=005
dt=dx=0.001

0.05 o |- == otm - oAk LT LT rr Teripiys-TpRpyepis Sy

Figura 3 — Energia para Equacao de Black Scholes com diferentes passos,d =1 ¢=s=1,
oc=01er=0.05.
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024 : 44— sigma=0.1
i |o—o0—o sigma-0.05
022 4 -
sigma=0.01
02 J

t y
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

Figura 4 — Energia para Equacao de Black Scholes com diferentes volatidades, 8 = 1,
q=s=1r=0.02 e dr=dt=0.01.

0.24 QoA momm oo s oo e sigma=0. e =002
| |o—0—o0 sigma=0.2¢ r-0.05
sigma=03 e r=0.15

Figura 5 — Energia para Equacao de Black Scholes com diferentescer;0=1g=s=1¢
dz = dt = 0.05 (respeitando a condigao de que o2 < r).

Figura 6 — Energia para Equacao de Black Scholes com diferentes parametros ¢ e s com
r=0.050 =0.1 e dr=dt=0.01.
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! |#—— di=dx=005 ! } ! ! ! ! ! [ dt=dx=0.05
T |o—0—0 dt=dx=0.02 o .
dt=dx=0.01

QUANTIDADE
QUANTIDADE

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
T-t

Figura 7 — Comparagao da Quantidade para o método A com 6 = 1(Euler Implicito, figura
da esquerda) e 6 = % (Crank-Nicolson figura da direita); usando os seguintes
parametros:r = 0.02 e 0 = 0.1.

6000 - - - - - - - 7000
‘ ; : : ' ' ! [+ dt=0x=0.05
8500 o--ocismo oo oo o soh oo s oo des oo E o 00 dled-002
dt=dx=0.01 6000
5000 - -- T
4500 +---
5000
4000 4 ---
8 4
Q 3500 -~ 2 4000 4
3 Q
E 3000 4--- s
E g
ES < 3000 A
3 €]
2000
i 2000
1500 ===~}
1000 +
1000 +
500 +-Re - - oo
0 0
0 ! 0

T-t

Figura 8 — Comparacao da Quantidade para o método B com 6 = 1(Euler Implicito, figura
da esquerda) e § = § (Crank-Nicolson figura da direita); usando os seguintes
parametros:r = 0.02 e 0 = 0.1.

[} ] [l [ ] ] [l 20-14
1.5e-14 - - - - e R roooos [ T T T {#—4—= di=dx=005
:O—O—Odl:dx:OvOZ
dt=dx=0.01 1.5e-14 +
Rty ROt UL ILLERY LR SRR RS S
1e-14 4
w H T O [ R S [ S, w
o ST 1 ; h ] : h ; ] o
< I 5e-15-
3 3
E E
z z
S oe00 - < 00 J¥-
<] <]
' -5e-15+
—5e-151& -1 4=+ - K - -
~te-144
Sle-td oo [ S T T rTTT AT
T T T T T T T T T —1.5e- T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tt Tt

Figura 9 — Comparagiao da Quantidade para o método NSFD com 6 = 1(Euler Implicito,
figura da esquerda) e # = 1(Crank-Nicolson, figura da direita); usando os
seguintes parametros: » = 0.02 e 0 = 0.1.
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ENERGIA

3 | +—s—* METODO A
! |o—o—o METODO B
NSFD

ENERGIA

|#—s—* METODO A !
l0—0—O0 METODOB [ -~
NSFD

0

t y t t t
12 14 16 18 2
T-t

t t t t t
02 04 06 08 1

t t t f
22 24 26 28 3

Figura 10 — Comparacao das Energias obtidas atravéz dos métodos A, B e NSFD com
0 = 1(Euler Implicito, figura da esquerda) e 6 = %(Crank—Nicolson, figura da
direita); usando osseguintes parametros::r = 0.02,0 = 0 e z = 5.

ENERGIA

T e di=dx=005
1 |0—0—0 dt=dx=0.02

QUANTIDADE

le-14+ -

5e-15

! [#—— dt=dx=0.05
! |o—0—o0 dt=dx=0.02
dt=dx=0.01

0200 4 + <
-5e-15-t - .-
P s A
150144 == cjmmm o qeca=n Focemnpenan qeeme- LR e L p—
t t t t t t t t t
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
T-t

Figura 11 — NSFD para a Equagao de Black Scholes com coeficientes dependente do tempo

ENERGIA

1.8008

e usando os seguintes parametros:p = g = 1, o(t)

16208

1.4e08

1.2e08

1208

8e07 4

6€07 4

4e07 4

2007 4

0200

i dt=dx=0.05

QUANTIDADE

3e-06

2.56-06

i ——%— dt=dx=0.05

26-06 - - - = -i- -

1.5e-06

1e-06

=1t2r(t) = sen(t) e zy = 1.

Figura 12 — NSFD para a Equacao de Black Scholes com coeficientes dependente do tempo

e usando os seguintes pardmetros:;p = ¢ =1, o(t) = t*,r(t) = ; e ay = 1.
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6e-14

0.02
0.01

=dx=0.05
==
=dx=0.

dt

*—n— dt:
0—0—o0 dt

0.7
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Figura 13 — Modelos obtidos para Equacao de Black-Scholes em malha deslocada e condigao

de contorno implicita com o método de Euler Implicito(f# = 1) com os seguintes

tros: 0 = 0.1, r=0.02, z €[0,2] ,t€[0,1]] ep=1.

parame

0.05
0.02
0.01

dx
-dx-
-dx:

dt:

*—w—k dit
0—0—o0 dt:

,
:
:
:
:
“““ L
:
:
:
:
:
“““ L
:
:
:
:
:
! ! f L S S
0 © w [} o © © © ©
T3 03 1 8 % ¢ &%
-« @ ~ - < T 9 b A
8Nz ! ! ! !
88s : : : :
R mmemsoe Fommmo- rom---- Tmmme- o
nog i ' ' ' '
11 : : : :
“““ B S SR SR |
“““ S SN IS SIS SO &
“““ e S R
I I e R S SO i
“““ S S S S SR §
“““ R A SN S
: :
: :
: :
:
; .
o ° N
3 8 8
o =] o
g

VIOd3INI

0.005 ----

0.9

0.8

0.7

06

0.5

0.4

0.3

02

0.9

08

0.7

0.6

0.5

04

Figura 14 — Modelos obtidos para Equacao de Black-Scholes em malha deslocada e condigao

) e os seguintes

1
2

de contorno implicita com o método de Crank-Nicolson(6

tros: 0 = 0.1, r=0.02, z € [0,1] , t €[0,1] e p=1.

parame
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