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Resumo

Neste trabalho, usamos algumas técnicas de Analise Funcional Nao-linear para estudar
a existéncia de solugoes positivas para a seguinte classe de problemas elipticos do tipo p&g-

Laplaciano com expoente critico e nao linearidade descontinua

—div(a(|VulP)|[VuP72Vu) = f(u) + [u|?2 em
u=>0 sobre 0f2,

onde  C RY é um dominio limitado, 2 < p < ¢ < ¢*, a : RT — R* uma funcao de classe C' e

f : R — R uma funcao que possui um conjunto nao-enumeravel de pontos de descontinuidade.

Palavras-chave: Método variacional, Expoente critico, Equacoes elipticas nao-lineares,

N3ao linearidade descontinua.
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Abstract

In this work, we use some techniques of Nonlinear Functional Analysis to study the
existence of positive solutions for the following class of elliptic problems of p&g-Laplacian

type with critical exponent and discontinuous nonlineariry

—div(a(|Vul?)|VuP72Vu) = f(u) + |u|7"2 in Q
u=>0 on 0f),

where 0 € RY is boundary domain, 2 < p < g < ¢*, a : R* — R* is a function of class C!

and f: R — R is a function that can have an uncontable set of discontinuous points.

Keywords: Variational methods, Critical exponents, Nonlinear elliptic equations, Dis-

continuous nolinearity.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos resultados de existéncia de solugao para a seguinte classe de

problemas elipticos do tipo p&g-Laplaciano com nao linearidade descontinua

—div(a(|VulP) [ VuP72Vu) = f(u) + [u|* 2 em Q

(P)
u=0 sobre 052,

onde Q C RY é um dominio limitado, 2 < p < ¢ < ¢*, a : Rt — R uma funcao de
classe C! e f uma funcao que pode apresentar um conjunto nao-enumeravel de pontos de
descontinuidade.

Devido a grande relevancia, o estudo de problemas envolvendo este operador mais geral,
nao-linear e nao-homogéneo, vem sendo abordado nos ultimos anos, conforme mencionamos
abaixo.

No final da década de 90, nos artigos [16] e [17], Do O mostrou resultados de existéncia
e multiplicidade de solugdes para o problema (P), sendo f com crescimento polinomial
subcritico e crescimento exponencial subcritico, respectivamente, sem o termo critico. Fi-
gueiredo, em [20], usou uma abordagem variacional para o estudo de problemas considerando
crescimento critico na nao-linearidade. Em [13], Corréa, Corréa e Santos Jinior mostram a
existéncia e multiplicidade de solucoes positivas, sendo f uma funcao continua mudando de
sinal. O problema em RY foi estudado por Figueiredo em [19] e por Alves e Figueiredo em
[2].

Este problema, do tipo p&g-Laplaciano, envolve uma classe bem mais geral de operadores
em que tal generalidade serd ilustrada, através da funcao a, por exemplo, quando f é uma
fungao continua, a existéncia e a multiplicidade de solug¢oes para o caso particular a(t) =
1+t% tém sido extensivamente investigadas nos iltimos anos, como vemos nos trabalhos
[7),18] e [11] em dominio limitado, e [I], [6], [9] e [18] em RY.

Os estudos sao justificados nao somente pelo grande interesse matematico, como também



porque a classe de problemas considerados tem uma vasta gama de aplicagoes em Fisica,
Quimica, Biologia e nas ciéncias afins, tais como Biofisica e Fisica Plasmatica. Por exemplo,
0 caso
—Au, — Auy, = f(u) em Q,
u=>0 sobre 02,

tem sua origem nas aplicagoes de um sistema geral de reagao-difusao da forma
w = div[D(uw)Vu] 4 c(x, u), (1)

onde D(u) = (|[Vul[P~2 + |[VulV~2). Em tais aplicacoes, a funcao u descreve uma concen-
tracao, o primeiro termo do lado direito de corresponde a difusao com coeficiente de
difusdo de D(u) e o segundo termo é o de reacao e refere-se a fonte e processos de perda.
Em aplicagoes na quimica e biologia o termo de reagao c¢(z,u) é um polindmio em u com
coeficientes variaveis, veja por exemplo [24], [25].

Dentre os trabalhos recentes, podemos citar Barile e Figueiredo [4], onde é estudado o
problema

—div(a(|Vul|P)|VulP">Vu) = f(u) em (,

onde a : Rt — R* e f: R — R sao funcoes de classe C! satisfazendo determinadas condicoes
de crescimento e §2 dominio limitado.

Outro importante estudo é feito por Figueiredo em [19], onde o autor estuda a existéncia de
solugoes positivas para a seguinte classe de problemas do tipo p&g-Laplaciano com expoente
critico

—div(a(|Vul”)[Vul" V) + 0(ful’)[ul~*u = Af (u) + Ju]" 72,

onde A é um parametro positivo, @ : R — R uma funcao de classe Ct e b, f : R — R sao
fungoes continuas.
Em [3], Badiale utilizou técnicas variacionais para funcionais nao-diferencidveis para obter

uma solucao nao-trivial do problema eliptico semilinear

—Au= f(u)+[ul*2u ,em 0
u >0, u e HHQ).



Em [15], dos Santos e Figueiredo mostraram a existéncia de uma solucao fraca nao trivial
para a seguinte classe de problemas do tipo Kirchhoff envolvendo nao-linearidade descontinua

e o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg,

L(w) = || f @) + 2] fu 2 em @
w20, u € Wer(Q, [a]-),

onde
L(u) = — {M (/ \:c|“p|Vu|pdx>} div (||~ | VP2 V).
Q

Visto que estamos considerando o operador p&g-Laplaciano, algumas estimativas sao
totalmente diferentes quando comparadas a [3] e [15]. Precisamos definir solugao para (P),
no sentido da teoria dos funcionais Localmente Lipschitz, veja [10].

Nosso trabalho estd organizado do seguinte modo: No Capitulo 1 apresentamos uma
teoria desenvolvida por Clarke [I2] conhecida como Gradiente Generalizado, onde seguindo
o livro dos autores Grossinho e Tersian [23] e com o auxilio do artigo do autor Chang [10],
abordamos algumas defini¢oes e propriedades que serao tteis ao longo deste trabalho.

No Capitulo 2, estudaremos a existéncia de solugao positiva para a seguinte classe de
problemas

—div(a(|VulP)[VulP~2Vu) = f(u) + |u|* 2 em Q
u=20 sobre 0f2,

onde Q@ C RY ¢ uma dominio limitado, 2 < p < ¢ < ¢, a : Rt — R* uma funcao
continua e f : R — R uma funcao que apresenta um conjunto nao-enumeravel de pontos de

descontinuidade. Mais precisamente, as hipdteses sobre as fungoes a e f sao:
(a1) Existem constantes k; > 0,4 =0,1,2, 3, tais que
ko + ki tlaP/P < a(t) < ko + kst @ P)/P para todo ¢ > 0.
(az) Existe a € (0,1] tal que
A(t) > aa(t)t, para todo t > 0,

onde A(t) = [y a(s)ds.

as) A funcao t — a(t?)tP~2 é crescente.
(as) G



Antes de enunciarmos as hipéteses sobre a funcao f, vamos recordar a definicao de funcao

N-mensuravel. Recorde que uma funcao g : R — R é chamada N-mensuravel quando a

composicao g(v(.)) : @ — R é mensuravel, para cada funcao v : Q@ — R mensurével.

Nossas hipoteses sobre a funcao f sao:
(f1) Para todo t € R, existe C' > 0 e r € (¢,q*) tal que

FO < OO+t

(f2) Para todo t € R, existe 6 € (%, q*), tal que

0<OF(t) = Q/Otf(s)ds < tf(b),

onde

f(t) :==limess inf f(s) e f(t):=limess sup f(s),

= €l0 [t—s|<e €l0 [t—s|<e

sao N-mensuraveis.
(f3) Existe f > 0, que serda dado posteriormente, tal que

H(t—p) < f(t), VteR,

onde H é a funcao Heaviside, isto é,

0 ,se t<0,

H(t) =
1 ,se t>0.

(f1) limsuptHOJr@ 0 e f(t)=0set<0.

Um exemplo tipico de uma fun¢ao satisfazendo as condigoes (f1) — (f1) é dada por

(0 se t€|—o0,B/2]
fe) = 1 se t€QnN3/2,p]
0 se te (R\Q)NJ0,ps]
| T M se t> 8, 1>1eq € (a.07).

Note que essa fungao f tem um conjunto nao-enumeravel de pontos de descontinuidade.

Baseada na teoria dos funcionais localmente Lipschitz desenvolvida por Chang [10], Clarke



[12], Grossinho e Tersian [23], definimos como solugao fraca do problema (P) sendo uma

funcio u € W, () satisfazendo
/ a(|Vul?)|Vu|P2VuVpdr = / podx —|—/ lu|? ~updz,
Q Q Q
para toda ¢ € W, 9(Q) e

p(x) € [f(u(z)), f(u(z))] q.t-p em Q.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte Teorema

Teorema 0.1. Assumindo as hipdteses (a1) — (az) e (f1) — (fs). Entao, o problema (P)
possui uma solucao positiva. Além disso, se u € Wol’q(Q) é uma solug¢ao do problema (P),

entao | {x € Q;u(x) > G}] > 0.

O problema (P), do tipo p&g-Laplaciano, envolve uma classe bem geral de operadores

em que tal generalidade sera ilustrada, através de alguns exemplos, pela funcao a:

Exemplo 0.1. Se a(t) = t'7, temos que a fun¢io a satisfaz as hipdteses (ar) — (az) com

ko =ko =0 e ki =ks=1. Logo, o Teoremal0.1| € valido para o problema

CAgu = f() T P, emQ,
u =0, sobre 0f).

Exemplo 0.2. Considerando a(t) = 1 + t%, temos que a fun¢ao a satisfaz as hipdteses

(a1) — (az) com kg = ki = ko = ks = 1. Logo, o Teorema ¢ valido para o problema

—Aju—Ayu = f(u)+ |u
u =0, sobre 0.

T2y, em ,

Exemplo 0.3. . Considerando a(t) = 1+—25—, temos que a funcdo a satisfaz as hipdteses
(14t) P
(a1) —(az) com ko = 1,ky = 0,ks =2 e ks = 0. Logo, o Teorema[0.1] é vdlido para o problema

—div (]Vu]p_QVu + %) = f(u) + |u|? 2y, em €,

u =0, sobre 0S2.



Exemplo 0.4. . Considerando a(t) = 1 + 5 4 —L -, temos que a funcdio a satisfaz as
(1+t) P
hipoteses (a1) — (ag) com ko = k1 = ko = 2 e ks = 1. Logo, o Teorema|0.1| € vdlido para o
p (a1) — (a2) 90, p

problema

—Ayu — Agu — div (%) = f(u) + |ul|? 2u, em €,

u =0, sobre 0f).

Este estudo é baseado no artigo de Figueiredo e Nascimento [21], onde os autores tra-
tam da existéncia de solugoes positivas para tal classe de problemas, utilizando métodos
variacionais.

Encerraremos esta dissertacao com dois apéndices. No apéndice A, colocamos alguns
resultados que envolvem a Teoria de Analise Funcional e Medida e Integracao utilizados em
nosso estudo. No Apéndice B, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes
utilizados ao longo deste trabalho.

Abaixo, listamos o que acreditamos ser as principais contribuicoes deste trabalho:

(1) O problema (P) apresenta uma combinac¢ao do operador do tipo p&g-Laplaciano e a
nao-linearidade descontinua que até o presente momento, ao menos em nosso conhecimento,
nao existia na literatura.

(2) Em [5], [19] e [20] a nao-linearidade é continua. Neste trabalho, a nao-linearidade pode
ter um conjunto nao-enumeravel de pontos de descontinuidade.

(3) Adaptamos argumentos que podem ser encontrados em [3] para uma classe mais geral de

operadores.



Notacoes

] = H-HWOI,Q(Q) ¢ a norma usual de W()l’q(Q)

I H.H(Wé,q(ﬂ))/ é a norma do espaco dual (W, (Q))".

|Q2| :== Medida de Lebesgue de um conjunto 2.

e —: Convergencia forte.

e —: Convergéncia fraca.



Capitulo 1

Resultados sobre Funcionais

Localmente Lipschtizianos

Apresentaremos algumas propriedades envolvendo Funcionais Localmente Lipschitz e
Gradiente Generalizado da Teoria dos Pontos Criticos desenvolvida por Clarke [12] e Chang
[T0]. Além disso enunciaremos algumas definigdes e propriedades importantes que serao tteis
no desenvolvimento deste trabalho. Nos limitaremos em demonstrar alguns resultados, sendo

os demais, encontrados em detalhes em [23] e [26].

1.1 Gradiente Generalizado

Definicao 1.1. Seja X um espaco de Banach e I : X — R. Dizemos que I é um Funcional
Localmente Lipschitz (I € LL(X,R)), se dado u € X, existir uma vizinhan¢a V =V, C X

de u e uma constante K = K,, > 0 tal que
|I(vy) — I(v9)| < Klvg — vol|, Yvq,v9 € V. (1.1)

Definicao 1.2. A Derivada Direcional Generalizada de um Funcional Localmente Lipschitz

I:X =R, em um ponto u € X na direcio de v € X, denotado por I°(u;v) é definida por

I —1I
19 v) = limsup (u+h+Av) —I(u+h)

, veX. (1.2)
h—0,AL0 A

Segue abaixo algumas propriedades da Derivada Direcional Generalizada



(A1) A fungao I°(u;.) : X — R é sub-aditiva e homogénea positiva, isto é,

I°(u; vy + v) < IP(uyv1) + IP(u;va), Yor,vp € X,

I°(u; Aw) = M%(u;v), Vo € X e > 0.
(Ay) I°(u;.) é um funcional convexo;

Demonstragao. Dados vy, vy € X et € [0, 1], tem-se de (A;), que
(w01t + va(1 — 1)) < I°(wvit) + I°(u; 02(1 — t)),
tendo em vista que (1 —¢) > 0, segue, novamente de (A1) que
I°(u; it +vo(1 — 1)) < t1%(w;v1) + (1 — ) 1%(w; vy).
O

(A3) |I°(u;v)| < K||v|], onde K > 0 satisfaz (1.1)) e depende do conjunto aberto V =V,
para cada u € X.

Demonstracao. Observemos que

1
I°(u;v) = limsup — (I(u+ h + Av) — I(u+ h)).
h—0,A10

Pela propriedade de lim sup, temos

Pluso) = lim (sup{j<u+h+)\v)_I(u—'_h);heBe,)\E (0,5)})

e—0,0—01 A

e pela propriedade de supremo

P(wv) < lim <sup{’1(“+h+m)_](“+h) ;heBe,)\e(O,é)}>.

- A

e—0,6—0T1

Sendo I € LL(X,R), temos de (|1.1))

P(uv) < lim - K|p|| = K|Jv|]. (1.3)

e—0,6—01



Observemos agora que

I°(u;v) = limsupl (I(u+h+ ) — I(u+h))

h—0,A]0
1 hiv) — 1 h
= lim (sup{ (ut Phv) = I(u+ );hEBE,)\E(O,é)}>,
e—0,0—01 A

novamente pela propriedade de supremo, temos

P(u;v) > lim (Sup {_ ’I(u +hw) — I(u+ h)

e—0,0—01 A

;h € B, A € (0,5)}).

E sendo I € LL(X,R), obtemos

P(uv) > lim (~K[lll) = —K]Jo]. (14)

e—0,6—01

De (1.3) e ([1.4) resulta em
|1°(u; v)] < K]Jv]|

O

(Ay) |1%(u;v) — I%(u; t)| < K|Jv — t]|, para todo v,t € X, isto é, I°(u;.) : X — R é uma

funcao lipschitz, com constante K;

Demonstracao. Pela propriedade (A;)

IP(u;v) = I%(w;v —t+t) < IP(usv —t) + 1°(u; t)

IPust) = I(ust — v +v) < I%ust — o) + 19(u;v).

Assim,

I(uzv) = I°(ust) < I(ujv — 1) < [1%(us0 — 1)

e por (A3) segue que
I°(u;v) — IP(u;t) < Kl|lv — ). (1.5)

Por outro lado
P(ust) = I°(uzv) < (ust —v) < [I2(ust =),

por (As)
1) — (u;v) < K|t — o] (1.6)

10



Logo, por (1.5 e ([1.6) concluimos que

11%(u;v) — I%(u; )| < K||v —¢|].

[
(As) I°(u; —v) = (=1)°(u;v), para todo u,v € X.
Demonstracao. Por definicao sabemos que
1
I°(u; —v) = limsup — (I(u + h + A(=v)) — I(u+ h)),
h—0,A10
implicando que,
1
I°(u; —v) = limsup —~I(u+h+ = ) — I(u+h — v + \v)),
h—0M0 A
e assim
1
I°(u; —v) = limsup —(—1I(u + (h — Av) + M) + I(u + (h — \v)),
h—0,A10
logo
1
I°(u; —v) = limsup ~((=1)(u + (h — M) + M) — (=1)(u + (h — \v)),
h—0A0 A
< (=I)(w;v), Yu,v € X.
De modo andlogo, mostra-se que (—1)%(u;v) < I%(u; —v),Vu,v € X. Portanto,
I°(u; —v) = (=1)°(w;v), Yu,v € X.
[

(Ag) I°(u;v) é uma fungao semicontinua superiormente, isto é,
lim sup I°(uj; v;) < I°(u;v),
Jj—+oo
onde lim;_, o (uj,v5) = (u,v), com (u,v) € X x X.

Agora, definiremos o Gradiente generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

Definigao 1.3. Seja [ € LL(X,R). Definimos o Gradiente generalizado de I no ponto
u € X, e denotamos por 01(u), o subconjunto de X' dado por

OI(u) = {€ € X', (€, ) < I(u;v), ¥v € X}.
Desde que I1°(u;0) = 0, seque que dI(u) = dI°(u;0).

11



Lema 1.1. O Gradiente generalizado de um funcional I € LL(X;R) é sempre nao vazio,

isto €, OI(u) # (.
Lema 1.2. Dados u,v € X tem-se, I°(u;v) = max{(&,v); & € AI(u)}.

Algumas propriedades relacionadas ao Gradiente Generalizado.
(Py) Para todo u € X o conjunto 0I(u) C X’ é convexo e compacto no topologia fraca

estrela. Além disso, para £ € 91 (u) temos ||{||x < K.

Demonstragao. Dados &1,& € OI(u), temos

(&1,v) < I°(u;v),Yv € X

(&,v) < I°(u;v),Vv € X.
Para cada t € (0, 1), segue que
£, v) + (1 = t)(&,v) < (wsv) + (1 — )1 (u;0),
implicando em
(€1, 0) + (1 — )&, v) < I(ujv), Yo € X,

logo,

(t& + (1 — )&, v) < Io(u;v),Vv c X.
Assim, & + (1 — t)& € 01(u), para todo ¢ € (0,1), mostrando qu 0I(u) é convexo. Mostra-
remos agora que JI(u) é compacto fraco estrela.

Dado £ € 0I(u), temos
(€ v) < I°(w;0) < |1°(u;v)],

segue pela propriedade (Asz) que
(& v) < Kyl[v]|, Vv € X,
ou seja,
(& v) < K,,Yv e X,

com [|v|| < 1. Logo,

1€]]« = sup (€, v) < K,,Vv € X

llofl<1

12



implicando que dI(u) C By, (0) C X'
O conjunto I (u) é fechado fraco estrela. De fato, seja (§,) C 9I(u) um a sequéncia tal
que gn = 507 isto é7

(&nyv) = (€0, v), Vv € X.
Desde que &, € 01(u), temos
(€n,v) < I°(u;v),¥n € N,
logo, passando ao limite n — oo segue que
(6o, v) < I°(w;v),Vn €N,

implicando que & € 9I(u), provando a afirmagao. Como 0I(u) é fechado fraco estrela e
0I(u) C Bg,(0), com By, (0) compacto na topologia fraca estrela, temos 9I(u) é compacto
na topologia fraca®, completando a prova.

[]

(P,) Para cada F,G € LL(X,R) e A € R tem-se que

O(F + G)(x) C OF(z) + 9G(x),

AN)(z) = NI ().

(P5) O funcional z — Aj(z) é semi-continuo inferiormente, isto é,

liminf A;(z) > A\(xo),

T—T0

onde \; : X — R, é definido por

Ar(z) = mind|[¢]|; & € 01(x)}.

(Py) Se I é continuamente diferenciavel a Fréchet numa vizinhanga aberta de x € X,

temos
Ol (x) ={I'(x)}.
(P5) Se I € CY{X,R) e G € LL(X,R), entao

A(I + G)(z) = dI(z) + G(x).
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Lema 1.3. Para cada u € X, existe {§ € 01(X) tal que

[1Solls = min{|[g][.; & € OI(u)}

Demonstracao. Observe que para demonstrar o lema, basta mostrar que o infimo do seguinte
conjunto

A={||¢]l;€€dl(u)} CR
¢ atingido. Para tanto, note que o conjunto A ¢ limitado inferiormente, pois
1€]]. > 0,V€ € 91 ().

Definamos,
Cr(u) = inf{[[¢][]:; € € 0L (u)}.
Logo, pela defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia (&,) C dI(u) tal que

[1€nll+ = Cir(w). (1.7)

Por (P,) sabemos que (&,) C dI(u) C Bg,(0) C X', onde By, (0) é fechado fraco estrela.
Segue, pelo fato de (&,) C Bg, (0), que existe & € X' tal que, a menos de subsequéncia

gn = 507 €m X/- (18)

Sendo 0I(u) fechado fraco estrela, concluimos que & € 0I(u). Agora, definamos a se-
guinte funcao ¢ : X' — R, dada por ¢(&) = ||£]]..
De (]1.8])
lim inf (&) > ¢(6), (1.9)
para toda sequéncia (&,) C X' tal que &, — € em X'

Logo, de (I77), (L3) e (L9). temos
Cy(u) = lim (|6 ]|, = limin |[&,]] > [|€l]]. > Ci(u).
n—oo n—oo

Portanto, Cr(u) = inf A = ||&||«, pois § € 0I(u), mostrando que o infimo do conjunto A

¢ atingido, como queriamos demonstrar. O

Lema 1.4. Sejam F, f e [ as fungoes definidas anteriormente. Entao

FOu0) < (u)v, se v >0,

[~ =l

(u)v, se v <O0.
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Demonstragcdao. Sabemos que

1
F(u;v) = limsup ~[F(u + h + \v) — F(u + h)].
h—0,AL0

Pela definicao de F', temos para v > 0

0 oy l( u+h+Av B u+h )
F%(u;v) lim sup /0 f(s)ds /0 f(s)ds

h—0,210

1 u+h+Av
= limsup — (/ f(s)ds)
h—0 0 A \Juth

1_ u+h+Av
< limsup —f (u) (/ ds) , Ve > 0,

h—0,210 +h

onde denotaremos f,(u) e [ (u) por

f.(t) =ess sup f(s) e f (t) =ess inf f(s).

|s—t]|<e [s—t|<e

Logo,

F(u;v) < limsup f (u)v = f.(u)v, Ve >0
h—0,A10

fazendo € — 0, obtemos
FO(u;v) < f(u)v, Yo > 0.

Se v < 0, observe que

u+h
FO>u;v) = limsup—% </u f(s)ds)

h—0,210 +h+Av

1 u+h
= — lim inf —/ f(s)ds

h=0M0 A i hi
assim,
0 1 u+h
F°(u;v) < —liminf — =— —v).
(us0) < ~ fimint 37, (w) | ds=—f (u)()
Logo,

fazendo € — 0, obtemos

Portanto,

15



Defini¢ao 1.4. Um ponto uw € X € dito ser ponto critico do funcional I € LL(X,R), se
0 € 01(u), isto é,
0 < I°%w;v), Yo € X.

Definicao 1.5. Dizemos que ¢ € R ¢é valor critico de I se existe wm ponto critico u € X tal

que I(u) = c.

Defini¢ao 1.6. Uma sequéncia (u,) C X € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢, (PS).,
se

I(up,) ¢ e Au,) —0.

Definicao 1.7. Um funcional I € LL(X,R) satisfaz a condi¢io Palais-Smale no nivel c se

toda sequéncia (PS). possui uma subsequéncia que converge forte em X.

Teorema 1.1. (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach reflexivo e

I € LL(X,R) um funcional satisfazendo a condi¢io (PS)., com 1(0) = 0. Suponhamos que:

(i) Existem constantes a,r > 0, tal que

I(u) > a >0 para todo u € X tal que ||ul| = r;

(i1) Existe e € X tal que |le|| > 1 e I(e) < 0.
Entao, I possui um valor critico ¢ > o, com

0 <c=inf I(~(t
¢ = Inf max (v(2)),

onde

I'={yeC([0,1],X);7(0) =0 e v(1) = e}.
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Capitulo 2
Existéncia de Solucao Positiva

Neste capitulo, estudaremos resultados de existéncia de solugao positiva para a seguinte
classe de problemas elipticos p&g-Laplaciano com expoente critico e nao linearidade des-

continua.
—div(a(|Vul|?)|VulP=2Vu) = f(u) + |u|?"? em Q,

(P)
u=20 sobre 052,

onde 2 C RN é limitado, 2 < p < ¢ < ¢*, f: R = R é uma funcao que tem seu conjunto de
pontos de descontinuidade nao-enumeravel e a é uma funcao de classe C! que satisfaz certas

hipéteses.

As hipéteses sobre a funcao a e f sao as seguintes:
(a1) Existem constantes k; > 0, i =0, 1,2, 3, tais que

ko + ki tla /P < a(t) < ko + kstla—P)/p para todo ¢t > 0.

(ag) Existe o € (0, 1], tal que

A(t) > aa(t)t, para todo t > 0,

onde A(t) = fot a(s)ds.

(a3) A fungao t — a(tP)tP~2 é crescente.

Antes de enunciarmos as hipdteses sobre a funcao f, vamos recordar a definicao de funcao
N-mensuravel. Recorde que uma funcao g : R — R é chamada N-mensuravel quando a

composicao g(v(.)) : @ — R é mensuravel, para cada fungao v : Q — R mensuravel.
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(f1) Para todo t € R, existe C' > 0 e r € (q,q*) tal que

fO)] < OO+t
(f2) Para todo t € R, existe 0 € (g, q*) tal que
0 < OF(t) = G/tf(s)ds < (1),
0

onde

f(t) :=limess inf f(s) e f(t):=limess sup f(s)
= €l0 [t—s|<e elo [t—s|<e

sao N-mensuraveis.

(f3) Existe > 0, que serda dado posteriormente, tal que

H(t—-p) < f(t), vt e R,

onde H é a funcao Heaviside, isto é,

0 ,se t<0,
H(t) =
1 ,se t>0.
; L) _ _
(f4) hmsupt—>0+ ta—-T — € f(t) =0se t <0.

Antes de enunciarmos o resultado principal deste capitulo, precisamos definir solucao fraca
para (P) baseada na teoria dos funcionais localmente Lipschitz desenvolvida por Chang [10],

Clarke [12], Grossinho e Tersian [23].

Defini¢ao 2.1. Uma solugdo fraca para o prolema (P), é uma fungio 0 < u € Wol’q(Q)

satisfazendo
/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vqupd:L‘:/pgpdx+/|u|‘f—2ug0dx,
Q Q Q

para todo ¢ € Wy (Q) e

p(x) € [f(u(@), f(u(x))] ¢.t.p em Q.

18



Assim, uma solucao fraca para (P) serd um ponto critico do funcional [ : I/VO1 Q) - R

dado por I(u) = Q(u) — ¥(u), onde

1 p
Q) = [ Aqvup)

u) = [, F(u)dz

O principal resultado deste capitulo é o seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Assumindo as hipdteses (ar)—(az) e (fi)—(f1). Entdo, o problema (P) possui
uma solugdo positiva. Além disso, se uw € WyU(Q) € uma solugio do problema (P), entdo

|{z € Qu(z) > p}|>0.

2.1 Estrutura Variacional.

A demonstracao do Teorema sera baseada em uma versao do Teorema do Passo da
Montanha para funcionais localmente Lipschitz, veja o Teorema [I.1} Para tal, vamos provar

alguns lemas técnicos. O proximo resultado é essencial em nosso trabalho.

Proposicdo 2.1. Se U(u) = [, F(u)dz, entdo ¥ € LL(L"(Q),R) e 9 (u) C L71(Q). Além
disso, se p € O¥(u) entao

p() € [f(u(x)), f(u(x))] ¢.t.p em Q.

Demonstragao. Dado w € L"(2), fixemos R > 0. Para cada u,v € Br(w), onde Br(w) =
{z € L"(Q); |z — w|rr@) < R}, observe que
| W (u) v)| = /f dsda:—// s)dsdz

//( (s)|dsdzx,
onde 0(z) = max{u(z),v(x)} e n(x) = min{u(x),v(z)}.

Por (f1)7 6(=) o)
| (u) — ¥(v)| < C’/ / dsdx + C’/ / |s|"tdsdz.
Q Jn(z) Q Jn(z)

slr—l

|

Para cada r > 1, a fungdo L : R — R, dada por L(s) = ¢ de classe C!' com

L'(s) = |s|""' Vs € R.
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Como
0(x)
0 () — ()] < C/Q 0(2) — n(x)|dz +C/Q/( (o)

segue do Teorema Fundamental do Calculo, que

IWW—WMSO/

Q

wu»—mwa+0/Yumm>—Lmu»Ma

Q

Agora pelo Teorema do Valor Médio, existe &(x) € (n(z),0(z)) tal que

IWW—WMSC/

Q

(0a) = n(@)de +C [ L(€)(0 =)
Note que 6(x) — () = |u(z) — v(z)|. Logo,

() — W(v)| < C/Q|u—v|dx+C’/QL’(§)\u—v|dx.
C/Q|u—v|d$—|—0/ﬂ(|u| o) — vlda.

C/ ]u—v[da:—i—Cl/(]u\r1+\U|T1)\u—v\d:c,
0 0

IN

IA

ou seja,
|V (u) — W(v)] gC/ \u—v\dx—i—Cl/ ]u\T1|u—v|d:U+Cl/ lo]""u — v|da.
Q Q 0

Desde que u € L"(Q) entdo |u[""' € L71(Q). Além disso, pela imersdo continua de

Sobolev segue que

|W(u) — W(v)| < Chlu —v|ir @) + Ch / lu|""u — v|dz + C’l/ lo|"u — v|dx.
Q Q

Pela desigualdade de Holder com expoentes r e —5, temos

|\Il(u> - \D(U)| < C’2|u o U|LT(Q) + Cl’uril‘Lril (Q)’u - UlLT(Q) + Cl‘vrillLril (Q)|u - U|LT(Q)7
ou seja,
[ (u) = ¥()| < Colu = vl + Cululprg)lu = vler@) + Cilvl g lu = vl@-

Consequentemente

|U(u)—¥(v)| < Colu—v|pro+Cilu—w+w

et lu =l + Calo—wwliky i —vluro)
Da desigualdade de Minkowski,
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W (u) — U (v)] < Colu—v|rq) + Cillu — wlLr @) + [w|Lr@) ™ u — vl @
+C1(Jv — wlpr @) + Wl @) e — vl ).

Desde que u,v € Br(w), tem-se
(U (u) =V (v)| < Colu—v|r)+Ci(R+|w|pr o) u—2|1r @) +Ci(R+|w| o) u—v| 0.
Considerando K., = Cy + 2C1 (R + |w|1r())" ", resulta em
U(u) — ¥(v)| < Kylu —v|rr@), Yu,v € Br(w),

o que mostra que ¥ € LL(L"(Q2),R).
Para provar a segunda parte da Proposigao, relembramos que o gradiente generalizado de

¥ em u é dado por
OV (u) = {€ € (L(Q)); (& v) < ¥(u;0), Yo € L'(Q)},

onde ¥%(u;v) é a derivada direcional generalizada de ¥ no ponto u na diregao v, isto é,

v h+Av) —W¥ h
U0 (u;v) = limsup (uth+ o) (ut )
h—0,A—0 A
Seja (hy,) C L"(Q) e (A\,) C RT tais que h, — 0 em L"(Q2) e A\, — 0 em R. Entao,

B0 (u: ) = lim sup U(u+ hy, + )\7;\1)) — U(u+ hn)'
n—oo n

Pela definicao de W, tem-se

F hy, + Av)de — | F h,)d

n—oo >\TL

Definindo
1
Gn(v) = /\—(F(u + hp + Av) — F(u+ hy))

segue que
WO (u;v) = limsup/ Gn(v)dz.
Q

n—oo

Desde que h,, — 0 em L"(€2), entdo, a menos de subsequéncia
h, — 0 q.t.p em
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|hn(z)| < K(x) € L'(Q) q.t.p em Q. (2.1)

Além disso, pela defini¢ao de F' e por (f1), temos

Gu(v)] =

(F(u—+ hy + A\v) — Fu+ hn))‘

Uut+hn+Anv
/ O(1+|s")

+hn

Clu+ hy + A" — |u+ hy|”

+= .
r A,

1

A
1

A

< Ch|

Agora, vamos definir a seguinte funcao ¢ : [0, 1] — R, dada por
g(t) = |u+ h, + t\0]".

Desde que g é continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1), segue do Teorema do Valor Médio

que dado 0 < |\,| < 1, existe 6,, € (0,1), tal que

Assim, como
9(1) = [u+ hn + Apv[;
9(0) = [u + hal"™;
g (0,) = rlu+ hy + 0,00 A vl

Entao

1 hyp 4+ Apv|™ — hn|” _
T

Substituindo (2.3) em (2.2)), temos

|G (V)| < Clo| + Clu+ hy + A\ubnv|" o).

Mas, notemos que

IN

U+ hy + ApOpv|" (3max{u, hy, \yOpv})
3 P max{u " BT (A 0,0) 1)
3r—1(|u|r—1 =+ ‘hn|r_1 + |)\n9nv|r—1)

3r—1(|u|'r—1 + |hn|r—1 + |/\n|T_1|0n|T_1|U|T_1)'

IN A

IN
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Como 6,, € (0,1) e 0 < |\,| < 1, entéo

0 < |0.]|An] < 1,
implicando em

0< 0.\t < 1.

Assim,
|G(V)] < Clo| + 3" ([ul"™" + [ha]™" + [0 ) o]

< Clof+ 3 (Jul " ol + | o] + [o]").
Portanto,
|G (V)] < Clo| + Cr(lul ol + [hal™ ol + [v]"),

para algum C; > 0. De (2.1 sabemos que existe K (z) € L"(Q) tal que

|hy(2)] < K(x) q.t.p em Q.

Logo, pela desigualdade de Holder

Clol + C(Jul ol + |K (@) o] + [v]") € L'(5).
Como

limsup G, (v) = F°(u;v),

n—oo
segue do Lema de Fatou

WO (u; ) :limsup/Gn(v)d$ §/limsqun(v)dl‘:/Fo(u;v)d:z.
0 Q

n—00 Q n—oo

Sabemos pelo Lema [1.4] que

FOusv) < (u)v, se v >0,

[~ =l

(w)v, se v <0,
logo,

WO (u;v) < /{ o Ffu)vdr —l—/{ f(u)vdz, Yv € L"(9). (2.4)

v<0}

Seja p(x) € 0V(u) C (L"(2)) e suponhamos, por contradi¢do, que existe um conjunto
A C Q com |A] > 0 tal que
p(x) < f(u) em A.
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Entao,

/A p(z)dz < /A Flu)de. (2.5)

[ ptexade == [ pos

onde x4 é a fungao caracteristica do conjunto A e —x 4 € L"(Q2). Pela defini¢ao de 0¥ (u)

Note que

(p, (—xa)) < W0(u; —x2)
logo,

~ [ vtz = [ ple)xade = (o, (xa)) < ¥ —xa)
Por (2.4)), segue que

/ / A>0} XA)dx—i_/{_XKO}i(U)(—XA)dx
[ e
—Aﬂmw

IN

Assim,

o que contradiz ([2.5)). Portanto
i(u(m)) < p(x) q.t.pem Q.

Usando o mesmo raciocinio, teremos

concluindo que
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Pela Proposicao veja Apéndice B, Q € C'(W,“(Q),R), como ¥ € LL(L"(Q),R)

segue que I € LL(W,9(Q),R), e desde que

usando as propriedades (P;) e (P5) de gradiente generalizado, temos

OI(u) = {Q'(w)} — W (u), Yu € Wy (Q).

No seguinte resultado, mostraremos que a condicao de Palais-Smale para o funcional I,

ocorre abaixo de um certo nivel c.

Lema 2.1. O funcional I satisfaz a condigao (PS). para
1 1 N
c < (5 — E) (le) q

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I. Entao,
I(u,) —c e Au,) —0,
onde A(u,) = min{|[¢||«; € € 0I(u,)}. Considere (w,) C 01(u,) tal que

walle = Mun) = on(1),

wn = Ql (un) - ﬁn?
onde p,, € 0¥(u). Desta forma temos
(W, ) = Q' (U )ty — (B Uny ) Vi, € W 9(Q),

ou seja,

(2.6)

(Wy,, Uy ) :/a(|Vun|p)|Vun|p_2VunVundx—/ |un|‘f_2unundx—/pnundx,‘v’unEWOI"].
v v 0

Mostraremos, primeiramente que (u,) é limitada em I/VO1 9(€Q)). De fato, observe que

1 1

I(uy,) — §<wnaun> < |I(un) — §<wnvun>|

1
< (un)| + [ (wn, wn)l.
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De (2.6 temos que
| (u,)| < M,¥n € N

e além disso,

(s t0n) < (s )] < [ tnl] < Blluall, ¥ > mo.

Portanto,

1
— (W, Up) < M+ |lu,||, Vn > ng (2.7)

() = 5

Por outro lado, usando a defini¢do do funcional I, a expressao de Q'(u,) e o Teorema de

Representacao de Riesz, obtemos

1 1 1

I(u,) — 5<wn, un) = I(u,)— ng(un)un + 5@”, Up )

= 1/ A(|Vu,|P) /QF(un)dac

]_ *
/ (IVu,|?) |Vun|p QVunVundx+ /|un|q “2upundr
Q 0 Jo

/ Prlndx.
Q

/a |Vu,|P)| Vu,
0

/a V) [V P + © /|un
Q

S

SR

De (az), temos que

1

() = 5

Wy, Un,)

AL

/ Prundr,
ou seja

) = g, we) > (%—%) / o[Vt |P) [V Pz + / (%pnun—F(un)> dz

2

Usando a condigao (f2) e a Proposicao 2.1, temos

S i<l e

2on()unle) > 5 F(ua())unr) > Flun(x) q.tp em Q.

assim,

0< %pn(x)un(a:) — F(u,(z)) q.t.pem €.
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Logo,

1 1 1 1
I(u,) — 5<wn,un> > (% - 5) /Qa(]Vun\P)|Vun|de + (5 — E) /Q |un,

Novamente de (f3), temos que 6 < ¢* e assim

T dz.

1 1 / .
- — — U, |? dx > 0.
(9 q*) Q |
Dessa forma,
() — Stwp, ) > Q—EL/MWuquWM
n 9 mny n - p 9 Q n n .

Usando (aq), obtemos

a(|Vu|?) = ko+ ki(|Vuy[P)@ P/
= ko+ k1(|vun|)(q—p)
> k1(|vun|)(q—17)7

Portanto,

=
S
N
—_
S
3
S
2
AV
7N
| o
|
|~
N————
=
S~
<
S
3
)
Q
=

De (2.7) e (2.8) segue que
a 1
M Al > = — =) kw2
+ Jlu ||_(p 9) 1 [unl|

Desde que 6 > £, concluimos que (u,) ¢ limitada em Wy (). Assim, desde que W, 9(Q)
¢ um espaco de Banach reflexivo, segue que, a menos de subsequencia, existe u € VVO1 9(Q)

tal que
U, — u em W, 9(Q), (2.9)

u, = u em L°(Q), com 1<s<qg". (2.10)
Logo pelo Teorema de Vainberg, existe h € L*(2) tal que
Up, — U, q.t.pem € (2.11)
lun] < h(z), q.t.pem Q.
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Afirmacao 2.1. /]un|q*dx—>/]u|Q*d:c.
Q Q

Note que, estendendo por zero as funcoes de I/Vo1 “9(Q) fora de €2, podemos considerar

Wy 9(Q) € DY(R™). Assim,

[Vun | = [Vul* +p

= ]+,

no sentido das medidas de Radon.
Pelo Principio de Concentragao e Compacidade de Lions, existe um conjunto de indices
J, no maximo enumeravel, sequencias (z;) C €2, (u;), (v;) C [0,4+00) tais que

V= ZViCSa:i = Zy”idl’i € S’/iq% Sy

ieJ icJ
para todo ¢ € J, onde ¢,, é chamado de medida de Dirac de massa 1 em z; € ().
Vamos mostrar que J = (). De fato, suponhamos, por contradicao, que J # 0, fixe i € J
e sem perda de generalidade, suponhamos que Bs(0) C Q.
Considere 1 € C°(2) tal que ¢ =1 em B1(0), ¥ =0 em Q\ B3(0) e |[V¢)|po) < 2 e
defina

(x — ;)

wg<x>=w( Q

Desde que (u,) é limitada em W, 9(Q), segue que (1 u,) é também limitada em W, (Q),

), onde p > 0.

logo
<wn7w9un> < HwnH*ngunH — 0,
isto é,
(W, Youn) = op(1).
Assim,
[ a1V a0 90,9 ) = [ () (2.12)
Q Q
+/ Pn(Voty)dx + 0, (1).
Q
Note que,

/ (| Vtn?) | Vun P2V 0V (1) = / |V tn?) [Vt P2V 0 Vil
Q Q

+ / a(|Vu,|?)|Vu, ]p_QVunVunwgdm,
Q
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ou seja,
[ alVa Va9,V @a)de = [ aVa, ) Vu, 90,V e,0,ds
Q Q

+ /a(|Vun\p)]Vun\pwgdx.
0

Substituindo a expressao anterior em (2.12) obtemos

/ (VP |V [Py de = — / @[Vt [P) [Vt P2V 10, Vbl + / |7 ydz (2.13)
Q Q Q

+ /pn¢gundx+on(1).
Q

Note que

/ (V)| Vet P~ 10, Vs
(9]

< / a(|Vun|P) |V, [P~ u, Vi, |da. (2.14)
Q
Usando (a1) segue que,
a(|Vu,|P) < kg + k3| Vu,|T7?,

ou seja,

a(|Vun|P) | Vun P! < k| Vg [P + k3| Vi, |97,

assim,

/Q (| Vi) [Vt i Vi | < /Q VP |un Vb, | + kg /Q V| 1y Vi, |

Da desigualdade de Holder com expoentes —= e p, obtemos
p

p—1
p

ko / IVt [P~ 1, Vb, | d < kg ( / |Vun|pd:v) ( / |unwg|de)”.
Q Q Q

Usando a desigualdade de Holder novamente, com os expoentes q%l e ¢, segue-se

k;g/ V[ 0, Vi |d < Ky </ |vun|qu) ' </ ]unvw9|qd:€)q.
Q Q Q

Desde que o supp(t,) é compacto e esta contido em By, (z;) temos que

p—1

. / V[P |un V0, |da < ko ( / |vun|de> ( / |unw,_,|1’dx>
Q Bag(x:) Bag(x:)

qg—1

g—1 1
ks / V| Vi, | < g / Vulidz | / Vi |dz |
@ Ba(x;) Bao(x:)
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Usando o fato de (u,) ser limitada em W,(Q), obtemos as seguintes desigualdades

/@/ |V, P Hu, Vi, lde < C) </ ]unvwg\pdx> (2.15)
Q Bag(xi)

Q=

k:3/|Vun|q_1|unV¢@|dx < Oy (/ |unv¢g|qu> . (2.16)
Q Bao(i)

Portanto, de (2.14]), (2.15) e (2.16])

=

‘ / |Vt |?) Vit [P~ 1 Vs
Q

<O (/ |unvw9|pda:> (2.17)
Bao(zi)

+C5 </ |unvw9]qd:v>
BQQ(%’)

Agora, desde que ¢, = 1 em B,y(z;), entao Vi, = 0 em B,(z;), logo podemos escrever

Q|

</ |unV¢Q|pdx> = </ |unV¢g|pdx> )
Bag(x;) Bag(z:)\Bo(zs)

fn(@) = Jun(2) [V o (2)[".

Considere

de (2.10)), segue que
U, = u em LI(Bay(x;) \ By(z;)).

Pelo Teorema de Vainberg
un(x) = u(x) q.t.pem Bay,(z;)\ By(z;)
e existe g € LY(By,(;) \ B,y(z;)) tal que
|un(2)] < g(x) q.t.p em Bayy(z;) \ By(w:).

Assim,
fa(x) = f(x) qt.p em By,(z;) \ By(x;)
e além disso

[fa(@)] = lun(@) IV, (2) P < g(2) |V, ()" € LH(Q),
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logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim [PV, P — / |V, Pde. (2.18)

nE0 J By (a4) Bao(z:)

Logo, de (2.15)) e (2.18]) concluimos que

D=

lim sup kjg/ |Vt [P~ u, Vi, |dr < C (/ |U’p‘v¢g|pdx)
Q Bag(xi)

n—-+o0o

Usando novamente a desigualdade de Holder com os expoentes Ni_p e %, no segundo

1 1
p* N
p*dx> ( / |V¢Q|Ndx>
BQQ(IZ)\BQ(IZ>

membro da desigualdade anterior, obtemos

Cl (/ |U|p|v¢g|pdx> < (/ |u
Bao(zi)\B Bao(@i)\By(x;)

E desde que By, (%) \ By(z;) C Bao(;) segue que

01/
lg?g(mi)\l3

o(z;)

1
3

|uyp\wg|pdx> < (/ yu\P*dx> </ ngyNdx) :
Bag(z:) Bag(i)

o(x;)

(2.19)
Fazendo y = %, pela regra da cadeia, obtemos
O,(x) _ 100(y)
ox; o Oy; ’
e portanto

Vipy(z) = éwy), dz = g dy.

Portanto, se © € By,(z;) tem-se y € B(0). Assim,

1

N 1 % %
(/ IV%\Nd:U> = (/ —vawlN@Ndy> = (/ |V¢|Ndy) :
Boy(x;) By(0) @ Bs(0)

Logo, de (2.19)), temos
1
p*
p*dm> .

1

) (/ ]u|p|VwQ|pdx> <Gy (/ lu
Bao(wi)\Bo(x:) Bo(i)

Agora, notemos que para cada ¢ > 0

P e L),

(@) X, ) (2)] < Ju(2)
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fazendo o — 0
P XB,@(2) = 0 q.t.p em .

|u(x)
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

P dr =0,

lim |u
070 Boy(ws)

logo,
lim {limsup k?g/ |Vun|p_1|unv¢g|dx} = 0.
Q

=0 | nstoo

Procedendo de forma andloga para a expressao ([2.16[), obtemos

lim limsupkg,/ \Vun]q_llunvwg\dx] = 0.
Q

0—0 |: n—-+00

Assim, de (2.17)), segue-se que

lim [limsup/ a(|Vun\p)|Vun]p1unV¢Qd:c] = 0. (2.20)
0

=0 | nstoo

Agora, usamdo a Proposicao (2.1]) e a hipétese (f1), temos

0 < pp <O+ |uy|"™") qt.p em Q,

entao
/ pProundr < C / w9|un|d:v+/ Yolun|"dx | . (2.21)
BZg(mi) B2g(zi) BZg(mi)
Desde que
un(r) = u(z) q.t.p em €,
entao,

|un () [1ho(x) = [u(2)]tho(x) q.t.p em €.
E pelo Teorema de Vainberg existe h € L'(Q) tal que

[ty (2),(7)| < h(z) qt.pem , VneN.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

n—-+o0o

lim U [t)pdx :/ |uli,d. (2.22)
Bao(z;) Boo(z;

Notando que, para cada o > 0

| tulvate = [l e @),
ng(mi) Q
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[u|YoXByy(@i) — 0, qtp em Q
quando o — 0 e que
|[ulboX By < lul < h(z) € LH(Q),
segue do Teorema da Convergéencia de Lebesgue que

lim |ulp,dx =0,

070 J Byy ()

logo, de (222)

il_l;l(l) [nl—lg—&l—’loo /BQQ(%) |Un|1/1gdl’] =0.

De maneira analoga, mostra-se que

Assim, de (2.21))
})i_r% nl—l>r+noo o pnunl/Jgdx] = 0. (2.23)
De (2.13)), (2.20) e (2.23) resul_ta que
/Q [Vt |P)| Vi [P e = /Q Py + 0n(1). (2.24)

Novamente, de (a;), obtemos

ko + k1| Vu, | P < a(|Vu,|P),
logo,
ko|Vug|” 4+ k1| Vu,|? < a(|Vu,|?) | Vu,|?,
assim,
k[ Vun|" < a([Vu [P) [V, ?,
disto segue-se
k‘l/ |V, |T),de < / a(|Vu,|?) | Vu, |P,de.
Q Q
De (£23),
k1 / [V, |9 ,de < / |t [P 1hodi.
Q Q
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passando ao limite, n — 400, temos

nl_i)rfookl/Q]VunPdex = kl/Qdeu

e
i np* d = dv.
n_1>51_100/9|u|¢g$ /ngu
Assim,
y / oyt < / odv. (2.25)
By(a:) Bo(:)
Note que
im0 (2)X By () (¥) = X(ai) ()
e também,

[Vo(2)X B, (T)] <1 € L'(Q)

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

0—0

lim/z/;QXBg(zi)(:c)dy:/X{$i}(x)du.
Q Q

Logo,
lim dy = lim/ VoX B, (a) ()dv = / Xz} ()dv = / dv =v({x;}) = ;.
50 5 2 0 050 Jo ° (i) N {zi} (o}

De forma analoga

=0 Jp (o) Velpt = pt

De (12.25)), segue que

kypi < v,

pelo Principio de Comcentracao e Compacidade de Lions, tem-se

ou seja,
9
]{515 < I/iN,
assim,
N
(]{715> 4 S V;



Mostraremos que a desigualdade acima nao pode ocorrer e, portanto, o conjunto .J é
vazio.

De fato, suponhamos por contradicao que
(le)% <v;, paraalgum j € J.
Desde que (u,) é uma sequéncia (P.S),.
1
c+o0n(1) > I(uy) — §<wn7un>a

isto é,

ot on(1) > (% - %) /Qa(|Vun|p)\Vun|pd:B+/Q (%pu - F(un)> + (% - ql) /Q i

Da hipétese (as), (f2) e da Proposicao ({2.1)), segue que

1 1
ct+o,(l)>|-=-—— /un
@ (9 q*) Q’
1 1 . 1 1 .
ct+o,(1) > |- —— /unquZ(———)/ Uy, |? Y, dx.
@ (9 Q*) Q’ 0 q Bg(xi)| "

Fazendo n — +o00 na desigualdade acima, temos

1 1
¢> (———*)/ byl
logo, para o0 — 0 segue que

11 11 N
> Z = S (R q
‘= (9 q*)%_ (9 q*) S

o que contraria a hipdtese. Consequentemente, J é vazio, o que implica

/|un|Q*dx—>/|u|q*dx.
Q Q

Afirmacao 2.2. Para todo v € WyU(Q), temos / || " 2u,vdr — / u|? ~uvda.
Q Q

T dx

.
T dz,

além disso,

7" =2y, de (2.11)), temos

De fato, considere a sequéncia f, = |u,|? ~2u, e a funcio f = |u

] "2, — [ul? 2w q.t.p em Q,
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ou seja,

fo(z) = f(x) qt.pem Q.

.
=1 Logo, |fal#T = |u,|?" e assim,

Up| = |un

Ik

pois (u,) € WE(Q) — L4 (). Com isso, temos também que (f,) C L7 (). De modo

Notemos que | f,| =

1 dr — / |up|? dr < +oo0,

andlogo, temos [ € Lﬁ(Q) Pelo Lema de Brezis-Lieb, segue que

/ fovds — / fudz, Yv € LT (Q),
Q Q

ou seja,

/ | |7 2upvde — / lu|? “2uvdz, Yo € W,(Q),
0 0
provando a afirmagao.

Afirmacao 2.3. u, — u em W,(Q).

Veja que das afirmagoes (2.1) e (2.2)), segue que

/(|un|q*_2un)(un—u)da:: / |un|‘I*dac—/ || " 2u,uds — / |u|q*d:v—/ lu|? dz =0
Q Q Q Q Q
Isto é,
[
Q

Além disso, usando (f;) e da Proposigao temos

T =20,) (U — u)dz = 0, (1) (2.26)

0 < pn < flun) < [f(un)] < C(1L+ fug])"™!

Sendo assim

0<pn <CA+ |ua)"" qt.p em Q,

implicando em

]pn|ﬁ <[C(1+ \un\)r_l]ﬁ < 271 max {1, |u,|"} < C+ Clu,|".

/|pn\rrldx§C+C’/|un|rdx,
Q 0
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pelas imersoes continuas de Sobolev, tem-se

[ loal=ar < €+ ciljur (2.27)
Q

Por (2.9) e (2.27)), concluimos que (p,,) ¢ limitada em L71(£2). Da desigualdade de Holder

com expoentes r e r/r — 1 segue que
[ patn = 0 < ol g 0 =
Desde que (p,) é limitada em L71(Q) e u, — u em L' (), temos
/Q (it — w)da = on(1). (2.28)
Agora para todo t > 0 obtemos a seguinte desigualdade, ver [20],
Clo —yl* < (al(l=[") o[~z — allyP) |yl ?y,x —y), Yo,y eRY, N > 1. (2.29)
Desde que (u, — u) ¢é limitada em Wy %(Q) e ||w,||x = 0,(1), temos
(W, U, — u) = 0,(1).
Assim, de obtemos,
C /Q IV (uy —w)|%dz < /Q (a(|Vun|”) [Vt [PV, — a(|Vul?) [Vu[P~*Vu) (Vu, — Vu)da.
No entanto, note que
Clluy, —ul]? < / (a(|Vua ") [Vu, PV, — a(|Vul?)|[VulP*Vu) (Vu, — Vu)dz
a(|Vun [P) [V, [P 2V, (Vu, — Vu)de
a(|Vul?)|[Vu|P~*Vu(Vu, — Vu)dx
a( |V, [P) [V, |2V, (Vu, — Vu)dr

q -2

Up) (U, — u)dx

a(|Vun|P) | V[P >V, (Vu, — Vu)dz — /(‘U’n

Q

pn (U, — u)dx

IA
S —— S — 55— 535

= (Wp,up, —u) = 0,(1),

onde concluimos que

u, —u em  Wy9(Q).
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Lema 2.2. i) Ezistem v € Wy (Q) e T > 0 tais que

max [(tv) < c
te[0,7

i1) Eriste e € W, 9(Q), tal que I(e) < 0 para todo e com ||e|| > r.
ii1) Eriste p > 0, tal que I(u) > p, para todo u € Wy'(Q) com ||ul| = 7.

Demonstragao. Considere v € C°(Q) tal que |[v|]| =1, [T = {z € ;Tv > B} >0, ¢ a
funcao j : R — R dada por:

*

, Fot?
Jt) = ==|[v|[?  +
(1) = 2= olff, + =2 - =

Seja t. > 0 tal que j'(t.) = 0. Observe que j'(t) > 0, para todo t € (0,t.) e 5'(t) < 0,

kst t4

|U‘%q*<ﬂ>

para todo t € (t,, +00). O que mostra que j é crescente em (0, Z,) e decrescente em (t,, +00),

consequentemente
J(t) = max j(t).
Assim, podemos escolher 7" > 0 tal que
a) T < ty;
b) J(T) < j(t.);
c) J(T) <ec.
Prova de ). Utilizando a hipétese (a;) e ||v|| = 1, temos
a(s) < ko + l{fgS%, Vs >0
Logo,

IV (k)P V()P ver
A(|V(tv)]P) = / a(s)ds < kQ/ ds + kg/ s v ds.
0 0 0

Assim,
9 (o) N
AV ()P < 1@/ ds+k3/ §'5" ds.
0 0

Calculando as integrais acima e multiplicando por % em ambos os lados da desigualdade,

obtemos

kot? kstd

1
—A(|V(tv)|P) < —|Vul]P + Vul|?,
. (IV(tv)]”) pl | q| |
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o que implica

1 et kst
—/A(]V(tv)\p)d:vg 2—/ ]Vv\pdx+3—/ IVo|?dz.
P Ja P Ja q Ja

Sendo F'(tv) > 0, e desde que

I(tv) = %/ﬂAUV(tv)V’)dw — tqi*/ﬂh)

* dy — / F(tv)dz,
Q

temos
ko t? kstd e .
I(tv) < 2—/ |VolPdz + 3—/ |Volldr — —*/ [v|? dx
P Ja q Ja qa Ja

Fot? kstd  t7 .

= 7||U||If,p T Lo (@)

= j(t) < max j(t) < j(T) <j(T%) <c.

te[0,7)
Entao

max [ (tv) < c.
t€[0,T]

Prova de ii). Note que de (f2) e (f3) e fixando 3 = £ obtemos e = T'v com |le|| = T tal

que
Tv Tv

F(Tv) = i (s)ds > i H(s — B)ds,

onde
0 ,se Tv<p

Tv
H(s — pB)ds =
/0 (s = )ds Tv—p0 ,se Tv>f

Disto vem que

I(e) = I(Tw) = %[)A(\V(T@\P)@- Z—i/gw

q*dx—/F(Tv)da:
Q

< 4(T) —/QF(Tv)dx

<) = [ (@v=p)dz <o

Para T~ 0. Logo, I(e) < 0.

Prova de iii). Observe que da hipétese (a;) obtemos

V@) v@r
A(IV(u)]P) = / a(s)ds > kl/ s 7 ds.
0 0
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Calculando as integrais acima e multiplicando por 1—1) em ambos os lados da desigualdade,
obtemos

1 kq
—A(lV(u)?) > —|Vuli,
’ (IV(w)[*) = ql |

o que implica
1 k k
! / AV (w)[P)da > ™ / Vultde = "]
P Ja q Jo q

Das imersoes continuas de Sobolev, temos
ky q qx
I(u) 2 —[[ul|* = Cilu[|* = [ F(u)dz.
q Q
Agora, de (f1) ¢ (f2), segue que
F(u) S/ f(s)ds < C/ ds+C’/ |s|"ds
0 0 0

= Clu| + Clu]".

Assim,

/F(u)dxﬁC’/ |u|dm+C’/ lu|"dx.
Q Q Q

Novamente pelas imersoes continuas de Sobolev temos

T = Coful] = Csffull"

k
I(u) = jI\UHq = Cillu

Seja v > 0 a ser fixado posteriormente. Para u € W;'?(€) com ||u|| = 7 temos

Ky

I(u) > EVQ — Oy — Cyy — Gy

Para que I(u) > 0, temos que ter
kl * r
;”Yq — O =Gy —Csy" >0,

ou seja,
k .
v? (—1 — Oy’ — Cyyt 1 — 037’"_") > 0.
q

Sabemos que v? > 0, entao devemos ter

ke .
DOy T = Oy — Oy > 0,
q

isto é,

k .
L (OQ + 01’7(1 -1 + C3’7T_1)’}/1_q > 0.
q
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Note que para 0 < v < 1, temos
Cl’}/q*_l + Cg'}/r_l < Cl + 03,

logo,

k , k
j — (CQ + Cqu -1 + 03’}/7”71)’}/17q > j — (CQ + Cl + Cg)”}/liq > 0.

Fazendo Cy = C} + Cy + C5, segue que

entao,

1

Tomando vy = min {1, (%)”} > 0, temos

I(u) >a>0, Yu € Wol’q(Q) com |[ul[ =,

provando o lema.

[]

Na préxima secao usaremos os lemas técnicos da secao anterior para provar o Teorema

21

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

Demonstragao. Pelo Lema segue que o funcional [ satisfaz a condigao (PS). e do Lema

podemos concluir que [ satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha. Sabendo

. . , s . . . 1
disto, concluimos que ¢ é um valor critico para o funcional I, ou seja, existe u € W;,?(Q2) tal

que 0 € dI(u). Mostrando que u € W, %(Q) é uma solucio fraca para o problema (P).

Usando u~ como funcao teste, concluimos que
u=u">0.
Agora vamos provar que o conjunto
{z € Q:u(z) > B},
possui medida positiva.
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Suponha, por contradigao, que u(z) < 5 q.t.p em Q. Entao, desde que u ¢ solugao de

(P), temos
/a(|Vu|p)|Vu|pdx:/pudx+/ u|? dz.
Q Q Q

Usando (a) segue que

lequ:kl/]Vu]qu < ko/\Vu|pdas+k1/\Vu\qdaz
Q 0 Q

/a(]Vu|p)\Vu|pda::/pudx+/ lu|? da.
Q 0 Q

IA

Assim, pela Proposicao [2.1], tem-se
p < Flw) < [f(w)] < COL+ [ul™),

disto vem que,

/pudx < / C(lu] + |u|")dz,
0 0

Eyl|ul]? < C’/(|u! + |u|r)dx+/ |u|q*da:.
Q Q

Como u(x) < g por hipdtese, temos

consequentemente,

balla* < C [ (ul + e+ [ Jul” de
Q Q
< C(3+ )10 + 40
< Cplal + 1) + 510l

Tomando C' = max{C, 1} e 8 < 1, resulta
k| |ul|? < 3CB(9.
Desde que I(u) = ¢, existe M > 0 tal que ||u|| > M. Entao,
ey M < key|Jul|? < 3C8]9).
Mas essa desigualdade é impossivel se escolhermos
)1 T kM
f=min{ -, —, ————
27230819

Portanto, |[{z € Q : u(z) > f}| > 0, o que encerra a prova do Teorema principal.
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Apeéendice A

2.3 Resultados Basicos

Apresentaremos aqui alguns resultados que foram usados ao longo desta dissertacgao.

Teorema 2.2. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja E um conjunto men-

surdvel do R" e seja (f;) uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que
fi(x) = f(z) ¢.t.p em E,

onde f é uma fungdo mensurdvel. Se existir uma funcio g € L'(E) tal que
[fi(x)] < g(x) q.t.p em E,

entao

i [ fitw)du= [ fadn
J7> JE E
Teorema 2.3. (Vainberg) Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes em L1(QY) e f € LI(Q)

tais que

fi = [ em LI(Q).

Entao, existe (f;,) C (f;) e uma fungdo g € LY(S2) tal que

|fir(@)] < g(z) g.t.p em Q

fio(x) = f(z) g.t.p em Q.

Teorema 2.4. (Desigualdade de Holdér) Sejam Sejam f € LP(Q) e g € L), onde
1<p< 40 e%—l—%zl. Entao,

fge L) e |fglr < Ifler@lglie@)
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Teorema 2.5. (Representacdo de Riez) Seja 1 < p < +oo e ¢ : LP(2) — R um

funcional linear e continuo. Entao existe uma func¢ao g € L1(2), onde ]% + é =1 tal que

<%ﬁ=/ﬁﬂmvf69®)
Q
Além disso, ||| (r)y = 9|0

Lema 2.3. (Brézis-Lieb) Sejam Q um conjunto aberto do RY, (f,) C LP(Q) e f € LP(Q)
com p > 1. Suponhamos que f,(x) = f(z) q.t.p em Q e exista C > 0 tal que

/\fn]pdq:<0, Vn € N.
Q
Entao,
/fngodx — / fodx , Yo € LY(Q),
0 Q
1,1 _
onde 5 + i 1.

Lema 2.4. (Principio de Concentracio e Compacidade de Lions) Seja (u,) C

DY (RY) uma sequéncia tal que u,, — u em DYP(RY). Suponhamos que

Uy = |un|p* -y

pn = |Vug | — p,

no sentido das medidas de Randon. Entao,

i) Eziste um conjunto J de indices, no mdzimo enumerdvel, duas familias {v;};c; e
{u;}jes de nimeros reais nio negativos e uma familia de pontos {x;};c; do RY tais

que

v=ul" +Y vd,,

jed

w2 [Fup+ Y b,
jed
onde 0, € a medida de Dirac de massa 1 concentrada em x; € RV,
Svi <y
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S <
jeJ

onde S € a melhor constante da imer¢io DYP(RN) — LP"(RV).

Proposigao 2.2. (ver [20]) Seja a : R — RY uma fungdo de classe C' tal que, satisfaz as
hipdteses (ay1) e (az). Entdo para p < q temos

Cla —y|* < (a(l2”)|z["~*x — a(ly[") |y y, 2 — ),
para todo x,y € R”

Demonstracao. Observe que pelo produto interno no R™ temos

(a(lzP) "z — a(lyl”)lyl"y, 2 —y) = Z ()"~ ; — allyP)|yP~2y;) (25 — ;)

e para todo z,& € R"™ temos pela derivada parcial do produto

a6 = (o= 2P 'S allePin Y a6
3,0=1 i,j=1 2,j=1
—i—pz (12[") 1%~ 225658
4,7=1
Desde que

n n 2
Z 2285 = (Z Zj&)

ij=1 j=1
temos

n

0
Z&z

(a(l2)l2l"""2;)€8; = <ZZ]§J) 2P~ [(p—2)a(|2[")+pd'(|2[7)]2P]+a(|2[") =[P I€|

(2

ij=1
(2.30)
Desde que t — a(tP)tP~2 é crescente, isto 6,
0 < [(p—2)a(|2l) + pa'(]z")|2["]|=P~*. (2.31)
De (2.30) e (2.31) temos
a a(|2”) 21"~ 2;)€i85 > a(l21”) |=17~*[¢)*. (2.32)
i,7=1
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Note que, se |y| > |z| temos
1 _ 1 1
[yl = 5le —yl ouainda |y| - ~fo —y| = 7|z —yl.
Logo, para t € [0, ;] temos
v+t — )| 2 Iyl e — 9l > gl —yl,

tomando z =y +t(z — y) e £ = x — y. Pela regra da cadeia temos

d < "9 p
%jzl(a(|z|1’)|z|p2zj)§j = ijzla(aﬂzv))lz‘p2Zj)£ja(zi)

0
= Z&(a(|z|p)|z|p_2zj)§j§i,

,j=1

Assim, temos

/'23 (2?2 22656 (2.33)

i,j=1

- Ejmuwwaw%»@]

| j=1 0

- n 1

= Z(a(|y +t(z = y))y + tlz — )Py + ;= y) (25— y;)

_j—l 0

Z ()| P22 — aly )|y~ ?y;) (25 — v;)

Segue de (2.32) e para todo ¢ € [0, 1]
(allz ")z~ — a(ly") |y "y, = — y) = ally — t(z = y) )|y — t(z — y) 2o — y|?

por (a;) obtemos

ally—tlz—y)P)y —tlx—y)P2le—y® > (Go+&ly+tlx—y)|" )|y —tx—y)|P e —y|
> Gly+tx—y)| Py =tz —y)P e -yl
= &Gly+tlx—y)| Pz —yl
= By yp
> Clz —yl|% (2.34)
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Apeéendice B

2.4 Funcionais Diferenciaveis

Neste apéndice, vamos mostrar que o funcional é diferenciavel, para isso consideremos

algumas definigoes:

Definicao 2.2. Dado um Espaco de Banach X e um funcional I : X — R dizemos que [

possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existir um funcional T € X' tal que

A derivada de Fréchet no ponto u, quando ezistir, é unica e denotamos por I'(u).

Definicao 2.3. Dado um FEspaco de Banach X e um funcional I : X — R dizemos que [
possui Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existir um funcional linear Ty € X' tal

que

hml(quv) — I(u) — Tyv
t—0 t

=0, YvelX.
A derivada de Fréchet no ponto u, quando existir, é tnica e denotamos por DI (u).

Definicao 2.4. Se A € um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C* em X ou que
I € CY(A,R), quando a Derivada de Fréchet de I existir em todo ponto u € X e a aplicagdo

I' : A— X' for continua.

Proposicao 2.3. Se [ : X — R € Fréchet diferencidvel em u € X entdo I é Gateaux

diferenciavel.

Proposicao 2.4. Se I tem derivada de Gateaux continua sobre X entao I € de classe

CY(X,R).
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Proposigao 2.5. O funcional Q € CY(W;%(Q),R) e para todo v € Wy (Q), temos:

Q’(u)’u—/a(|Vu\p)]Vu]pQVqud:r;—/\u]‘fk2uvdx
Q Q

Demonstracao. De fato, primeiramente denotemos por

Jl(u):%/QA(WuP’)dx e Jou) :%/Q]u

.
Tdx,

. 1
assim, basta mostrarmos que J; e Jo € C'Y(W,%(Q2),R). Para tanto, mostraremos que a
derivada de J; e Js, no sentido de Gateaux, sao continuas. Primeiramente para .J;, considere

teRtal que 0 < [t| <1, u,v € Wy¥(Q) e a funcdo f : [0,1] — R dada por
1
f(s) = 5A(|V(u + stv)|P).
Onde:

a) f(s) = %a(|V(u + st0)[P)p|V (1 + st0) P2V (u + stv)to:
B) (1) = ZANV(u-+ o))

1
c) f(0) = ];A(IVu! )-

Notando que f é diferencidvel em [0, 1], entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe A €

(0,1) tal que

ou seja,
1 1
ANVt 0)) = AV (@)) = ta(|V -+ o))V (o4 M) P2V a4 ) Vo,

observe que
. AV (u+t)P) = JA(IV(w)P)
lim £

t—0 t

_1
p

= a(|Vul?)|VulP>VuVw. (2.35)

Da hipdtese (a;) temos

la(|VulP)|[VulP2VuVo| < (k| VulP™2 + ks|Vu|72)|Vu|| Vo
= ko|VulP Vol + ks|Vu|T Vo,
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onde claramente [VulP~! € L7-1(Q) e [Vu| € LP().
Logo, pela desigualdade de Holder temos

ko|VulP~ Vol € LY(Q).
Analogamente,
ks|Vul" Vo] € LYQ).

Portanto, (2.35) é integravel e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
obtemos
LAV (u+tv)]) — LA(|Vul?
i [ AUV ) — SA( !)d

t—0 Jq t

r = / a(|Vul?)|VulP~*VuVodz,
Q
ou seja, existe a derivada de Gateaux de J; em u com
T/ (w)o = / o|VulP)| Va2 VuVode, Yo e WH(Q).
Q

Verificaremos agora a continuidade de J!(u)v. Seja (u,) C Wy%(Q) tal que u, — u em
Wy 9(Q) temos
|Vu,| — |Vu| em LP(Q).

Pelo Teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia (a qual denotaremos ainda por (u,)) e

uma fungao g € LP(Q2) tal que

|Vu,(z)| = |Vu(z)] q.t.p. em Q (2.36)

Vu,| <g, ¥neN. (2.37)

Note que para todo v € Wy ?(Q), com |[v|| < 1 temos

|1 (un)v = Ji(u)v] =

/ [V n]?) Vet [P~2V 0, Vodar — / o(|Vul") | Va2 VuVods
Q Q

< /|a(|Vun|p)|Vun|”_2Vun—a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu||Vv|dx.
Q

Pela desigualdade de Holder com expoente -+ e p obtemos
p

p—1

|J1 (upn )v—J7 (u)v] < (/ la(|Vun|P)| VP2V, — a(]Vu|p)|Vu]p_2Vu]ﬁdx) » (/ |Vv\pd:z:)%
Q Q
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ou ainda,

11 (un) = S (W)l = sup [[J1(un) = Ji(u)] v|

llv]|<1
< </ |a(|Vun|P) | Vu, [P Vu, —&(]Vu\p)]Vu]p2Vulpfldx) f2.38)
Q
Observe que pela continuidade de a e por (2.36) temos

la(|Vun [P) [V, |2V, — a(|VulP) | Vul[P~2Vu

)
= |a(|Vu, ")V, P2V, — a(|Vu, ") [ Vun P2V + a(|Vu, |[P) [ Vu, P2 Vu —
—a(|Vul?)[VulP~* V|
< a(IVua|") [V P72V — V| + |a(| Vo) [ Ve P72Vl — a(|Vul) Va2 V|
= 0,(1). (2.39)

isto é,
|a(|Vtun|?) [Vt P2V, — a(|Vul?)|[VulP2VulrT — 0 q.t.p. em Q

Desde que |Vu, |’ — |Vul?, pela continuidade de a temos
|a(IVun[")| = a(|Vul?),
isto é, |a(|Vu,|P)| < k. Assim, de (2.37)) temos

|a(|Vun|p)]Vun|p_2Vun - a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu|ﬁ

< la(|Vun ) [Vua [PV, | + a(|VulP)|[VuP~>Vul] 2
< [Vl V] + [Vup=*ul )]

= k(|| VP V| + [VulP Yl )7

< kﬁQﬁ(|vun|p+|vu|p)

< RTT2P("+ VUl € L),

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

lim / (| V tin|P) |Vt [P 2Vt — a(|Vul?)|[VulP-2Vu|r-Tdz = 0.

n—oo 0
Por (2.38]) concluimos que

|1 (un) — J1(w)||« = 0 quando n — +oo,
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ou seja, J!(uy) — Ji(u) em (W, 9(Q)). Implicando que J; € C1(Wy%(Q),R)
Mostraremos agora que J, € C'(W,(Q),R). Para tanto, consideremos ¢ € R tal que
0<|t| <1,euveWy)Q)ea funcio f : [0,1] — R definida por

1 *
f(s) = —|u+ stv|” .
q
Temos que:

a) f'(s) = tlu+ stv|” “2(u + stv)v;

b) f(1) = lu+to|”;
c) f(0) = lul”.
Desde que f ¢é diferencidvel em (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1)
tal que
FQ@) = £(0) = f'(N),
ou seja,
elu o] — ] Ly
4 ; d = |u + stv]|? *(u + stv)v.
Note que,
Llu+ o] — = |u|” s
lim < d = |u|? uv q.t.p. em Q
t—0 t
e * *
Flut o] — ul?

< (Jul + [o)* o,

t

pela imersdo continua de Sobolev, Wy (Q) — L9 (Q), temos u, v € L9 (Q), disto segue
que, ([ul + [v))7~1 € L#T1(Q) e |v] € LI (). Logo, por Holder (|u| + [v])7 ~|v| € L(Q).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

1 R e
—|u + tv|? — = U q N
lim [ 4 | Gl dr = / |u|” " 2uvda.
t—=0 Jqo t Q
Assim, concluimos
J: tv) —J
Jy(u)v = lim 2(ut tv) ()




Portanto, existe a derivada de Gateaux de .J, em u com
Jo(u)v :/ lul? 2uvdr Yo € Wy(Q).
Q

Precisamos verificar agora a continuidade da derivada de Gateaux de .J;. Considere

(u,) C Wy '(Q) tal que u, — u em W, (). Assim, temos
[tn] = |u| em LT (%),

segue do Teorema de Vainberg, que existe uma subsequéncia (u,) e uma fungao g € L7 ()
tais que

|un| = |u| q.t.p em Q (2.40)

lun| < g, VneN, (2.41)

para todo v € W,4(Q) com |[|v]| < 1 temos

Ty (un)o — Ty(u)o| < |L/°hwﬂfQunvdx-—b/“hwfzuvdx|
(9]

< l/“nun
Q

Pela desigualdade de Holder com expoente qil e ¢*, e pela imersao continua I/VO1 Q) —

q*
L7 (€2), obtemos

q*—2 q*—2

U, — |ul? "ul|v|de.

q* qz:l
f<1dx) o]

-1

* q*
F d:v)

*_
=2,

T2, — |u

Ty(ua)o — Jy(u)| < O(LH%

< c([im

T2y, — \u]q*’zu

Portanto,
|5 (un)v = Sy (o[l = sup [Jy(un)v — Jy(u)v|
llvll<1
<~
* * * q*
< C (/ [t |9 2 up — |u|? 2u qfldw> : (2.42)
Q

Note que de ([2.40))

Hun|q*_2un — |ul” | = ||un’q*_2un - ’un|q*_2u + |un’q*_2u - |u|q*—2u|

< ug ‘I*_2|un —ul + ||uy, -2 lu Q*_2||u| =o0,(1) q.t.p
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enquanto que de ([2.41]) temos

* __ * __
q*—2 q 2U

un|® “u, — |u FT < 27T (97 + [u|”), VneN,

onde g7, |ul?" € L*(Q) e portanto, 271 (97 + |u]”) € L*).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

q -2

q*
“—1dy = 0.

*_
=2,

lim [ ||u, Uy — |u
Q

n—oo
De ([2.42)), concluimos que

|| J5(wr) — J5(u)||l« — 0 quando n — +oo,

ou seja,
Jo(un) — Jo(u) em (Wol’q(Q))’.

Mostrando que J, € CH(W;4(Q),R)
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