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Resumo

Neste estudo, usaremos algumas técnicas de Anadlise Funcional Nao-Linear para
investigar existéncia e multiplicidade de solucoes para a seguinte classe de problemas

elipticos nao-locais do tipo Steklov - Neumann sob a forma

M(||ul|*)(—Au+u) = a(\,z,u) em Q

0.1
M(H“’P)g_:; =b(\, z,u, B(x,u)) em IN 0-1)

em que  é um dominio suave e limitado do RY, N > 1, o operador M (||u||?) serd o termo
de Kirchhoff em que ||ul]? = /(\Vu\z + u?)dz é a norma usual em W12(Q). Temos ainda
Q

que a, b sao fungoes dadas, B é um operador integral do tipo B(z,u) = /c(a:)uﬁda com
A
A € {Q,00}, do é a medida de superficie de Lebesgue em Jf2,  é uma constante positiva,

1 é a normal exterior unitaria em 0.

Palavras chave: Kirchhoff, Fronteira Integral, Condicao de Neumann, Teorema do Passo

da Montanha, Principio Variacional de Ekeland.
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Abstract

In this study, we will use some nonlinear Functional Analysis techniques for to investigate
the existence and multiplicity of solutions for the following class of nonlocal Steklov-

Neumann type elliptical problems in the form

J(—Au+u) =a(\, z,u) em £
ou (0.1)
on

2
M(Jul]?)=— = b\, z,u, B(x,u)) em N

where Q is a limited soft domainn of RY, N > 1, the operator M (||u||?) will be the term of
Kirchhof where ||ul* = /(|Vu]2 + u*)dx is the usual norm in WH2(Q). We also have that
Q

a,b are given functions, B is an integral operator of the type B(z,u) = / c(x)u’do with
A
A € {Q,00Q}, do is the surface measure of Lebesgue in 02, 3 is a positive constant, 7 is the

unitary external norm in 0f2.

Keywords: Kirchhoff, Boundary Integral, Condition of Neumman, Mountain Pass

Theorem, Ekeland Variational Principle.
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Indice de Notacoes

Q, | Q| e 09 sdo, respectivamente, o fecho, a medida e a fronteira do conjunto €.

L*(Q) = {u : Q2 — R; u é mensuravel ;/ lu|*dz < —i—oo}.
Q

1
lull2) = (/ |u\2dx> ¢ a norma usual em L?().
Q
W12(Q) é espago das fungoes u € L*(2) tal que Vu € L*(Q).

(u,vy = /(VUVU + uv)dz é o produto interno usual em WH2(Q).
Q

2
llul| = (/(|Vu|2 + uz)dx) é a norma usual em W1H2(Q).
0

Wy?(Q) é espaco das funcoes u € L*(Q2) tal que Vu € L2(Q) e / udz = 0.
o0

(u, U>W(}»2(Q) = / VuVudz é o produto interno usual em Wy (Q).
Q

1
HUHWOI,Q(Q) = (/Q(|Vu\2)da:> é a norma usual em W, ?(Q).

Jo(IVul> +u?)dx |
2 €2 melhor constante de Sobolev da
weWL2@Q\Wo (@) ([, |ulido)

imersao compacta de W2(Q) em L?(99).

S(9,2,q) =

N 92
u -, . . -
Au = E 922 ¢ o operador Laplaciano aplicado a funcao u.
€T
i=1 i

u, — u convergéncia forte (em norma)

viil



u, — u convergencia fraca

C“ é o conjunto das funcoes f : 2 — R Holder-continuas de expoente a que possuem

extensao continua em §2

C1 é 0 conjunto das funcoes u € C1(2) cuja derivada é Holder-continua com expoente

a e (0,1).
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Introducao

Neste estudo usaremos algumas técnicas de Anélise Funcional Nao-Linear para investigar
a existéncia de solugoes para a seguinte classe de problemas elipticos nao-locais do tipo

Steklov - Neumann sob a forma.

M(||ul|*)(—Au + u) = a(\,z,u) em

0.2
M(HUHQ)g—:; = b\, x,u, B(z,u)) em I 02

em que  é um dominio suave e limitado do RY, N > 1, o operador M (||u||?) serd o termo

de Kirchhoff em que |ul]? = /(|Vu|2 + u*)dr é a norma usual em W12(Q). Temos ainda
Q

que f, g sao fungoes dadas, B é um operador integral do tipo B(x,u) = /c(x)uﬂda com
A
A € {Q,00}, do é a medida de superficie de Lebesgue em 92, 8 é uma constante positiva,

1 é a normal exterior unitaria em Of).

O problema (??) ¢ denominado nao-local devido a presenga do termo M (||u||*) nao
ser calculado pontualmente. Algumas classes interessantes de problemas do tipo Kirchhoff
com condi¢do de fronteira integrais, tais como (?7?), foram estudadas de diversas formas
em [?]. Grande parte dos trabalhos relacionados a Equagdo de Kirchhoff estudaram-na
sob condigoes de fronteira homogéneas de Dirichlet. O primeiro a utilizar argumentos de
Analise Nao-Linear para explorar os problemas nao-locais do tipo Kirchhoff foi Lions em [?].
Ressaltamos que existem diversos trabalhos sobre a equacao de Kirchhoff usando método

variacional, ver por exemplo [?], [?], [?], [?], [?]. [?], [?] e [?] dentre outros.
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Além de ser do tipo Kirchhoff, uma outra caracteristica de (??) é ter fronteira do tipo

integral. Wang [?] estuda problemas de Dirichlet com condi¢ao de fronteira integral da

forma
Qs du
Lu=— Z B (@u(x)a_) = f(z,u) em £,
ij=1 9T L (0.3)
ua) = | Klz,puln)dy em 09,

em que o nucleo K(z,y) é uma dada fungdo. Sao estudados por Wang problemas de

autovalor como, por exemplo,

em (),

A
(0.4)
p = K/s@(y)dy em Of
Q

em que A > 0 é um parametro real e K(z,y) é constante, existéncia de solugbes para os

casos linear e semilinear usando Principios de Comparagao e Teoria de Semigrupos.

No capitulo 1 foi feito um resumo sobre a Teoria Espectral e Teoremas de Krein-Rutmam,
introduzimos também os conceitos basicos da teoria de pontos criticos que serao utilizados
no trabalho onde destacamos, em especial, o Teorema do Passo da Montanha e o Principio

Variacional de Ekeland.

No capitulo 2 fizemos um estudo sobre Problemas Lineares Nao-Locais do Tipo Steklov-

Neumann, onde destacamos os seguintes problemas

—Au+u = Im(x)u em €,

I
@ = )\/ udo em OS2, 9
on a0

e
—Au+u = 0 em (),

II
@ = )\/ud:t em Of), (1
on Q

em que A é um parametro e m é um peso positivo em C°(Q)

No problema (I), mostramos que se trata de um problema de autovalor autoadjunto, e

que o operador solugao S : WH2(Q) — W12(Q) é linear, continuo, autoadjunto e compacto.
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Usamos a teoria espectral para operadores compactos e autoadjuntos garantimos a existéncia

de uma sequéncia (1;) de autovalores reais de S, com g > g > p3 > -+ e p; — 0.

No problema (IT) mostramos que se trata de um problema de autovalor, porém, do tipo
nao autoadjunto. Devido a isso ndo podemos usar a teoria espectral como no problema (I),
ainda assim mostramos que é possivel realizar uma caracterizacao para o autovalor principal
do problema (II), mostrando que o mesmo ¢ simples, possui autofungao positiva e néo existe

nenhum outro autovalor com autofuncao positiva.

Precisamente, no capitulo 3 desta dissertagao, usaremos o teorema do passo da montanha
e o Principio Variacional de Ekeland para mostrar a existéncia de pelo menos duas solucoes

fracas nao triviais distintas para o seguinte problema de Steklov-Neumann do tipo Concavo-

Convexo
M(lullP)(=Au+wu) = f(z)|ul'~>u+ h(z) em
(PO) 9\ OU 9 1
M([[ull*) 5= = Ag@)[u]u [ —g(z)|ul'doc em O,
on o0 4

onde Q C RY é um dominio limitado e regular, M : Rt — R é a funcio dada por
M(t) = a+0bt* com a,b,a >0, f,h: Q — R, g: 90 — R sdo funcdes continuas tais que

f*,g", ht sdo nao identicamente nulas e A > 0 é um parametro. Suporemos que

1< < 2" = 2N N >3
q7p _N_27 - .

O fato do termo M (||lu||*) nao ser calculado pontualmente garante que o o problema (P0) é

nao-local.

Mas antes de encontrar solugdes para o problema (P0), vamos comentar dois casos
particulares desse problema ao qual foram estudados por Diogo em ([?]). Consideremos os

problemas

oy | MY =005 = st em Q.
Mg = /BQFWU em 90,

emque QCRY, N>3, M: Rt — Re f: R — R* sdo funcoes continuas satisfazendo
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certas condicoes e

M(|Jul>)(—Au+u) = |[uP72u em €,

( o, OU 9 1
M(|lu||®)= = Mu|"*u [ =|u|'doc em 01,

on aa 4

em que Q C RY, N > 3, é um dominio limitado e regular, o, A >0el <g<2<p < 2* =
2N

N-—-2
Usando o Teorema do Passo da Montanha foi possivel mostrar existéncia de solugao para

o problema (P1) e aplicando a Teoria de Morse obteve-se multiplicidade de solugoes.

O problema (P2) foi dividido em trés casos, onde foi possivel mostrar a existéncia de
solucao em cada. Nos dois primeiros foi feito um estudo usado o Principio Variacional de
Ekeland para mostrar a existéncia de solucao nao trivial para o problema. J& no terceiro
caso o estudo foi feito utilizado a Variedade de Nehari e o Método de Fibracao para obter

uma solucao nao trivial.



Capitulo 1

Alguns Conceitos e Resultados Preliminares

O que faremos neste capitulo é falar sobre a Teoria Espectral, ferramenta de fundamental
importancia aplicada em Operadores Compactos Autoadjuntos, resultados do tipo Krein-
Rutman e fazer uma introducao sobre a Teoria de Pontos Criticos falando sobre os principais

métodos variacionais utilizados neste trabalho.

1.1 Teoria Espectral e Teoremas de Krein-Rutman

Comecaremos este capitulo com resultados do tipo Krein-Rutman os quais podem ser

consultados em Amann [?].
Observacao 1.1. Os espacgos vetoriais considerados sao todos reais.

Observagao 1.2. Seja X um espago de Banach e T : D(X) C X — X um operador linear
e fechado. Designamos por £(X) o conjunto dos operadores lineares continuos definidos em

X e tomando valores em X.

Definicao 1.1. O resolvente de T, designado por p € definido por

p(T) ={AeC; (M -T)' € &X)}.

O complemento de p(T") é chamado de espectro de T' e designado por o(7")
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Definicao 1.2. Dizemos que A € C é um autovalor de T se \I — T nao é injetivo. Se

x € X \ {0} satisfaz Tx = Az, entao X é chamado de autovetor de T

Definigao 1.3. O raio espectral de T, designado por r(T') é definido por

r(T) :=sup{|A|; A € o(T)}.

Definicao 1.4. Seja E um espacgo vetorial e < uma relagao de ordem em E, isto €, < é

transitiva, reflexiva e anti simétrica que satisfaz as condi¢oes de compatibilidade

r<y=z+2z<y+z VzeLE,

r<y= Ax < \y, VA >0.
Dizemos que (E, <) é um espago vetorial ordenado (EVO).

Definigao 1.5. Seja E um espago de Banach ordenado (EBO), entio x <y significa v <y

ex #y. Além disso, o conjunto

[z, ylp ={z € Bz < 2 <y},

¢ chamado um intervalo ordenado entre x e y.

Definigao 1.6. Seja (E, <) um espago vetorial ordenado. O conjunto

Ey :={z e E;z >0},

¢ chamado de cone positivo de E. Seja x € K

a) Diz-se que x é ndo-negativo se x € E, .
b) Diz-se que x € positivo se x € E, \ {0}.

c) Suponhamos que int(Ey) # &. Diz-se que x € fortemente positivo se x € int(E, ).



1.1. Teoria Espectral e Teoremas de Krein-Rutman 8

Definicao 1.7. Seja E um espago de Banach. Diz-se que (E,<) é um espaco de Banach
Ordenado se for um espago vetorial ordenado e o cone positivo E, € fechado com relagao a

topologia da norma de E.

Definicao 1.8. Seja E um espaco de Banach com cone positivo E. Diz-se que E € total

SeE:E+—E+.

Definicao 1.9. Sejam E e F espacos de Banach ordenados, respectivamente, por cones
E, e Fy. Um operador linear T : E — F € dito positivo se T(Ey) C F, e T ¢é dito
estritamente positivo se T(FE, \ {0}) C F \ {0}.

Teorema 1.1. (Krein-Rutman-Versao 1) Seja E um espago de Banach ordenado com cone
positivo total E. Suponhamos que T’ : E — E é compacto, positivo e possui raio espectral
r(T) positivo. Entao r(T) é um autovalor de T com autovetores u € E,. Além disso, r(T)

¢ autovalor de T™ com autovetores I, respectivamente.

Definicao 1.10. Sejam E e F espacos de Banach ordenados, respectivamente, por cones
E, e F,.. Suponhamos que int(F.) # @ e consideremos o operador T : E — F. Dizemos

que T € fortemente positivo, T >> 0, se Tx € int(F) para todo x > 0.

Teorema 1.2. (Krein-Rutman-Versao 2) Seja E um espago de Banach ordenado cujo cone
positivo Ey possui interior nao vazio. Se T : E — E € um operador compacto fortemente

positivo, entdo as sequintes condigoes se verificam:
a) r(T) € positivo.

b) r(T) é um autovalor simples de T tendo autovetor positivo e nao existe nenhum outro

autovalor com autovetor positivo. Aqui, positivo é fortemente positivo.
c) r(T) é autovalor simples de T* tendo autovetor estritamente positivo.

d) Para todoy € E, \ {0}, a equagdo

e —Tx=y

possui exatamente uma solugdo positiva se A > r(T') e nenhuma solug¢do positiva se

A <r(T).
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e) Para toda S € £(F) satisfazendo S > T, r(S) > r(T). Se S—T ¢ fortemente positivo,
entao r(S) > r(T).

Teorema 1.3. (Krein-Rutman-Versio 3) Sejam (E,<) um espac¢o de Banach ordenado
cujo cone positivo E, possui interior nao vazio e T € £(E) um operador positivo, compacto

e fortemente positivo. Entdo

a) r(T) é um autovalor com multiplicidade algébrica 1 tanto de T' quanto de T*.

b) os auto espacos sio gerados por fungoes fortemente positivas e por funcional

fortemente positivo.

c) r(T) é o unico autovalor de T cuja autofungao associada pode ser escolhida positiva.
Consideremos o problema de autovalor

—Au+u = Alu em (),

1.1
@—i-bu = 0 em 01, (11

em que 2 € R é um dominio limitado e regular, b € C1+(Q).

Teorema 1.4. (Krein-Rutman-Versao 4) O problema de autovalor (7?) possui um autovalor
A1 que salisfaz A > A1, para todo A € R autovalor de (?7). O autovalor Ay é chamado
de autovalor principal de (7). Além disso, Ay € o tnico autovalor tal que a autofun¢do

associada pode ser escolhida positiva em €2.

1.2 Um pouco de Teoria de Pontos Criticos

Nesta secao apresentamos um breve sumario de resultados recentes da teoria dos pontos
criticos e dos métodos variacionais que utilizaremos. Entendemos por métodos variacionais
as técnicas usadas para demonstrar que um determinado funcional atinge um ponto critico,
em que encontrar este ponto equivale a determinar uma solucao fraca para uma certa

equacao diferencial relacionada com o funcional.
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Seja X um espago de Banach real e seja I : X — R um funcional continuamente
diferenciavel, isto ¢, I € C'(X,R). Dizemos que v € X é um ponto critico do funcional I
se

I'(u)p =0 (1.2)

para toda ¢ € X, em que I'(u) denota a derivada de Fréchet. Nesse caso, o correspondente
nimero ¢ = I(u) é chamado de valor critico de I ou nivel critico de I. Veremos que na
aplicacao da teoria dos pontos criticos as equacgoes diferencias, determinar um elemento
u € X que verifica (?77) é equivalente a determinar uma soluc¢do fraca para uma certa

equacao diferencial relacionada com o funcional.

Veremos que os problemas (?77?), (?77) e (??) abordados no capitulo 3 possuem estrutura
variacional. Com isso queremos dizer que tais problemas podem ser reformulados de maneira
que a existéncia de solugao pode ser obtida através da aplicacao dos resultados da teoria de

pontos criticos.

1.3 Principio Variacional de Ekeland

O Principio Variacional de Ekeland trata-se de um teorema provado por Ekeland em 1972
(ver [?]) e é uma forte ferramenta para resolver uma ampla classe de equagoes diferencias
elipticas. Utilizamos este teorema, mais precisamente uma de suas consequéncias para
mostrar que o problema (??) possui uma solu¢ao nao trivial para os casos 1 e 2 bem como

para mostrar uma segunda solugdo para o problema (?7?) apresentados no capitulo 3.
Antes de enunciarmos o Principio Variacional de Ekeland vejamos a seguinte definigao.

Definicao 1.11. Seja X um espago topologico, a fungao ¢ : X — R € dita ser semicontinua

inferiormente se, para todo A € R, o conjunto ¢~ (X, +0o0) € aberto em X.

Teorema 1.5. (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espa¢o Métrico Completo
e ¢ : X — R um funcional semicontinuo inferiormente. Suponhamos que ¢ seja limitado

inferiormente e sejam e >0, A >0 eu € X dados tais que

o(u) < il)q(fgzﬁ + g
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Entao existe u. € X tal que

(¢) Para cada w # u. € X, ¢p(u.) < p(w) + eAd(uz, w).

O Principio Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximacao do infimo ao
garantir que, para € > 0, a fun¢do f possui um cone suporte da forma f(y) — e||lz — y||.

Uma forma de verificar como isto acontece geometricamente é ilustrada na figura seguinte.

Comecando com um ponto yo tal que f(yo) < m)f(f(x) + € e com cone f(yo) — €|z — yol|-
ze

Se este cone nao é suporte para f entdo existe um ponto y; € A = {z € X : f(z) >

o) — elle = woll} tal que
) < int () + 5 (o) = i 1))

Se f(y1) — ¢|lx — y1]| ndo é cone suporte para f, entdo repetimos o processo. Esse
procedimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequencia de
subconjuntos fechados (A;);en cujos os didmetros tendem a zero. No ultimo caso, definimos

{y} = N0 A;, deste modo obtemos o cone suporte f(y) — e|lx — y||.

Para apresentar uma consequéncia importante do Principio Variacional de Ekeland para

este trabalho, precisaremos da seguinte defini¢ao:
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Definigao 1.12. Sejam X um espaco de Banach, I € C*(X,R) e ¢ € R. Dizemos que a

sequéncia (u,) € X € Palais-Smale no nivel ¢ para I se as sequintes convergéncias ocorrem:
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ se toda sequéncia

Palais-Smale no nivel ¢ possui subsequéncia convergente em X.

Corolério 1.1. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional de classe C*

limitado inferiormente. Entao, existe uma sequéncia Palais-Smale (u,) no nivel ¢ para I,

onde ¢ = inf I(u).

ueX

Mais adiante, quando nos referirmos ao Principio Variacional de Ekeland, mais

precisamente estaremos nos referindo ao proximo resultado que pode ser encontrado em

(7] e [7].

Corolério 1.2. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional de classe C*
limitado inferiormente. Se I satisfaz a condigcao (PS). com ¢ = in)f( I(u), entao c é atingido
ue

em um ponto ug € X, e ug € ponto critico de I.

1.4 Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz pode ser encontrado [?],
0 usaremos para mostrar que os problemas (?7?) e (?77) possuem uma solugao positiva. A
seguir veremos uma ideia geométrica do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz, logo apds o enunciaremos.

Suponhamos que alguém se encontra no interior de uma montanha em um ponto A a
uma altura hg, rodeado por uma cadeia de montanhas de alturas superiores ou iguais a hg, e
se deseja atingir o ponto B situado fora da cadeia de montanhas a uma altura h; < hg, entao
parece existir um “melhor caminho” passando pela cadeia de montanhas e ligando A até B.
Um procedimento para determina-lo é o de considerar, entre todos os caminhos unindo os

pontos A e B, aquele que sobe a minima altura. Mais especificamente, avaliamos a maxima
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altura de cada caminho unindo os pontos A e B; em seguida, avaliamos o minimo entre esses
valores maximos. Veremos em seguida que é fundamental considerar alguma hipotese de
compacidade sobre essa classe de caminhos, pois como sugere a figura da direita, o melhor

caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode nao ser atingido.

e L T o A
;“'\\\“,“ﬂ‘:\‘\"‘ e
sl
P
s

Teorema 1.6. (Teorema do Passo da Montanha-M. Willem): Sejam X wum espago de
Banach real, I € CYX,R) com I(0) = 0. suponha que as sequintes condigdes sejam

satisfeitas:

(I1) Existem constantes r, p > 0 tais que I(u) > r >0, para todo u € X com ||ul|x = p

(12) Eziste um e € X tal que |le||x > p e I(e) < 0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que

(a) ¢ —2e < I(u.) < c+ 2.

(0) 11 (ue)l| < 4e.

onde

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t))

I'={y€C([0,1], X);7(0) =0 e (1) = e}.

Demonstragao. Ver [?].
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Teorema 1.7. (Teorema do Passo da Montanha-Ambrosetti-Rabinowitz): Sejam X um
espaco de Banach real, I € CY(X,R) com I(0) = 0. suponha que as sequintes condi¢oes

sejam satisfeitas:

(I11) Ezistem constantes r, p > 0 tais que I(u) > r >0, para todo u € X com ||ul|x = p

(12) Existe um e € X tal que ||e|]|x > p e I(e) <O0.

Seja

= inf I(~(t
°= I 2y TOO)

onde

I'={y € C([0,1],X);7(0) =0 e y(1) = e}.

Se I satisfaz a condi¢ao (PS)., entdao ¢ é um valor critico para I, isto €, existe u € X tal
que

I(u)=c e I'(u)=0

Demonstragao. Ver [?].



Capitulo 2

Problemas Lineares Nao-Locais do Tipo

Steklov-Neumann

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos problemas de autovalor lineares do tipo

—Au+u = Im(x)u em £,

@ = )\/ udo em 0f),
on a0
e
—Au+u = 0 em ),
% = )\/udx em 02,
on Q

(IT)

em que A é um parametro e m é um peso positivo em C°(Q). Caso queiramos maior

regularidade das solugoes podemos supor que m € C*(2) para algum 0 < a < 1.

Sob condigoes de fronteira locais, problemas do tipo (I) e (II) foram introduzidos por

Steklov [?]. Mais precisamente, em [?] foi considerado o problema.

—Au = 0 em
@ = Au em 0f,
on

15
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o qual foi inicialmente estudado por Calderon [?]. O problema (??) tem importante
significado fisico e as propriedades dos autovalores sao bem conhecidas. Se N = 2 o
problema (?7) descreve a vibragao de uma membrana livre cuja massa total estd distribuida

uniformemente sobre o bordo.

Relacionados, também, com problemas do tipo (I) e (II) sob condigoes de fronteiras
locais temos a equacao proveniente do Teorema de Sobolev do Traco. Mais precisamente,
dada uma funcio v € C'(Q) C W?(Q), pode-se definir a restricio de u a 0S2. Esse
operador restri¢ao, que ¢ linear, pode ser estendido continuamente a W12(2), produzindo
um operador linear continuo

T: W (Q) — L"(09)

2(N —1)
N -2
no Apéndice, e encontra-se demonstrado em Adams [?]. A norma desse operador é dada

paral <r <2, = . Esse é o conhecido Teorema do Traco o qual esta enunciado

por

, _ Jo(1Vul? + u?)dx
S@.20) = _int (e lulion =13 = i o B

(22
ueW!2(@) vewr2@\wit@) (g lul"do) (22)

No caso subcritico, r < 2,, o operador traco é compacto e existe uma funcdo em
Wh2(Q) \ W, *(Q) que atinge o infimo descrito no problema (??). Esse extremo vem a

ser a solucao fraca do problema

—Au+u = 0 em (2,

2.3
gu _ AMul""2u em 09, (23)
on

em que A é um multiplicador de Lagrange.

No caso em que r = 2, chegamos ao problema

—Au+u = 0 em (),

2.4
8_u = Au em 09, (24)
on

para o qual existe uma sequéncia de autovalores reais (\;) com \; — 400, em que o
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primeiro autovalor corresponde a S(€2,2,2). Veja Bonder-Rossi [?] e suas referéncias.

2.2 Problema de Steklov-Neumann Nao-Local Tipo I:
Um Caso Autoadjunto

Nesta secao estudaremos o problema de autovalor autoadjunto

—Au+u = Im(z)u em Q,

@ = )\/ udo em O0f),
on a0

(2.5)

fazendo sua andlise espectral. Suporemos que m € C°(Q), mas se quisermos obter melhor

regularidade nas solugoes, poderemos supor m € C*(€), para algum 0 < o < 1.

Dizemos que u € WH2(Q) é solucio fraca de (?7) se u satisfaz a igualdade

/Q (VuVe + up)dz — A /Q m(@)updz + A < /6 ) uda) ( /8 ) goda) | (2.6)

para toda ¢ € W2(Q).

Temos ainda que (?7?) pode ser visto em termos do produto interno usual de W2(Q)

(o) =2 | [ mayupde+ ([ i) ([ oir)]. (27)

Motivado por essa expressao, para cada u € WH2(Q) fixada consideramos o funcional

CcOomo

linear
L,:W2(Q) — R

v —  Lu(p) = /Q m(x)updr + ( /8 ) uda) ( /8 ) ¢d0> (2.8)

para toda ¢ € W2(Q).

Observemos que L, estd bem definido e claramente é linear devido a linearidade da
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integral. Além disso, como W1?(Q) <€ L?(99), temos que u € L*(9N) e assim

‘ / udo
o0

1
< |1 z2oe)-lullz200) =| O |2 [Jul|L200)

Logo,

[Lu(@)] =

/Q m(x)ugoder( /muda) ( /mgoda)‘
< [ im@ilieide +| [ wao|| [ a0

1 1
/Q m(@)lullplde+ |09 1} lullzn |02 1} lollzen

IN

IA

[l @ lull 2@ 1@l L2y | OS2 | ([ull 200y |l L200)
e usando o Teorema do Traco

| Lu()] < (Crllmll oo @ llull L) + Ca | O | Jull 2o 1l
Como u esta fixada, temos que
ILu(p)] < C(u) - [loll, Vo € WH(Q).

E assim L, é limitado. Desse modo, L, ¢ um funcional linear e continuo em W1%(Q). Logo,
pelo Teorema da Representacao de Riesz, para cada u € W?(Q) fixada, existe um tnico
v:= Su e Wh(Q), tal que

Lu(p) = {Su, ),

v, ) = /Q m(@)ugpdz + ( /8 ) uda) ( /8 ) goda) Ve WI(Q).

Notamos que, para cada u € WH%(Q) fixada, v é a tnica solugao fraca de

isto é,

—Av+v = m(x)u em €,

(2.9)
— = / udo em OS2,
on a0
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Dessa forma, temos um operador

S WLQ(Q) — W172(Q)
u+— v = Su
em que (Su, @) = Ly(p)

Proposicao 2.1. O operador S acima definido € linear, continuo, autoadjunto e compacto.

Demonstracao.

Passo 1: (S é linear) Dadas uy,us € W12(Q) e a € R, existem tinicos Su; € WH2(Q)

e Suy € WH2(Q) tais que para toda ¢ € Wh2(Q) tem-se

(Suy, ) = Lu, (#)

(Sua, ) = Lu, ().

Assim,

(S(ur + auz), ) = Liy+au)(®)
_ / (@) (ur + aus)pdz + ( / (w1 + au2)da> < /8 ) gpda)

q o0
= [ m@upds+ ( /a ) ulda) ( /a ) Ww)

t+a [ /Q (@) uspds + ( /8 ) qua) ( /8 ) gpdaﬂ
= Lu, () + aLy,(yp)

= (Suy, ) + af{Suy, p)
= (Suy + aSus, p)

para toda ¢ € WH3(Q). Portanto, S(u; + aus) = Su; + aSus e S é linear.

Passo 2: (S é autoadjunto) Para quaisquer uj,us € WH3(Q), com v; = Su; e
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v9 = Susy, obtemos

(Sui,ug) = (vi,u)

— [ mhvado s ([ wdo) ([ wda)
— [ e ([ o) ([ wds)

= (va,ur)
= <SUQ,U1>
= (uy, Suz)

de onde segue que S é autoadjunto.

Passo 3: (S é compacto) Seja (u,) C W2(Q) tal que u,, — u em WH2(Q2). Assim,

|Su, — Sul®* = w), S(uy, — u))
= /m w)S(u, — u)dr + (/ (uy — u)da) (/ S(u, — u)da)
o0 o0
< (Cullmllzoe@lun = ullz2i) + Co | O | [un — ul| 20015 (un — w)[-
Portanto,

[Sup — Sull < Cillml| o) llun — ullz2@) + Co | 02 | [un — ull2200)-

Desde que as imersoes de W12(Q) em L*(Q2) e W2(Q) em L?(9N2) sdao compactas temos que
a menos de subsequéncias u, — u em L*(Q) e u,, — u em L*(09Q). Entao, Su, — Su em
Wh2(Q) possivelmente para subsequéncias e dai S é compacto. Sendo S compacto, entao

S é limitado e desde que este é linear, temos S continuo. W

Segue do resultado anterior e da teoria espectral para operadores compactos e
autoadjuntos que existe uma sequéncia (u;) de autovalores reais de S, com p; > pg >

p3 > ...oe pj — 0.
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Observagao 2.1. Seja Su = pu com u # 0. Supondo pn =0 entao Su =0 e dai

0= (0,0) = (Su, o) = /Q m(x)updz + ( /a ) udcr) ( /a ) gpda) L Ve e W(Q).

Fazendo ¢ = u, teremos )
/m(m)uzdx + (/ uda) = 0.
Q o)

Supondo m > 0, seque-se que

/m(x)qux =0 e / udo =0 (2.10)
Q o9

Assim temos que

(i) Desde que m > 0 em Q e u % 0, seque-se que u> > 0 e u?> # 0, entio a primeira

igualdade em (?77?) nos leva a uma contradi¢ao. Portanto, = 0 nao € um autovalor

de S.

(ii) Observemos que se m = 0, teremos Su = 0 se, e somente se,

</dﬂ Uda) (/89 @d") =0 VoeW*(Q). (2.11)

Ou seja u € Ker(S) se, e somente se, (??7) acontece. Logo, se u € Wy*(Q), entdo

/ udo = 0 e assim (?) se verifica, isto €, Wy*(Q) C Ker(S).
)

Agora suponhamos u # 0 e Su = pu com u € W12(Q) \ {0}. Dai

1, o) = (Su, ) = /Q m(@)upds + ( /a ) uda) ( /a ) goda) Ve W),

Fazendo ¢ = u, teremos

2
ullul? :/m(x)u2dx—|— (/ uda) >0
Q o0

pois m(x) > 0 em Q. Assim, seque que p > 0, ou seja, todos os autovalores de S sao

POsitivos.
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Além disso, ja que

2
(Su,u) = / m(z)u’dr + (/ uda) = pllu|* >0,
) 00

sendo u # 0 temos (Su,u) > 0. De onde segue que o operador S é positivo definido.

. Uu ,
Assim, Su = pu se, e somente se, S (— = u e dai,
1

(5 (2)) [t ([ ) () s

ou seja,

/Q (VuVi + up)dz = % /Q m(@)updz + % ( /8 ) uda) < /6 ) goda) Vi € W(Q).

1
Fazendo A = — temos
1

/Q (VuVp + ug)dz = A /Q m(@)ugds + A ( /8 ) uda) ( /8 ) goda) Ve e W2(Q). (2.12)

Desse modo, fica evidente que os autovalores A do problema (??) sdo os inversos dos

1
autovalores de S. Logo, \; = — e desde que p; — 0 temos que \; — +o0.
127

Com efeito, pela teoria da regularidade, u € W22(Q) e (A, u) satisfaz

—Au+u = Im(z)u em §,

% = )x/ udo em Of)
on o0

(2.13)

no sentido fraco. De fato, usando a identidade de Green

/Vquoda::/—Augod:p+ %gpda
Q Q a0 On

m (?7?) temos

/ —Aupdr+ %goda+/ updr = )\/ m(x)updr+\ (/ uda) (/ godcr) , Yo e WH(Q).
Q o0 On Q Q 0 Zig)
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Logo,

/(—Au+u)<,0dx—/\/m(x)ugpdx+/ @wda—/\ (/ uda) (/ god0> =0, Ve WQ).
Q Q a0 On 0 Gl

O que equivale a

/Q (—Au + u — Am(2)u)pdr + /

{% - )\/ uda} odo =0, VYpeW(Q). (2.14)
onN o0N

on

Assim, tomando ¢ € W,*(Q), de (??) temos

ou / }
— = A udo | pdo =0 2.15
/asz [377 o0 4 ( )

e que
/Q(—Au +u— dm(z)u)pdr =0 Vo € Wy (Q). (2.16)
Portanto,
—Au+u = Im(x)u em Q,
g—z = )\/m udo em 0f), (217)

Da Teoria Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos segue-se que

= sup{(Su,u);[jul| =1} >0

_ sup{/gm(x)uzdx—l— </muda)2;\|u|| - 1} -0

e existe ¢; € WH2(Q) com ||| = 1 tal que (S, 1) = p1 e Sp1 = ppr. Desse modo

w1 =r(S) em que r(S) é o raio espectral de S ver Capitulo (??) , ou seja, Ay = ;%1 = r(ls)’

Proposicao 2.2. As autofuncoes associadas ao primeiro autovalor tem sinal definido.

Demonstracao. Dada v := Su com u > 0 em W12(Q), isto é, u > 0 quase sempre em )

entao v satisfaz
—Av+v = m(x)u>0 em

@ = /udJZO em Of),
on a0
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no sentido fraco e dai, pelo Principio do Méximo, v > 0 quase sempre em (), ou seja, S é

um endomorfismo positivo. Temos ainda que o cone positivo em W12(Q) é dado por
1,2 _ L2/0)).
W (Q)Lr ={ueW(Q);u>0 ¢gs. em Q}.

eseu € WH(Q) entdo u = vt —u~ com ut € W(Q)], e u” € [WH3(Q)]
Wh2(Q) = [Wh(Q)] . — [W2(Q)],, o que significa que [W12(Q)]
neste espago. Além disso, S é positivo, pois S((W'*(Q)],) C [W"*(Q)],, S é compacto e

4~ Assim,

4 ¢ um cone positivo total
possui raio espectral positivo. Logo, pelo Teorema 77, segue-se p; = r(.S) é um autovalor de
S e que as autofungoes associadas a py = 7(T) podem ser tomadas em [W,(Q)];. Assim,

w1 > 0 quase sempre em €. Além disso, desde que ¢ é autofuncao entao p; Z0. W

Devemos observar que, pela Teoria da Regularidade, ¢; € C*(Q) para todo j € IN.

Proposicao 2.3. O autovalor \; é simples.

Demonstragao. Suponhamos que 1, e 1 sao autofungoes associada a A\; e € R. Como

S é linear temos

S(apr + 1) = pa(apr + ).

Assim, ayp; + ¥ também é autofuncao associada a A; e, portanto, tem sinal definido
como vimos na observacao anterior. Logo os conjuntos, A := {a € R;ap; + 11 > 0} e
B = {a € R;ap; + 11 < 0} sdo ambos nao vazios, fechados e A U B = R. Portanto,
existe a € R tal que ap; + ¥; = 0. De onde segue que essas autofungoes sao linearmente

dependentes e o auto-espago associado a A\; é gerado por ¢;. B
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2.3 Problema de Steklov-Neumann Nao-Local Tipo II:

Um Caso Nao-Autoadjunto

A seguir, consideraremos o seguinte problema de autovalor, que surgird em aplicagoes

futuras, que nao possui estrutura autoadjunta como no caso anterior:

—Au+u = 0 em 2,

ou (2.18)
an = A f udr em 09,

Dizemos que u € W2(Q2) é solucao fraca de (?7) se

/Q(vuw + up)dr = A (/Q uda:) (/{m godcr) , Yo e WH(Q). (2.19)

Motivado por (??), para cada u € WH?(Q) definimos o funcional

L WR(Q) — R .
oo (fue) (fowr) 750

Claramente [, estd bem definida, é linear e continuo em W2(Q). Portanto, pelo Teorema

da Representacao de Riesz, existe um tinico v := Tu € W12(Q), tal que l,(¢) = (Tu, ¢).

[ weviosvpyin = ([ wae) ([ gio).

Isso define um operador

Ou seja,

T:W'2(Q) — Wh2(Q)

ur— Tu:=v
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Notamos que T' é continuo, pois

ITul* = (Tu,Tu)
= [(Tu)

= () ([ o)
() ([ e

< N Ulzz lullzz@ 11 2200y | Tul| 200

< 1Q2[89)2Clul| | Tul.

IN

N

Portanto

[Tul] < 1822092 Clu].

Em virtude de termos no produto ( / udw) ( / wda) uma integral em €2 e outra em
Q 0
0f), esse operador, que é continuo, nao é autoadjunto, pois se tomarmos ¢ € VVO1 2(9) com

/ odz # 0 eue WH(Q)\ Wy*(Q) com / udo # 0 teremos
Q o9

Tug) = ([ute) ([ war) =0 (2.20)
e = ([ otr) ([ uir) 2o (221)

Para u € C°(Q) consideremos o problema

—Av+ov = 0 em 2,
2.22
g—z = Jyudr em 0Q. (2.22)

Pelo Teorema ??, usando o fato de que [, udx é um nimero real, o problema (??) possui

/ udx
Q

uma tnica solugao v € W?P(Q) satisfazendo

/ udx
Q

[v][w2e) < C

<o

1—l D/ -
W™ PP (09) Lr(09Q)
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Na verdade, observamos que v € C?*%(Q). Além disso,

o\
/udx (/ /ud:v da)
Q L (09) o0 Q

ull? o [P )do )
([ (el 121) o)

1
< QO ]P flull e,

IN

e dai,

[vllwre@) < C Q[P |lul Lo (- (2.23)

Tomando p > N teremos

WP (Q) — C°(Q)
e dai
[0] oo () < Clu| o e-
Desse modo, se chamarmos v := T'u, a desigualdade (??) nos diz que o operador

T:0°0) — Wh(Q)

u — Tu=wv

¢é continuo. Notemos também que este operador ¢ linear, por causa da linearidade da integral

e tomando p > N, ja que / udr € R e € é limitado, podemos usar a imersao compacta
_ Q
WhP(Q) — C°(Q) e concluir que

T:00@Q) — COQ)

u — Tu=v

¢ linear e compacto.
Desse modo, acabamos de demonstrar que
Proposicao 2.4. O operador solugdao associado ao problema (?77?) visto como operador

T:C%Q) — C°%Q)

u — Tu=v
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¢ linear, continuo e compacto.

Mesmo este operador nao sendo autoadjunto como no caso anterior é possivel realizarmos

a caracterizacao de seu autovalor principal. Faremos isso no resultado a seguir.

Teorema 2.1. O primeiro autovalor deT" é simples, possui autofungao positiva e nao existe

nenhum outro autovalor de T’ com autofuncao positiva.

Demonstracdo. Consideremos o cone [C°(Q)]* = {u € C°(Q);u > 0 em Q} e observemos
que T([C°(Q)]) C [CO(Q)]*, pois se u € [C°(Q)]F, pelo principio do maximo, v := Tu > 0.
Desse modo, T é positivo. Além disso, dada v € C°(Q), u > 0 em Q e u #Z 0 temos
/Qudx > 0. Assim, v > 0 em Q e v #Z 0 em €. Pelo Principio do Maximo ([?] pag. 634),

temos que v(z) > 0 para todo z € Q. Agora, se v(z) = 0 para algum = € 0f) entdo,

ov(x)

pelo mesmo Principio do Méximo, teriamos 0 > By

:/udx€R>0,0queéuma
contradicio. Dessa forma, v(x) > 0 para todo # € Q e, pgrtanto, existe vg > 0 tal que
v(z) > vy > 0 para todo z € Q. Assim, se uw > 0 em Q e u # 0, entdo v := Tu satisfaz
v(x) > vy > 0 para todo x € Q e, portanto, v € int[C°(Q)]*. De fato, ja que vy > 0, basta
tomar % para ver que toda w € B,(v) C C°(Q) satisfaz w(z) > 0 para todo x € §, ou seja,
B,(v) C [C°(Q)]*. Conseqiientemente, int[C°(Q)]* # @ e T é fortemente positiva. Logo

pelo Teorema ?7 o raio espectral de T, r(T'), é positivo, é autovalor simples de T" tendo

autofuncao positiva e nao existe nenhum outro autovalor de 7' com autofuncao positiva. ll



Capitulo 3

Problema de Steklov-Neumann

Concavo-Convexo

3.1 Introducao

Neste capitulo, usaremos o teorema do passo da montanha e o Principio Variacional de
Ekeland para mostrar a existéncia de pelo menos duas solugoes fracas nao triviais distintas

para o seguinte problema de Steklov-Neumann do tipo Concavo-Convexo

(PO M(HUIIZ)(—AH;) = f@ul""*u+ h(z) em €,
228 z)|u|?u ! z)|lu|fdo  em
MllulP)z, = Agl@)lul /BQ Il 09,

onde @ C RY é um dominio limitado e regular, M : RT — R é a funcao dada por
M(t) = a+0bt* com a,b,a >0, f,h: Q — R, g: 90 — R sdo funcdes continuas tais que

f*,g", ht sao nao identicamente nulas e A > 0 é um parametro. Suporemos que

1< <2 = 2N N >3
qap _N_27 - .

O fato do termo M (||lu||*) nao ser calculado pontualmente garante que o o problema (P0) é

nao-local.

29
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Mas antes de encontrar solugoes para o problema (P0), vamos comentar dois casos
particulares desse problema ao qual foram estudados por Diogo em [?]. Consideremos os

problemas

oy | M85 = s em Q.
MG = fw) /mF(u)da em 90,

emque N >3, M :R" — Re f: R— R" sao funcoes continuas satisfazendo certas
condicoes.
e
M([[ul)(~Au+u) = [ul~?u em
0 1
M([lul?) 5 = /\\u’q_Q“/ Zlul'de em 99,
on o0 4q

em que Q C RN, N > 3, ¢ um dominio limitado e regular, o, A >0el <qg<2<p < 2* =
2N

N—-2
Usando o Teorema do Passo da Montanha foi possivel mostrar existéncia de solugao para

o problema (P1) e aplicando a Teoria de Morse obteve-se multiplicidade de solugoes.

O problema (P2) foi dividido em trés casos, onde foi possivel mostrar a existéncia de
solugao em cada. Nos dois primeiros foi feito um estudo usado o Principio Variacional de
Ekeland para mostrar a existéncia de solucao nao trivial para o problema. J& no terceiro
caso o estudo foi feito utilizado a Variedade de Nehari e o Método de Fibracao para obter

uma solucao nao trivial.

3.2 Casos particulares de Problemas do tipo Steklov-

Neumann Concavo-Convexo

Comecaremos mostrando, via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz, a existéncia de solugao para o problema de Neumann Nao-Local com Termo de
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Kirchhoff Nao-Crescente dado por
M([[ul?)(=Au+u) = f(u) em
5 OU (3.1)
M(Jull*)5= = f(u) [ F(u)do em 09,
on Gl
emque N >3 M:R" — Re f:R— R sao fungoes continuas satisfazendo
M é nao-crescente e M(0) = 1. (M1)
Existem constantes ma,to > 0 tais que 0 < M (t) < mq, se t > to. (M2)
M (t*)t — +o00 se t — +o0. (M3)
f(0)=0, f(t) >0set>0e|f(—t)] < f(t) set>0. (f1)
t
limM =, em que [ > 0. (£2)
t—0 t
LS . 2N _2(N 1)
t£+mootq*1_00nde2<q<2_N_20u2<q<2*_ N 3 (£3)
Sejam A\; < Ay < ... os autovalores de (—A, W,*(€)). Suponhamos também que
A < f(0) =1 < Aj41, para algum j > 1. (f4)

Como J/\J\(t) = / M(&)d¢ e F(t) = / f(€)d¢, temos que o funcional energia [ :
0 0

Wh2(Q2) — R definido por

1

() = 3l - /QF(u)d:c - % (/m F(u)da)Z.
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é o funcional associado ao problema (77?).

Temos ainda que I € C*(W'2(Q), R) onde

P = M(lul?) [ (Vo upas — [ fds— ([ Plas) [ saeds

Q o0

para toda u, o € WH3(Q), e

I"(u) (e, )

I (Jull®) (uy ) s 9) + M([lul®) (8, 0) — / F )z

- ([ swwas) ([ seas) - ([ QF<uS>2da) ([ rwpuds).

onde M' : RT — R e f': R — R sao fungoes continuas.

Teorema 3.1. Suponhamos que M satisfaga as hipdteses (77), (?7), (7?) e que f satisfaca

a condi¢io de Ambrosetti-Rabinowitz e as hipoteses (77), (??) e (7). Entdo o problema

(7?) possui uma solugdo fraca positiva.

Idéia da demonstracao Vamos mostrar que o funcional [ satisfaz as hipdteses do

Teorema do Passo da Montanha.

Afirmacgao 1: O funcional [ satisfaz a primeira geometria do T.P.M. Em vista de

(7?) e da continuidade de M, é possivel mostrar que

() > 2l - /QF(u)d:c —% </m F(u)da)2

com my > 0.

Além disso segue de (77), (??) (??) e da continuidade da f que f(t) < (e+1)[t|+C.|t]??

para todo t € R. Logo,

z
F(t) < %ﬂ + e,

para todo t € R e, assim,

/F(u)dm< w/zﬂdm—l—C’;/ |ul?dz,
0 2 Ja Q
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para toda u € WH2(Q).

Segue das imersoes de W12(Q) em L'(Q) para todo 1 < ¢ < 2* que

| e =l < Cllal? o [ wtds = ull ) < Collul.

Logo,

l
[ Far < S e + el
Q

para toda u € W12(Q).

Quando consideramos apenas a fronteira de €2 a igualdade anterior também vale, desse

modo

1

2
3 ([ Fds) < e+ 0calul+ .ol
o0N

para toda u € W12(Q).

Portanto,

1) > a2 — [ EE D0 g2+ ey fult ) = (e + 08y fullt + C.Cy ul2) .
2 2 <

Para nao carregar a notagao denotaremos de modo mais simples as constantes da

desigualdade anterior, assim,
my
I(u) = == [ull* = (e + Dllull” = Cellull? = (e + Dlull* = Ccflulf.

Assim, supondo 2 < ¢ < 2, temos

1) = (5= E+0) Jull® (1 = Cellull*™* = (= + )ul]* = C Jul )

m
Sendo 0 < & < 71 e tomando [ e 0 < |lu|| = o < t; suficientemente pequeno tal que

1—C.0T?—co*—C.0*"2>0 e %—(8+l)>0
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teremos
m
1) > (B = (e +1) & (1= oo = (e +1)* = C.g™ ) =1 >0,
sempre que ||u|]| = p. Assim, a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha é
satisfeita.

Afirmacao 2: O funcional [ satisfaz a segunda geometria do T.P.M.

Desde que f satisfaz a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz: Fxiste 2 < u < q tal que

0 < puF(t) <tf(t) para todo t > 0, segue que

t
% > %, para todo t >0
isso nos da
F(t) > F(1)t*, paratodo t>1.

Logo, se 0 < t < 1, entdo F(t) > —K e para todo t > 0 teremos 2F(t) > F(1)t" — K.
Assim, F'(t) > Cyt* — Cy para todo t > 0.

Fixemos uma funcao ¢ € C*(Q) com ¢ > 0 em Q. Assim, para ¢t > 0, teremos

I{ew) = A1) ~ [ Flew)da =3 ( | F(tw>da)2.

Se considerarmos 1 € C}(Q) teremos (x) = 0 em 952, de onde segue que, ti)(x) = 0 em
00 e desde que F(0) = 0, obtém-se

/m F(te)do = 0.
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Neste caso,

1

Iw) = M@ - [ P

1 [t 2|2
< —/ M(s)ds + —/ M(s)ds — C’lt“/ [p|Hdx + Cs|Q|
2 0 2 to Q

A\

1
gat 0l = Cutt [ fuprda+

Como p > 2 tem-se que I(t)) — —o0 se t —> +00.

Portanto, existe ¢y > 0 tal que I(tpy)) < 0 com [[tee)|| > 0 e a segunda geometria do

Teorema do Passo da Montanha é satisfeita.
Afirmagao 3: O funcional [ satisfaz a condicao de Palais-Smale.

De fato, seja (u,) € W?(Q) uma seqiiencia Palais-Smale para I, isto ¢,
I(u,) — C e I'(u,) — 0.
Desse modo,

Hup) — 2T (up)un < [ (un)| + 2 [ (wn)un]

1
< (C + _HunH
g
onde 8 > 0 e escolhido de modo conveniente. Assim,

1 1
C+ BHunH > I(un) - _I,(un)un

B
= (§3l) ~ St ) + [ |5 Fw)] do
() [, Lo -oe]s]
Sendo % £t — %F(t) >0 f(t) > §F(t).

Da condigao de Ambrosetti-Rabinowitz temos que f(t)t > pF'(t) com 2 < p < q < 2*.
Assim, f(t)t > pF(t) > gF(t) pois f(t) > 0 para todo t > 0 e entdo F(t) > 0 para todo



3.2. Casos particulares de Problemas do tipo Steklov-Neumann Concavo-Convexo

36

t > 0. Logo, tomando # = u teremos

1
2

([ reos) [ [ ] o]

Como f(up)un > pF(u,) > 5F(u,) obtém-se que

Ctlud = (GF ) = L3 alal?) + [ | - F)| o

1 1~ 1
CH+ —|ua|| > —M(||un|2)——M U |12 |, ||?
MH | 5 | . ([[en][*) ||
1 1

||un||2 9 9
::§A M(E)dE — M ()

Desde que M ¢ continua, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada n € N,

existe 0 < &, < |lu,||? tal que

[lun?
A M(E)dE = M(E,)|un®

Logo,
Ct Hunll = LRl = LM (an )
- un - ~ un - un un
U 2 It
1 1
= Ml = Ml )

Desde que M é nao-crescente, temos M (&,) > M(||u,||?), de onde segue que

v

5 (% ol

= (5-3) MUlulPll?

1 M (||, |2 Junll2 1
o Ly s MUl 1)
I I

Assim,

¢ +1zz(1—1)Mm%wm%w
ARG
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Por (?7?), (u,) ¢ limitada em W1?(Q). Assim, a menos de subsequéncias obtemos

|lun|? — 6 em R,
u, — w em WhH(Q),
Up, u em L°(Q2), 1<s< 2

o
u, — u em L°(Q), 1<s<2,
—

un () u(z) q. s. em .

Como M é continua, temos

M(|Jun]?) — M(6) >0 em R.

Logo, existe k > 0 tal que M(||u,||?) > k > 0 para n grande.

Podemos considerar nao-negativa toda sequéncia Palais-Smale para este problema, isto

é, (u,) > 0 e consequentemente u > 0.

Desde que u,, — u em L*(Q), 1 < s < 2% segue-se que
U, — u em L*(Q), u, — u em LI(Q).

E do fato de

up(r) — u(x) q. s. em Q.

segue a existéncia de fungoes g € L?(Q) e h € L4(Q) tais que
lun(z)] < g(z) q.s. em € paratodon € N,

lu, (2)| < h(z) q.s. em £, paratodon € IN.

Além disso,

fup(x)up(z) — f(u(x))u(z) q. s. em  pois f é continua
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|f (i (@) 1 ()] < (€ + Dun|* + Celun| < (e + Dg(x)* + Coh(z)".

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/Q () Yt ()l —> / F () u(z)ds
[ stttz — [ fu)ua)a

De modo anélogo,

Assim,

on(1) = I'(un)un — I'(un)u+ M(||un||*) ((u, 0) = (un, )
= M(Jlunl*)lunll* = M(Jfunll*) i, w) + M ((lunl*) (u, 0) = (wn, w)

/ Flun)unda — ( / F(un)da) [ fun)uado

+ /Q Flun)udz + ( /8 QF(un)dU) [ e

= M(Jlunll*) ((tn; ) = 2(un, u) + (u, 1)) + 0n(1)

= M([lunll*)llun — ull* + 0n(1).

Logo, u, — u em W1%(Q), pelo Teorema do Passo da Montanha u ¢ ponto critico do
funcional I e, portanto, solugdo do problema (??). Desde que I(u) = ¢ > 0, segue que

uz0. Nl

Mostraremos agora como o método variacional aliado a teoria de Morse pode ser aplicado

no estudo de multiplicidade de solugoes para o problema (77?).

Teorema 3.2. Sob as hipdteses (M1), (M2), (M3) e que f satisfaca a condi¢io de
Ambrosetti-Rabinowitz e as hipdteses (f1), (f2), (f3) e (f4). Entdao o problema (??) possui

pelo menos trés solucaoes.

A fim de demonstrar o Teorema ?7? utilizaremos a Teoria de Morse, para isso precisamos
mostrar alguns resultados e que o funcional I seja limitado inferiormente, o que nao é o

caso como ja vimos na demonstracao de que [ satisfaz a segunda geometria do passo da
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montanha.

Assim, verificamos que o funcional I é limitado inferiormente em B,(0).

Lema 3.1. O funcional I é limitado inferiormente em B,(0), onde p = |[tot)|

Demonstragdo. Ver [?]

Lema 3.2. A origem de W,2(Q) € um ponto critico nio degenerado de I.

Demonstragao. Ver [?]
Lema 3.3. O indice de Morse de I em ug = 0 é maior do que ou igual a 1, ou seja,

m(I1,0) > 1.

Demonstracao. O indice de Morse de I em 0 é o supremo das dimensoes de subespagcos

de Wy ?(£2), sobre os quais I”(0) é negativo definido, isto é, I"(0)(y,%) < 0. Sabemos que
IO 9) = (Log) = [ 196+ lolda = 10) [ Iofd

Assim, se ¢; é uma autofuncio de (—A, W,?(2))associado ao autovalor \; temos

1"(0) (i 1) = / PO+ 1 £(0))de < 0

para todo 1 <i < j, onde j é dado na hipétese (fy). Portanto m(7,0) >j>1. W

Demonstragdo. (do Teorema ??) Desde de que I € C*(W,*(Q),R) satisfaz a condico
Palais-Smale, segue do Lema ?? que I é limitado em Bp(0) e dos Lemas ?? e 77 que ug = 0
¢ ponto critico nao degenerado de I que nao ¢ ponto de minimo com indice de Morse j

finito. Portanto, I tem pelo menos trés pontos criticos. M

Para obter solugoes para o proximo problema, fez-se uso do Principio Variacional de

Ekeland, Conhecimentos a respeito de Variedade Nehari e método de Fibragao para estudar.

Considere o problema

M(lul)(—Au+u) = |uf~?u em (),
9\ OU 72 1 (3.2)
M(||ul]*) = = AMu|%u [ —|ul'dc em 09,
o0 4q
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em que Q C RN, N > 3, é um dominio limitado e regular, o, A >0el <g¢g<2<p < 2* =
2N

N -2

Seja Ey o : WH2(Q) — R o funcional energia associado ao problema (?7) definido por

1~ 1 A 1 2
Exa(u) = 3E(Juf]?) — -/ ufPdz — 2 (/ —|u|qda) CVuew'Q).  (33)
2 P Ja 2 \Jaa ¢
Onde
—~ 1
M(t) = ——t*T vt >0.
(®) a+1 -
Logo,

1 1 A 1 2
B _ 2at1) _ _/ Py — 2 / s 3.4
Nal(u) ot 1)IIUII o) [ul"dz = 3 » qIUI do (3.4)

para toda u € W'%(Q). Além disso,

(Eialuhe) = Nl [ (VT +ug)ds = | [urupds

L) ()

para toda u, € WH2(Q).

Logo, u € WH2(Q) é solugao do problema (?7?) se, e somente se, u é ponto critico do

funcional E, ».

Teorema 3.3. O funcional E), possui ao menos um ponto critico nao-trivial, isto €, o

problema (?7?) possui ao menos uma solugdao fraca nao-trivial.

Ideia da demonstragao

Segue das imersoes compactas de Sobolev que

1 1 -2 Al
E N > 2(a+1)__S 2 p_ - ST —q 2q .
valt) 2 g P — 5yl = S () (36)
para toda u € WhH2(Q).
. 2N
Observemos que estamos considerando 1 < ¢ < 2 < p < 2" = N _ 9 De modo que

temos de estudar alguns casos:
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Solucao via Principio Variacional de Ekland.

2N
Caso 1: 1<q<2<p<2*:N 262q<p<2(a—|—1).

Neste caso, segue de (?7) que o funcional energia E,, ¢é coercivo, logo é limitado

inferiormente.
Afirmacao 1: O funcional E), , satisfaz a condigdo de Palais-Smale. (3.7)

De fato, seja (u,) € Wh?*(Q) uma sequéncia tal que |E o (un)| < Ce Ej ,(u,) — 0. Assim,

1

wiip Loz A1
2((Hl)llunllz( ) =S ) P — 55(55) UYu, | (3.8)

C Z E)\,oz(un) Z (

Logo, (u,) é limitada em W2(2) pois p > 2¢. Além disso, temos que

(Eqa(u), @) = (lunl*tn, p) = (Tun, @) (3.9)

para toda ¢ € W12(Q). Em que T : W'2(Q) — WH2(Q) é um operador compacto dado

1
(Tu,p) = / lu|P~2updr — A (/ —|u|qda) (/ |u|q_2ug0da) (3.10)
Q o0 4 le)

para toda ¢ € W2(Q).

por

De fato, para mostrar que T' é compacto definamos para cada u € W?(Q) o funcional

Ju: WE(Q) — R

o — Ju(p)

1
em que J,(p) = / lulP?updz + A (/ —|u|qda) (/ |u|q_2ug0da).
Q o0 4 o0

Observemos que J, estd bem definido e claramente é linear, por causa das propriedades
da integral, e limitado, ou seja, temos um funcional linear e continuo em W'%(Q). Logo

pelo Teorema da Representagiao de Riez, para cada v € W12?(Q) dado, existe um tnico
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vi=Tu € W2(Q), tal que J,(¢) = (Tu, p), isto é,

1
(v, ) = / |u|P2updx + (/ —|u|qda) (/ |u|q_2u4pda)
Q o) o)

para toda ¢ € W%(Q). Dessa forma temos um operador

T:W2(Q) — Wh(Q)

u — v:=Tu

em que (Tu,p) = J,(p), o qual estd bem definido e ¢é linear. Além disso, este operador
é compacto. Com efeito, tomemos (u,) C W'%(Q) tal que u, — u € W'?(Q) e fagamos
vy, = Tu, e v =Tu. Assim, temos que

T = Tull < | Ky un = ullf ) + Kellun =l 50,

Como as imersoes de WH2(Q) em L*(Q) e de WH2(Q) em L%*(0N2) sao compactas, entdo
u, — uwem WH(Q) implica em u,, — v em L*(Q) e u, — u em L?*(99Q) eventualmente para
uma subseqiiéncias. Portanto, Tu, — Tu em W%(Q) e dai T é compacto. Voltando a

identidade (?77?) teremos que
Ely(un) = |Jun|**un — Tup. (3.11)

Como (u,) é uma seqiiencia (PS), tem-se que E} ,(u,) — 0, ou seja, [Juy ||**u, —Tu, — 0.
Como (u,) é uma seqiiencia limitada em W'?(Q) segue-se que u, — u em W'%(Q) e

|un|| — @ > 0, possivelmente para subseqiiéncias.
Se @ = 0 entao u, — 0 em W1h2(Q).

Se @ > 0 entdo ||u,|| > 2 > 0 se n for suficientemente grande. Observemos que

1

Unp,

Desde que ||t,||**u, — Tu, — 0, (T'u,) converge pois T' é compacto e ||u,||** — @** > 0

teremos que (u,) converge (possivelmente para uma subseqiiéncia).
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Agora, se u € W12(Q), u#£ 0, t > 0 entao

2q t2(a+l) 2 2(a+1) _2 p q ’
Eya(tu) =t m” ull HUH dr — 3 ’U| do

Desde que 2¢ < p < 2(a+1), segue-se que E) ,(tu) < 0 se t for suficientemente pequeno.

Desse modo o minimo de F) , é nao trivial, ou seja, o problema possui solu¢ao fraca nao

trivial.

Caso 2: 1<qg<2<p<2= ep<2¢<2a+l).

N —2
Tal como no caso 1, segue de (??) que o funcional energia é limitado inferiormente,

coercivo e satisfaz a condigao (PS).

Assim, existe (u,) € WH*(Q2) uma seqiiencia Palais-Smale satisfeita por F) ,, isto ¢,
|Exalun)] < C e E}  (u,) — 0, fazendo p = 2r e 2q = s teremos 2r < s < 2(a+1) e basta

fazer uma substituicao e tudo se processara como no caso 1.
Solucao Via Nehari e Fibracao.

Caso 3: 1 <qg<2<p<2*=

N_er:2q>2(a+1).

Neste caso vamos ter

¢2(at1) tr A 1 2
Eyaltu) = ———uf2e+D — —/ Pz — 2 </ -|u\qda) |
2(a+1) P Jo 2 o0 4

Assim, FE, ,(tu) — —o0 se t — 400 e, portanto, E), nao ¢ limitado inferiormente.

Também temos que

1 1 —» X1
E o - 2(a+1) 292 o ST —q P
Facamos ¢ = ||ul|. Logo,
1 1 _» )\ 1
Ey,(u)>|——[=85,?2 ST —2(a+1) | 2(a+1)

Portanto, se o > 0 for suficientemente pequeno, entao Ey, > r > 0 se |ju|| = o. De onde
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conclui-se que, neste caso, F) , satisfaz a Geometria do Passo da Montanha.

Poderfamos verificar que E) , satisfaz a condigao (PS) e usando o Teorema do Passo da
Montanha concluirfamos que E) , possui ponto critico nao trivial. No entanto, vamos usar

neste caso a variedade de Nehari e o método da fibragao para chegar ao resultado.

O método da aplicagdo fibragdo introduzido por Drabek e Pohozaev em [?] e
posteriormente estudado por Brown e Zhang em [?] relaciona o funcional associado ao
problema com uma fungao real. Com as informagoes sobre esta fungao conseguimos uma

demonstracao simples do resultado desejado.

Definamos

Nia = {u € WH2(Q); (E'(u)ra,u) = 0}. (3.12)

Observemos que

2
(B \(w)u) = [ul?? — / |u|pdx——( /89|u|sdg) |

Assim, u € N, , se, e somente se, (E'(u)q,u) = 0, ou seja, u € Ny, se, e somente se

2\ b\’
|u||2*F? = / \u|Pdz + — (/ ]u|2da) . (3.13)
Q p i)

Além disso, se u € N, , entdao

1 1

E)\,a(u) = (2(— _ _) HUHZ(Q—H) > 0.

a+1) p

Como p > 2(a+1), segue-se que E) ,, é limitado inferiormente e coercivo em N, \a- Definamos

m = infuen, , Exa(u).

Afirmagéao 2: Ny, # 9.
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De fato, para mostrar a validade desta afirmacao, definamos o funcional fibragao

Kyo:(0,400) — R
t — Kyuo(t) = E\(tu)

para toda u € W2(Q) \ {0}. Assim,

g2ty 2(at1) 2 )
Kuo(t) = Exa(tu) = m” ul|* / lulPdr — — (/895\“’2@)

NP1 . 2
K! (1) = 12|y 2D / ufPde — ( / ]u\2da) |
’ P o0

De onde segue que

20t b\
alt) = a2 = [upas - 22 ([ jultas)
o0

= (B[ ,(tu),tu), com t>0.

Portanto, tu € N}, se, e somente se, t é ponto critico de Ky o. Agora, K, () =0 se, e

somente se,

22 0\
T [/ ulfde + (/ lulZd") ]t
Q p BY)

Desde que p > 2(a + 1) temos p — 1 > 2a+ 1 e, portanto, o iinico ponto critico ¢, > 0 de

K, ¢ dado por

1
a2+

fue = B,

p
[l + 2Nl

Observemos que

t2(a+1) 1 2\
Kouolt) = ————[lul? @ — ( =||u|/? =l .
olt) = gyl ey +
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Desde que p > 2(a+ 1) temos

Kyo(t) > 0 se t>0 for pequeno

(t)
Kyo(t) — —o0 se t— 400
K, ,t) > 0se 0<t<ty,
K, () < 0 se t>tyq.

tl!.(t

I‘ T,

De onde concluimos que N, , # .

Agora, uma questao que surge naturalmente, é se m > 0. Observemos que se u € N, 4,

22 s \°
Hu|]2(a+1):/\u|pdx+— (/ yu|2da) .
Q b a0

entao

Além disso,

/]u\pdx < Sp_gHqu; para toda u € W'?(Q)
0

/ u|? do
o0
P

2 _p
(/ \ulgdo*) < (Sg) “ullP; para toda u e Wh2(Q).
o9

IN

(S’é)_Z HUHg; para toda wu € W1,2(Q)
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Logo,

_p
2

e < 8 e+ (57) 7 e
= st (51) ] b

Portanto,

1

lull >

P

[Sp_g + (ST)_] e

para toda u € N, ,. Usando uma expressao ja vista de E) ,(u) temos

1 1
Erolu) = [—— == |[u)?*V >C >0.
o) = (gt — 3 ) Il >
Fagamos a decomposigao de N, , da seguinte maneira:

K, (t.) = 0 seesomentese t,u€ Ny

o que equivale a

K, (1) = 0 seesomentese u€ Nyg

Assim, é natural decompormos N, ,, em pontos de minimos locais, méximos locais e pontos

de inflexao
)i_a = {u € N/\,Oz; K57a(1> > O}
o = {ue N,\,Q;nga(l) <0}
)(\),a = {U S N)\,a; KQ/LI,Q(]') = O}
Assim,

N)‘va: ;:aUN):aUN/\O,a‘
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No entanto, temos que K/ (1) =0 se e somente se u € /\/',\,a, 0 que ocorre se, e somente,

2\ s\’
(||| 2@FD) = / lulPdz + — (/ |u|2d0) ) (3.14)
Q p o0

Mas

2\ v\ 2
Kl (1) = (2a + D |ul 2 — (p— 1) [/ ufPdr + — (/ |u|2da> ]
’ Q p By

e, entao,

2 v 2
K[ (1) = 2a+ Dfuf* ) — (p—1) [/ |ulPdz + 2 (/ Iul2da> ] .
Q b 9

Usando a identidade (??7) temos que

K! (1) = (2a+1)[u*@) — (p— 1) { / ufPda + [Juf 2D — / |ur”d4
= 20+ 1)||u||2(a+1) —(p-— 1)||u||2(a+1)
= [2a+1) = (p— 1)] ul?C+D

= [2(a+1) = p] Jul** < 0.

+ A0 , Y
Logo, N, =N\, = d e dai Ny o = N,

Portanto, o o funcional E), possui um ponto critico u € WH?(Q2). W

E importante lembrar que os dois problemas abordados anteriormente foram estudados

mais detalhadamente por Diogo em [?] e sdo casos particulares do préximo problema.

3.3 Problema de Steklov-Neumann Concavo-Convexo

um caso geral

Nessa sessao encontra-se o resultado principal desse trabalho onde vamos utilizar

Teorema do Passo da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland para mostrar a
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existéncia de pelo menos duas solucoes fracas nao triviais para o seguinte problema do

tipo Steklov-Neumann Concavo-Convexo

M(|lul)(=Au+u) = f(2)[ul~*u+ h(z) em a1
M(HUHQ)g—z = )\g(x)]u\q_Qu/aQ%g($)|u|qda em 9, 19

onde Q C RY é um dominio limitado e regular, M : RT — R é a funcao dada por
M(t) = a+0bt* com a,b,a >0, f,h: Q — R, g: 90 — R sdo funcdes continuas tais que

f*, g7, h" sao nao identicamente nulas e A > 0 é um parametro. Suporemos que

1< <2'=— N2>3 3.16
4P vy V= (3.16)
Observacao 3.1. Designemos por S, a melhor constante de Sobolev da imersdo compacta

2N
de WH2(Q) em L™(Q) para 1 <r < 2* = N —3’ isto ¢,

ey < ()72 lullr.2-

Observagao 3.2. Designemos por ST a melhor constante de Sobolev da Imersao compacta

2(N —1
de W12(Q) em L™(0Q) para 1 <r < 2, = ( )

——= isto €,
N -2

ullzra0) < (ST 72 ||ul)1,0-

Multiplicando ambos os membros da equagao (??) por uma funcgio teste ¢ € Wh2(Q) e

integrando, obtemos

(i) M(|Jul?) / ~Augpds + M([[ul]?) / wpds = / F (@)l 2updz + / h(x)pd,

Q

(i) M) [ o5t = ( | gg<x>|u|%) ( / Qg(azﬂuwwda) |

Aplicando a identidade de Green em (i) temos

ou
M (||ul?) (/Q Vch,pd:lc—/m<,pa—nala)+]\/[(HuH2)/ngoalaj:/Qf(:lc)]u\pQuc,aalx—i-/Q h(x)edx
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e segue de (i7) que

M(||u||2)/Q(VuV90~I—u<p)das = /f(:v)|u|p_2u<pdx+/h(as)goda:

4 AQ( /m%g(x)\ulqda> (QLQg(x)]u\q2uapda). 40

Portanto u € W2(2) é solugao fraca do problema (?7) se, e somente se, u satisfaz a equagao
(?7) para toda p € W'2(Q).
Desta forma uma soluc¢ao fraca para o problema (??) é um pondo critico do funcional

E : Wh(Q) — R se, e somente se, o funcional satisfaz

(). g) = M(|lul?) / (VuVip + up)de — / F (@)l updz — / h(z)pds

- ([ ggé;)wda) (/ Qg(w)!zjﬁwda) ) o

para toda p € W1?(Q). Logo, um candidato natural a funcional associada ao problema

(7?7) é da forma

B(w) = 53 (lul) =+ [ e = [ auda =5 ( /a ) $g<x>|u|%)2 (3.19)

Com

t
b
M ds-/(a+b8 )ds = at + ——t**! t € R.
0 a+1

Desse modo, temos

pay = A e L i [ neae =3 ([ o) @20)

2 2(a+1) o9 4

Teorema 3.4. O funcional E : W'?(Q) — R definido em (??) € o funcional associado ao

problema (7?7). E € C*(WY2(Q),R) , cuja derivada no sentido de Frechet dada por (77).

1
Demonstragdo. Considere F(u) = QJl(u) — Jo(u) — J3(u) — %J4(u), onde

Ji(w) = M(|[ul®); Ja(u) = %/Qf(fv)liﬂp da;

Jo(u) = /Qh(x)udx; Tu(u) = (/é)ﬂég(x)\uﬂda)z.
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Mostraremos que Jy, Ja, Js, J, € CHW2(Q), R).

t
Calculando a derivada de gateaux D.J;. Como M (t) = / M (s)ds segue que a derivada
0

de ]\//T(t) é igual a M (t). Assim, para calcular D.J; considere H;(u) = |lul|?>. Desse modo,
temos que DJ;(u)p = M(||ul|*)DH;(u)p. Vamos calcular DH;. Por defini¢ao,temos que

D = fiy P
2 2
N e 1

t—0 t

ol 20, ) + 2l — [l

t—0 t
t 2
o 120 )+ tf?)

t—0 t

= lim {2/(vw<p+w) dx+t\|so\l2]
Q

t—0

= 2/(Vqu0+ucp)dx.
Q

Portanto, D.J;(u)p = M(||u|®*)DH;(u)p = 2M (||ul]?) /(Vquo + up)dz. (3.21)
Q

Mostraremos que D.J; é continua. De fato,vejamos que DH; é continua. Seja (u,) C

Wh2(Q) tal que u, — u em WH2(Q2). Entao, para cada ¢ € W2(Q), com ||¢| < 1, temos

|DH;(u,) — DHy(u)p| = ‘2/(VunV<p + upp) do — 2/(VuV<p + up) dx
O 0

< 2/(]Vuanp — VuVep| + |u,p — up|) de
Q

= 2/ |Vu, Vo — VuV| dx—l—Q/ lunp — uyp| dz
Q Q

2 [ 1V(wn ~ 0)Vel do+ 2 [ J(un = w)e| da
Q Q

< 2llun — ulfollello + 2llun — ullr2o)ll@l 20
< 2fun — ulllloll + 2C]un — ullll@]l

= (2420)[lun — ulll#ll

< (24 20)||up — ul|
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Aplicando agora a norma em (IW!2(2))’, concluimos que

IDH: (un) = DHy(u)|| == sup [DHy(un)e — DHy(u)p| < (2 + 2C)[Jun — ull

llell <1

Logo DH,(u,) — DH;(u) em (WY*(Q))" quando u,, — u em W'%(Q). Portanto, DH; é
continuo e desse modo D.J; é continuo e temos D.J; = J;. Assim J; € C*(W2(Q),R) e por
(??7) temos que

Dy () = T () = 2M([ju]]?) / (VuVe + up)de (3.22)

Calculando a derivada de gateaux D.J,. Para cada t € R com 0 < [t| < 1 e cada

u, o € W12(Q) definamos a aplicagao h : [0,1] — R por

hs) = |u + stpl?
p
P tolP
Note que h(0) = M, h(1) = Jut tol? e pela regra da cadeia, obtemos
p

B (s) = |u+ stpP~2(u + sto)te.

Temos que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1) logo pelo Teorema do Valor Médio,

existe a € (0,1) tal que

h(1) — h(0) = ()

tolP — |ulP
Jut S01|9 b _ lu+ ateP 2 (u + atp)ty
tolP — |ulP
Jut iL) [ul = |u+ atpP%(u+ atp)p (3.23)

Além disso, para cada sequéncia |t,,| — 0 quando n — +oo temos de (?7?) que

[u(z) + tap(@) [P — [u(z)?
lnD

— |u(2) [P ?u(z)p(r) q.t.pem €.
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Como a € (0,1) e 0 < [t| < 1, segue de (?7) que

ju+tel” — Jul?

tp = Ju+ atel’ e < Ju+ @l

Como W2() estd imerso continuamente em LP(Q)) com 1 < p < 2* e L?()) é um espago

vetorial, entao

u, o € LP(Q) = u+ @ € LP(Q) = |u+ Pt € Li1(Q)

e desde que

P Tep sao expoentes conjugados, por Houder |u + [P~ | € LY(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, temos

DJs(u)p = lim

t—0

Jo(u+ty) — Jo(u)
= lim

t
1 py. 1 p
- / f@)lu +toPda - / f(@)|ulPdz
t—0

p_ p
_ lim/f (‘“H@’ i ) x
t—0
tolP — |ulP
= [ (et =Ly,
= P

- / F(@) [uPupde.
Q

Portanto, DJy(u /f YulP2updz. (3.24)

Vamos mostrar agora que D.J, é continuo. De fato, seja (u,,) C W1?(Q) uma sequencia
tal que u, — u em WH3(Q). Segue da imersao continua de Wh?(Q2) em LP()) com
1 <p< 2 nocaso N > 3 que u, — u em LP(Q)). Assim, pelo Teorema de Vaimberg

existem (un;) C (u,) e a € LP(2) tais que:

(a) tUn;(z) — u(z) q.t.pem

(b) |un;(7)] < a(x) qt.pem Q.
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Usando (b) e a desigualdade triangular, temos

e, (@), (1) = u(@)~u(a)| 75

IN

(Jttn, ()P~ + () Py 7o
< (o)™t + fu(z) P hye

Cla(@)? + u(@)[?).

IA

Como u, v € LP(Q) entao u?,af € L*(Q) e portanto C(a(z)? + |u(z)|P) € L* () Assim,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

I i, 2, = 20| 2y o — 0

Desse modo, para toda ¢ € WH(Q) com [|¢|| < 1 temos

’DJ2(Unj)<P — DJy(u)p| =

/ F(2) [t [P, il — / £ (@) |u2updz
Q Q

- ] [ £, 2, a2y

IN

1Lz~ / [Pt — [l 2ul [

Como (|, [P~ 2u,, — [ulP~2u) € Li1(Q), ¢ € LP(Q) e

7 e p sao expoentes conjugados,

por Holder

|DTa(un; ) = DI ()l < [1flasein | T, 1"ty = [al ]l e o N2 line)-

Da imesao continua de WhH2(Q) em LP(Q) com 1 < p < 2* no caso N > 3, segue que

(D Jo(un; ) = DIz ()l < Cllf Nl Il foam, 1”2, = ful?™2u || ey ol

A\

< Ol Nl Il foam, 172, = ful? 2w (] ey o
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Aplicando agora a norma em (W'2(2))" concluimos que

| DJo(un;) = DJo(u) || := sup [DJ(un, ) — DJo(u)gl

llell<i

< Ol fllusion | fm, P2, = a2 oy

Logo, DJs(up,) — DJs(u) em (Wh*(Q))" quando u,, — uw em W'?(Q). assim D.J, é
continuo e temos D.J, = Jj. Portanto J, € C*(WH(Q),R) e por (77?)

DJy(u)p = Ji(u /f )|u|P2updz. (3.25)

Calculando a derivada de gateaux D.J3. Por definigao, para todas u, p € WH2(Q2) temos

que
J. tp) — J.
DJs(u)p = 1138 3(u+ 9? 5(u)
/h(x)(u+tg0)dx—/h(x)udx
= lim 7% £
t—0 tn
to —
= lim [ h(z) (w>dac
t=0 Jq t
= /h(x)godx.
Q
Portanto, DJ3(U)Q0:/h($)QOd$. (3.26)
Q

Vamos mostrar agora que D.Js é continuo. De fato, note que para toda sequéncia

(u,) C WH2(Q) com u,, — u em Wh2(Q) e toda ¢ € W2(Q) tal que ||| < 1, temos

HDhWJ—DhWW1=”ﬁgﬁmﬂmw—D%WW|
= su h dr — h dx
s / (2)¢ / (2)p

= o ( / o — 90|d9€)
lell<

= 0
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Portanto DJ3(u,) — DJ3(u) em (W'%(Q)) quando u, — u em W'(Q). Logo DJ; é
continuo e temos D.Js = Jj. Portanto J3 € C*(W12(Q),R) e por (77)

DJs(u)p = Jy(u)p = /Qh(x)godx. (3.27)

1
Calculando a derivada de gateaux D.Jy. Considere Hy(u) = / —g(x)|u|?do. Desse
o0 q
modo, temos que

DJy(u)p = 2 < /m ég(x)]u\qda) DH,(u)y

Para cadat € R com 0 < |t| < 1 ecadau,p € Wh2(Q) definamos a aplicacao h : [0,1] — R
por h(s) = |u+stp|?. Note que h(0) = |u|?, h(1) = |u+tp|? e W (s) = |u+stp|T2(u+stp)te.
Temos que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1) logo pelo Teorema do Valor Médio,

existe a € (0,1) tal que

h(1) = h(0) = h'(a)

lu+tol” — |ul? = glu+ ate|"*(u+ ate)te
lu 4 t]? — |ul?

" = |u+ atp|”?(u+ atp)p (3.28)

Além disso, para cada sequéncia |t,| — 0 quando n — +oo temos de (?7?) que

[u(x) + tap(@)|? — |u(z)|®
tnq

— |u(z)|"?u(z)p(r) q.t.pem €.

Como «a € (0,1) e 0 < || < 1, segue de (??) que

|u+tel? — |ul®

tq = Ju+ atp|'e| < u+ |yl

e pelas imergoes continuas de de sobolev segue que |u + ¢|97|p| € L1(09).
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Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, temos
H. tp) — H
DHy(u)p = lim 1t ty) ()
t—0 t
1 1
~g(x)|u+te|'do — [ —g(x)|ul'do
— Jim 2o 9 o0 4
t—0 t
told — |yl
= lim g(:c)(lu+ ol = Jul )da
told — |4
= / g(x)(lim Jut tol” = Jul )da
20 t—0 tq
— [ s@lulr updo.
onN
Portanto, DH,(u)p = / g(2)|u|"*updo. (3.29)
oN

Vamos mostrar agora que DH, é continuo. De fato, seja (u,) C WH?(Q2) uma sequencia

tal que u, — u em W1%(Q).

Segue da imersao continua de W'(Q) em L%(99Q) que

u, — wem LY(0Q). Assim, pelo Teorema de Vaimberg existem (u,,) C (u,) e a € LI(99)

tais que:
(a) tn;(z) —> u(z) q.t.pem O

() |un,(z)] < a(r) q.t.pem OQ.

Usando (b) e a desigualdade triangular, temos

e, ()t () = ) |* () 7T

INIA

IN

(e, ()] + ()| )7
(@)™ + fu(z) )7

Cla(x)? + u(x)]7).

Como u,a € L1(9N) entao ud, a? € L'(09Q) e portanto C(a(x)? + |u(x)|?) € L'(Q) Assim,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

I et [ 2, = ful ™ ||,

— 0.

q

=1 (09)
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Desse modo, para toda ¢ € W2(Q2) com [|p]] < 1 temos

|DHa(un;)p = DHy(u)p| =

/ ()t |92, ol — / 9(0)lul"Pupdo
o0 o0

/ ()t [ 221, — []7 %) o
o0

< lgllzee o0 /ag Hunj|q_2un]. — |u|?%ul|p|do.

Como |y, |7t — [u|i™%u € quql(aQ), ¢ € L9(09) devido as imergoes continuas e 5 e ¢

sao expoentes conjugados, por Holder

[DHi(un, o = DHi()el < glleion I 1" tn, = a2 [y o oo
< Clglueeiony I fn, |2, = Jul"2u |y o i
< Clglloeqon I, 1" 2, =l oy

Aplicando a norma em (W!%(Q2))" concluimos que

| DHy(un,) — DHy(u) || = sup |DHy(un,)p — DHy(u)p|

llll<1

< Cliglr=@a Il lun,|"?

= 2

Logo, DHy(u,) — DHy(u) em (W'*(Q)) quando u, — w em Wh?(Q). Assim DH, é
continuo, portanto D.J, é continuo e temos DJ; = J;. Logo Jy € CY(W'%(Q),R) e por (?7?)

Dantp =S =2( [ Lylulrar) ([ atolupupas).  (aa0)

Portanto, E € C?(W2(Q2),R) com

(E'), ) = i) — Ty(u)p — B — ST ¥ up € WH(Q)
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e por (77), (??7), (??) e (??) temos

(E(u).g) = M(|lul?) / (VuVio + ug)ds - / F (@)l 2updz — / h(z)pdz

_ (/m ég(x)|u|qda) (/8Qg(x)|u|q_2ug0da> | .

Teorema 3.5. O problema (?7) possui pelo menos duas solugoes fraca nao-triviais distintas.

Demonstracao. Solucao 1 via teorema do passo da montanha
Vamos mostrar que o funcional (?7) cumpre as hipéteses do teorema.
Afirmacgdo 1: O funcional (?7) satisfaz a 1* Geometria.

Seque das imersoes compactas de Sobolev que

/Qf(l“)IUIpdx < IIfIILoo(sz)/QIUI”dﬂS = 1l llullf iy < Il (Sp) " ul”.

Logo temos a desigualdade
/Qf(x)|u|pdx < 1l zoe ) (Sp) % [l (3.31)

Além disso,

/ g@)ul'de < llgllmoo / jultdo
o0 o0
) ulide < 0o wll?
| s@lids < lglu=onlully,
1 1y < 911> 69) , crr— 211 114
—g(z)|ul"do T(Sp) 2 || (3.32)

portanto

1 q 2 ||g||%°°(8§l) T\—q 2q
—g(z)|ul'do | < T(Sq) I (3.33)
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. , 1 1
Temos ainda para p,p’ > 1 com —+ — =1ee >0 que
p P
h
/ h(z)udx < / (’ (m)‘)(5|u|)dm
Q Q €
1/ |n)\" 1
< / {—, <M> —|——(5|u|)p1d:c
Q LP € p
1 / eP
= —|h(x)[P dx + | —|ulPdx
Qel'p QP
1 / eP
< L =S, 5 ull?
< S o+ S S
Isto nos da )
I -
/ h(x)udr < —2 @ & (g8, (3.34)
Q ep P
Desse modo, para toda u € W12(Q) temos que
E(w) > ofull®+ s [l — 1||f||L°o(n)(5 )72 lull?
= 2 2(a+1) » P
I oy o Ao < (33
P _p > T\— 2
S E(Sp) 2|JulP — 2—q2(5q) |al]*2.
Segue de (??) para p = p' =2 que
hl? 2
/ h(z)udx < Hnﬂ + %(SQ)_1||U||2. (3.36)
Q

22
Desse modo, de (??) e (?7) obtemos

82

a b 1 P
Bw) > (— - —<S2>-1) Jull + gz Bl = 25l

2 2

p/
I e AMlglleon

e’ 2¢>

(Sg) ™ lull,
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tome € > 0 suficientemente pequeno de modo que § — %(Sg)*l > 0. Assim,

b 1
B) > — 2@ — L o (S0)- ull?
(u) > 2<a+1)HUH Dl llzee@ (Sp) ™2l
", 2
er’ 2q¢? 1

isso implica que

b 1
E > 2@+) | 7 = - S )% p—2(a+1)
W) 2l | 5 = i (Sp)
2 2
_)\HgH 00(89) (ST)_qHuH2q_2(a+1) . ||h‘||L2(Q)
2q2 q 82

onde ]l <g<2<2¢<2(a+1)<p<?2~.

Observamos agora que a fungao

1 ~2 . p—2( )‘”guiw(ag) 0220
v(t) = ]—)||f||Loo(Q)(Sp) 5 p—2(at1) +2—q2(SqT> ag24-2(a+1)
onde t = ||ul]| > 0, atinge um valor minimo em um tnico ponto ¢, > 0. De fato, como

2q — 2(a+ 1) < 0 temos que t # 0, para t — 0 temos que y(t) — +00 e para t —» +00

temos que 7(t) — +o00. Isto pode ser melhor interpretado através do seguinte gréfico
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Além disso, temos que

||g||L°° o0)

2 (S 2g=2 a1,
q

: 1 o »
v (t) - §||f||L°°(Q)(Sp) 2[p_2(06+1)]tp 2(a+1)— 1L

desse modo +/(t) = 0 se, e somente se, ocorrem as seguintes igualdades

1 _p ot 1)— )\ngiw(ag) _ —9(at1)—
;,l_?HfHLOO(Q)(Sp) 2[p_2(a+ 1)]tp 2(a+1)-1  _ 2—612(55) q[2(a+1) —2q]t2q 2(a+1)—1
/\“9”%00(89)
pp—2(a+1)—1 T

$2a¢—2(a+1)—-1 1 p
];IIfIILoom)(Sp) 2[p —2(a +1)]

19117 a0y (S ) ~[2(e + 1) — 2q]p
2| £l 20 (Sp) "2 [p — 2(a + 1)]

(Sg)™2(a + 1) — 2q]

q

Y

1
considere entao tg = AAr-2¢ onde

= (Hgniwwm(sf)q[?(a +1) - zq]p> e
2¢2|| f | Lo (Sp) "2 [p — 2(a + 1)]

Note que A nao depende de A pois A = A(a,p, ¢, || f|le ) [|9]|z=(00))- Desse modo,

Y(t0) = A1 (AXFE P 4 By (AN )

1 [l
onde Ay = —||f|lreo()(Sp)~ e B = %(SQT)_‘], vemos que A; e B; também nao
p q
dependem de A\, assim
v(ty) = A AP~ 2(at1) ) oge 4 AB, A%~ 2at1) 25250
= A AP\ B A2a2et ) )
p—2(at1) p—2(a+1)

= A AP~ 2oz+1)/\ ——5q +BlA2q 2(a+1) )\ "p-2q

Logo

p— 2(&+1)

Y(to) = AN 730 > 0

em que Ay = A AP~2(et]) 4 B, A2-2(e+1) - A, também nao depende de \ e assim podemos
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tomar Ay > 0 de modo que

A )\p—2(65+1) b
ty) = e e A
/Y( 0) 2 0 2(0{“‘ 1)
Tome ||u|| =ty > 0 entéo
p—2(a+1)
Y(llull) = Ay 77
Assim
b p—2(at1) IA]32
E(u) > 20| 2 g\, | - @ 3.37
(U’) i 0] 2(Oé+1) 270 82 9 ( )

b p—2(a+1l)

como tﬁ“‘*” [m — A\, 77 } nao depende de € > 0 podemos considerar h pequeno

de modo que

b e L
Blu)> 20| 2 gy | - E@ o
(U) ] 2<Oé+ 1) 270 £2 r )
ou seja, existem 7,19 > 0 tais que
E(u) >r >0 sempre que ||ul| =ty > 0. (3.38)

Afirmacgdao 2: O funcional (7?) satisfaz a 2 Geometria.

Dada uma funcao teste ¢ € C*(Q) fixada e t > 0 de modo que |[ty|| > 0, teremos

at’ bt

P
B = Gl + e WP = [ wlepds

— / haypdz - 2L ( /8 ) §g<x>\w\qdo)2.

Se considerarmos 1) € C¢(Q) teremos ¢(z) = 0 na 92 desse modo,

/ Ly(@)lw|7do = 0.
o0 4
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Logo

at2 th(OHrl)

2 2(a+1 tP p —
B(10) = WP + 5P = = [ f@ivrae =t [ n@ppde. (339

desde que 1 < g <2 <2 <2a+1) <p< 2 como f #0set € CLQ) é tal que
supp(v) C {x € Q; f(x) > 0}, teremos E(ty)) — —oo quando t — +o00. Portanto existe
t. > 0 tal que e = t,ib com E(e) < 0 e |[t.0]] > to garantindo que a segunda geometria do

Teorema do Passo da Montanha estd satisfeita.
Afirmacgdo 3: O funcional (?7) satisfas a condicao Palais-Smale.

Seja (u,) C W2(Q) uma sequéncia (PS), para E, isto é
E(uy,) = ¢ e E'(uy,) =0
desse modo existe C'g > 0 tal que
|E(un)| < Cg, ¥neN.

Assim de (?7), obtemos

(3.40)

—2(a 2
s 2 Blun) 2 a7 | 5= ) 110

A
2(a+1) 270 g2

seque de (?7?) que (u,) é limitada em W12(Q). Além disso, temos que

(E'(u) ) = M(Jun]?) / (Ve Vo + tng)d — / £ (@) unlP 2o — / h(x)pda

A [ S@iupas) ([ slnlrtugdo)

= (- bl e, ) — [ | 5@l ugda + [ nia)gds

A ( /a ) ég(x)]un]qda) ( /a ) g(x)|un\q_2ung0da) }

(E'(un), ) = {(a+ bllual|**)tun, 0) — (Tun, ) ¥ € WH(Q) (3.41)

isto é
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onde T : W12(Q) — W12(Q) é um operador linear definido por

Tug) = [ f@hlupds + [ hia)pda

J:; </ag ég (x)‘“’ngf( /8 . g(x)\u!“u%) Vo € Wh2(Q). (3:42)

T é um operador compacto. De fato, para cada u € Wh(Q) fixada consideremos

inicialmente o funcional

J o WH(Q) — R

o — Ju(p)

em que

~ [ @lupupa+ [ ngtsen ([ datdoan) ([ stoldtugdn).

Observe que J, estd bem definido e é claramente linear, devido as propriedades da integral.

Vamos recordar que no Teorema (?7) mostramos que [, f(x)u[P"*updz, [, h(x)edz e
(Joq g9(@)[uldo)( [5q 9(2)|u|"*updo) sao continuos. Portanto, J, é continuo. Entdo, temos
um funcional linear e continuo em W?(Q). Logo pelo Teorema da Representagao de Riez,
para cada u € W1?(Q) fixada, existe um tnico v := Tu € W?(Q), tal que J, () = (Tu, p),

isto é,
— P2ypd h(z)pd
(v, ) / F (@) |uPPupda + / (2)pde

+A (/89 %g(:v)|u\qda) /mg(x)]u\q_zugoda) Y € W (Q).

Desse modo, temos um operador

T:Wh2(Q) — Wh(Q)

u — v:i=Tu

em que (T'u, ) = J,(¢) o qual estd bem definido e é linear. Além disso, 7" é compacto. De
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fato, seja (u,) € WH2(Q2) uma sequéncia tal que u, — u em WH?(Q2). Considere v,, = Tu,, e
v = Tu. Assim, usando o fato de J, ser um funcional linear e continuo, portanto limitado,

temos que existem constantes K; e Ky positivas tais que

| Tu, — Tul)* = (T(up —u), T(up —u))

IN

|t ) (T — T'ur)|

IN

—1 2g—1
(K llun = ullyaley + Kallun = ul3 0, ) 1T — Tul

logo

1 -
| Tu, — Tu|| < Kyllu, — UH]Z2(Q) + Kolun — uHti(alﬂ)'

Como as imersoes de W12(Q) em L*(Q2) e W2(Q) em L*(0) sao compactas temos que,
a menos de subsequéncia, u, — u em L?(Q) e u,, — u em L*(952). Logo, a menos de

subsequeéncia, Tu,, — Tu, mostrando que 1" é compacto.

Agora, temos de (??7)que
E'(up) = (a+ bllun||*) up — Ty (3.43)
Desde que (u,) é uma sequéncia (PS),, tem-se que
E'(u,) — 0= (a+ b||u,||**) wn — Tup, — 0.

Como (u,) é limitada em W12?(Q) temos que u, — u; em W'?(Q) e |lu,|| — @ > 0
possivelmente para subsequéncia em Wh?(Q). Entao, se @ = 0 teremos u, — 0 em
W12(Q). Agora, se @ > 0 entdo para n € N suficientemente grande teremos 0 < g < lunl-

Notamos agora que

1

W [((I -+ b||U/nH2a) Up — Tun + Tun} .

Up =

Temos entdo que (a + b||u,||**) u, — Tu, — 0, (Tu,) converge pois T" é compacto e
a + bl|u,||** — a + ba** > 0. Assim, a menos de subsequéncia u,, — u; em WH?(Q)

mostrando que o funcional (??) satisfaz a condi¢do (PS).. Pelo Teorema do Passo da
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Montanha u; é ponto critico do funcional (??7) e, portanto, solugao fraca do problema (?7?).

Desde que E(uy) = ¢ > 0, segue que u; # 0.
Solucgao 2 via Principio Variacional de Ekeland.

Segue de (?7?) que

at2 bt2(o¢+1

B() = WP + 5 )IW\I“+1—— / f@)lPde — ¢ / h(e)pdz

onde ¢ € CL(Q) et > 0. Assim

bt2o¢+1

E(ty) =t —H@DH2 o+ )H@DHM“) p_ /Qf(m)\w”dw—/ﬂh(w)wdx],

como h* é ndo identicamente nula, podemos escolher ¢ € C¢(Q) tal que / h(z)ydx > 0.
Q
Desse modo, se t > 0 for suficientemente pequeno, tem-se

BE(ty) < 0 (3.44)

Além disso, temos que o funcional E é limitado inferiormente na bola B;(0) C W2(Q) para

algum j > 0. Logo, existe um numero real Cj; tal que

—o00 < ;= inf E(u) <O0.
uEB]‘(O)

Considere j = t, onde ty > 0 foi obtido no Teorema do Passo da Montanha em (??), assim

—o00<Cy= inf Eu)<0e inf Eu)>r>0 (3.45)
u€ By (0) u€d Bt (0)

logo

0< inf FE(u)— inf FE(u).
u€DBy (0) u€ Bt (0)

Desse modo, podemos tomar &,, — 07 tal que

0<en< inf FE(u)— inf FE(u)
u€dBt, (0) u€ By (0)
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isso implica que

inf FE m < inf  FE(u). 3.46
el o Blu) +em < inf | E) (3.46)

Temos entao que By, (0) é um espago métrico completo e E : By (0) — R ¢ um funcional

semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Pelo Principio Variacional de Ekeland

existe uma sequéncia (u,) C By, (0) tal que

Cto S E(Un) < Cto + Em (347)
e
E(u,) < E(u) + epllun —ul|, Yu € By (0), u# uy,. (3.48)
assim, de (?7), (??) e (?7)
< i i .
E(u,) < Cy +em < uegif(o) E(u) + &, < ueégi(m E(u) (3.49)

e daf (u,) C By, (0).

Consideremos agora o funcional J,, : By, (0) — R, definido no espago métrico completo

By, (0) € W2(Q), dado por

Im(u) = E(u) + enllu — uy|, u € By(0). (3.50)

Note que

I (Un) = E(u) < Jp(u) Yu € By (0)\{u,}

isso mostra que u,, e ponto de minimo estrito de J,,.

Agora fixado v € B;(0) de modo que para t > 0 suficientemente pequeno temos,

T (U, + t0) — T (up)

> 0
; >
E(up + tv) + el (un + tv) — uy|| — E(u) _—
7 >
E(u, +tv) — E(u) N emt||v]] > 0
E(u —1—1251}) — E(u) !
= +emllv] > 0

t
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Desde que E ¢ diferenciavel entao passando ao limite ¢ — 0 obtemos

(E' (), 0) + emlv]| >0, Yo € Bi(0). (3.51)

Como (?7) é valida para todo v € B;(0) entdo podemos considerar —v € By(0). Desse

modo,
(E'(up), —v) +enl| —v|]| > 0 (3.52)
—(E'(un),v) +emllv] = 0
—(E'(un),v) = —emlvll,
assim,

—em|lv]l < (E'(un), v) < emllv]|

isso implica que

[(E' (un), v)| < m|o]].

Portanto, temos que ||E'(u,)|l« < & € €, — 0 isso garante que E'(u,) — 0 em

(W)

Desse modo, temos uma sequéncia (u,) C By (0) tal que E(u,) — Cy < 0 e

E'(up) — 0, isto é, (u,) e uma sequéncia (PS)c,, para o funcional E.

Segue da afirmacao 3 da solucao via Teorema do Passo da Montanha que E satisfaz a

condi¢ao (PS) logo, a menos de subsequéncia u,, — uy em W12(Q) temos entao que
Up — Uz, E(un) — E(us) e E'(u,) — E'(us)
pela unicidade do limite temos
E(uz) =Ci, <0 e E'(uz) =0.

Dai, uy é ponto critico do funcional E.

Comparando as solugoes via Teorema do Passo da Montanha e via Principio Variacional
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de Ekeland, temos
E(us) =Cy,y <0< c=Ew)

isso implica que uy # uy; W



Apéndice

Concelitos e resultados

Definicao A.1. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser
Fréchet diferencidvel em v € X quando existe um funcional linear T € X', tal que,

lim Iu+wv)—1I(u)—Tv

= 0.
lloll—0 [[v]|

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é unica. Vamos denotd-la por I'(u).

Definicao A.2. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que funcional I é de classe C*
em A ou simplesmente I € C'(A,R) quando é Fréchet diferencidvel em todo ponto u € X

e o operador I' : A — X' é continuo.

Definicao A.3. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser
Gateauz diferencidvel em u, se existe um funcional linear T,, € X', tal que,

1 tv) —
lim W+7? I@) o weex

t—0

A derivada de Gateaux no ponto u, quando eziste, € unica. Vamos denotd-la por DI(u).
Mais além, I € de classe C' em A se, a derivada de Gateauz existe e o operador DI : E — X'

existe e € continuo.

Teorema A.1l. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se (x,) € uma seqiiencia limitada

em X, entdo existem uma subseqiéncia (xn;) C (v,) e x € X tais que x,; —> v em X.

71
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Demonstragao. Ver [?].

Teorema A.2. (da Convergéncia Dominada de Lebesque): Seja (f,) uma seqiiencia de

funcoes em LY(Q2) e suponha que:

(a) fo(x) — f(x) q.t.p. em

(b) Eziste g € L'(Q) tal que |f,| < g para todo n € NN.

Entio f € L'(Q) e / fodr — / fdx.
Q Q

Demonstragao. Ver [?].

Teorema A.3. (de Vainberg): Seja (f,) uma seqiencia de funcoes em LP(QY) tal que

fn — f em LP(Q2). Entdo existe uma subseqiiéncia (fn;) C (fn) tal que

(a) fn,(x) — fu(z) g.t.p. em Q;

(b) Eziste h € LP(Q) tal que |f,,(x)| < h(x) para todo j € IN.

Demonstragao. Ver [?].
Lema A.1. (de Brezis-Lieb): Sejam Q um aberto do RN e (f,) C LP(Q), f € LP(R2) com

p > 1. Suponha que f,(x) — f(x) q.t.p. em Q e exita C > 0, tal que

/\fn!p <C,VneN.
Entao
/fnso — /fso, Vo € LY(Q)

onde, 1/p+1/q=1.

Demonstragao. Ver [?].

Teorema A.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov): Suponha que Q C RN seja um dominio

limitado de classe C*. Entdo as sequintes afirmacoes sao vdlidas



73

(i) Se p < N, entao W'P(Q) — L4(Q) para 1 < q < p* em que 1/p* =1/p—1/N;
(ii) Se p= N, entao W'?(Q) — L4(Q) para 1 < ¢ < +oo;

(iii) Se p > N, entdo WHP(Q) — C(Q). Além disso, as imersées sdo compactas.

Demonstragao. Ver [?]

Proposigao A.l. (Identidade de Green). Seja Q@ C RN um aberto com fronteira OQ de
classe C' e u,p € C?(RY). Entao

—/gpAudxz/Vchpdx—/ cp@da.
Q Q a0 On

Demonstragao. Ver [?]

Teorema A.5. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(2) e g € LY(Q) com 1 < P < 400
el/p+1/q=1. Entao fg € L}(Q) e

/Q 19l < 1111wy 19l oy

Demonstragao. Ver [?]

Teorema A.6. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet): Sejam H um espago de

Hilbert e f € H', existe u € H tal que
f(v) = (u,v), Yv € H.

Além disso,

[flw = llull&-

Demonstragdo. Ver [?]
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Proposicao A.2. (Alternativa de Fredholm): Sejam E uwm espag¢o de Banach e T : E — E

um operador compacto. Entao

(i) Ker(I —T) tem dimensdo finita;
(ii) R(I —T) € fechado em E e R(I —T) = Ker(I —T*)*;
(iti) Ker(I —T)={0} < R(I—-T)=E;

(iv) dim(Ker(I —T)) = dim(Ker(I —T%)).

Demonstragao. Ver [?]

Teorema A.7. (Desigualdade de Poincaré): Seja Q C RY um dominio limitado em relagdo

a alguma direcao do RN . Entao, existe C > 0 tal que

/ 2z < c/ Vulde, Yu € WE(Q).
Q Q

Demonstragdo. Ver [?]

A seguir apresentaremos resultados de existéncia e regularidade para o problema

—Au+u = f(z) em Q,

ou (1.1)
- h(z) em 0%,

Teorema A.8. Suponhamos que f € LP(Q) e h € Wlﬁ’p(aQ). Entao o problema (?7)

possui uma unica solugao u € WP(Q). Além disso.

-

[ullw2e@) < Cllifllzr@) + 1Al (1.2)

pP(00)

O préximo resultado esta demostrado em [7]
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Lema A.2. Seja Q C RY,N > 2 um dominio limitado com fronteira reqular OS). Se

l<p<N epgqu*:%?. Entao a imersao
WP(Q) — L1(0Q)

, - - . N—1 ~ . ~ ,
¢ continua. Além disso, se q < p* = (N_p)p entao a imersao é compacta.

Assim, as fungoes de W?(Q2) admitem um trago em L(9S) e temos a desigualdade do

trago Sobolev

2N — 1)

Sr(2,2,9)|ullfapa) < lullfreg), 1< g <2 = N 2

Além disso, a melhor constante de Sobolev S7(€2,2,¢) é dada

/(my? +u?)da
)\1 = inf &

weWL2(Q)\W2(Q) (/ ]u\qda)Q/q
Cle!

e as fungoes que fazem com que esse infimo seja atingido sao justamente as autofuncoes

> 0. (1.3)

associadas ao A;.
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