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RESUMO

Neste trabalho, mostramos que o critério de estabilidade numérica do método explicito
de integracao no tempo aplicado as equacoes de uma placa de Mindlin-Timoshenko é dado
por

At < —=
V3,
onde ¢ é a espessura da placa e ¢, = \/kG/p.

Este critério impoe uma restricao no passo de tempo que torna o método explicito
ineficaz quando o espacamento nodal é grande em comparacao com espessura da placa.
Isso ocorre no caso em que € << 1, tornando inviavel sua utilizagao computacional. Para
superar essa restricdo, nos usamos as técnicas desenvolvidas por Wright [23] que consiste
em combinar o método explicito de integracao no tempo com o aumento da inércia rotato-

ria. A eficicia desse procedimento é comprovada pelos trabalhos de Krieg [10], Belytschko
e Mindle [3].

Palavras-chave: Diferenca finita; critério de estabilidade; inércia rotatoria.
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ABSTRACT

In this work, we show that the numerical stability criterion of the explicit time inte-
gration method applied to the equations of a Mindlin-Timoshenko plate is given by

£

V3e,

where ¢ is the thickness of the plate and ¢ = \/kG/p.

This criterion imposes a restriction on the time step that makes the explicit method
ineffective when the nodal spacing is large in comparison to plate thickness. This oc-
curs in the case where e, making its computational use impracticable. To overcome this
constraint, we use the techniques developed by Wright which consists of combining the
explicit time integration method with increasing rotatory inertia. The effectiveness of this
procedure is evidenced by the work of Krieg, Belytschko and Mindle.

At <

Keywords: Finite difference; stability criterion; rotatory inertia.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais

Os métodos explicitos de integragao no tempo sao amplamente utilizados para se obter
respostas numeéricas na andlise transiente de problemas associados a placas e vigas. O uso
se justifica pela facilidade de implementacao e pelo baixo custo computacional, pois estes
problemas frequentemente requerem passos de tempo relativamente pequenos em seus
calculos, motivados principalmente por questoes fisicas. No entanto, para tais problemas,
a relagao de estabilidade numeérica do método de integracao explicita é extremamente
sensivel & variagoes no parametro ¢ de espessura da estrutura.

Um método para calcular a resposta transitoria dessas estruturas é usar a integragao
explicita no tempo combinada com o aumento da inércia rotatoria. (Quando nao ha
acréscimo da inércia, Krieg [10] mostrou que a estabilidade numérica impde uma restrigao
no passo de tempo que torna a integracao explicita ineficiente. Belytschko e Mindle |3|
mostraram que aumentar a inércia rotatoria alivia essa restricao, sem necessariamente
afetar a importancia dos baixos modos de vibragoes. O aumento da inércia rotatoria
diminui a frequéncia maxima, o que permite um passo de tempo maior na integracao
explicita no tempo. Uma forma de aumentar a inércia foi desenvolvida por Wright [22],
pelo uso combinado dos métodos implicito e explicito de diferenca finita.

Em seu estudo sobre estabilidade numérica de equacoes de placas planas elasticas,
Krieg [10] mostrou que o uso da inércia rotatoéria é importante para alterar os tamanhos
nos passos de espaco e tempo. Seus resultados mostraram ainda, que nem sempre ma-
lhas mais finas sao melhores. Outra descoberta importante, foi que, o maior tamanho
do passo de tempo permitido é determinado nao pelo espacamento de malha, mas sim
pelas dimensoes fisicas da placa. Krieg [10] é o marco inicial nesse contexto que, pelo
uso da discretizacao espaco - tempo em diferencas finitas aplicado ao modelo numérico
conservativo de Timoshenko, determinou que no limite do espacamento Az, que é maior

que a espessura da placa, o passo de tempo critico é diretamente proporcional & medida
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¢ de espessura, ao invés da discretizacao espacial Az, como ocorre pela relacao de esta-
bilidade CFL. Usando a andlise de estabilidade de Von Neumann, Krieg [10] encontrou
alguns resultados importantes. Sao encontrados trés intervalos de espagamento nodal nos
quais diferentes critérios sao aplicados para encontrar o tamanho do passo de tempo cri-
tico. Para um espacamento nodal muito fino, o intervalo de tempo critico é proporcional
ao espacamento nodal, isso ocorre para comprimento de onda proximo de zero. Para um
espacamento nodal grande em comparagao com a espessura, o intervalo de tempo critico é
independente do espacamento nodal, isso ocorre para comprimento de onda muito longo.
Para um espacamento nodal que é aproximadamente a espessura da placa, o célculo de
tempo critico ¢ mais complicado.

Nem sempre podemos determinar de forma simples se um esquema numérico converge
para a solucao de uma equacao diferencial, mas mostrar sua consisténcia ¢ mais pratico.
Pelo teorema de equivaléncia de Lax podemos provar que um esquema consistente é con-
vergente, se mostrarmos que esse esquema ¢ estavel. Este trabalho trata da andlise de
estabilidade numérica para equacoes dos modelos de Timoshenko e Mindlin, utilizando o

método explicito de integracao no tempo combinado com o aumento da inércia rotatoria.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos gerais

Nesta dissertacao, o objetivo é estudar a estabilidade numérica do método explicito
de integracao no tempo para o modelo Mindlin-Timoshenco com base nos trabalhos de

Krieg [10], Belytschko e Mindle [3], com uso das técnicas desenvolvidas por Wright [23)].

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos desta dissertacao foram:

- Encontrar o critério de estabilidade numérica do método explicito em diferencas
finitas para Mindlin-Timoshenko;

- Implementar os fatores de correcao do critério de estabilidade por meio do aumento
da inércia de rotagao;

- Mostrar a estabilidade numérica através da analise do raio espectral da matriz dos

coeficientes do método explicito.

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 é feito um estudo sobre os métodos de diferencas finitas. Sao apresenta-

dos a série de Taylor, definicoes de consisténcia, convergéncia e estabilidade. Mostramos
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trés critérios de estabilidade, Von Neumann, Critério da matriz e condicao CFL. Por fim
a aplicacao desses conceitos a equacao da onda.

No Capitulo 3 apresentamos a analise de estabilidade do método explicito de integracao
no tempo para o modelo Timoshenko, com base no trabalho do Wright [23]. Aplicamos
o termo de correcao para o critério de estabilidade, por meio do aumento da inércia
de rotacao e por fim efetuamos a analise espectral da matriz dos coeficiente do método
seguido dos gréaficos com as devidas observagoes.

No Capitulo 4 mostramos a andlise de estabilidade do método explicito de integracao
no tempo para o modelo Mindlin-Timoshenko com a aplicacao dos fatores de correcao Rg e
Ry para o critério de estabilidade, o que significa aumentar a inércia de rotacao. Primeiro,
apresentamos a construgao do modelo, efetuamos sua discretizacao pelo método explicito,
fazemos a anélise de propagacao de ondas, obtemos suas velocidades e frequéncias, em
seguida encontramos o critério de estabilidade. Seguindo os processos do Wright [22],
obtemos os fatores de correcao citados, para as duas equacgoes de rotacao. Finalmente,
seguimos com a andlise de estabilidade numérica através da analise do raio espectral da

matriz dos coeficientes do método explicito.



Capitulo 2

Método de Diferencas Finitas

2.1 Introducao

Quase todos os problemas em ciéncias fisicas e engenharia podem ser reduzidos a uma
equacao diferencial, as quais sao usadas para construir modelos matematicos de fenoémenos
fisicos. Uma equacao diferencial é uma equagao que envolve uma funcao incoégnita e suas
derivadas. A maioria das equacoes diferenciais nao sao de facil solucao, para resolver
muitos desses problemas, usa-se 0os métodos numeéricos. Abordamos aqui, o Método de
Diferencas Finitas.

A ideia béasica desse método é transformar a resolu¢ao de uma equacao diferencial em
um sistema de equagoes algébricas, substituindo as derivadas por diferencas. O método
numérico das diferencas finitas é facilmente executado em computadores e consiste na
discretizacao do dominio e na substituicao das derivadas presentes na equagao diferencial
por aproximagoes utilizando apenas os valores numeéricos da funcao. A ferramenta basica
no célculo das aproximacoes das derivadas é a série de Taylor.

Conforme afirma Cunha [6], a esséncia dos métodos numéricos estd na discretiza¢ao
do continuo. E esta discretizaciio que torna finito o problema e assim viabiliza sua solucio
através dos computadores.

No Método de Diferencas Finitas o dominio do problema, continuo, é substituido
por uma série de pontos discretos, ou nos, nos quais sao calculadas as incognitas do
problema. Essa substituicao do continuo pelo discreto denomina-se discretizacao. Na
pratica substitui-se as derivadas pela razao incremental que converge para o valor da de-
rivada quando o incremento tende a zero. Dizemos entao que o problema foi discretizado.
Quando o dominio tem mais de uma variavel, a ideia acima é aplicada para cada uma das
variaveis separadamente.

Uma vez efetuada a discretizacao do dominio do problema, discretiza-se a equagao
diferencial, aplicando-se o método de diferencas finitas para a determinacao das incognitas.

As derivadas, que aparecem na equagao original, sdo substituidas (ou aproximadas) por
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formulas discretas de diferencas. A aplicacao dessas formulas aos pontos do dominio
discretizado gera um sistema de equacoes algébricas, cuja solucao fornece os valores das
incognitas do problema nesses pontos discretos.

A ideia bésica dos esquemas de diferencas finitas é substituir os derivados por diferen-
cas finitas. Isso pode ser feito de varias maneiras, como do exemplo que temos

ou u(i, tn + At) — u(x;, ty,)

E(%’t”) ~ At

Nos pontos dessa malha serdo calculadas aproximagoes para uma fun¢do u(z,t) e suas
derivadas. A série de Taylor é a ferramenta matematica que relaciona os valores da funcao

e suas derivadas.

2.2 Aproximacao das derivadas por diferencas

Vamos apresentar a série de Taylor para funcoes de uma variavel e a partir delas a
aproximacao das derivadas de primeira e segunda ordem, em seguida, a aproximagao para
equacoes diferenciais parciais.

Considere o intervalo [0, L] e o nimero natural N, denotamos Az = L/N, assim

construimos as divisdes com espagamento uniforme do intervalo [0, L], entao:
To=0<r=Ax< .. <azy=NAzx=1L, (2.1)
com x; = iAx parai=0,1,..., N.

Assim construimos uma malha de pontos no intervalo (0,L.). Para uma funcao u defi-

nida na malha, escrevemos wu; para o valor aproximado de u no ponto (z;).

2.2.1 Equacoes de uma variavel

A série de Taylor associada a uma fun¢do u(z) diferenciavel infinitamente, é dada por:

u(z) = Z an(x —x;)", (2.2)

) (z; , L.
onde a,, = ~ n$‘“>. Essa é uma série de Taylor em torno de um ponto z;. Podemos escrever

r = x; + Az, entao obtemos

®© (n
u(x; + Ax) = Z “

n=0

)('$i)Ax”. (2.3)

n
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Escrevendo x = x; — Az, obtemos

N PNV IC7 J
u(a; — Az) =Y o (—An)" = > (-1 (A" (2.4)
n=0 ’ n=0 )
Efetuamos a expansao das expressoes (2.3) e (2.4) entao
(@i + Az) = u(z;) + (@) Az + #m? + #Agﬁ .. (2.5)
w(z; — Az) = u(x;) — u'(z;)Ax + #Aﬁ — #Aﬁ + ... (2.6)

Isolando a derivada primeira nestas expressoes, respectivamente, temos:

~u(w + Az) — u(w;) u' () u' ()

u'(z;) = Az ~ Ax — 2 Az? — .
, w(z;) —ulx; — Az u (x; u” (x;
u'(x;) = (1) A(x ) + é! )Aa:— ?E! >Aa:2—|—...

Assim obtemos duas aproximagoes para a primeira derivada de u(z) em z;:

u(z; + Ax) — u(x;)

u' () = A + O(Az); (2.7)
() = AT = Z(f —A2) L o(Aw). (2.8)

Onde O(Ax) é o erro da aproximacao. Nessas expressoes o erro é de primeira ordem.
A equacdo (2.7) é chamada Diferenca Finita Progressiva e (2.8) Diferenca Finita

Regressiva. Podemos também, isolar a derivada primeira, subtraindo (2.5) de (2.6),

u(x; + Ax) — u(z; — Az) = 2u'(x;) Az + 2UIN?S!Q72‘) Ar® + ...
Segue que,
o () = u(z; + Ax)zg;(:cl — Ax) B u"'S(!:Ui)sz ny
Assim obtemos
o () = u(z; + Ax) — u(x; — Ax) +O(AZ?). (2.9)

2Ax

Chamada de Diferenca Finita Central, onde o erro da aproximagio O(Az?) é de

segunda ordem. Agora vamos encontrar a diferenca finita centrada para a derivada de
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ordem 2, isso se faz somando (2.5) e (2.6).

) o
u(z; + Ax) + u(r; — Ax) = 2u(x;) +u (2;)Az* + 2u4—('x)Ax4 + ...

Segue que

1" (4) 74
u(z; + Ax) — 2u(zy) +u(r; — Ar) = u (2;)Ax? + 2u4—<‘x)Ax4 + ..

ou
. . . , @) (.,
o () u(z; + Ax) — 2u(x;) + u(z; — Ax) ol (x;)

Ax? 4l

Assim obtemos uma aproximacao para o calculo da derivada de ordem 2

Ax? + ...

" u(z; + Az) — 2u(z;) + u(x; — Ax)

u (x;) = A2 + O(Az?) (2.10)

Chamada de Diferenca Finita Centrada, onde o erro da aproximagao O(Az?) é de

ordem 2.

2.2.2 Equacoes de duas variaveis

Podemos aplicar os casos vistos para equagoes com duas variaveis. Considere a funcao
u(z,t) e suas derivadas parciais nas variaveis x e t. As diferengas finitas ja obtidas em uma
varidvel podem ser usadas em cada variavel separadamente para gerar as aproximagoes
para as derivadas parciais.

Considere os intervalos [0, L] e [0, 7] e ntimeros naturais N e M, denotamos Ax = L/N,
At =T /M, assim construimos as divisdes com espacamento uniforme dos intervalos [0, L]

e [0, 7], chegamos a seguinte malha:

ro=0<m;=Azx< .. <zy=NAzx=1L; (2.11)

comx; =iAzr et, =nAt parat=0,1,... Nen=20,1,.... M.

Assim construimos uma malha de pontos num plano (z,t). Essa malha é formada
pelos pontos (z;,t,) = (iAx,nAt) para inteiros ¢ e n. Para uma funcdo u definida na
malha, escrevemos u]" para o valor aproximado de u no ponto (z;,t,). O conjunto de
pontos (x;,t,) para um valor fixo de n é chamado de grade de nivel n.

Semelhante a uma variavel, obtemos as seguintes aproximagoes:

Diferenca finita progressiva

ou Cu(w + Az, t,) —ulzg, )

%(xi’ tn) = Ax

+ O(Ax),
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ou uw(xy, ty + At) — u(zy, ty,)
(s = At).
T (x;,t,) At + O(At)
Diferencga finita regressiva
ou w(z;, tn) — u(z; — Az, ty,)
iy g — A
81:(%’ tn) A, + O(Ax),
ou u(wy, ty) — u(zi, t, — At)
Diferencga finita central
ou u(z; + Az, t,) — u(z; — Az, ty,) 5
s — A
5 (%ir ) 2z O,
ou w(zy, ty + At) — u(zy, t, — At) 5
ey g — At?).
ot (@i ) 2A¢ +O(A)
Diferenca finita centrada
0*u u(z; + Az, t,) — 2u(xi, ty) + u(z; — Az, t,)
@(xi, tn> = A$2 + O(A$2),
0*u w(, ty + At) — 2u(x;, ty,) + u(wy, t, — At)

2.3 Meétodo explicito e implicito

Métodos explicitos e implicitos sao aproximacoes usadas para a obtencao de solucoes
numéricas de equacoes diferenciais dependentes do tempo. O método explicito de diferen-
¢as finitas consiste em determinar o valor de uma equagao diferencial num ponto (z;) em
uma variavel ou (z;,y;) em duas varidveis, num tempo posterior ao do valor atual. Ja o
método implicito encontra a solucao resolvendo uma equacao que envolve ambos valores,
atual e posterior.

A fim de aplicar um método de diferencas finitas, discretizamos os dominios do tempo
e espaco, com passos constantes. Ou seja, o eixo do espaco é discretizado em N intervalos
de passo Az, e o eixo do tempo em M intervalos de passo At conforme (2.11) e (2.12).

Nos métodos explicitos, por serem condicionalmente estaveis, o passo de tempo é
limitado por um intervalo de tempo méximo, também chamado de intervalo de tempo
critico, para garantir a estabilidade esquema usado. Apesar de ter limitacoes, é um
método de facil implementacao e de baixo custo computacional. Os métodos implicitos
sao incondicionalmente estaveis, por isso permitem intervalos de tempo maiores, mas
possuem a desvantagem de serem mais trabalhosos e com alto custo computacional. A
escolha do método implicito ou explicito depende do problema em questao, assim como a

escola do esquema a ser utilizado.
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Vamos entender melhor essas defini¢oes aplicando-os & equacao da onda.

2.4 Convergeéncia, consisténcia e estabilidade

Nao sao todos os esquemas numéricos que sao uteis para solucao de equacoes diferenci-
ais. A propriedade mais bésica que um esquema deve ter para ser util é que suas solucoes
se aproximem da solucao da equacao diferencial correspondente e que a aproximacao
melhore & medida que os espacamentos da malha, Ax e At, tendem a zero.

Seja uma funcdo u(z,t) a solugdo exata de uma equagao diferencial e u? a solugao
aproximada dada por um esquema de diferencas finitas. Observe que a solucao exata esté
definida para todos os pontos do dominio, enquanto que a solugao aproximada u]' somente
nos pontos do dominio que pertencem a malha. Entao, s6 faz sentido comparar a solucao
aproximada com a solugao exata nos pontos da malha. Assim, em um ponto (z;,t,) da
malha temos a solucdo exata u(z;,t,) e a solugdo aproximada u}.

Dizer que a solucao aproximada é uma boa aproximacao para a solucao exata ¢ equi-
valente a dizer que

|u(zi, tn) — ul'| =0,

quando Az, At — 0, onde |.| € uma norma, isto é o que veremos a seguir.
Definigao 2.1 (convergéncia): Um esquema de diferencas finitas é convergente em

cada ponto (z;,t,) da malha se (Az, At) — 0 implica
|u(z, tn) — ul'| = 0.

Um esquema de diferencas finitas é convergente em todo dominio da equagao diferencial
se converge em todos os pontos (x;,t,) quando (Ax, At) — 0.

Provar que um determinado esquema é convergente, em geral nao é facil. No en-
tanto, existem dois conceitos relacionados que sao melhores para verificar: consisténcia e
estabilidade. Primeiro, definimos consisténcia, conforme encontramos em Strikwerda [18].

Definigao 2.2 (consisténcia): Dada uma equagao diferencial, Pu = f e um esquema
de diferencas finitas, Pa, ait = f, dizemos que o esquema é consistente com a equacao

diferencial se para qualquer fung¢do suave ¢(x,t)
P¢ — Payarg — 0 com Ax, At — 0.

Quando nos referimos a uma funcao suave, queremos dizer que é suficientemente dife-
renciavel.

Exemplo 2.1: Para a equacao da onda u; + au, = 0, o operador P é % + aa% e
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Po = ¢y + ag,. Considere o esquema de diferenca dado por

1
G =08 O~

P T = )
peRvy At Az

onde ¢ =~ ¢(iAx,nAt). Usando a série de Taylor, temos

O = ¢ + ¢ AL + ¢“ AL + O(A),
= 67+ ol + (b“A 1 o(A)
Desse modo, obtemos
¢?+1 - QS? o tht 2
A7 = ¢y + — At + O(At?),
z+1 qbn _ %
N = ¢p + — Az + O(Ax?).
Entao
Prz At = ¢+ ag, + q;tt At +a ¢;m Az + O(A?) + O(Az?).
Logo
Po — Papard = —@At — gb” Az + O(At?) + O(Az?).
Assim

Pp — Prgarg — 0 com Ax, At — 0.

Portanto o esquema é consistente.

Para introduzir o conceito de estabilidade, notemos que, se um esquema ¢ convergente,
ul' converge para u(z,t), entdo certamente ] é limitado em algum sentido. Para muitos
esquemas, existem restricoes quanto ao modo como Az e At devem ser escolhidos, de
modo que o esquema seja estavel e, portanto, util na computacao.

Strikwerda [18] define regido de estabilidade como qualquer regido ndo vazia delimitada
do primeiro quadrante de R? que tem a origem como um ponto de acumulacdo. E uma
area limitada e nao nula, composta pelos pontos (Ax, At) para os quais o esquema de
diferenga finita ¢ estavel. Um exemplo de regido de estabilidade é o conjunto {(Az, At) :
0 < At < cAx < C}, onde ¢ e C sdo constantes positivas.

Definicdo 2.3 (estabilidade): Um esquema de diferencas finitas Pa, aul ¢ dito
estével em certa regiao 2 se existir um inteiro M tal que para qualquer valor positivo de

tempo T exista uma constante Cp tal que

M

[u"las < Cr Y |[u™]aa

m=0



CAPITULO 2. METODO DE DIFERENCAS FINITAS 12

para 0 < nAt < T, sendo (Az, At) € Q. Esta definicdo pode ser interpretada da forma:
a norma da solucao numeérica obtida deve ser limitada por uma constante positiva.
Teorema 2.1 (equivaléncia de Lax): Para uma equagao diferencial com problema
de valor inicial bem posto, um esquema de diferencas finitas é convergente se, e somente
se ele é consistente e estavel.
Um problema bem posto é aquele com condigoes iniciais e de contorno suficientes para
existéncia de uma solu¢do. A prova desse teorema ¢ encontrada em Morton&Mayers [13].
A seguir vamos apresentar trés critérios de estabilidade: O critério de Von Neumann,

o critério da matriz e a condicao CFL.

2.4.1 Von Neumann

O método de Von Neumann é baseado no estudo das séries de Fourier. Através do uso
da transformada de Fourier, a determinacao da estabilidade de um esquema é reduzida a
consideracoes algébricas relativamente simples. Conforme mostrado em Strikwerda [18],
a solucao de qualquer esquema de diferenca finita pode ser escrito na forma

up TN (E) = g(EAw, Az, At)u} (€),

em que £ € [—7/Ax,mAzx] e a fungdo g é obtida do esquema de diferencas finitas em
questao. Essa equacao mostra que o avanco da solucao do esquema em um passo de
tempo é equivalente a multiplicar a solucdo do nivel de tempo anterior pelo fator de
amplificacao g. O fator de amplificacao é assim chamado porque seu valor é a quantidade
que u!'(§) é ampliada no avancgo da solucdo. Aplicando essa equacao recursivamente para

n =20,1,2,... obtemos a importante equagao

up (§) = [9(€Az, Az, At)]"u (€),

onde o sobrescrito em em u é um indice do nivel de tempo, enquanto em g ¢ uma poténcia.
Por meio da transformada de Fourier, qualquer esquema de diferencas pode ser colocado
na forma desta equacao, e isso fornece um método padrao para estudar a ampla variedade
de esquemas, sendo que todas as informacgoes sobre um esquema estao contidas em seu
fator de amplificacdo. Assim, para determinar a estabilidade do esquema basta analisar
o fator de amplificacao.

A condicao exata para estabilidade de um esquema com coeficiente constante é dada
no proximo teorema.

Teorema 2.2: Um esquema de diferencas finitas com coeficientes constantes, é estavel
em uma regiao de estabilidade  se, e somente se, houver uma constante K (independente
de 0, Az e At) tal que

lg(6, Az, At)| < 1+ KAt,
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em que 0 = Az, (Ax,At) € Q. Se g(0, Az, At) ndo depende de Az e At a condicao de
estabilidade acima é dada por
lg(0)] < 1. (2.13)

A prova é encontrada em Strikwerda [18]. Este teorema mostra que, para determinar
a estabilidade de um esquema de diferencas finitas, precisamos considerar apenas o fator
de amplificacao ¢g. Esta observacao é devida a Von Neumann, e por causa disso, esta
andlise é frequentemente chamada de analise de Von Neumann.

Conforme Strikwerda [18], um procedimento para se obter o fator de amplificacdo é
substituir «} no esquema por g”ez(% para cada valor de i e n, onde i = \/—1.

Exemplo 2.2: Considere o seguinte esquema para a equacao u; + au, = 0,

n+1 n n n
i +a SAL = 0. (2.14)
Substituindo u} por g”e%‘”, obtemos

n+l,ibi _ on i neib(itl) _ gneif(i-1) L 1 elf _ o—i0
J g + ag g = g"el? g +a =0.
At 2Ax

Assim obtemos o fator de amplificacao dado por
g=1—1a0siné,

em que 0 = At/Ax. Se o é constante , entdo g ndo depende de Az e At. Como g é um

niimero complexo, entdo |g|? = ¢gg e assim
19(0)]* = 1 + a*o?sin’ 6.

Como |g(#)| ¢ maior do que 1 para 6 diferente de 0 ou 7, pelo Teorema 2.1, 0 esquema

(2.13) nao é estavel.

2.4.2 Critério da Matriz

Assumimos que a solu¢do numérica pelo método explicito no nivel (n+ 1) é dada pelo

vetor

n+1l n+1 n+1 n+1\T
UM = (ug™ ul ™ uy )

Esta solugao esta relacionada com a solucao no nivel n pela equagao
Ut = AU™ + B, (2.15)

em que B = (u?,0,..,0,u%)" & o vetor coluna com (N —1) elementos composto por valores
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de contorno e o restante por zeros e A é uma matriz de ordem (N — 1) x (N — 1) cujos
elementos sao os coeficientes do esquema numérico explicito.

Para analise da estabilidade numérica a norma da matriz A deve satisfazer ||A|| < 1,
em que ||.|| ¢ alguma norma matricial.

Para mostrar a exigéncia de ||A|| < 1 para estabilidade, considere a equag¢ao matricial

(2.15) e os seguintes vetores

u(ty) = [u(zy, ty), w(zo, tn), ..., u(zy — 1,4,)]7,

= (1,15, ...,T]T\L,fl)T,
e = (e}, ey, ..., eY]{,fl)T,

respectivamente, a solucao exata, o erro de truncamento local e o erro global ao longo do

nivel n. A solucao exata no nivel n 4+ 1 pode ser escrita na forma
u(tns1) = Au(t,) + B+ 1" (2.16)
Subtraindo (2.15) de (2.16), obtemos
"t = Ae™ + 7.
Aplicando esta equacao recursivamente para n,n — 1, ..., 0, obtemos

"t = Ae" 4 "
en+l :A26n_l+ATn_l+Tn
en+1 :A3€n72+A27_n72+A7_n71+7_n

et = AnTe0 4 A0 AP A2 A

Considerando-se na condicdo inicial que e = 0 obtemos

n

et = Z A7t
b=0
Vemos que a matriz A amplifica os erros de trucamento, por isso é chamada de matriz
de amplificagdo. Assim, se ||A|| < 1 teremos o erro decrescendo, logo, a estabilidade.
Dado um esquema de diferencgas finitas na forma (2.14), para verificar se [|A]| < 1, é
necessario a analise espectral de A. Para isso, usamos o teorema abaixo.
Teorema 2.3: Um esquema de diferencas na forma matricial é estavel em relacao

a uma norma ||.|| se seus autovetores sdo linearmente independentes e seus respectivos
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autovalores \; satisfazem
I\l <1+ O0(AY),

para todo i. A prova é encontrada em Smith [17], cuja desigualdade é mostrada conforme

segue.
Seja A\; um autovalor da matiz quadrada A e u; o respectivo autovetor, temos que

Aui = )\iui

[ Awil| = 1 Aswal| = Al [l ]

Segue da desigualdade de normas de matrizes e vetores que
[[Aws || < [JA]] |l |-

Assim obtemos
I\ < JIA]l.

Como para estabilidade temos ||A|| < 1, implica que |A\;| < 1. O que prova a necessi-
dade da restricao dos autovalores.

Agora, escrevemos a matriz A a partir do esquema de diferencas, A é uma matriz
tridiagonal. Para aplicarmos o Teorema 2.3, fazemos a andlise espectral da matriz A,
nessa dire¢ao usamos outro teorema:

Teorema 2.4: Os autovalores de uma matriz tridiagonal A de ordem k dada por

T -
c a b

A=10
0 - a b
0 c a

Sao0

)\i—a—i-Q\/Ecos( il ),
k+1

para todo ¢ = 1, .., k, em que a, b, c sao niimeros reais ou complexos.
A prova é encontrada em Smith [17], pagina 154.
Agora, vamos a uma aplicacao dos conceitos do critério da matriz.

Exemplo 2.3: Considere a equagao do calor
Ut — QUyy =0 em (0,L) x (0,7).

Sujeita as seguintes condi¢oes de contorno u(0,t) = u(L,t) = 0 para t > 0 e condigao
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inicial u(x,0) = f(x), em (0, L). Esse sistema modela a condugao de calor numa barra de
comprimento L.

Discretizamos pelo método explicito Forward Time Central Space (FTCS)
Py uilyy — 2ui +ui

NI AL : (2.17)

u

O qual podemos escrever como

n+1 __ n n n
ui T = oul g + (1= 20)u + ougyy,

onde 0 = aAt/Az? i=1,...N — 1. Obtemos v} = f(iAz) e

U™ = (u},ul, ...,un )T
O vetor B na equagao matricial ¢ dado por B = (oul,0,...,0,0u%)T, com N — 1

elementos e

[1-20 o 0 .- 0
o 1-20 o
A= 0
: . c 1—-20 o
| O 0 o 1—20]

de ordem (N — 1) x (N —1)

Pelo Teorema 2.4, temos que

k+1

ANi=1—20 (1—008 (le))’
No=1—dosin? [~ )
osin (2(k+1)>

Para a estabilidade, o critério da matriz exige que

)\i:1—20+2\/02005( il ),

T

| =|1—-40sin? [ ————
|\l ‘ o sin (2(k+1)

)‘ <1+ O(At).

Isso implica o < 1/2, isto &, o esquema (2.17) é condicionalmente estavel se At <
Az?/2a.
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2.4.3 A Condicao CFL

Essa condicao é devida a Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans Lewy. Conforme
Trefethen [21], o que Courant, Friedrichs e Lewy (CFL) apontaram foi que muita coisa
pode ser aprendida considerando os dominios de dependéncia de uma equacao diferencial
parcial e sua aproximacao discreta. A condicao CFL é uma condi¢ao necessaria para a con-
vergéncia de uma aproximacao numeérica de uma equacao diferencial linear ou nao linear.
Para problemas lineares o teorema da equivaléncia Lax afirma que hid uma equivaléncia
entre convergéncia e estabilidade.

Em geral, a condicao CFL nao é suficiente para a estabilidade, seu grande mérito reside
na sua simplicidade. Ela nos permite rejeitar varios esquemas de diferencas com uma
quantidade trivial de investigacdo. Os esquemas que satisfazem a condicao CFL podem
ser considerados com mais detalhes, usando-se em seguida algum teste para certificar a
estabilidade, Morton & Mayers [13].

Defini¢ao 2.4 (Dominio de dependéncia): O dominio de dependéncia de um
ponto (z,t) é o conjuntos de todos os pontos que a solugdo de um problema no ponto
(z,t) é dependente.

Considere a equagao

up 4+ au, =0, (2.18)

onde t > 0, a > 0 e u(z,0) = f(x). Sabemos que a solu¢ao da equagao no ponto (x,t)
depende somente do valor de f no ponto zo = x — at. O ponto xy é chamado o dominio
de dependéncia do ponto (z,t). Dependendo do problema a ser analisado, o dominio de
dependéncia pode consistir de pontos, intervalos ou regioes.

Consideremos agora, o esquema explicito de diferenca FTCS para a equagao (2.18)

dado por
R
uptt =l — E(U?ﬂ — ), (2.19)

(2 (2

onde R = aAt/Az. E claro que a solucio no ponto (iAx, (n+ 1)At), depende dos valores
no nivel n, estes por sua vez dependem dos valores de u no nivel n — 1 e assim segue até
o nivel n = 0, onde encontramos o dominio numérico de dependéncia.

Conforme mostrado por Thomas [20], para o esquema numeérico (2.19), o dominio
numérico de dependéncia para o ponto (iAz, (n + 1)At) ¢ dado pelos pontos D,, = [(i —
n—1)Ax, (i +n+1)Ax].

Definicao 2.5: Uma equacao diferencial parcial e um esquema numérico associado
satisfaz a condicao CFL se o dominio analitico de dependéncia estd contido no dominio
numérico de dependéncia.

O dominio analitico de dependéncia no ponto (z,t) para a equagao diferencial (2.18),

como vimos, é ro = x — at. Se considerarmos o ponto (z,t) = (iAx, (n + 1)At), entdo

rg =z —at =iAr —a(n+ 1)At = [i — R(n + 1)]Ax.
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Portanto, temos que zg € [(i —n — 1)Ax, (i + n+ 1)Az], o qual é o dominio numérico
de dependéncia do esquema de diferencas (2.19), se e somente se, (i —n — 1)Az < [i —
R(n+1)]Az < (i+n+ 1)Az. Segue que

i—-n—1<i—Rn+1)<i+n+1,

—(n+1)<—-R(n+1)<n+1,
—-1<-R<1 ou —1<R<1.

Assim, mostramos que o dominio analitico de dependéncia esta contido no dominio
numérico de dependéncia se, e somente se, —1 < aAt/Az < 1. Portanto, a condigado CFL
para a equagao diferencial (2.18) e 0 esquema numérico (2.19) é equivalentea —1 < R < 1,
isto &,
alt

=< 2.2
N (2.20)

A anélise feita para o esquema (2.19) vale para qualquer esquema explicito da forma

ntl

— n n n
U; = Qg+ pui + yug .

Analogamente, encontramos a condicao CFL para o esquema numérico abaixo
n+l __ n n
ui " = oy + fuily,

para esse esquema o dominio numérico de dependéncia para o ponto (iAz, (n + 1)At) é

D,, = [(i —n —1)Ax,iAz] e a condigdo CFL & dada por 0 < R < 1. Ja para o esquema

n+1l __ n n
u ™ = oy + Puy,

temos o dominio numérico dado por [iAz, (i +n + 1)Az| para o ponto (iAx, (n + 1)At)
e a condicao CFL —1 < R < 0.

Condicao CFL para problemas bidimensionais

A condigao CFL para duas dimensoes, assim como em uma dimensao, nao é uma
medida suficiente para estabilidade e convergéncia. Entretanto, essa condicao é facil
verificar e serve como um excelente limite para a condigao de estabilidade, Thomas [20].

Para o caso bidimensional, consideremos a equacao
vy + avy + b, = 0.

Com a condi¢ao v(x,y,0) = f(z,y) cuja solucdo é dada por v(x,y,t) = f(x—at,y—>bt).

A velocidade de propagacao serd a na direcao = e b na direcao y. A solu¢ao em um ponto



CAPITULO 2. METODO DE DIFERENCAS FINITAS 19

(z,y) num tempo t dependera de f em (zg,yo) = (v — at,y — bt). Assim o dominio de
dependéncia do ponto (z,y,t) sera (xo,yo).

Assim como no caso unidimensional, definimos o dominio numeérico de dependéncia
assumindo que R, = aAt/Ax e R, = bAt/Ay sdo fixadas. Assim, para um esquema de
diferengas no ponto (iAx, jAy, (n+ 1)At), o dominio numérico de dependéncia é definido
ser o menor retangulo em R? que contém todos os pontos no qual a solucdo do esquema
de diferenca depende quando At e Ax e Ay aproximam-se de zero.

Usando os mesmos argumentos do caso unidimensional consideramos 0s esquemas na

forma
n+1 __ n n n n n
Ui = oty @l g+ asvl + auUlg + asv g, (2.21)
n+l __ n n n
Ui = Qi+ U g+ asu) g, (2.22)
n+l __ n n n

Obtemos, respectivamente, os dominios numéricos de dependéncia para o ponto (iAz,
JjAy, (n+ 1)At) dados por

(i =n = DAz, (i +n+1)A2] X [(j —n = DAy, (7 +n + 1)Ay],

[iAz, (i +n+1)Az] x [jAy, (j +n+ 1)Ay],
(i —n — 1)Az,iAx] x [(j —n — 1)Ay, jAz],

e a condicdo CFL para os esquemas (2.21) a (2.23) sera

~1<R, <1 e ~1<R, <1,
~1<R, <0 e ~1<R, <0,
0<R, <1 e 0<R,<1.

respectivamente.

2.5 Equacao da onda

Vamos usar a equagao da onda em uma dimensao para aplicarmos o que estudamos.
Considere a equagao da onda que modela o movimento de uma corda elastica homogénea
que sofre vibracgoes transversais relativamente pequenas. A equagao da onda é de segunda

ordem em relacao & variavel de espago = e tempo t, e assume a forma

U = C2U:E:E77 (224)
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onde u = u(x,t) e a constante ¢ é a velocidade de propagacao da onda. O valor de ¢ é

dado por ¢? = %, onde T é tensao e p é a densidade. Por ser de segunda ordem no tempo,

necessita de duas condigoes iniciais, expressas por

em que f e g dependem do problema sendo tratado, 0 <x < L et > 0.

A equacao da onda é um exemplo de equacao de derivadas parciais do tipo hiperbodlico.
Esse problema admite solucao tinica se as fungoes f e g tem derivadas segundas continuas
no intervalo (0, L) e se f(0) = f(L) =0.

A seguir iremos substituir as derivadas parciais que aparecem na equagao da onda por
suas respectivas aproximagcoes, formando a equacao de diferencas finitas. Essa substituicao

¢ chamada discretizacao.

2.5.1 Meétodo implicito

Ao contrario da discretizagao explicita, nos métodos implicitos as derivadas espacias
sao discretizadas no nivel de tempo n + 1. Usaremos a diferenca finita centrada para

aproximar g € Uy, Mmas agora u,, serd discretizada no tempo n + 1. Assim temos

n+1 n n—1 n+1 n+1 n+1
wp = 2ud up 2l 2ui "+ uiy
At? Ax?

Implicitamente obtemos

—CPuMH 4 (14 20%)uf !t — CPulf) = 2u) — !, (2.25)

7 7

em que C' é o nimero de Courant. Ao contrario do método explicito, a equacao do
n+1

método implicito, nao nos permite encontrar o valor de w;"", separadamente, pois do

lado esquerdo temos trés incognitas u/"', ul e ], Assim, dizemos que o valor de
u & definido implicitamente pela equacio (2.25).

Para resolver esse problema, escrevemos essa equacao para cada: =1,..., N —1, assim
teremos N —1 equacoes linearmente independentes com N —1 incognitas dadas pelo vetor
Ut = (uptt, . ut)T) adimitindo assim uma tnica solugdo. Portanto, pelo método
implicito encontramos de uma vez todas as solugoes no nivel de tempo n + 1, enquanto

no método explicito encontramos uma solucao de cada vez.
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2.5.2 Meétodo explicito

Aqui vamos discretizar a equacao usando a diferenca finita centrada para aproximar

Uy € Uyy. Assim temos

ultt — 2ul 4!

: A + O(AP)

utt($7 t) =

n n n
iy — 2w +uy
Az?

Substtuindo na equacao da onda temos

Uy (2, 1) = + O(Ax?).

n+1 n n—1 n n n
u; — QUZ + U, - 02 ui+1 - 2u2 + U;_ 1

At? Az?

Explicitamente temos que

UIH_I — 2un — u?_l —+ 02(U?+1 — ZUZL + U?71)7 (226)

7 (2
em que C = cﬁ—i é¢ o nimero de Courant. Vemos que o valor de u; no nivel de tempo
(n+1) é calculado a partir dos vales de u no nivel de tempo n e n — 1, o que caracteriza
o método explicito. Conforme Fortuna [8], o esquema (2.26) ¢ estavel para |C| < 1. Esta

é a condicao CFL para a equacao da onda, que pode ser escrita na seguinte forma

Atgg,
C

ja que a velocidade c é positiva.
2.5.3 Consisténcia, estabilidade e convergéncia
Considere a equacao da onda
PU(I, t) = Ut — CQU’II)

e 0 esquema de diferencas finitas

n+1 n n—1 n n n
wi T —2uf tu 2l T 2ui + ui

At? Az?

Piag anyu(z;,t,) =
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Segue que

n+1 n n n
—2u} +u ul , — 2u” + u
2 _ 2 2 7141 7 i—1 2
U — C Uy = A + O(At") — ¢ A2 + O(Az),
uf Tt — 2ul ul,; — 2ul + ul
Up — gy — ( A — 2t N 1) = O(A#) + O(Az?),
Pu(z,t) — Piaganu(zi, t,) = O(A?) + O(Az?).
Assim

Pu(x,t) — Piag,anu(,t,) — 0.

Com Az, At — 0. Portanto, o método é consistente.

Para mostrar a estabilidade, vamos utilizar o método de Von Neumann para anélise
da estabilidade do esquema explicito para a equacao da onda.

Pela analise de Von Neumann, considere a equacao (2.24) onde substituiremos u!" por
g"e?’. Desse modo temos

n+1 10 n_10i _gn 10(i—1) +02( n 10 (i+1)

g el — 29 e n 16 n_160(i— 1))

2g"e"”" 4+ g"e

n 10()

Eliminando o termo em comum g¢"e temos

g=2—¢g '+ 02(620 -2+ e_%e).

Por Euler temos que et + e = 2 cos f, entao chegamos a equacao

g* —2[1 — C*(1 — cosf)]g+ 1= 0.
Como cos @ = cos(20/2) = cos® (0/2) — sin® (6/2), entao
2 220
g° +2(2C* sin 5—1)g—|—1 = 0.

Reescrevemos na forma

9> +2bg+1=0,

em que b= 2C?sin? ¢ — 1. A raizes desta equacdo é dada por
g=—-btVb*—-1.

Como g € C, podemos escrever as raizes na forma

)b EVE =1, se b >1
I b+ VI, se b < 1.
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Notemos que, se |[b| > 1, entdo b < —1ou b > 1. Mas b < —1 implica 2C?sin?(9/2) < 0
o que é absurdo, por outro lado, b > 1 implica 20?sin*(6/2) > 2, entdo C > 1, desse
modo o esquema explicito nao é estavel conforme a condi¢ao CFL.

Agora, se [b| < 1, notemos que g ¢ um nimero complexo, logo |g|? = gg, entao
g =b"+1-b" =1,
o que satisfaz a condi¢do de Von Neumann, entdo para |[b| < 1, temos
C?sin?(0/2) <1 = C < 1.

Pela condigao CFL, o método é condicionalmente estavel. Como mostramos sua con-

sisténcia, pelo Teorema de Lax, o método é condicionalmente convergente.



Capitulo 3

Estabilidade Numérica para Vigas de

Timoshenko

3.1 Introducao

As estruturas elasticas sao bastante estudadas e muito utilizadas na engenharia, e
apresentam a deflexdo como principal caracteristica. Esta é regida por teorias que se
embasam na manutencao da secao das estruturas. Dentre essas teorias, a mais utilizada é
a teoria de Timoshenko [19]. O modelo de Timoshenko considera o efeito de cisalhamento
e o efeito de rotacao no movimento vibratorio de uma viga elastica. As vigas sao elementos
estruturais limitados por duas superficies planas distanciadas entre si de uma grandeza
designada por espessura. A viga é um dos modelos fundamentais das estruturas elasticas, e
é utilizada em uma variedade de aplicagoes como, por exemplo, em hélices de helicopteros
bracos roboticos e trilhos de trens. A equacao diferencial resultante dessa teoria torna
possivel a utilizacao de métodos numéricos. Entre esses métodos numéricos, destacamos o
método explicito de integracao no tempo, transformando equacdes do meio continuo para

o meio discreto, permitindo assim a implementacao computacional.

3.2 0O modelo de Timoshenko

As equacbes de movimento das vigas de Timoshenko podem ser expressas como

onde w(z,t) é o deslocamento transversal, 1)(x,t) é a rotacdo na se¢do transversal, p é a
densidade de massa, F ¢ o mo6dulo de Young, G é o modulo de cisalhamento, k é o fator

de correcao de corte, A é a area da secao transversal e I ¢ o momento de inércia da secao

24
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transversal. Essas equagoes representam o modelo de Timoshenko para vigas planas, nesse
modelo, basicamente duas velocidades de propagacoes de ondas ocorrem, que designamos
por c¢ e cs, que ¢ encontrada pelo estudo de propagacao de ondas, semelhante ao que
faremos no proximo capitulo para o modelo de Mindlin e Timoshenko. As equacoes (3.1)
e (3.2) representam os dois modos de deformagdes que ocorrem nas vigas planas, assim
como o acoplamento fisico que ocorrem entre as mesmas.

Aplicando diferencas centrais com espagamento constante Az, as equagoes (3.1) e (3.2)

tornam-se
. 9w - b
pw, = kaH—l AW12+ Wi—1 . kG¢z+12A 1/}1 17 (33)
T T
v Wi — 20+ i Wit1 — Wi—1 Yiv1 + 20 + i
ply] = B FRGAZEL L G : (34)

onde w;(t) para ¢ = 1,2, ... denota os valores aproximados de w(iAz,t), da mesma forma
para 1;, e (") indica diferenciacdo em relacdo ao tempo.

Krieg [10] mostrou que a estabilidade numérica impoe uma restricao no tempo que
torna o esquema mumeérico (3.3) e (3.4) ineficaz quando o espacamento Az é grande em
comparacao com a espessura € da viga. Neste caso, ele descobriu que o passo de tempo
critico é proporcional a € em vez de Ax.

Sabemos que para métodos de integracao explicita no tempo, a frequéncia maxima
determina o respectivio critério de estabilidade numérica, de acordo com a seguinte con-

dicao

At < (3.5)

Wmaz

Por definicao, a frequéncia é dada por @ = ¢, em que v é o nimero de onda, v = 27/,
onde A\ é a medida do comprimento de onda e ¢ é a velocidade de propagacao.

Conforme Graff [9], as vigas planas possuem duas frequéncias naturais @ para um
dado comprimento de onda A, sendo que para baixos modos de vibracoes predominam
os deslocamentos transversais w e para altos modos de vibracoes predomina a rotacao
representada aqui pela funcao .

Consideremos agora as seguintes situacoes, semelhantes aquelas que mostraremos no
proximo capitulo, no estudo de propagacao de ondas harmoénicas para as equacoes de
Mindlin e Timoshenko.

a) para comprimentos de ondas proximo de 2Ax, a frequéncia é dada por ondas com
velocidade ¢ = \/ﬁ, de modo que a condicao de estabilidade é a CFL.

Especificamente para A < 7/Az, temos vy > 2/Ax, logo wy > 2¢/Ax. Como At < 2/wy
logo At < Az/c e portanto prevalece a condi¢ao CFL.

b) para comprimentos de ondas infinito (A — o0), 0 modelo de Timoshenko é go-
vernado somente pela funcao de rotacao v, sem deslocamentos transversais w, a saber

V" +@%) =0, com @y% = kG A/pl, que é o modo de corte puro discutido por Downs [7].
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Conforme vemos em Wright [23|, com A — oo, as derivadas em relacdo a x tendem a zero,
assim a equacio (3.1) resulta em w” = 0 enquanto na (3.2) temos pl¢)" +kGA) = 0, onde
w2 = kGA/pl é precisamente a frequéncia méxima do modelo de Timoshenko, também
denominada de frequéncia pura associado ao cortante.
Para vigas com secOes transversais retangulares, com largura b e espessura e, temos
A=beel=0be3/12, assim obtemos
_ 2V/3ey

2=~ (3.6)

o que significa que a frequéncia méaxima para as vigas de Timoshenko é inversamente
proporcional a medida da espessura. Como o critério de estabilidade (3.5) exige que
WAt < 2, obtemos
€
At <

~ V3e,

Este ¢ o resultado de Krieg, que limita a aplicacao do método explicito, por exigir que

(3.7)

At seja condicionado pela espessura .
Almeida Junior [1] mostrou que o esquema numérico (3.3) e (3.4), munido de quaisquer
condicoes de contorno e iniciais devidamente discretizadas é convergente se, e somente se,

a condicao (3.7) é satisfeita.

3.3 Inércia rotatoria e estabilidade numeérica

Belytschko e Mindle [3] mostraram que aumentar a inércia rotatoria diminui a frequén-
cia maxima, o que permite um passo de tempo maior, isso se verifica, devido as grandezas
frequéncia e inércia serem inversamente proporcionais. Pela condigdo (3.5), notamos que
a reducao da frequéncia maxima permite um passo de tempo maior no método de inte-
gracao explicita no tempo. Dessa forma, o aumento da inércia rotatoria faz aumentar o
passo de tempo, portanto alivia o critério de estabilidade.

Wright |22, mostrou que, uma forma eficiente de aumentar a inércia e aliviar a res-
tricao (3.7) consiste em usar esquemas numéricos do tipo explicito - implicito, o que
simplesmente resulta em combinar o método puramente explicito com o aumento na inér-
cia de rotacao, que constitui basicamente em multiplicar o termo de aceleracao ply na

equagao (3.4) que governa a rotacao na se¢ao transversal pelo fator R, dador por

2
|, PRGAAL

R—
2pl

, (3.8)

onde 5 é adimensional. Em seus experimentos Wright [23] descobriu que § > 1/2 é
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necessario para reduzir a frequéncia de corte, ao ponto em que a condicao CFL dada por

AL < BT (3.9)

c

prevalece em vez da condi¢do (3.7). Assim, R minimiza a influéncia das altas frequéncias
no critério de estabilidade. Dessa forma, para que os passos de tempo sejam maiores,
deve-se aumentar o valor de 5. O objetivo é aumentar o valor de [ até o ponto em que
¢ valida a condi¢ao CFL, para isso definimos At = Ax/ec, o limite superior de (3.9). O

fator de inércia torna-se entao

R=1+68 (%)2 (ﬁy. (3.10)

£

3.4 Analise de estabilidade numérica

Conforme Wright 23], para um dado comprimento de onda, os modos de Fourier das
solugoes do modelo de Timoshenko, possuem deslocamentos e rotacoes que estao fora
de fase em 90 graus. Assim, para as equacoes (3.3) e (3.4) do modelo de Timoshenko,

admitem-se as seguintes solucoes

wi(t) = wo(t)e ™™, (3.11)
Wi(t) = o ()l =im/2) = _ja (el (3.12)

onde v é o ntimero de onda, x; = iAz e i = \/—1. Substituindo (3.11) e (3.12) nas
equagoes (3.3), (3.4), de modo andlogo ao que faremos para o modelho de Mindlin e
Timoshenko, obtemos

v cos(aAx) — 1 wy sin(aAx)
oo = RGO R, TRG— o o (3:13)
pIbl = —kGAsin(ann) L 4 (2pre@AT) =1 o yeosl@Bn) 1Y gy
Ax Ax? 2

Considerando para o modelo de Timoshenko que I = be3/12, A = be, 2 = E/p,

2 = kG/p e substituindo Ax por h, a equagdes tornam-se
v ocos(ah) —lwg  ,sin(ah)
Wy = Cs—h . lon " Yo,

" 2 . Wo cos(ah) — 1 2 cos(ah) + 1
1[10 = _12g_2 Sln(a{h)z + (QCQT — 125—2T> 77&0.

Reescrevemos essas equagoes, restringindo o passo de tempo pela condicao CFL e com
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as seguintes definigoes:

o) = Oy —e), t= T A= BTR

h c c

Assim, essas equacoes, sao reescritas como:

. c—hQ . (%)2 (cos(ah) — 1) (%)2 (sin(ah) )b, (3.15)
2 212 212
wgg—z = — 1?23 sin(ah)% + (Q(Cos(ah) —-1)— GCC;; (cos(ah) + 1)) Y. (3.16)

De forma simplificada, considerando o fator R, podemos escrever (3.15) e (3.16) como

"

v (7) = —no(T) — u(7), (3.17)

1

u (1) = —p(r) — pou(7), (3.18)
onde (”) agora indica a diferenciacdo em relacdo ao tempo 7 e os coeficientes valem
Cs\ 2
=2 (—) (1 — cos(ah)),
c

Yo = (%5)2 sin(ah),

12¢2h? sin(ach)
M1 = 22 R ’
~ 2(1 —cos(arh)) N 6¢2h?(1 + cos(ah))
H2 = R c2e?R '

Conforme Wirite [23]|, uma maneira simples de implementar a integracao explicita
no tempo é calcular os deslocamentos a partir das velocidades, aceleracoes a partir das
equagbes (3.17) e (3.18), em seguida, velocidades a partir das aceleragées. Conforme os
procedimentos a seguir.

Seja A(T) = T41 — Tn, Obtemos:

1) Os deslocamentos calculados a partir das velocidades: (v e u' sdo velocidades)

/
Upy1 = Up+ ATy,

Upi1 = Uy + ATU;Z.
2) As aceleragoes sao dadas a partir das equagoes (3.17) e (3.18):

Upy1 = —MUn41 — V2Un+1,

Upy1 = —H1Un41 — H2Uny1-
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3) As velocidades a partir das aceleracoes: (v e u” sdo aceleracdes)

! / 1
Vpp1 = VU, +ATU,
!

I "
Upyr = U, +ATUu, .
De modo que obtemos

Vpor = ~NATU + (1= AT, = AT, — AT,

/

Upyr = — 1 ATV, — /L1A72v; — peAtu, + (1 — M2AT2)uln.

. ’ / . 4
Seja X, = (v, v,,, Un, u,), escrevemos X, 11 = BX,, isto &,

Unt1 1 AT 0 0 Up,
U;H_l B — AT 1=y AT —p AT —YAT? U;
Unii| | 0O 0 1 At Un
Un 1 —AT = AT AT 1 — AT |,

onde B é a matriz dos coeficientes e \;, i = 1,2,3,4, seus autovalores. B é a matriz
de amplificacdo do método explicito (3.3) e (3.4). O méaximo de |);| é chamado de raio
espectral de B. Uma condicao necessaria para a estabilidade numérica é o raio espectral
menor do que ou igual a 1. Se o raio espectral de B for maior do que 1, entao os erros
numeéricos crescem exponencialmente e o método é instavel.

Wright [23]| procedeu com a respectiva analise espectral da matriz de amplificagao
associada as equagoes (3.3) e (3.4) com as variaveis devidamente reescalonadas, mostrando
a eficiéncia do método para 5 > 1/2.

Comecamos com a figura 1, para § = 0, onde observamos que os erros numéricos
aumentam de forma exponencial, neste caso temos Rz = 1, ou seja, nao ha incremento
na inércia rotatoria, o que esta de acordo com Krieg [10], pois sem aumento da inércia
os erros tendem a aumentar. Na figura 02, notamos que comeca uma pequena redugao
nos erros, em seguida crescem exponencialmente. De forma semelhante, isso se repete
nas proximas figuras para § < 0.5, mas vemos que ha reducao na regiao de instabilidade
numérica conforme o crescimento de f3.

Para § = 0.5, a figura mostra o raio espectral S = 1 quando A7 esta proximo de 1,
entao o método é estavel para esse valor de [ se passos de tempo nao alternam drastica-
mente de tamanho. Entretanto, para A7 < 0.66, a figura mostra S > 1 o que explica a
instabilidade observada com = 1/2 quando os passos de tempo se alternam em tamanho
por um fator 2. As figuras para 0.5 < [ < 0.95 mostram que o método tem regioes de
instabilidade para estes valores de (3, mas eles também ilustram que, com o aumento de
B, a regiao de instabilidade encolhe e seu centro se move em direcao a A7 = 1. Para

B > 1 verificou-se que S = 1 para qualquer combinacdo de A7 < 1. Em outras palavras,
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[ > 1 & necessario para evitar instabilidades numéricas causadas por passos de tempo que

se alternam em tamanho.

Esses resultados sao importantes em nossos estudos, pois eles foram motivadores para

que pudéssemos estendé-los para o modelo de Mindlin-Tomoshenko.

Seguem os graficos construidos a partir do trabalho do Wright [23].
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Capitulo 4

Estabilidade Numérica para Placas de
Mindlin-Timoshenko

4.1 Introducao

O modelo de Mindlin-Timoshenko descreve o movimento elastico de uma placa fina
homogénea e isotropica. Este modelo é considerado um dos mais importantes, pois leva
em consideracao tanto deformagoes transversais como também rotacionais.

De acordo com Pokojovy [14] uma placa de espessura uniforme é um corpo prismético
cuja altura € é pequena em comparacao com as dimensoes da base ). Mesmo que uma
placa seja um objeto tridimensional, a diferenca essencial para solidos uniformemente
espessos €, entre outras coisas, que uma placa pode sofrer grandes deformacoes sem criar
grandes tensoes no corpo.

Consideramos uma placa que na configuracao de referéncia determina o conjunto B, =
Q x (—€/2,e/2), e > 0, isto &, as faces estao no plano z = £/2, conforme figura abaixo,

onde Q C R? é uma area com limite I' = 95).

Figura 4.1: Placa

33
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O modelo conservativo de Mindlin-Timoshenko no caso bidimensional é dado por

prwg — K () +wz)e — K(p +wy)y =0, (4.1)

ptht - Dwx:p - D (1_Tu> 2/}yy - D (HTM) goxy + K(dj + wx) = 07 (42)
1-— 1

P2t — Dgpyy - D (TM) Pz — D <¥) wxy + K((:O + wy) - 07 (43)

onde Q C R? ¢ limitado, p ¢ a densidade do material, p; = pe, py = pl, [ = 3/12, ¢ ¢
a espessura da chapa, p é a razao de Poisson, D ¢ o modulo de rigidez flexural e K é o
modulo de cisalhamento. As fungoes w, 1 e ¢ dependem de (z,y,t) €  x [0,00), onde
w modela o deslocamento transversal da placa, e 1, ¢ sao os angulos de rotacao de um
filamento da placa.

Sare [16] afirma que a diferenca principal deste sistema para o caso unidimensional
analogo (¢ = 0) é que aqui é considerada uma outra equagao para os angulos de rotagao.
Note também que o acoplamento entre as equagbes dos angulos de rotagao (¢, p) e a
equacao de deslocamento w é mais fraco que em uma dimensao. Ou seja, enquanto em
uma dimensao o acoplamento é dado pelo gradiente das funcoes, no caso de duas dimensoes

o acoplamento é dado por derivadas parciais ¢, e ¢, em (4.1), w, em (4.2) e w, em (4.3).

4.2 Origem do modelo

A descri¢ao do modelo encontramos no trabalho de Campelo [4]. O modelo de Mindlin-
Timoshenko descreve o movimento eldstico de uma placa fina, homogénea e isotropica.
O movimento presume-se ser elastico, no sentido de que nao ocorre nenhuma deformacao
permanente na placa.

Podemos descrever as equagoes de movimento bidimensionais que regem a teoria de

Mindlin-Timoshenko para o estiramento da placa como:

Pw  0Q, 0Q,
= 4.4

P o Ox + oy’ (44)

P _OM, O,
o2 Ox dy

*o  OM,, OM,

pl o2 Oz + oy @

(4.6)

onde M ¢é o momento fletor e () o esforco cortante. Tanto os momentos fletores, quanto
as forcas cortantes sao grandezas por unidade de tempo, e considerando a lei de Hooke e

conforme Reismann [15], estas relagdes encontradas em Mindlin [12]| sdo dadas por
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M, =D (g—f + “?)_j) , (4.7)
M,=D (g—z + ug—ﬁ) : (4.8)
= (155) (22 4,2) »
Q. = kGe (% + w) , (4.10)
Qy = kGe (a_ + @) , (4.11)

onde k & o fator de correcdo do cortante, G = E/2(1 + p) exprime o modulo de rigidez
do cortante e o fator D denota a rigidez a flexdo da placa e é dada por D = ET/(1 — p?),
em que E é o modulo de Young e u é a constante de Poisson.

Substituindo as equagoes (4.7) a (4.11) nas equagoes de movimento (4.4) a (4.6),
resulta o sistema (4.1) a (4.3) de trés equagoes diferencias parciais hiperbolicas, onde

K = kGe é o modulo de cisalhamento.

4.3 Meétodo numérico explicito

Considere Q = [0, L1] X [0, Ls] e para K, J, N € N, denotamos por Az = %, Ay = %
e At = %, assim, contruimos as divisdes uniformes dos intervalos [0, L1] e [0, L], obtendo

a seguinte malha:

[L'0:0<£L'1:A33’<...<$K:KA.I’:L1,
Y=0<y1=Ay<..<y;=JAy = Lo,
lo=0<t; =At< .. <tyn=NAt=T,

com z; = 1Az, y; = jAy e t, =nAtparai=0,1,... K, j=0,1,...,Jen=0,1,...,N.

Reescrevemos as equagoes (4.1) a (4.3) na forma

P1Wy = wa + szz + KQOy + Kwy?ﬁ

1-— 1
p2¢tt = dem + D <TM> 2/}yy + D (—> Pry — Kw - KWJ:?

+
=

+ o

1-— 1
PPt = Dgpyy +D (Tlu> Pzz + D <—#) %y — Ky — Kwy'

\)
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Aplicando o método de diferencas finitas centrais, obtemos

" VYit1j — Yic1y Wit1,; — 2wij + Wiy
- K J I LK J J J

Pr&ij = 2Az Ax?
Pij+1 = Pij—1 Wij+1 — 2Wij + Wi -1
+K oAy + K Ay , (4.12)
% Vig1; — 20+ Yic1 1=\ Yijer — 2055 + 5 51
' = pXEL : i1 p ’ : ’
Pavi; Ax? + 2 Ay?
D L4\ Pig1j+1 — Qit1,j—1 — Pi—1,j+1 T Pi1,j-1
2 4AzAy
_K¢i+1,j + 2¢i5 + sy K@/Jz‘,gurl + 2t 5 + iy
4 4
—K%ﬁi_l’j, (4.13)
" Pijr1 — 2055+ i1 1—p\ Yit1; — 205 + @i-1j
. =D D
P2P; Ay + ( 5 Ar2
D L+ Yig1j41 — Yig1j-1 — Yic1 41 + Vi1 j1
2 4AzAy
_K%'H,j + 2055 + Vi—1,j _ KSOi,j+1 + 2¢0; 5 + @i i1
4 4
—K—“Z”H;;;"“j‘l , (4.14)

onde (") denota a diferenciacao em relagao ao tempo, w; ;(t) para i,j = 1,2,3, ... denota
os valores aproximados w(iAz, jAy, t), da mesma forma para 1; ;(t) e ¢; ;(t). Note que
 Pir 1l — Pitlj—1 — Pim1j+1 T Pi-1j-1

De modo analogo para v,,(z;,y;,t), e

Yigr; + 20+ Yic1y Vi 205 + Y
Q/}(x“yj’t)% +1,5 4] J+ J+ 4J J )

Analogamente para ¢(z;,y;,t,).

4.3.1 Ciritério de estabilidade numeérica

Ja vimos no capitulo anterior que o critério de estabilidade numérica para métodos de
integracao explicita no tempo depende da frequéncia maxima. Esta frequéncia é dada em
funcao do comprimento e velocidade de propagacao das ondas. Nesse direcao, faremos
uma anéalise, em seguida, na propagagao de ondas harmonicas para o modelo de Mindlin

e Timoshenko.
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Propagacao de ondas harmoénicas

A anélise de propagacao de ondas é importante para o entendimento dos fenémenos
de dispersao presentes em estruturas elasticas.

Nesta secao, obtemos as frequéncias naturais e as velocidades associadas ao sistema
de equagoes hiperbolicas (4.1)-(4.3). Elas sdo importantes para determinar o critério de
estabilidade para o método de integracao explicita no tempo.

Baseado nos procedimentos encontrados nos trabalhos de Graff [9], Wright [23] para
as vigas de Timoshenko e Almeida&Rivera 2] para o modelo de Bresse, vamos considerar
uma estrutura uniforme em que todos os coeficientes sao constantes e que as propagacoes

de ondas representadas pelas fung¢oes w, 1) e ¢ nas equagoes (4.1) a (4.3) sao dadas por

w = Ay Tty (4.15)
W = Ayl trytat) (4.16)
o= A36%(%c33+7yy+wt)’ (417)

em que 1 = /—1, Yz € 7Yy sao os nimeros de ondas, W é a frequéncia natural das ondas
com velocidade de propagacao c, que é propria da estrutura, onde A;, j = 1,2,3 sdo as
amplitudes das func¢oes w, ¥, e ¢, respectivamente.

Aplicando as solugbes (4.15)-(4.17) as equagoes (4.1)-(4.3), obtemos o sistema nas

variaveis A, As e Az, como segue

— 1A + K7§A1 + K'VSAI — Ky, Ay — K%’yyA?, =0,

+u

KinpAy — pai®Ag + D72 Ay + D(22 1, 2 Ay + KAy + D(—— )7y As =0,

2
1+ 1—
Kiry, Ay + D( 5 “)myAQ pow? Az + Dy2As + D(——— 5 Pya2 A, 1 K Ay =0.

Escrevemos na forma matricial

K2 — p@? + K2 ~Kiny, —Kiy, A 0
Kiny, K — p@® + D2 + D(*54)72 D5 )12y Az| = [0
Kir, D(H55) vy K — ps® + Dy} + D(54)72 | |43 0

em seguida fazemos % = 72 + 72 ¢ 154 =1 — £ ¢ obtemos

K~? — piw? —Kiv, —K%’yy Ay 0
Kiv, K — pow® + Dy — D(4E)42 D(H5) 7.y Az | = |0

Kiry, D(E8) v, K — pow? + Dy? — D(HE)2 | | Aj 0

2 T
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Chamaremos de A, a matriz dos coeficientes acima. As solugoes nao triviais sao obtidas

desde que det(A) = 0. Assim, segue a equagao

. . 1+ . 1+
(Ky? — piw?) (K — pow” + Dy? — DTM%?) (K — po® + Dy — DTM%f)

1+ 1+
+2K2DTM7§7§ — K22 (K — poi® + Dy? — D—’u72)

2 o L+ u ? 2 2 o 2 L+p
(K" = @) | D=y | — Ko (K = pol” + Dy = D——7; | =0.

Assim, chegamos a
2 o (141 6 26 o (14 n L+p
KD*—- KD — )| e + |,mD — + Kp,D —5
1

—p1D* — 2K,02D} vw? + [2P102D — p1p2D (%) + KP%} V@' + K*Dy!

—4 L+p B 2 22 2 —2
+2Kp1pow” + | Kp1 D — 2Kp1 D — Kopy| v'w* — K°pyw”™ =0,

a qual podemos escrever como

a0y’ + a1@° + apY'@? + asy’T + agyt + as@t + agy?T? + a;w° = 0, (4.18)

denominada equacao de frequéncia, onde os coeficientes a;,7 = 0,1, ..., 7 sao dados por

1
a = KD? — KDQ%,

_ 2
a1 = —pP1P9,

1+ 1+
Ay = p1D2TyI + KpQDTlu — p1D2 — QKPQD,

as = 2p1p2D — /91/32D1+TM + Kps,
a; = K*D,
as = 2K p1p2,
g = KplDHT'u —2KpD — K2,027
a; = —K?p;.
Tal como realizado por Graff [9] para o sistema de vigas planas regido pelas hipoteses

de Timoshenko, usamos a identidade w = ¢ com ¢ constante e assim reduzimos a equacao

(4.18) para a denominada equacao de dispersao:

apY® + a1c®y° + axc®y® + azc’y® + anyt + asc'yt + agyt + agc®y? =0,
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que podemos escrever como

1 1
(ap + arc® + asc® + azc) + (ay + asc* + a602)¥ + azc*— = 0. (4.19)

~4

Para anélise do comportamento assintético da equacgao de dispersao, dois casos devem
ser levados em consideragao:

1) O caso do comprimento de onda (A) tendendo a zero, isso implica v — oo, v é 0
numero de ondas, o que corresponde aos altos modos de vibracoes;

2) O caso do comprimento de onda infinito, logo v — 0 que corresponde aos baixos
modos de vibracoes.

Quando o namero de ondas torna-se muito grande (y — 00), obtemos da equagao
(4.19) que

CL1C6 + G3C4 + GQCZ + ag = 0.

Para ¢? = d, temos
a1d3 + a3d2 -+ agd +ag = 0.

Considerando os valores de ag, a1, as € as, obtemos

_{5 b 2}
p1 p2 p2 )

Entao os valores das velocidades sao dados por

kG E E
o {i\/T’i\/p(l - uz)’i\//)(l - 1?) } '

Temos, portanto, que as velocidades sao limitadas em grande ntmero de ondas, onde

VkG/p & a velocidade de propagacio da fun¢io w e \/E/p(1 — u?) é a velocidade de

propagacao das funcoes ¥ e p. Como a frequéncia é diretamente proporcional a velocidade,

entao a frequéncia maxima para comprimentos de ondas proximos de zero é determinada
pela velocidade \/m

Por outro lado, analisando o caso em que 7 — 0, quando o comprimento de onda
tende ao infinito, vamos investigar a possibilidade de interrupcao de frequéncias. Nesse
caso, o modelo de Mindlin e Timoshenko é governado somente pelas funcoes de rotacao
Y e p, sem deslocamentos transversais w. Semelhante a andalise de Wright [23|, quando
v — 0 (72,7 — 0), as derivadas em relacao a x e y tendem a zero, entdo a equacao (4.1)
resulta em wy, = 0, a equagao (4.2) em paty; + Ko = 0 e (4.3) em popy + K¢ = 0, onde

w? = K/py é a frequéncia maxima do sistema de Mindlin e Timoshenko. De fato, seguindo
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com a analise de propagacao de ondas, obtemos da equacio (4.18) fazendo v — 0, que

alw6 + a5w4 + a752 :0,

0 (a1@* + asw® + az) =0.

Assim w = 0 ou

a@* + as@® + ay = 0,
de onde obtemos os seguintes valores de frequéncias:

K
w=—.
P2

Assim, para nimero de ondas proximo de zero temos frequéncia de corte finita. Como

_ pe

= &5, obtemos:

para placas do tipo Mindlin-Timoshenko, K = kGe, ps

24/ 3¢,
Winaz = \/_C 5 (420)
15

onde ¢ = 1/kG/p. Observamos que esta frequéncia é a mesma das vigas de Timoshenko.

Notamos que, quando o comprimento de onda é infinito, a frequéncia mais baixa vai
para zero e a frequéncia mais alta é inversamente proporcional & espessura da placa. Essa
frequéncia mais alta determina a condi¢ao de estabilidade numérica. Para € pequeno o
valor da frequéncia aumenta, sendo definido por Downs [7], como a frequéncia méxima
associada ao cortante.

Levando-se em conta a frequéncia obtida em (4.20) e que a condi¢do Wy, At < 2,
obtemos o critério de estabilidade do método explicito de integracao no tempo aplicado

as equacoes (4.1) a (4.3) dado por

3
At <

~ V3e,

Vemos que esta condi¢ao é a mesma das vigas de Timoshenko. Conforme abordamos no

(4.21)

capitulo 3, esta restricao ao critério de estabilidade nao é a condicao CFL. Para supera-la,
utilizamos as técnicas realizadas por Wright [23], para minimizar a influéncia do critério €
na estabilidade de tal forma que a condicao CFL prevalece. Este procedimento resulta em
outra diferenca finita explicita, onde o termo inercial p, = pl é alterado, como sugerido
por Belytschko e Mindle [3].

4.4 Inércia rotatdria e fatores de correcao

Vimos que aumentar a inércia rotatéria alivia restricao de estabilidade numeérica, esse

aumento da inércia diminui a frequéncia méxima e assim permite um passo de tempo
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maior na integragao explicita no tempo. Nessa diregdo, Wright [22] desenvolveu uma,
forma de aumentar a inercia rotatoria, usando uma combinacao dos métodos explicito
e implicito e obteve o fator R para as equagoes de Timoshenko, que apresentamos no
capitulo anterior.

Seguindo o método do Wright, encontramos os fatores Rs e Ry, para (4.2) e (4.3),
respectivamente, as duas equacoes de rotacao do modelo de Mindlin e Timoshenko, o
qual descrevemos abaixo.

Considere a equagao (4.2), a qual discretizamos apenas o temo — K1), assim temos

1— 1+
p2wtt—Dwzz+D( 9 )¢yy+D( 2M>§Ozy_KWz

K <¢i+1,j + 245 + wi—l,j) K (%‘,jﬂ + 2t + wi,j—l)
4 4 '

(4.22)

Em seguida reescrevemos o temo discretizado, como

K K
_Z(¢i+1,j +hio1y) — Z(@/}z‘,jﬂ + 1) — Kby
Agora discretizamos o termo —K1); ; no tempo e introduzimos 3, como segue

K K
= Wiy +¥imag) = Wi+ i) — <5?/’n+1 (1 =26)yi; + 6 Zj_l>'

Reescrevemos na forma

K K
—Z(?/)iﬂ,j +1hi1j) — Z(%’,jﬂ + 1) — Kby — 5K(¢n+1 297 + i h.

Ainda podemos escrever

K K 7ﬁn-‘rl n +¢?-_1
—Z(l/}iﬂ,j + 25 + Yic1y) — Z(l/)i,jﬂ + 25 + hijo1) — BEKAE Atj .
N L. Pl _oyn yynt
Voltando a equagao (4.22) e substituindo ———x—=/— por 1y temos
1— 1+

pQ"btt —D?ﬂerD( 9 )Q/}yy"i_D( 2:“) (pxy_me
K Viv1j+ 205 +icr; ) K Vij1 + 2055 +bija) BEK AL,

4 4

Passamos o termo com 1y para o lado esquerdo e voltamos com o termo 1 discretizado

inicialmente, entao

(p2+ﬂKAt )wtt_Dwx:c‘i‘D(l )wyy <1+TM) pry_wa_Kw-
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Considerando que ps = pl, K = kGe, temos

1+p

5 )@xy_K(wx+¢)>

onde

EGe At?
4 PRGEAT

Rg=1
B ol

Analogamente, na equagao (4.3) obtemos

1-— 14
Roplow = Doy, +D( 9 ,U) Pzz + D ( >wxy K(wy + ),

onde
0kGe At?

Ry=1+ _—,
pl
em que [ e 6 sao adimensionais. Termos de correcao como Rgz e Ry foram usados com
sucesso por Wright [23| e Belytschko e Mindle [3]. Mostraram que aumentar a inércia
rotatoria, alivia a restrigdo (4.21) sem necessariamente afetar a importancia dos baixos
modos de viragoes.
Na proxima secao, faremos alguns experimentos numéricos para certificar a eficiéncia

deste procedimento na regularizacao do critério de estabilidade.

4.5 Analise de estabilidade

Para um determinado comprimento de onda, os modos de Fourier tém deslocamentos
e rotagoes que estao defasadas em 90 graus. Nessa direcao, para a andlise numérica do
critério de estabilidade, assumimos que as solucoes para as equacoes discretas (4.12-4.14),

sao escritas como:

wi j(t) = wo(t)e' e How), (4.23)
Vi j(t) = ¢0(t)€2(oéa:i+ﬁyj 3) — —M/Jo(t) i i+8Y;) (4.24)
i i (1) = o(t)e T HBu=3) — _joo (1)l lerithus), (4.25)

onde i = /—1, (z;, y;) = (iAz, jAy), a e § sao os numeros de ondas.

Agora vamos a substituigdo das fun¢oes acima nas equagoes (4.12) a (4.14). Faremos
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as substitui¢oes em cada equagao separadamente. Primeiro a equagio (4.12) como segue

PRLCT I —igppe XTI 4 qghyetriotOu)
0 2Ax

+ K

woez(awi-‘—l‘i‘ﬁyj) _ 2w06%(ari+ﬂyj) + woez(awi—l"ﬁgyj)
Az?

+ K

_%woe%(awi+ﬁyj+1) + g@geg(ari+ﬂy1_1)
2Ay

i(axi+Byj41) _ 2 i(ax;+By;) i(axi+By;j—1)
LK woe woe + wpe ) ‘
Ay?

donde temos

~ . S B N
plw/l el(Oé:l%,“FB?/]) — —iwoKel(amz-l-ﬁyj) ela x e 1aAx
i 2Ax

N oAz —iaAz
Tuwgeleith) | (6 2te )

Sabemos, por Euler, que:

AT — cos aAx + 7 sin Az,

e AT — cos Az — 1sin aAx.

Entao obtemos

p A 21 sin Az 2 cos alAx — 2
iy = = oK (W) el (05

\ 21 sin BAyY 2 cos BAY — 2
ok | SmPRY o 2COSPRY T 2
1o ( 2Ay ) H < Ay?

Considerando K = kGe, p; = pe, ¢ = kG/p e h = Az = Ay obtemos

" cosah + cos Bh — 2 sin ach sin Sh
w0—2c§< 2 b >w0+c§< - )1/10+c§( hﬂ ><p0, (4.26)

onde ¢ = E/p(1 — 1i?).
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Agora seguimos com a substituicao das solugoes (4.23) a (4.25) na equagao (4.13)

—%p2¢geg(a$i+52ﬁ) D (_iwoei(azi+1+3yj) + 2%¢02i(0;w¢+ﬁyj) _ i¢0€i(azi_1+5yj)>
s

1—p _gwoei(amﬁﬂyﬁl) + 2%1/,065(0&%4-5%) _ Ewoei(axﬁﬂw—l)
+ D
2 Ay?

D 1_’_’u _zwoe%(am+1+ﬁyj+1)+%onei(aa:i+1+5yj—l)+%9006%(awi71+,3yj+1) _;:(poe%(awifl‘f'ﬁyj—l)
+ ( 2 ) 4AxAy

e _%¢06%(am+1+ﬂyg‘) — 2]¢065(ax¢+,3yj) _ %¢Oei(axi,1+ﬁyj)
4
% —%¢0€%(axi+ﬁyj+l) _ 2zw06%(am+ﬁyg’) _ fzdjoe%(a:pﬂrﬁyj,l)
4
i(aziy1+By;) _ i(ox;_1+By;)
g el 7 — woe iy
2Ax

donde segue

Ax?

. 1—pu eiﬁAy — 24 efiﬁAy
~ivp (52) ( =

R 1+ m ei(anJrﬁAy) _ e%(anf,BAy) _ ei(faA:Jc+ﬁAy) + ei(fanfﬁAy)
—ipo D ( )

iaAz —IaAx
A " a (& - 2 + €
—ipathy = — oD ( >

2 4AzAy

eiaAz + 9 + effaA:v
4

iBAY —18Ay
A e +2+e
+ it K ( 1 >

iaAz —taAz
e — e
— wo K .
o ( 2Ax )

Usando Euler e h = Az = Ay temos

+ WK (

nw 2D 2D (11—
P2ty :ﬁ(cos ah — 1)y + Tz (T,u) (cos Bh — 1)1y

N D (1 +,u) (—4sinahsin6h

K
72 5 1 ) 0o — g(cos ah + 1)1

K K
- 7(COS Bh+ 1)1y + %(sin ah)wp.
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Assim
" 2D 2D 1 _ ILL
" h=1 — h—1
Yo th(Slna Jwo + PN (cos Yo + ol ( 5 > (cos B X
D 1 K
s (_J; “) (sin(ah) sin(ﬂh))% - 2—p2(cos ah + cos Bh + 2)ib.

Considerando K = kGe, D = FEe3/12(1 — u?), py = pe3/12, ¢ = kG/p, ¢* = E/p(1 — u?)
e h = Ax = Ay, segue que

" 120 . wo = 2c2 2¢2 (1 —
Yy =

2(sinah)— + —(cosah — 1)y + — —N) (cos fh — 1)1y
g2 h ~ h? h? 2 (4.27)

h2 (1 _|2— ﬂ) <sin(ah) Sin(ﬁh)>900 - ii;(cos ah + cos fh + 2)@&0'

Em procedimento andlogo, efetuamos a substituicdo das solugoes (4.23) a (4.25) na

equagao (4.14), obtemos

1" 2 2 1 -
©o :122 (smﬁh) + Zﬁ(cosﬁh — 1o + Zﬁ (Tu) (cos ah — 1)y
4.28
A (1+pu 02 (4.28)
el (sin ahsin Bh)yg — 6= (cos ah + cos Bh + 2)¢po
6

Seguindo o procedimento do Capitulo 2, reescrevemos as equagoes (4.26) a (4.28)
obtidas, definindo o tempo em func¢ao da condicao CFL, conforme as seguintes defini¢oes

o) = 0y =), )=o), t= T Ar= AT

h c c

g (£)h?

o (t)h?
c? '

2

., u(r) = , 2N(r) =

Multiplicamos h/c? pela equagao (4.26) e h%/c? pelas equagoes (4.27) e (4.28), obtemos

wh 262 Wi C2 2
o5 = c; (cos ah + cos Sh — 2)70 + C—S(Sln ah)iqg + > (sin Bh) o,

wh?  12¢2h? 1
Vo h2 _Cs—;(smozh) . + [2((}08 ah—1)+2 (T,u) (cos Bh — 1)

c

272
- 6;;? (cos ah + cos Bh + 2) } (1 5 ) (sin(ah) sin(ﬁh))gpo,
80?;2 :1220552( (Bh 2 (1 +N) sin(ah) sm(ﬁh))zﬂo + [Q(COSBh —1)
6

42 (1_7“> (cosah — 1) —

(cos ah + cos fh + 2)} ©o-
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De forma simplificada, considerando os fatores Rz e Ry, escrevemos

v (1) = mo(7) + 7oul(r) +732(7), (4.29)
u'(7) = Mlv(T) + pou(T) + pg2(7), (4.30)
2" (1) = mo(r) + pu(r) + my2(7), (4.31)
onde
v =2 <C—CS ’ (cos ah + cos Bh — 2)
Yo = (C—Cs>2 (sin ah)
V3 = (%)2 (sin Bh)
;—i (C—CS (E> (sinah),
Rig (2 (cosah — 1)+ 2 (1TH) (cosfh —1) —6 (C—C‘S)Q (§>2 (cos ah + cos Sh + 2)) :
ps = — Rig (HTM) (sm(ah) sm(ﬁh))

ng (2 (2) man,
N2 =— L (HTM) (sm(ah) sm(ﬁh))

2
Ri (2 cos fh —1)+2 (1TM) (cosah — 1) — 6 (C—CS)Q (g) (cos ah + cos Bh + 2)) :

em que ,
Ry=1+128 (%)2 (g) ,
Ry=1+120 (%)2 (g)Q

4.6 Implementacao do método explicito

Agora, semelhante ao método usado por Wrigth |23] para as equagoes de Timoshenko,
temos que uma maneira de implementar o método explicito de integracao no tempo é
calcular os deslocamentos a partir das velocidades, as aceleracoes a partir das equacoes
(4.29) a (4.31) e depois as velocidades a partir das aceleragdes, conforme segue.

Fagamos A7 = 7,1 — 7, e calculamos:
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1) os deslocamentos a partir das velocidades;

Uny1 = Un + ATV, (4.32)
Upsy = Up + AT, (4.33)
Znil = Zn + ATz;, (4.34)

onde temos v, u, z, sao os deslocamentos e v’, v/, 2’ sdo as velocodades.
2) as aceleragoes a partir das equagoes (4.29) a (4.31);

4

Upt1 = MVUn+1 + Y2Unt1 + V32041,

"

Upiq = H1Un41 + H2Uny1 T HU32n41,

1"

Zpi1 = MUnt1 + N2Unt1 + 132041-

3) as velocidades a partir das aceleragoes;

/ / "
vn—f—l = /Un + ATUn—i—lﬂ

’ ! "
Uy = Uy + ATU,
/ ! "
Zpp1 = 2y +ATZ, g,
em que v, v/, 2’ sdo as velocidades e v”, u”, 2" sdo as aceleracoes.

Segue que
/ / "

Vpp1 = U, + AT, 4,
! /
Vpi1 = Uy + AT[V10n11 + Y2Ung1 + V32Zn41),
’ ’ / / /
Upi1 = U, + ATy (v + ATV,) + Ya2(un + ATu,) + 732, + AT2,)],

I

Upi1 = NATU, + (14 ’YlATZ)U;L + VAT, + ’YQATZU;L + 13ATzZ, + ’Y3AT2Z;L. (4.35)

Analogamente, obtemos

z/nJrl = 1 Atv, + M1A72U;L + peAtu, + (1 + MQATQ)U;L + puzAtz, + ,M3A7'22;L (4.36)
Z;H = mATv, + 771AT2U;1 + e Atu, + 772A72u/n + n3ATz, + (14 7’]3A7‘2)Z;L. (4.37)

A partir das equacées (4.32) a (4.37) consideramos X,, = (Un, U, Up, Uy, Zn, 2,) € €S-
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crevemos na forma matricial X,, .1 = BX,,, isto é,

Unt1 1 AT 0 0 0 0 Un
Vi1 NAT 14+ 1A AT pRATE BAT AT v,
Upt1 | 0 0 1 AT 0 0 Uy,
Uy || AT AT AT 14 AT AT AT u,
Zn+1 0 0 0 0 1 AT Zn
Z;z+1 mAT  mAT? AT o AT? nsAT 1+ n3AT? z;

onde B é a matriz dos coeficientes.

Seja Aj, j = 1,...,6 os autovalores de B. Em terminologia de métodos numéricos, B
¢ a matriz de amplificagdo do método explicito aplicado as equagoes (4.12) a (4.14) e o
maximo de |\;| para j = 1,..,6 é chamado raio espectral de B. Além disso, sabe-se que
uma condicao necessaria para a estabilidade numérica é o raio espectral menor do que ou
igual a um, isto &, |A\;| < 1. Se o raio espectral de B for maior do que um, entdo os erros
numeéricos crescem exponencialmente e o método é instavel.

Em seguida, foram realizados experimentos numéricos para encontrar um limite em
B e 6, para os quais o raio espectral seja menor do que ou igual a um quando A7 < 1,
o que corresponde a condigdo CFL. Esta pesquisa mostrou que 8 > 1/2 e § > 1/2 sao
necessarios para estruturas finas e longos comprimentos de onda, pois neste caso, o critério
de estabilidade depende da espessura .

A instabilidade observada vem da anélise do raio espectral da matriz de amplificacao
por dois intervalos de tempo consecutivos, B = B(A7)B(A7), onde B(AT) denota a
matriz B calculada no tempo A1 e B(AT) denota B calculada no tempo AT = 1. Seja
S o raio espectral de B, vemos que as figuras abaixo mostram o plano S x A7 com
B,6 € {0,0.1,0.5,0.6,0.7,0.9,0.95,1}. Para 8 = 6 = 0.5 o grafico mostra S = 1 para
AT proximo de um, assim o método é estavel para esse valor de 3 se os passos de tempo
nao se alteram radicalmente, no entanto, para A7 < 0.66, a figura mostra S > 1, o que
explica a instabilidade observada usando § = 6 = 0.5 quando o passo de tempo alterna
de tamanho por um fator 2. Para § = 6 = 0.6,0.7,0.9,0.95, as figuras mostram que o
método possui regides de instabilidade para esses valores de 3, mas eles também ilustram
que, quando 3 e # aumentam, a regiao de instabilidade encolhe e seu centro se move em
direcdo a A7 = 1. Para f > 1 e 6 > 1, encontramos S = 1 para qualquer combinacao
de A7 < 1 e AT < 1. Em outras palavras, 5 e # maiores do que um sao necessarios
para evitar instabilidades numéricas causadas por intervalos de tempo que se alternam
em tamanho. claramente, para 0 < 3,0 < 0.5 o raio espectral de B ¢ maior do que um e
0s erros numeéricos crescem exponencialmente, portanto, o método é instavel.

Note que para alcancar a estabilidade, é necessario atribuir o fator de corre¢ao nas duas
equagoes de rotacao, o que difere do trabalho do Almeida&Rivera [2], para o problema de

Bresse, onde o fator Ry nao é relevante. Vemos por exemplo, a Figura 4.11 onde S =1 e
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0 = 0, o grafico é semelhante ao da Figura 4.2, onde os erros crescem exponencialmente.
Observamos que a partir que 3 e # assumem valores iguais a 1, os valores dos ntimeros de
ondas e h nao alteram a estabilidade.

Em nossos experimentos numéricos, usamos E = 21 - 1012N/m?, p = 7850kg/m?,
k=5/6, u=0,29.

Agora seguiremos com os graficos:
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Pela Figura 4.2, observamos que os erros na aproximagao numérica aumentam de forma
exponencial quando 3 = 0 e § = 0, para esses valores de 3 e 0, obtemos Rz = Ry = 1
que nao alteram o parametro da inércia. Isso mostra, conforme Krieg [10], que os erros
aumentam se nao houver aumento da inércia de rotagao. Na Figura 4.3, com um pequeno

incremento na inércia rotatoria, vemos que a regiao de instabilidade comega diminuir.
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A seguir construimos os graficos em trés dimensoes, considerando as variaveis raio es-

pectral, tempo e 8. O valor de 3 esta vaiando entre 0.5 e 1, para esses valores construimos
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as figuras abaixo para 8 = 0,0.4,0.5,0.7,0.9, 1. Notamos que, para § = 0 os erros crescem
igualmente, qualquer que seja o valor de 3, isso nos mostra que o fator Ry ¢ indispensa-
vel para se obter a estabilidade. Para # = 0.4 observamos que a regiao de instabilidade
mantém-se quase constante em todos os valores de 3, esta obervagao também vale para
6 = 0.5. Na Figura 4.15, onde # = 0.7 vemos que a regiao de instabilidade decresce até
B ~ 0.8, a partir de entao se mantém constante. Semelhantemente na Figura 4.16, onde
o decréscimo ocorre até J ~ 0.9. Finalmente, na Figura 4.17, onde # = 1, a regiao de
instabilidade decresce até § = 1, a partir do qual o método tona-se estavel. Notamos que,

nesta figura temos todos os graficos das Figuras 4.5 a 4.10.

50408 _|
46408 _|

3e+08 _|

Spectral Radius

2e+08 __|

1e+08 __|

P 05 ’ .
0s o - 2 08 06 04 02 /o4
Scaled Time 0 Scaled Time 0

Figura 4.12: 6 =0 Figura 4.13: 6 =04

_esttil}
,@““““\\“\\‘\\\\‘ \

Spectral Radius
Spectral Radius

7 v y E— —
06 04 7 /04 1 08 06
Scaled Time 0
Scaled Time

Figura 4.14: 6 = 0.5 Figura 4.15: 6 = 0.7



CAPITULO 4. ESTABILIDADE NUMERICA PARA PLACAS DE MINDLIN-TIMOSHENKO52

423&} NN
> \\\\\§‘\\§\\\\‘

Spectral Radius

Figura 4.16: 6 = 0.9 Figura 4.17: 6 =1



Conclusao

Considerando a discretizacao pelo método explicito de integragao no tempo combinado
com o aumento da inércia rotatoria, mostramos a estabilidade desse método para o modelo
de placas de Mindlin-Timoshenko. O aumento da inércia deu-se através da inclusao dos
termos de corre¢ao Rg e Ry desenvolvidos por Wright [22]. Com esses termos observamos
que o método comeca estabilizar a partir dos valores § = 6 = 0.5, semelhante ao trabalho
do Wright [23] para o modelo unidimensional de Timoshenko com uma equagao de rotagao.
Vimos que o fator Ry é importante para o sistema de Mindlin-Timoshenko, diferente do
trabalho de Dilberto&Rivera [2] para o sistema de Bresse, onde foi considerado 6 = 0,
pois o fator Ry nao apresentou influéncia na correcao da estabilidade.

Notamos que o critério de estabilidade para Mindlin-Timoshenko é igual ao critério
para o modelo unidimensional de Timoshenko. Em nossos testes observamos que, para
B =60 =0, isto ¢, sem o acréscimo da inércia de rotacao, o método nao é estavel fora do
critério 4.21 e sob a condigao CFL.

Os resultados obtidos mostram a importancia do uso da inércia rotatéria para correcao
de instabilidades numeéricas, o que esta de acordo com os trabalhos de Krieg, Belyschko e
Mindle e Wright.
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