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Resumo

ANALISE DE ESTABILIDADE
DE METODOS NUMERICOS PARA
EQUACAO DA ONDA EM MALHA DESLOCADA

Thiago da Silva Laurindo
Orientador: Prof. Dr. Dilberto da Silva Almeida Jdnior

Resumo da Dissertagao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Pard (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessarios para

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

No presente trabalho investigamos as propriedades da energia para um modelo
de equagao da onda com coeficiente dependente do tempo d(t) > 0, discretizado por
diferengas finitas em malhas deslocadas (staggered greed). Para a andlise pretendida,
abordamos os esquemas numéricos semi e totalmente discretizados em diferencas finitas,
devido a presenca do coeficiente dependente do tempo. Nossos resultados principais fazem

referéncia sobre a conservagao e positividade da energia do problema.

Palavras-chave: Energia; Equacao da onda; Malha deslocada; Diferencas finitas;

Conservacao e positividade.
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Abstract

STABILITY ANALYSIS OF
NUMERICAL METHODS FOR
WAVE EQUATION IN STAGGERED GREED

Thiago da Silva Laurindo
Advisor: Prof. Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics and Statistics,
Federal University of Pard (UFPA-PPGME) as part of the requirements for obtaining a Master’s Degree

in Mathematics .

In the present work we investigate the energy properties for a time-dependent
coefficient model of the wave d(t) > 0, discretized by finite differences in displaced meshes
(staggered greed). For the intended analysis, we approached numerical schemes semi and
totally discretized in finite differences, due to the presence of the coefficient dependent
on the time. Our main findings refer to the conservation and positivity of the problem

energy.

Keywords: Energy; Wave equation; Staggered greed; Finite differences; Conservation
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Introducao

O crescente uso de técnicas numéricas para a solucao de problemas complexos, oriundos das
engenharias e da fisica, tem sido cada vez mais beneficiado pelo aumento dos algoritmos compu-
tacionais. Devido a isto, a solucao de diferentes problemas tem despertado bastante atengao dos
analistas numéricos, uma vez que as simulagoes computacionais das solu¢bes numéricas, acarre-
tam diversas vantagens a industria, como o baixo custo, resolucao de problemas em geometrias
complexas, rapidez nos resultados, entre outros. Em problemas da Dinamica dos Fluidos Com-
putacionais, por exemplo, uma das vantagens citadas por Oishi [§] estd na economia de tempo
na exploragao de fendmenos que ocorrem nos escoamentos dos fluidos. Todavia, sabe-se que
as solugoes numéricas apresentam também suas desvantagens, dentre as quais podemos menci-
onar: os custos computacionais, erros de truncamento, instabilidades e imposicao apropriadas
das condic¢oes de contorno.

Em problemas traduzidos em termos de uma equacao diferencial parcial (EPD) de evolucao,
o controle das oscilacoes é uma das importantes caracteristicas estudadas pelos pesquisadores.
Um exemplo é o controle das vibragoes de uma membrana em duas dimensoes, cujas oscilagoes
sao regidas pela equacao da onda. No contexto continuo, podemos encontrar muitos estudos
relacionados as questoes de observabilidade e controlabilidade de EDP’s, porém, quando trans-
corremos para os ambientes numéricos discretos, vemos o quanto ainda necessita ser estudado.

Nos estudos de problemas classicos de vibragoes em ondas livres, em ambiente continuo,
podemos fazer referéncia aos principais resultados ja existentes sobre o problema da equacao de

propagacao de ondas unidimensional dada por:
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b — dow = 0, em (0,L) x (0,T) (1)
6(0,t) = p(L,t) = 0, 0<t<T, 2)
¢(x,0) = do(x), ¢r(x,0) = ¢1(x), 0 <z <L (3)

Em (1) - , ¢ = ¢(x,t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no intervalo
(0, L). Matematicamente o problema é bem posto no espaco de energia Hg (0, L) x L(0, L). Mais

precisamente, para qualquer (¢o, 1) € HZ (0, L) x L?(0, L) existe uma tinica solucio
¢ € C([0,T]; Hy (0, L) x L*(0, L)).

A energia das solucdes é dada por,

1

E(t) := 3

L
/0 (0uf? + 602, Vi >0, 4

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,
E(t) = E(0), ¥t > 0.

Vejamos a semi-discretizacao em diferencas finitas para ilustrar o tipo de problema dado em
— , que foi identificado em detalhes no trabalho de Infante e Zuazua [6], considerado o
trabalho pioneiro nesse contexto. Essas semi-discretizagoes ocorrem no nivel da variavel espacial

x sendo o tempo ¢ continuo.

Dado JeNeh = introduzimos a seguinte particao de malha

L
J+1
OI.CC0<:L'1<...<.CCj:jh<...<a?J<$J+1:L

com j = 0,1,2,...,J + 1. A seguir introduzimos a seguinte semi-discretizagdo em diferencas
finitas de —

9) -

Po(t) = ¢s41(t) = 0, Vt=>0, (6)

$;(0) =&, ¢;(0) = ¢;(1), VI<j<J+1 (7)

App; = 0, 0<t<T, j=1,2,..,J (5)



Introducao 11

onde Ay, é o operador Laplaciano semi-discreto dado por,

2¢] + ¢j 1
h2

O sistema — é um sistema de J equagoes diferenciais lineares com J incégnitas

Andy = Gj1 —

®1, P2, ..., ¢ uma vez que ¢o = @41 = 0.

A energia do sistema — (7)) é dada por

ZM)] W+ Z<¢j+1 ¢g())

que ¢ a discretizagao da energia continua em (4). Tal energia Ej, é conservada ao longo do tempo

para toda solucao de — ,
Ep(t) = EL(0), Vt > 0.

Negreanu e Zuazua [7] analisam e demonstram com detalhes as propriedades da energia do
sistema discreto homogéneo: a conservagao da energia e a sua positividade.

O tipo de malha adotado para analisar a estabilidade de solu¢oes de um problema traduzido
para o ambiente numérico é um dos fatores fundamentais, pois pode representar grandes van-
tagens no que diz respeito as simulagoes numéricas computacionais, como: na economia e uma
melhor solucao numérica.

Além disso, a escolha da malha associada a esquemas numéricos (explicitos e implicitos)
pode provocar alteragoes inesperadas em sua estabilidade, dependendo das condigoes de con-
torno adotadas. Diante disso, abordamos alguns comentarios sobre a malha deslocada, da qual
faremos uso no decorrer deste trabalho. A malha deslocada (staggered greed) introduzida por
Harlow e Welch [4] é bastante utilizada no métodos MAC, por possui propriedades de relevancia,
como: garantir localmente a conservagao da massa, energia cinética e movimento, além de ser
computacionalmente simples em uma dimensao se comparada a um modelo preditor corretor por
exemplo, de acordo com Perot e Nallapati [10]. Nao é comum o seu uso para diferencas finitas
em uma dimensao mas, quando resolvemos a equacao de Navier Stokes por diferencas finitas,
usa-se a malha deslocada para evitar oscilagoes Oishi et al. [9]. A seguir, descrevemos alguns
resultados observados por Cassio Oishi em suas pesquisas, as quais tomaremos como base para
o desenvolvimento da proposta de estudo deste trabalho.

Sendo as equagoes de Navier - Stokes nao lineares, fato que dificulta o estudo da estabilidade
numérica, em Oishi et al. [J] fez-se o uso da malha deslocada, tomando o modelo simplifi-

cado de equagao de Navier - Sotkes, abaixo (equagao de difusao unidimensional com coeficiente
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dependente do tempo - com aproximacoes explicitas e implicitas as condi¢des de contorno de

Dirichlet):

w = d(t)uge +q(z,t), x €[0,1] et € [0,T], (8)
uw(0,t) = wu(l,t)=0, t€[0,7T), 9)
u(z,0) = wg, x€0,1], (10)

onde d(t) > 0 é o coeficiente de difusdao, que é uma funcao dependente do tempo limitada e

q(z,t) é o termo de origem. A discretizagao em diferencas finitas da equagao pelo método 0

é escrita como
n+60
il "6t n+6

A o5t
ntl g ul Tt — 200t 4 uly) = up — (0 — l)ﬁ(uﬁl —2u +ui ) +0tg T (11)
x

uz 5$2 ( 1—1

onde dx e dt sao os passos de espago e tempo, respectivamente, e u' representa uma aproximagao
para u(z;, ty). O coeficiente de difusao d(t) e o termo de origem s@o calculados de acordo com o
valor de # nos pontos da malha t, 19 = (n + 0)dt. Considerou-se, o método de Crank - Nicolson
(0 = 3), os esquemas implicitos (§ = 1) e explicitos (6 = 0) de Euler.

Aproximando em uma malha deslocada o problema - , Oishi discretizou o intervalo
[0, 1] por um conjunto de pontos igualmente espagados z; = (i — 1/2)dx, com ¢ = 1,2,...,m em
que dz = 1/m. A equagao (11)) é resolvida nos pontos internos x1, xa, ..., Ty, enquanto g € Tpy41
sao pontos externos considerados fantasmas usados para impor as condigoes de contorno. Para

malha deslocada, os pontos xg € Z;,4+1 nao coincidem com os extremos do intervalo [0, 1].

fe o
2 5
_ r— -
li[}@ N U .'ULQ o U1 Uy | Um+1
| I I I I
| —— |
Yo Az Ax Yer
Figura 1: malha deslocada para resolver  (8) com w(0,t) = w(l,t) = u.

Em particular, temos u;, = 0

Desse modo, é usado a interpolacao linear para eliminar os valores desconhecidos de ug e
Um+1 da equacdo ([L1). Considerando o polinémio de grau um, nos pontos (zg,ug) € (1, u]) no
nivel de tempo genérico r, dado por:

Pi(a) = (o = 20)uf — (@ = 1)), (12)
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e usando a condigao de contorno u(0,t) = 0, obte-se

Pi0) =0 = & (5 0+ 0b)) = S0+ (13)

A interpolacao em z = 1 é andloga, e resulta na equacao

1
Pi(1)=0= i(u:n-l-l + Upy,)- (14)
Dai, obtem-se as equacoes
u) = —uf eul, 4 =—ul, (15)

O estudo considerou os casos em que r toma os valores n ou n + 1. Ao esquema de Crank -

Nicolson com condicbes de contorno implicitas, usou-se:

n+1 __ n+1 n+1l __ n+1 n __ n n _ n
Uy = 7U 5 Uy = Uy, U = UL € Uppg = —Uy

(16)

tendo como maneira alternativa de aproximar as condi¢oes de contorno pela formulagao explicita

abaixo;

n+l __ n+1 n

n — n __ n n _ n
up" = Uy, U= U, ug = Ul e Uy = — Uy (17)

Ao analisar o método de Crank - Nicolson, por ser incondicionalmente instdvel e de se-
gunda ordem no tempo e no espaco, constatou-se evidéncias numéricas de que para esse método,
quando utilizado para discretizar equagoes de Navier - Stokes, o mesmo torna-se condicional-
mente estavel, dependendo da escolha das condicoes de fronteira. Este inusitado e inesperado
resultado foi a grande surpresa encontrada, uma vez que o método de Crank - Nicolson é tido
como um esquema numérico estdvel. Para o esquema de Crank - Nicolson com condicbes de
contorno implicitas o esquema ¢ irrestritamente estdvel, enquanto que com condigoes de con-
torno explicitas torna-se condicionalmente estdvel. Para os esquemas de Euler, o comporta-
mento é semelhante aos casos com coeficiente constante. Euler implicito com condigoes de con-
torno implicitas ou explicitas é irrestritamente estavel, ja para o Euler explicito com condigoes

explicitas apresenta a restricao de estabilidade usual no passo do tempo.
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Tabela 1. Resumo dos resultados

ODE método

Crank-Nicolson FEuler Implicito Euler Explicito

Condicoes de contorno

Explicito Condicional Incondicional Condicional
0<o<2 0<o<3
Implicito Incondicional Incondicional Not covered

Neste trabalho, objetivamos estudar a influéncia da malha deslocada aplicada em esquemas
numéricos em diferencas finitas, tomando como problema modelo a equagao da onda unidimen-
sional com coeficiente dependente do tempo, provando que duas importantes propriedades da
estabilidade sdo mantidas: a energia do sistema é conservada e sua positividade. O sistema

hiperbdlico de ondas unidimensional, nosso objeto de estudo neste trabalho, é dado por:

O — d(t)pee = 0, em (0,L) x (0,T) (18)
#(0,t) =p(L,t) = 0, 0<t<T, (19)
¢(x,0) = do(x), ¢u(x,0) = ¢1(x), 0 <z <L (20)

onde d(t) > 0 representa o coeficiente dependente do tempo.
Para o sistema (18]) — (20)) assumimos o seguinte esquema numérico semi-discreto em dife-

rencas finitas,

¢; —d(ta)Apd; = 0, 0<t<T, j=1,2..J (21)
Po(t) = ¢s1(t) = 0, Vt=>0, (22)
$;(0) =9, 6,000 = ¢;(1), V1<j<J+1 (23)

onde Ay, é o operador Laplaciano semi-discreto dado por,

205+ dj1
h? )

Andy = Gjr1 —

Em Munch [1, é apresentada uma familia parametrizada de esquemas em diferencas finitas
para a controlabilidade exata da equacdo da onda 1-d. O acréscimo de termos da ordem h?,
tornam tais esquemas diferentes dos usuais centralizados, (onde h denota o passo de discre-

tizacdo no espago), por intermédio de uma técnica simples que assegura uma controlabilidade



Introducao 15

uniforme, baseada na adicdo ao esquema centrado usual de termos corretores de ordem h2.
Em seu trabalho é exposto uma série de esquemas em diferencas finitas. Daremos énfase, ao

esquema totalmente discreto e implicito (no espago e tempo), com algumas adaptagoes, dado por:

Seja a > 0, temos

And? = A, (aqs;?“ + (1= 20)¢7 + a¢g—1) L j=1,.J n=0,..N  (24)
do(t) = ¢su(t) =0, Vt>0, (25)
¢j(0) = QZ)?’ (QZ)JI _¢;1)/2/At:¢j717 J=0,..,J+1 (26)

onde ¢ denota a aproximacao de ¢ para o ponto x; no tempo nAt, At é o passo de tempo tal

que At =1/(N+1),e

o1~ 207 + 07!
At?

By - 200+ g
Ax?

Aped} = Apdy = (27)

O esquema — possui uma energia F,, definida, onde as propriedades de conservacao

da mesma é satisfeita Vn = 0, ..., N, assim como sua positividade.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma.

A presente introdugao. Em seguida, motivados pelos resultados de [9] brevemente apre-
sentados na introducao, no capitulo 1 exibimos uma leitura do estudo da estabilidade para os
métodos de Crank - Nicolson e Euler associados ao sistema (8)) — . No capitulo 2, abordamos
o estudo de métodos explicitos, onde definimos a energia e verificamos importantes propriedades
(conservagao e positividade) da energia totalmente discreta do sistema — com condicoes
de contorno de Dirichlet (seguindo os passos realizados em [7]), e na sequéncia tratamos do com-
portamento do mesmo sistema, aplicando condigées de contorno adequadas, (conforme [9]) em
malha do tipo descolada. No capitulo 3, apresentamos uma analise das propriedades da energia,
analoga a realizada no capitulo 2, tendo como base o sistema — . Por fim, expomos as

conclusoes e perspectivas futuras.



Capitulo 1

Estabilidade de Métodos Numéricos

Neste capitulo, apresentamos os resultados diagnosticados por Oishi et al.]9], no que diz
respeito ao estudo da estabilidade dos métodos numéricos de Crank-Nicolson e Euler referente
ao problema dependente do tempo — . Além disso, exibimos em detalhes a prova de dois

dos métodos analisados em seu trabalho.

1.1 Analise do Método de Crank - Nicolson e Euler

Para o estudo da estabilidade dos esquemas de Crank - Nicolson e Euler aplicados ao pro-
blema dependente do tempo - , usou-se a forma matricial do método numérico. Tal
analise de estabilidade para problemas desse tipo torna-se mais dificil, uma vez que, a matriz
de coeficientes nao serd constante. Nesta secao, enunciamos alguns resultados sobre o estudo da
estabilidade para vérias combinagoes de métodos para resolver as equagoes diferenciais (Crank -
Nicolson, métodos explicitos e implicitos de Euler) e aproximagoes explicitas e implicitas para as
condigbes de contorno, os quais a prova com detalhes, pode ser encontrada em [9]. Para a prova
dos resultados sobre a estabilidade do esquema de Crank - Nicolson em uma malha deslocada
para a equagcao de difusao com coeficiente dependente do tempo, considerou-se as aproximagoes
implicitas e explicitas para as condi¢oes de contorno.

Embora alguns resultados, mantenha o seu comportamento esperado, como (a convergéncia
condicional para Euler explicito e convergéncia incondicional para Euler implicito com condigoes
de contorno implicitas), o uso de condigdes de contorno explicitas pode reduzir a estabilidade

dos métodos, conforme observado por Oishi et al. [9], onde o método de Crank - Nicolson
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com condicbes de contorno explicitas tornou-se apenas condicionalmente convergente. Além
disso, os resultados para as condicoes de contorno explicitas sdo validas para funcées de difusao

dependentes do tempo, desde que o™ = d(t,)(dt)/(0z)? tenha variacdo limitada por +:

n—1
D ettt = ok <. (1.1)
k=0

A condicao mostra que hd uma consideravel latitude na mudanga de difusao (ou passos-
tempo 0t).

Na sequeéncia, segue inicialmente a andlise em detalhes do estudo da estabilidade do método
de Crank - Nicolson com condigoes de contorno implicitas e explicitas, seguido pelo mesmo
estudo para o esquema de Euler implicito e explicito com condigoes de contorno explicitas.

A forma matricial do método de Crank - Nicolson é:

1

A(e™u" = B(e™)u" + "2, (1.2)
onde
o" = (d"F3)dt/(57)?,
A(c™) e B(o™) sdo matrizes dependente de ¢ com dimensdes m x m,u = (u1,u1, ..., Un)" €
c = (c1,c1, ..., cm) T sdo vetores m x 1.
Podemos reescrever ((1.2)) como
ut = M(e™u" + A~ (o™ 2 (1.3)

onde n = 0, ..., indicemq: desde que o problema seja resolvido num intervalo de tempo finito

t €[0,7] com t, = ndt e T = indicemq,0t. Da equagao (1.3)), a matriz de iteragao é dada por
M(c™) = A~ (c™)B(o"). (1.4)

Para a defini¢ao de estabilidade, adotou-se a seguinte: uma pequena pertubacao nos dados

iniciais nao deve ser amplificada ao longo do processo. Isto é, seja 1’ = u’ + ¢

il = M)’ +e) + A (0)er = u' + M(od)e, (1.5)

a2 = M)+ M(ot)e) + A (02)e? = u + M(c2)M(o)e,

atl = w4 M (o™ M (0" ). M (%) M(o)e, (1.6)
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Dessa maneira, é necessario que
M(c™M (" Y)..M(c*)M(c') — 0 quando n — oco. (1.7)

Para provar faz-se necessario a realizacao do estudo dos autovalores da matriz de
iteracdo M(07),j =1,...,n.

Diferentemente do critério usual de Von Neumann (ver em [I1]) para estabilidade numérica
em diferencas finitas aplicados a EDP’s lineares, a abordagem acima se faz necessaria em funcao
do coeficiente dependente do tempo na equacao .

O calculo das formulas exatas para os autovalores de certas matrizes tridiagonais foi proposto

por Yueh [12], o qual demonstrou o seguinte Teorema.

Teorema 1.1 Considere a matriz tridiagonal da forma

—a+b ¢ 0 0
a b c 0
T = 0 0

0 0 a —-B+0b |

mXxXm

Os autovalores )\ZT de T sao dados por

b+2\/accos<mzj_1>, i=1,....m, se a=L5=0,

A = b+2\/ﬁcos<:lr)’ i=1,...,m, se a=pf=/ac#0, (1.8)

— 1
b+ 2y/accos (MT> vi=1,...,m, se a=p=—/ac#0.
m

Demonstragao: Ver [12].

A seguir, apresentamos em detalhes dois dos resultados analisados em [9].
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1.1.1 Meétodo de Crank - Nicolson com condicoes de contorno
explicitas

Nesse caso usando as condigdes de contorno explicitas, as matrizes em (1.2)) sdo

A(c™)=1+0"A (1.9)
€
B(c") =1+ 0"B (1.10)
onde
1 -1 0 0 ]
1 1
T T T
A=1| o 0 (1.11)
1 1
_1
I o 0 -3 1]
(S}
[ 2 L 0 o0 ]
1 1
B=1 o 0 (1.12)
1 1
o i -1 1
1
o 0 1 -2

mxXm

Para provarmos nosso resultado principal, necessitamos de alguns resultados auxiliares, os

quais descrevemos a seguir.

Lema 1.1.1 A matriz A(c™) definida em li é simétrica e definida positiva se o™ > —%.

Demonstracao: Note que a matriz A é simétrica e satisfaz as suposi¢oes do Teorema

portanto seus autovalores sao dados por

A?zl—l—cos( !
m

e os autovalores de A(c™) sao dados por:

)\A(a")

7

1...

),zzl,...,m,

:1—1—0”)\;4; ) M.

(1.13)

(1.14)

Portanto, a matriz A(c™) em || é simétrica e definida positiva se o™ > —%, Vvt >0, que éo

caso quando d(t) > 0.

O
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Lema 1.1.2 Se o™ =2 entdo A = —1 € o autovalor minimo da matriz
M(o™) = A~ (a™)B(o"). (1.15)

Demonstracao: Note que, por 1| e 1| teremos A(c™) =1+ 24 e B(o™) =1+ 2B para
o = 2.

Consequentemente se A é o autovalor da matriz M em (|1.15) com autovetor v # 0, entao
A o™ B(o™)v = Av (1.16)
Multiplicando A(c™) em ambos os lados de (1.16]), obtemos

B(o™)v = A(d")v (1.17)

(I +2B)v = \(I +24)v. (1.18)

Pela forma das matrizes A em (L.11) e B em (1.12) obtemos (I +2B)e; = —(I +2A4)e; onde
e; = (1,0,...,0). Portanto, A = —1 é um autovalor de M.
Da mesma forma, provamos que Me,, = —e,,.

Agora, suponhamos que exista um autovalor A < —1, com
AT'Bv=2Av e ||v]2=1. (1.19)

As matrizes A e B para ¢" = 2 sdo dadas, respectivamente, por

A= 0 . . . 0 (1.20)

- - mXm

B = 0O . . .0 (1.21)

- - mXxXm
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De (1.19) podemos escrever

viBv = \vT Av. (1.22)

Note que, a partir das matrizes em ((1.20) e (1.21]) obtemos

B=-I+E ¢ A=I+F (1.23)
onde
[ 2 1 0 o0 ]
1 0 1 0
E=| 0 . . . 0 (1.24)
0 1 0 1
i 0 0 1 2]
€
[ 2 -1 0 o0 ]
-1 2 -1 0
F=1{ 0 . . . 0 . (1.25)
o -1 2 -1
i 0 0 -1 2|
Seque de e que
—14+viEv=X+ ) TFv. (1.26)

A matriz F satisfaz as suposicoes do Teorema [I.1), com a« = 8 =0, a =c=1e b = 2.

Dessa maneira, seus autovalores podem ser calculados, resultando em )\f = 2+ 2cos <WZL>

para i = 1,...,m, isto é, \f' > 0. Mas, F é simétrica e definida positiva e A < —1, podemos

escrever
—14+viEv< -1-vIFv=>vI(E+ F)v<o. (1.27)
Note que
[0 0 0 0 ]
2 0 0

E+F= 0 . . .0 . (1.28)

o 0 2 0

0O 0 0 O

- - mXm
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m—1
Consequentemente v (E+F)v = 2 Z = V% e nao pode ser negativo, entao nao pode existir
i=2
um autovalor A < —1. Portanto, para ¢ = 2, )\%in = —1. O

Para demonstrar o resultado nos autovalores da matriz de iteracao para o esquema de Crank

- Nicolson com condigoes de contorno explicitas, precisamos dos resultados que segue abaixo.

Teorema 1.2 (Rayleigh-Ritz). Seja A € R™*™ simétrica, e seja os autovalores de A ordenados
como

=M< < <=

max-*

Entao

MoTy <ol Av < MoTv, YoeR™,

T
. v Av
Nnin = M| = min =7 (1.29)
vl Av
Aéa:p - Aé = Il{li‘é( ’UT’U (130)

Demonstragao: Ver [5].

Teorema 1.3 (Danskin). Suponha que f: X xY — R é uma funcao continua, onde X C R"
€ um conjunto aberto, Y € um conjunto compacto de um espacgo topoldgico F', e o gradiente

V.f(x,y) existe e € continuo. Entdo, a fungao

¢(x) = max f(z,y)

yey

€ continua e tem derivada direcional em toda direcdo h dada pela férmula a sequir

Dpo(z) = max Vuf(z,y)"h,
yeY ()

onde Y(z) ={y € Y|o(x) = f(z,y)} € o conjunto de mazimizadores na defini¢ao de ¢(x).
Demonstragao: Ver [3].
Teorema 1.4 Os autovalores da matriz M(o7) em (1.15) para um indice j genérico, satisfaz:

1.])\?/1(0])\ <l,i=1,...,m, onde m é a dimensdo de M(c7), se 07 < 2;

2.|)\£\/1((ﬂ)| > 1, para alguns i se o™ > 2, para qualquer j.
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Demonstracao: No Lema@prov&mos que )\M = —1 quando ¢" = 2. Agora, vamos mostrar

M(e) |, \M(g))

que os autovalores A maz ° sao funcées monotonicamente decrescentes de oJ. Note que a

matriz M (o7) é semelhante a uma matriz simétrica M(o?). Do Lema temos que \; A 5
para o/ > —% e consequentemente a matriz simétrica A(o7) é definida positiva. Entao existe

A%(aj) simétrica e definida positiva tal que A%(aj)A%(aj) = A(07). Assim
Az(0\M(09)A™2(07) = A~2(09)B(09) A" 2 (09) = M(0?), (1.31)
que é simétrica e, consequentemente, tem apenas autovalores reais.

Do Teorema [I.2] temos

1o T (o0 wI(I 40
AMED i % _ g WU H o Bw (1.32)
v#£0 v+iv w#£0 WT(I + O-JA)

usando a transformacao linear definida positiva w = A2 (07)v de R™ para R™.

M(o7) , ~ . .
Agora mostraremos que, )\mi(n ) é uma funcdo monotonicamente decrescente de o7, para
todo o7 > 0.

A expressao (1.32)) pode ser reescrita do seguinte modo

W) _ wl (I + o/ B)w

) — — 1.33

e wll=1 wT (I + 0d A)w (1.33)
Define-se o conjunto compacto, C' = {z € R"/||w|| = 1} e a fungdo
wl(I + o/ B)w

ol >0,weC—g((d?),w) =

wl(I + 0l A)w
Esta funcao é continua e continuamente diferencidvel em relagdo a o/, satisfazendo as

hipéteses do teorema de Danskin (Teorema [1.3]). Dessa, maneira pode-se calcular a derivada

direcional a direita a partir de

d)\()

_mwn_

Lo T~ wlhifs) o9l W)

onde W (o) = {w € C/¢(o7) = g(¢?,w)} é um conjunto compacto.
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Calculando a derivada, temos

T w) = el w)
(W' (I 4+ o7 B)yw) (W1 + od Ayw) — (WL (I + od Byw)(wl (I + o7 A)w)’
(W (I + 07 Ayw]?
(wT Bw) (W (I + o7 Ayw) — (WI (I + 07 B)w)(wT Aw)
(Wl (I + o7 A)yw]?
(wI'Bw + w? Bww? 07 Aw) — (W Aw + wlo7 Bww! Aw)
(wT(I + od A)yw]?

wl(B — A)yw
wT(I 4 ol Ayw]?

Note que a matriz (B — A) é dada por

-3 1 0 0
1 -2 1 0
B-A=| o 0 (1.34)
0o 1 -2 1
i 0 0 1 =3 -
do Teorema calculamos seus autovalores como
)\?_A = —2+2cos <:;> , para 1=1,...,m, (1.35)

e entao WT(B - fl)w < 0 para todo w € C. Em particular, para todo w € W (o7),

d j B wl(B - A)w
T e ey e

como I + 0/ A é definida positiva. Desde que W (o7) é compacto, concluimos que

e
d(o‘j)+ ’

Portanto, usando o fato que M (07) e M(07) sio semelhantes, provamos que

o))~ d(od) =7 (1.36)

Para o méximo autovalor, aplicamos o mesmo argumento, simplesmente substituindo o

minimo pelo maximo no Teorema [1.2 e, entao
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AN M)

d(e?) — d(d9)

<0, (1.37)

. , M(od , . ~ . j
1sto e, )\mch ) também é um funcdo monotonicamente decrescente de 7.

. i M(ad M(a?) -~ ~ .
Assim sendo, para todo o7 > 0, tem-se que )\mi(g ) e Amég ) sdo fungoes monotonicamente

decrescentes de o7.

M(0 . - M(0 M(0 M(a7)
Ago?a )\mi(n) =1, parat=1,...,m, o que significa que )\mi(n) = )\m(gm) = 1. Como d)(‘j’z@;f) <
0, )\%[égj) ¢é sempre menor que 1 para todos o
Portanto, para o/ < 2 temos ])\ZM(UJ)\ <1,e=1,...,m, enquanto, |)\£V‘[(J])] > 1, para alguns i
se 0l €[2,00). O

Apés realizar o estudo dos autovalores de cada matriz de iteracio M (o7), analisaremos sob

quais condicoes pode-se garantir que o produto
M(c™M (™™ Y)..M(c*)M (o) = 0

quando n — oo.
o0

Teorema 1.5 Se’y:Z]aJ+l—J]| <00,0< 0’ <2ehdume >0 ondeec <ol <2—¢ para
j=1

todo j, entdo M(c™)M (o™ 1) ... M(c?)M(c') — 0 com n — oo.

Demonstragao: Note que para o caso do esquema de Crank-Nicolson com condigbes de con-

torno explicitas, a partir de ([{1.11)), podemos escrever a matriz B da seguinte forma
B=—A—(ejel +enel), (1.38)

resultando nas equagoes (1.9) — (1.10]), e para um indice genérico 7,

M(o?) = A7 (o?)B(o?).

Desde que A ¢ simétrica, seja Q uma matriz ortogonal tal que QTAQ = D (D diagonal). Os
autovalores de A [definidos em (|1.11))], estdo todos no intervalo [0,2] como pode ser verificado
usando o Teorema (1.1} Desta maneira, as entradas na diagonal de D sao os autovalores de
A, e assim estdo no intervalo [0,2]. Entao, QTBQ = —QTAQ — (QTe1elQ + QTenel Q) =
—D —(q1q) +q,,q%,). Note que, tanto A quanto B sdo simétricos, de modo que A(o?) e B(a7)

também sao simétricos, embora M (07) nao seja, a menos que o7 = 0.
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Note que, agora podemos escrever M (a7) da seguinte forma

—1
M(o) = (I i aJQDQT) (1 —QDQ - I Qayal + qmq%mT)

onde

1
. ) 2 . . . .
N(o7) = (I + oJD> <1 —0'D —olquq] - aﬂqmqﬁ) (I + aJD>

-1
Q(I + ajD> I-0'D-olqq] - qumqﬁ> Q"

(I —'D - dlquqf — oquqﬁ>

=

Assim, M(07) é semelhante a N(07), e N(07) é simétrico, produzindo
p(M (7)) = p(N(07)) = | N(o7)]|2.

Do Teorema vimos que p(M(07)) < 1 para 0 < 0/ < 2.

Diante disso, podemos usar esses resultados para vincular o produto:

resultando em
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Entao

HM(UH)M(UM) o M(a*)M(ch)

()

IN (" H)ll2

IN
N|=

2

IN(@™)ll2
2

: N
(I + U"D) <I +o"" D)
1 _
11\ )
(I +o" D) <I +o" D>

D=

2

2
1 _1 1
2 2 2
V@A (r+a2D) (140'0) | 10| (1+0'D)
2 2
o NEO
= JJIN@)I2 ] (1 + UJHD) <1 + aﬂp)
j=1 j=1 2
_1 1
2 2
(rvea) o)
2 2
O seguinte limite é facilmente obtido
1 1 . 1
, 2 S\ 2 Jtl|2
[+0D) (140D) || = max |EEMITP
9 k=l..m 14+ A\po?
1+ \odtt %_ 1 1420711 2
=oonze| 14ae | U T 200
= exp ( max(0, log(1 + 207 1) — log(1 + QJj))>
1 +1 j
< exp B log(1 + 207™") — log(1 + 207)
Portanto

n—1

II

j=1

)

, 3 \"2
(I + aﬂ+1D> (1 + aJD>

1n—1
< —
e (52

log(1 + 2071) —log(1 + 207) >

j=1
Agora a funcao f : [0,2] — [0,log5] dada por f(o) = log(1 + 20) é uma fungao Lipschitz
com a constante de Lipschitz 2. Portanto

n—l , 3 N\
(I + aJ“D) (I + UJD)

Usando a suposicao que

[SIE

Jj=1

Jj=1

n—1
< exp (Z |gd T — Jj\>.
2

n—1
1 .
E :|Uj+ 7OJ| S v,
j=1
temos

HM(U")M(UM) . M(c*)M(c)

n—1 n
< V5 & [TIIN() 2 = V5 & [] p(M (o).
2 j=1 j=1
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Escolhendo ¢ > 0 tal que ¢ < ¢/ < 2 — ¢ para infinitos j. Seja p = Jnax p(M(0)).
e<o<2—¢

Note que u < 1 desde que o méximo exista e p(M (o)) < 1 para todo 0 < o < 2. Além disso,
seja k(n) = |{j/e < 0/ < 2—¢,1 < j < n}|. Note que k(n) — oo quando n — oco. Entdo

IT5-, p(M(c7)) < p*™ — 0 quando n — co. Portanto, ||[M||2 — 0 quando n — co. O

Teorema 1.6 O método Crank-Nicolson com condigoes de contorno explicitas, (1.9) — (1.10))
aplicado para resolver o problema - em uma malha deslocada € estdvel se

0<o/<2,j=1,...,n, (1.39)

e dl sdao limitados por zero e dois infinitamente.

Demonstragao: A prova é imediata combinando os Teoremas [1.4] e O

Uma vez que a andlise de estabilidade dos esquemas de Euler segue muito perto da andlise
feita para o esquema de Crank - Nicolson, ressaltamos que alguns detalhes serao ocultados, visto
que os mesmos ja foram tratados para o estudo de Crank - Nicolson.

Para o método de Euler implicito com, o™ = (d"*1)6t/(52?), temos

n+1l __ n+1 n+l __ n+1
uyT = —uy T e unt = —ug, (1.40)

para as condigoes de contorno implicitas, e

n+l _ n n+l __ n
ugT = —uy e uy = —u (1.41)

mo

para o caso de condi¢oes de contorno explicitas.

Para o método de Euler explicito, as condigoes de contorno explicitas em ([L5)) sao

Uy = —Uy € Uy = —Up, (1.42)

Para este esquema, o™ ¢é definido por o” = (d")6t/(6x)2.

1.1.2 Meétodo de Euler explicito com condigcoes de contorno explicitas

Para este caso, usando ([1.42) obtemos A(c™) =1 e

B(o") =1+ o"B, (1.43)
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onde

o}

I
o
(@)

(1.44)

Assim, temos que M (c™) = B(o™).

Teorema 1.7 Seja 0 < 07 < % para todo j, e o’ € limitado por zero e % Entao
M(e™M (" 1) ... M(c*)M(c') — 0
quando n — oo.

Demonstragao: Tome € > 0 de modo que € < ¢/ < % — € para todo j.

Usando o fato de que M(o7) = I + o7 B, para um indice genérico j, e que B é simétrica,

definimos

f[ a]:ﬁ (I+0'D)Q [ﬁ[—l—UJD] (1.45)

J=1

Os autovalores de M sdo dados por

)\f\/f = H(1+aj)\B H< — 407 sin <2m>>, t=1,...,m, (1.46)
m

7=1 =
os autovalores de B obtidos no tltimo termo sio obtidos a partir do Teorema Desde que

M ¢é simétrica, ||[M||2 é o autovalor de magnitude mdaxima de M; isto é

1—4O'J sin (;;;)‘ (1.47)

Para vincular este produto usamos a desigualdade bem conhecida

| Ml2 =
1=

34yeeey T

20/m < sinf < min(f, 1) para 0 < 0 < 7/2.

Note que i = m temos in/(2m) = 7/2 e sin(iw/2m) = 1, enquanto, 1 < i < m — 1 resulta
em 1/m <i/m <sin(ir/2m) < 1. Entao para todo j e 1 <i <m,
T

‘1—4stin2 <2>‘ < max(|1 — 407 /m|, |1 — 407))
m

< max(|1 —4e/m], |1 — 4(% —g))

= |1 —de/m|. (1.48)
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Portanto
|M||2 < |1 —4e/m|* — 0, (1.49)
quando n — 0o, como queriamos demonstrar.

Teorema 1.8 O método de Euler explicito com condigoes de contorno explicitas em ((1.43)

aplicado para resolver o problema — em uma malha deslocada € estdvel se
0<o/<1/2, j=1,...,n. (1.50)

Demonstragao: A prova é imediata do Teorema [1.7] U

Na sequéncia, enunciamos outros resultados analisados em [9).

1.1.3 Meétodo de Crank-Nicolson com condigoes de contorno
implicitas

Teorema 1.9 O método de Crank-Nicolson com condicdes de contorno implicitas aplicado para

resolver o problema — em uma malha deslocada € incondicionalmente estdvel.

Demonstragao: Ver [9].

1.1.4 Meétodo de Euler implicito com condicoes de contorno
explicitas

Teorema 1.10 O método de Euler implicito aplicado para resolver o problema — em

uma malha deslocada € incondicionalmente estavel.

Demonstracao: Ver [9].




Capitulo 2

Método de Euler Explicito

Neste capitulo, analisamos com detalhes algumas propriedades na energia do sistema discreto
homogéneo (21) — (23). Particularmente, provamos a conservagao bem como a positividade da
energia totalmente discreta, com condigoes de contorno de Dirichlet, em seguida com condigoes

de contorno do tipo ([17)).

2.1 Energia Totalmente Discreta

Inicialmente, apresentamos na integra os principais resultados obtidos por Negreanu e Zuazua
[7], no que diz respeito & conservagao e positividade da energia do sistema discreto homogéneo
— . A insercao de tais resultados é de suma importancia para o desenvolvimento deste
trabalho.

Seguindo [7], definimos a energia numérica totalmente discreta associada com as equagoes

em diferencas finitas — (23), por:

Ar | (@ =g\ (- it o, —on
En =5 <]At e (ij j) (21)

J=0

Proposicao 2.1 (Conservac¢ao da Energia) Para todo At, Ax € (0,1) a energia totalmente
discreta (2.1)), satisfaz E, = Ep,Vn =1,2,...,N

Demonstragao: Tomemos a equagao (21))

G 20y + 6
(i)

Gy — 207 + 7,

(Az)2 =0

d(tn)
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'r_L+1_ 'r_Lfl
multiplicando-a por i e somando em j, com 1 < 7 < J, temos
p p D) J J

J n+l _ n n—1 n+l _ n—1 n n n+1 n—1
Awg[@ (ZJ;@ faid ] szlm 2¢>)+¢> 1 B4 ]:O

() (11)

Inicialmente, consideremos (/). Fazendo alguns célculos obtemos

J J

Az n+1 n—1 n+1 n—1 Az n n+1 n—1

aap 2 (67 ) (67 -7 - gam 2205 (67 - 90
) j=1
J

AZE n 2 n— 2 nin n  m—

- [qu“\ —|ont] — 20500 + 2079 1] (2.2)

j=1

J
Ax
Somando e subtraindo o somatdrio AL Jz_:l ‘¢?‘2 em 1D obtemos
g
C2A¢2

1

- R P b (52

- 2At2§< >

Reescrevemos a tultima 1gualdade acima do segumte modo

¢n+l‘ 2¢] ¢n+1 + ’¢]

¢n l‘ +2¢]¢n1 ’(;5]}:|

.
<

n+1 ¢n

—anl ¢n

2

¢ ¢” Az o7 — o5
Z D] v (2.3)
=0 j=0
Consideremos (1)
J n n+1 n—1
Z[ j+1 2¢)+¢ 1.¢ 2¢j ] (2.4)

e reescrevemos do seguinte modo

J
d tn Az n n n n n— n— n (o n n—
AT S (61— 69) + s — 0] (@73 — ) (63— ) + (G - 6
j=1
fazendo a distributiva e organizando os termos de maneira adequada, obtem-se

d(tn)A$ 4 n—1 n n+1 n+1 n n
 92Az2 Z [( J+1 = @7 )71 — @F) — (9711 — &7 ) (91 — b )} (2.5)

nA n— n n n n
ztmzxz[ i — 05 (@G0 — 67) — (@5 — & (51 — ¢5)

O = O — 0)) + (@1 — O (6 — o)) (2.6)
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Denotamos ([2.6) por S e reescrevemos do seguinte modo

s - 2 Z% Z¢,¢“+Z¢" 19 - Zaﬁ"%ﬂ Zqﬁ?ﬂsﬁ?ﬂ

J
+ Z Of16] + Z Ornadia — D S (27)
j=1 j=1
Observe que
J J
_ Z (gb;"ill ?+1> — _ Z (¢n+1¢n) + ¢n+1¢n _ Qﬁ?ii 9+1
j=1 j=1

(ertior) = ZJj(eby“qs?l) — g + @t gn

1 j=1

Mk‘

J

J
(i) = S (ehen ) - ohel ! + 500

J=1

M-

[y

Jj=

M-

(epzior) = =D (o'epm) + ol "ot — @iiah

1 j=1

J

Dessa maneira, podemos reescrever S como

B I CESENCERI ACE IS

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

) () S ) -5 (9

+¢>’f“¢1 — ¢y — ¢+ ¢7}E¢J LS+ ¢ L+ BT — 8710

simplificando e usando as condigoes de contorno de Dirichlet ¢f = ¢, = 0,Vn = 1,..., N,
obtemos
d(tn)A n+1l n n n—1
S 2Ax 2 [ * ¢ ¢1 1 ]
d(t,)Ax

(@7 = o) (07 — 6) — (81 — o) (31 — dp )] (2.8)

2Az2
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Assim, combinando (2.3), (2.5) e (2.8), temos
n+1 n\ 2 J n+1 n+1 n n
¢ — 9 Aw Z ¢y+1 (Z)J i1~ 9
At Ax

J

-7\ dwgas - (27 (-5
< At ) Z ( Ax )

Jj=

vo| B
.Mk‘

Il
o

J

Az
2

M-

I
o

J

Pela defini¢do de energia (2.1)), obtemos:
En = n,l,Vn = 1, 2, ,N

Portanto, E,, = Fy,Vn=1,2,...,N.

Proposigao 2.2 (Positividade) Se At < Az, entdo para toda solug¢do nao-trivial do sistema

discreto — e para todon =1,2,3,..., N tem-se

o> Z [( o —on) + (ot ¢?)1 (2.9)

Demonstragao: Tendo em vista que At < Az, usando as condigdes de contorno de Dirichlet

o5 = 97 1= 0 e as identidades abaixo

2 9
(‘/’? H) =2 (¢?111 ) (2.10)

M-

J=0 j=0

J J ,

Z (¢J) = Z (4511) (2.11)
Jj=0 j=0

J

D = Z¢"+1¢" (2.12)

J=0
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Temos

J n+1 n\ 2 J n+1 n+1 n n
En :}Z o — ¢ +}Z ¢t — ;" i1 — ¢
Ax 24 ‘ At 2 Ax Ax

j= j=0

J n+1 n 2 n+1 n+1 n n
S lz ¢j - ¢j n j+1 d) J+1 ¢j
— 24 Az = Az

>

N | =

7=0
1 _1 J . 2 1 o o i
" (Az)? 22%(‘%'“ %) +2§%< ortt — o) (611 — 9] )]
L = J=
1 1< 2
= o [ (o) 2+ 0?)
|7 i=0
1 J
15 30 (S0 — S — S + 01T 6])
7=0
1 J n+1 2 nd1l ,n n\ 2 ntl n il in 1
~ 2(Ax) Z((gbﬂ' ) =57+ (9])" + Si G — 971 F — 9 ¢J+1>
j=0

Usando (2.12) na igualdade anterior, temos

En 1 4 n+1 4 ! n+l n ! n+1 n
Ar Z 2(pa) Z(%‘ )*Z T e Yo

J=0 J=0 J=0 J=0

Dividindo os termos dos somatoérios acima por = e usando as identidades e ,

segue

J

=2 ([(67) 2+ )]+ | () 200+ ()7

7=0
d +1 2 +1 2
> (@t —ap) + (65— o)
j=0

Portanto,

J
f’; = 4(A1$)2 > [@?H - ¢§L+1)2 + (ont - qb;?)z] >0

J=0
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2.2 Energia Totalmente Discreta - Conservacgao e Po-
sitividade da Energia em Malha Deslocada

Nesta segdo, mostramos que a energia (2.1)) também preserva suas propriedades de con-
servacao e positividade, quando usamos condigoes de contorno do tipo (17). Desse modo, temos

a seguinte proposicao:

Proposigao 2.3 Para todo At, Az € (0,1) a energia totalmente discreta (2.1)), satisfaz E, =
Ey,Vn=1,2,... N

Demonstragao: Tomemos a equacao (21])

op =267 + 67

; 20+,
(At)?

) T

*r_L+1_ 7_1—1
multiplicando-a por ~—5—— e somando em j, com 1 < j < J, temos

(At)?

~~

() (1)

a3 (S B s Z[ g 80

Vamos dividir os calculos em duas partes. Inicialmente, consideremos (I). Fazendo alguns

calculos obtemos

J

J
a2 (7 +057) (67 - 57) - g 30265 (657 - )

7j=1
1 [

. .. Az "2
Somando e subtraindo o somatério BIN ]Z_; ‘ngj ‘ em (|2.13]), obtemos

Az

2A¢t2
j

J

n+1’

P 1‘ — 2670t + 2¢’;¢>§L—1] (2.13)

2 "2
o - 20705 + oy -

2
o1 20307~ o

7j=1
Az n 2 nn n n— 2 n  n— n
- 2At22[¢j+1’ _2¢j¢j+1+\¢j|2—<¢j 1‘ — 205 9; 1+\¢j\2>}
j=1
Az a n+1 n2 n—1 n
= s (ool o
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Reescrevemos a tultima igualdade acima do seguinte modo

2

J n+1 n J n—1
Ax i — ] Aa: ¢
I e R Y (214)
§=0 §=0
Agora, consideremos (I7),
J n n+1 n—1
— 207 + g
d(tn)A Z [ hs ¢> bim1 9 5 % ] (2.15)
reescrevemos do seguinte modo
d(t,)Ax / J
- TL n n+l n 1 n+1 n—1
6020 [ ) (67— 57) - X0 () b
Jj=1 j=1
fazendo a distributiva em , segue que
J
—d(tn)A{L‘ n n n+1 n—1 1 n+1 n—1
WZ(%H_%)(%JF —¢; )4’@((/51 o5) (dg ™ — o5 ")
— p
d(tn) Az < 1
n n n n+1 n—1 n n n+1
—agz D (91 —9f) (¢j++1 - ¢j+1> — oz (90— 07) (@7 — 6071) (217)
=0
J P
Utilizando as condic¢oes de contorno do tipo ,
¢ o= ot ()
o6 = —¢f (i)
ot = —oh (i)
PG = —¢F7  (iv)

conseguimos algumas relagoes. De (i) segue que
¢ =~
e da condigao (i7), segue que
¢~ 1_ ¢ 1
assim, obtemos

o =05 (v)

Novamente de (i) e (i7), temos

g =t =f  (vi)
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Substituindo (v) e (vi) em (I7'), temos

1
sz (67 = 68) (667 —96) = 773 (41 — %) (96 — 96) =0

Analogamente, da condigao de contorno (iii), segue que

¢7}+1 = *¢7}71
e da condigao (iv), segue que
¢l =—¢)
assim, temos
¢ =% (vid)
Novamente, de (iii) e (iv), temos
O =—07 =0 (viii)

Substituindo (vii) e (viii) em (I}'), segue

1 - ]' n n n n
T A2 ( 9+1 - ¢13) (‘ﬁﬁ - 7}+%) = T A2 (¢J+1 - ¢J) (¢J+1 - ¢J+1) =0

Logo, organizando os termos resultantes em (2.17)), teremos

ASC J L n
+ ‘ 1 -1 1 -1
Z( Jsz ]> [_¢?+ +¢f +¢§L4J-rl - ?+1}
0

=

A$ zJ: ;Ljrrl1 ¢§'L+1 i+~ 9
Ax

Jj=0
J

d(tn)Ax ¢l — ! - of
a 2 Z ( Az ( Az >

=0

Para finalizar, somamos (2.14) e (2.18]), resultando em

w‘g

I\
o

j=0 J
ne112
Pt T d(t,) A

J n+1 n J n+1 n+1 n
o — g o - (95 g
3| A ] s (RO (428

| b
~Mk(

Il
o

J
)
ZJAt 2

j=0 J

Pela definigdo de energia (2.1]), obtemos:

En = n,l,Vn = 1,2, ,N

<z>?;%—¢>?‘1 - o
Az Az

(2.18)
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Assim, E, = Ey,Vn =1,2,..., N. Completando a demonstracao da proposicao.

A propriedade a seguir, nos mostra que a energia F, é definida positiva. Para tanto, temos

a seguinte proposicao:

Proposigao 2.4 Se At < Az, entdo para toda solugao nao-trivial do sistema discreto —
e para todon =1,2,3,..., N tem-se

En 1 ! n+1 n 2 n+1 n 2
Ar Z A(ARE 2 [<¢j ~ ) + (90 - 97) } (2.19)
j=0
Demonstragao: Considerando At < A, as condigoes de contorno ¢ = —¢7, ¢, | = —¢7, ¢g+1 =
—¢7 e gbf}ﬂ = —¢; e as identidades

(¢ nH) EJ:( ’fill) (et — (o511 (2.20)

M“

7=0 j=0
J J
D6 =D (9F)” + (@6)° = (¢)41)° (2.21)
=0 i=0
JJ J ;
S (etion) =30 (6 67) — (6 68) + (9105 1) (2.22)
j=0 7=0

temos da energia que:

J n n\ 2 J n n n n
En :lz ¢ — 9] +}Z O =5 (S — ¢
Ax 24 ‘ At 2 Az Ax

j= =0
I~ (97 =45 Pl ;Lif ¢?+1 T~ ¢
; 220< ) > ( Az )
1 ot 2 1 srtl — gt :
:(Aaz)Q 22%(¢j _¢) +2§%<J+1 j )(H—l ¢)
| = j=
1 _1 J 2
a0 22 <(¢9‘“> — 205" + (¢7>2)
|~ =0
L
13 30 (S0 — S — S + 016
i=0
1 J 2
= m Z ((gb?Jrl) - gb;.“rlgb;-‘ + (gb]) + ¢n+1¢j+1 ¢;zi11¢;z _ ¢?+1¢?+1>
i=0
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Usando a identidade (2.22]) e as condicoes de contorno, segue que

1 J 2
"2 (8ay {Z ((5m) = etiep + @+ 5010y —artde) = o)
j=0
~ () + (65D}
1 J 2
W{Z((cﬁ}‘“) +(65) = opiler —opt! ]H)(¢g>2+(¢§;ﬁ)2}
j=0

Dividindo os termos do somatorio por % e usando as identidades 1) e , temos

J

1 1 n 2 ntl am n " 2 . . .
= s () -2+ ()] + (o) - 2agtte + 037

b [0 = @)+ @) — (65:0)7] — ) + (01))’

Iy

Aplicando novamente as condigoes de contorno em (I3'), temos

1 1 1 1

2 (08" = 5 (955D + 5 (60) = 5 (631D)" — ()" + (9311) =
Assim,

En 1 ¢ U n n 2

& = {3 (G- )|
Portanto,

J
f;l: = 4(A1;,;)2 > [(‘Z%M - ¢7+1>2 + (cﬁﬁf — <;3§‘)2] >0

J=0




Capitulo 3

Métodos Numéricos Implicitos

Neste capitulo vamos considerar uma familia de esquemas discretos uniformemente con-

troldveis em Ax e At, sistema (24) — (26]) e mostraremos que sua energia dada por

Ax | (67— O — 7 @it — o
By 2 ( Al > +0‘[< v TAr
G- (60—
+< 2 Az 2 < 2 A > (3.1)

preserva as propriedades de (conservacao e positividade).

3.1 Conservacao da Energia

Proposicao 3.1 Para todo At, Az € (0,1) a energia (3.1) das solugdes do sistema discreto
— ¢ conservada em todos os passos de tempo, isto é, B, = Ey, Vn=1,..., N

Demonstragao: Tomemos a equacao (24))

@it — 207 4 ¢l 9 207 7
(At)? (Az)?
¢§LJ-F-11 . 2¢§}+1 ¢n+1 , ( () 2¢" + ¢ ) n ¢3+1 - 2¢?_1 + ¢;L:11
(Az)? (Ax)? (Az)?

note que, para as duas primeiras parcelas da equacao acima, o resultado ja foi provado na
proposicao do capitulo anterior. Para isto, concentraremos nossa prova apenas na ultima

parcela da mesma.
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Podemos reescrever tal parcela do seguinte modo

A L = o) 2 (e = a) + (67 - 67) |
s [ (o) 2 (- 0) - (- o)
Multiplicando-a por %) 4 =27 ¢ somando em j, com 1< j < J, temos

2 2

n+l _ n n_ gn—l
%ﬁf ZJ: [<¢?111 - ¢§L+1) —2 (d)?“ — qb?) + (¢;l_+11 _ ¢§L_1>} {(d)] d)g) n <¢] ¢; >:|
j=1

()
J

ntl _ gn no_ gl
%ﬁzx > [— <¢§'L+1 - ?;11) +2 (gb;”‘ - qs?—l) - <¢§L71 — ¢;z_—11>} {(% ¢J> n <¢J % )] 0
J

, 2 2
=1

(I1)

Fazendo a distribuicao no produto acima, obtemos

[ sntl _ n) ]
o )2 )+ ()] |
j=1 _

2
Iin
(1)
%ﬁzm XJ: [(ont = o) —2 (a0t = an) + (a7 — o) (4] 2% )
=1 _
Iz n
_ J (o)
AaTA?x Z; {_ <¢?+1 - ¢§Z;11) +2 (qb? — (;5?—1) — (¢§C1 _ (Z)?_—ll)] ( J 5 J)
- L
I3
1)
_AaxA?xZJ; [_ <¢?+1 - <15§:11) +2 <¢§l — ¢;‘—1> _ (¢>§11 _ d);z_—llﬂ (d)J 2¢J ) _0
- L
Iy

Facamos agora alguns célculos e simplificagbes nos termos acima. Primeiramente, conside-
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remos I

(-2

i[( o3t - ;-ul)z(w*lwh@y*ﬁ%ﬂ[ - ]

> [t -opa) - ()] (o7 - )]

é{ (67 - 65) + (9t - o10)] (0 - )]

Usando as condigoes de contorno de Dirichlet @, obtemos:

:_gfx”;i[(w ) = (= 9)] [(657 - o5)]

J
J
e o [(95 —0) = (o - o9)] [ (65 - )]

J

; AA;; EJ% [— (qﬁ?ﬂ - ?+1> (¢;+1 _ qb?) + (d)}“rl - ¢§‘> (¢?++1 o +1>2
=

(=) (07 - 9]

a J A oL — g 2
Il’"ZQZ[<AxJ T 32)

Consideremos agora Iy, dado abaixo

n_ pnl
Iy = —(Zif EJZ [_ (d)?—irl - ¢2;+_11) +2 (¢? - ¢?_1> B <¢?—1 B qﬁ?:llﬂ {(% 2¢J >]

7j=1

555 (- agd) + (-] (-5
o5 (- - (o) (- 7))
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Novamente usamos as condig¢oes de contorno de Dirichlet @ e obtemos:

J
S () (-] (-]
[ - a5d) = (05 = 7)) [ (o9 - o)
alzx J n n—-1)2 n n—1)2
:2A:L‘2Z[ (¢?+1* J+1) (aﬁ] % >+<¢j*¢j ) +(¢j+17 j“)

— (o —ont) (07— 03]

_ oA 3 i+~ ¢3+1 ‘?5?_‘15?_1 i
fan =~ 2 ;[( Ax B Az

Combinando Iy, e Iy, temos,

2
alz < i A A A VR N ¢ — ¢! (33)
2 = Az Az Az Az '
Dessa maneira, somando (3.3)) aos resultados provados anteriormente no capitulo 2 (proposigao
e organizando os termos, tem-se
& J ¢n+1 ¢n Cw (;5;1_-:11 . ;7,+1 (an-‘rl (z)n
2 <4 At Ax Az
7=0
1N 2
L (BH =G ()] sasn [ (o
Ax Ax 2 4 At

( ?H—as;qf) <¢"—¢" 1) N <¢?+1—¢?> (qﬁﬁfcb?l)} iy
Az Az Azx Az ’

donde temos que
E,—-E, 1=0=FE,=FEy,vn=1,2,3,...,.N

- B g J ¢n+1 ¢n ¢§Li11 o ?—‘rl - ¢n+1 ¢n
T2 = At Ax Ax
+ O — O (Fa - ¢?>
Ax Azx

Somando os termos restantes I ,, e I3, e fazendo alguns ajustes, observamos que os mesmos se

+a

para
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anulam

J
= a2 [ - ) (5 - 7) 2 (05" - 95) (07 - 457)
=

J
(ot - o) (o7 - )] + 902 > [CRET I
=

=2 (97 =007 (o5 = 07) + (91— 00l (00 = 0]

J
a2 [t =) (9 - 57) =2 (05 ) (=557

J
+ (o - 07) (S - a3d)] + 53 > [(e - o) (5 - 45)
=

2 (g — o) (ot =)+ (on - o) (o0 - o) =0
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Proposicao 3.2 Se At < \/%, Vo € [0;1/4) entdo para toda solugao nao-trivial do sistema
discreto — e para todon =1,2,...,N, temos

%\Q

J ) ,
> {(ﬁﬁ?“ - ?+1> + (é}‘ﬂ —¢7) ] >0
7=0

e fl-da 1
onde 8 =min x5, x7

Demonstragao: Considerando At < \/%, Va € [0;1/4), as condigoes de contorno ¢ =

i 1= 0 e as identidades abaixo

() =3 (e311)’ e

'Mk

7=0 7=0

J J )

D ()" =D (¢) (3.5)
7=0 7=0

J

Y G = Zwlqﬁ] (3.6)
7=0

Da energia E,, temos que:

En 1 ! n+1 n 2 a d n+1 n n+1 n 2
Ar = 2&22(% =)+ 5ag 2 (O~ 07a) - (677 - )

J=0

J
T > (655 = 05™) (8541 = 95)

Usando o critério de estabilidade At < \/fi, Va € [0;1/4), obtemos:

J J
= 2 o ()R -a) v ma Xl ) - (o - 4)]

=0
1 J
s 2 (O =) (B - )
j=0

Fazendo 8 = min { 1A da 1 Aa? } temos

<

~ = B

M-

I
o

2 (7 =) 4y o (- 05) (- )
j J

b ooam (o - ep) - (ot - ep)]

Jj=0

I
k‘O
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N | =
—

J J
{ > (o7 o) + 3 20 (e - o) (0 - ¢;-L>}
J= J=

L\’)M—t
N | =

- { > (o) - 2e7ep + ") +

j=0

J
n+1 n+1 n n+1 n+1 n
> ( i1 Pt — {165 — ¢ P + & %-) }

J=0
1 2
n+1 n+l n n n+1l n n+1l _n n+1
= B8 (6) -+ o) + it — aptle) - oo
Jj=0
Usando a identidade (3.6]), segue que

J 2
-5 {Z [(fﬁ?“) — e+ (65)" + 93T} — optlel — ot m} }

i=0

IS

J 2
n+1 n\2 n-—+1 n+1
Y {Z [<¢J+ ) T ((bj) _quilqﬁa ?; * J+1:|
§=0
Dividindo os termos do somatorio por % e usando as identidades 1 e , obtemos
_B 1J n—|—12 2n+1n n 2 n—&-l2 2n+1n n\2
= 3 52 ¢; =20 A+ (D7) | (95 ) — 2051 0] + (F)
§=0

Donde, resulta que

En 5 1 ! n+1 n 2 n+1 n 2

el b1 P CHR D IR CASEL)

§=0

Portanto,

= [l -ea) (- a)] 20
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3.2 Conservagao da Energia em Malha Deslocada

Proposigao 3.3 Para todo At, Ax € (0,1) a energia (3.1) das solugdes do sistema discreto
— € conservada em todos os passos de tempo, isto é, £, = Ey, V/n=1,...,. N

Demonstracao: Tomemos a equacao

ot =200 + ol Oy — 207 + 07

(At)? (Am)2

BNty o2 e
(Azx)? (Az)? (Az)?

=0

novamente ressaltamos que, para as duas primeiras parcelas da equagao acima, o resultado ja
foi verificado na proposicao do capitulo anterior. Para isto, concentraremos nossa prova
apenas na ultima parcela da mesma.

Assim, podemos reescrever tal parcela do seguinte modo

S (ont = o) =2 (7 = 0p) + (002 = 0y

(Az
o n n—1 n n—1
g i) - - (51
. (d>”+1 or) | (=9 ") . .
multiplicando-a por - + 5 e somando em j, com 1 < j < N, temos

ntl_gn n_ gl
AaxA;cZ[( ;Lj:ll_ ?+1)_2(¢n+1 ¢?)+(¢?_+11_ ?_1)} (¢y . ¢J) + (‘753 2¢] )

()

X@”Z[ (- a5) +2 (05 - 057) = (o - o) | 2= 4 2| =0

(1)
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Fazendo a distribui¢cao no produto acima, obtemos

o8 () 2 ()« -] [
i=1 -
I,
N it bl am nil  an _ (‘75? - ¢?—1) -
“Az? Z; [<¢j+1 - ¢j+1> -2 (¢j a ¢j> - (d)j_l - ¢j71>] 2
I3,
080 S - (e - i) 2 (0 - 170) — (es = 1) e 2 J
j=1 -
I3
_ J (¢ -¢7)]
B -at) 2 () - ()] [5)]
Iin

Facamos agora alguns cédlculos e simplificagOes nos termos acima

ntl g
=228 S (18— o) — 2 (607 - o) + (12 - )] [<¢’ ; %)]
j=1
J
=g 2o [ = 43) = (17 - )] (7 - )]

J
s> [ (o =) + ()] [ - )] )

Usando as identidades abaixo:

J
e 2o (98 o) - (o7 o)) (5 - o7)]
p

J
= gam (55t —ena) = (o7 -] (5 - o1)]

PR (o ot) — (e - e8] (657 — )] 68)

1
= gasz 2 (O — i) = (o = ar)] ({958 — o)

(@7 — ) + (7 = ™)) [(075) — ¢70)] (3.9)

[\]

P

8
N
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e substituindo-as em (3.7]), obtemos:

J
= ~saer (e - ota) - (o5 - ap)] (65 - o5)]

;f‘é (67— ) — (65 — o)) (65 — ¢8)]

J
yaor > (a5 = opa) = (a7 —op)| [(on2 — 1)
alzx -

OB [yt — ) + (657 — )] (@5~ )]

= jﬁ;i[ (ort = o) (o = ) + (0 = 0p) o (0t — o)
J

alAzx
(0 = 0p) (0 = ) | + g L6 1) = (66 )] [0 — 68

~ag7 (@5 = 0%a) + (057 = 1) [(9571 - 00)]

(e n n n 2
I, = OMZJ: [(%ill_ J+1> _ <¢j+;;¢j>]

+ % (@74 = 67) = (e — 00)] [(e6+" — 65)]

A
s L@ =65 0) + (6 = o) [(657) — 6541)]

Usando as condigoes de contorno d)gH =¢p =—9¢ e gzb’}ﬂ = @7, = —¢'] nos termos pontuais

J n+1 n n+1 n 2
* alAzr j+1 Y+l ¢ 9
Iin=—5 ) [( ) - ( v (3.10)
0

]:

de I7,,, temos

Consideremos I ,, dado abaixo

J o7 — o !
== (-t -2 (o) [

<.
I
—

e [ -a) = (g - )] (o - o)) (3.11)
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Usando as identidades abaixo:

053 (- at) + (507 [(5-457)]
— —5en S [ (-l + (- o] [l - )

J=

o Lo =617 = (@6 — 5] [(#6 — 65 7")] (3.12)

o230 ) + (o) (-7
- g2 S (o) - (- )] [(opa - )]

J
PR (@0 - 0570) + (05— 65)] (@41 — 0570 (3.13)

- _;AA;:Z Z [_ (‘/%LH - }:11) T (¢§L - ¢?71)] {(qb? - ¢;‘H)}
tonas (81 =617 = (¢F — o5~ (66 — 05 7")]
;AA;? Z K%’H ;+1) (% Qs?_l)] K‘b?“ B }:11)}

o (@5 = 052D + (63 — 657 )] (6541 — 9531)]

alz < " ne1 n an-1\2 n n—1\2
= ‘mmzzg[‘ (51— 05d) (95 =057 + (85 = 057") + (6 — 35
(=) (63— 3id)] + 228 [t — o1 — (65— o)) (6% — 6]

tonos L@ = 052 + (67 — &3] (6541 - 9531)]

. ada K[ (o -a\]
lin = = 2 Z[( Az Az

b (- ™) - (68 - 05 (65 4]
N ;AA; (6541 — 657 + (¢ — 5] [(6511 — o050)]

Usando novamente as condigoes de contorno qﬁ"“ = ¢y = —¢7 e "}i} = ¢, = —¢7, nos
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3 *
termos pontuais de I ,, temos

. oAz J T n_ﬁl P — i ’
lin = _2Z[<ijj A (31

j=0

1 * *
Combinando I, e Ij, temos,

alr S — O\ (T - G =\ _ (-9 2 3.15)
2 = Az Ax Az Az '

Dessa maneira, somando (3 aos resultados provados anteriormente no capitulo 1 (proposicao

2.3)) e organizando os termos, tem-se

Ar s (o o\ e AN A AN
() () (2
UL — Y (g, — o0 4 G !
+< ’ Ax ’ < : Ax > Z
(¢?+1_ ;Llf) <¢n ¢ 1) +(¢?+1_¢?> < = 1) _0
Az Az Az Az ’

donde temos que
E,—E, 1=0=FE,=FEy,vn=1,2,3,...,.N

Ar - | (o — o7 or — o, gt —gn\1?
:22()( > [(JA:UJ B ijj
(=t (=0
Ax Azx

Somando os termos restantes I ,, e I3, e fazendo alguns ajustes, observamos que os mesmos se

+a

para

anulam
= 2 S (et - op) (- r) 2 (o7 - o8) (5 - o)

Z [CREr Iy

+ (et —op) (7 -1 + 5

-2 (¢? - ¢?_1) (¢’?+1 - ‘15?) + (%’71 - j—_l) (¢>§”+1 - ¢?)} (3.16)
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usando as identidades

aAz 4 n+1 n n n—1 alAz 4 n+1 n n n—1
FEE - ) (9] - G -ot) G- )
Jj= Jj=

A _
s + [0 = 6) (64— @571)]

S‘AA;ZM =) (o -0)] = iﬁéz{(% o) (ot - )]

A - 3 s
s + [0 =957 (65— ¢)]

e as condigoes de contorno ¢”+1 = ¢y = —¢ e ¢f}ii = ¢7,, = —¢'} nos termos pontuais de

, obtemos.

- gl o) (7)1 07 - ) (- 4)
7=0

+ (077 = 07) (85— )] + o+ L0571 = 6) (050 — 330

+(ZA£ (00— 0pid) (a3 —ap) =2 (7 —05Y) (o370 — a7)

A
(07— 057) (63 — )] — gapm 193 =637 (@31 — 6)) =0

Proposicao 3.4 (Positividade da Energia) Se At < \/%, Va € [0;1/4) entao para toda

solucdo nao-trivial do sistema discreto - e para todon =1,2,..., N, temos

% = iZJ: {(ﬁﬁnﬂ - ¢g+1> + (Q%T_Lll - ¢?)2] >0

7=0

e fl-da 1
ondeﬂ—mm{mﬂg,m .

Demonstracao: Considerando At < \/%, Va € [0;1/4), as condigoes de contorno ¢ =
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L ==, dp T = =g e ¢ = —¢7 e as identidades abaixo

J J
(o) =20 (o) + (o) - (o5t (3.17)
7=0 7=0

J J
Z (d’n) = Z (¢?+1)2 +(98)? - ( 7}+1)2 (3.18)
7=0 7=0

J J
DS = Do — (o571 0E) + (700 1) (3.19)
j=0 7=0

Da energia E,, temos que:

J

+ 2A$2 JZ:(

=0

n+1
Jj+1 J

Usando o critério de estabilidade At < Az

1 (1—4a\ X/,
> 3 (a2 (-

En

Az ,
Jj=0

J
1
+1
2IA T2 Z ((ZS;-L_H B
=0

1-4«a

J
- 2At2 Z G %) A z% [Cree
- o

o ¢n+l

o) = (67~ )]

) (631 — 7

e Va € [0;1/4), obtemos:

J
¢?>2 + 2595220 [(ﬁbﬁf - ?+1> B (‘Z’?H - ¢?)r
i

o) (81 — )

Fazendo 8 = mm{ AT Am?} temos

(-

N | —

¥

* a2 (4

Jj=0

J
=0
J

J=0

1 d n+1
e G

1
— ﬁ{QZ((¢?+1) 267+ +

aﬁ”) +

o) +3

DN | —
]~

I
o

(d)?jrrll - ¢}1+1) ( 1~ ¢?)}

J

~ o) = (o5 - )]

—_

J
e

J+1
j=0

— o) (O - 6) }

n+1
J+1 ¢J+1

J
) £33 (9 o) — 660 + o)) }

JZO

J
: ﬁ{;ZW“)Z¢?“¢?+(¢?>2+¢?i%¢?+1 oo - ¢?+1¢?+1]}
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Usando a identidade (3.19)) e as condicoes de contorno, segue que

J
= § {Z [(qs?“)g — @l 4 (00) + i — il — ¢>;~L+1¢;u1} — (¢f)* + (¢’}1{)2}

J=0

J
i g{z[(¢7+1)2+(¢?)2¢?ﬁ¢” O] - B+ (011) }

=0

Dividindo os termos do somatério por % e usando as identidades l) e 1' temos

1 2 2
= S ([ (o) - 2+ @]+ [(o) - 2ty + 7]

§=0
2 2 2 2 2
3 (0677 = 5 + 60 - (6510)"] - 6 + (012)°
Aplicando novamente as condi¢oes de contorno na parcela final da equagao acima, temos

1 1 1
SO0 — 5 (95T 4 5 (@) — 5 (63D — (o) + (61h)’ =

Assim,
J
2 i{; (St |
j=
Portanto,
5 il o]




Capitulo 4

Conclusoes

Iniciamos este trabalho fazendo uma descri¢ao dos resultados alcangados em [9], a qual fa-
zem referéncia sobre o estudo da estabilidade de esquemas numéricos para equagao de difusao
com coeficiente dependente do tempo. Com o problema totalmente discretizado em diferengas
finitas e aplicando malha deslocada, os métodos analisados Crank - Nicolson e Euler (implicito
e explicito) com diferentes combinagoes de condigdes de contorno, porém adequadas a cada
método, mantiveram o seu comportamento esperado, com excecao do método de Crank - Nicol-
son com condicoes de contorno explicitas, que apesar de ser conhecido na literatura como um
método implicito incondicionalmente instavel tornou-se condicionalmente estavel com a seguinte
condicdo de estabilidade 0 < ¢/ < 2.

Devido a este fato, o qual nos motivou a realizacao deste estudo, passamos a analisar o com-
portamento do problema proposto — onde tomamos o esquema numérico totalmente
discreto em diferengas finitas. A priori, nosso intuito era realizar uma andlise muito préxima
da apresentada em [9], porém, deparamo-nos com algumas barreiras que tornaram tal andlise
”invidvel”, sob a perspectiva pretendida. Diante disso, passamos para o estudo das proprieda-
des da energia do método explicito na busca de entender o comportamento da mesma quando
analisada sob condigoes de contorno do tipo , para tanto verificamos que as propriedades
de conservacao da energia e positividade da energia mantiveram o comportamento semelhante
quando o mesmo problema é aplicado com condi¢oes de Dirichlet. Na sequéncia, realizamos
o mesmo estudo para a energia do sistema — dado em [I], onde mostramos que as

propriedades analisadas também sdo preservadas. Além disso, neste ultimo sistema analisado, o
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critério de estabilidade At < \/%, Vo € [0;1/4) é uma condicao necesséria para a positividade

da energia.

Como continuidade deste trabalho, objetivamos analisar os métodos de Euler implitico e
Crank - Nicolson em malha deslocada, aplicando as condi¢es de contorno adequadas, uma vez
que acreditamos que a condigao de estabilidade para esses métodos, encontrada em [9], seja uma
condicao necesséaria para a positividade da energia e, dessa maneira, ampliar os resultados no
que diz respeito a estabilidade para o tipo de problema proposto. Uma proposta mais ousada,
também, é a busca de metodologias numéricas para analisar o comportamento de problemas com
equacoes onde o coeficiente nao depende do tempo, mais sim do espaco, o que torna a analise

muito mais complexa.
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