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Resumo

CONTROLABILIDADE EM SISTEMAS DE TIMOSHENKO

Ronald Cardoso Barbosa

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Jtanior

Resumo da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagdo em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Para (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessarios para

obtencdo do titulo de Mestre em Matematica.

No presente trabalho investigamos as propriedades da energia para um modelo
de vigas de Timoshenko, visando obter um controle na fronteira. Para isto usamos a
desigualdade de Ingham para obtermos a desigualdade de observabilidade, também
chamada de desigualdade indireta que é a chave para obtermos o resultado de contro-

labilidade exata na fronteira que pelo Método de Unicidade Hilbertiana (HUM).

Palavras-chave: Analise; Vigas de Timoshenko; energia; desigualdade de observ-

abilidade e controle.
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Abstract

CONTROLLABILITY IN TIMOSHENKO SYSTEMS

Ronald Cardoso Barbosa

Advisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Jtnior

Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics and Statistics,
Federal University of Pard (UFPA-PPGME) as part of the requirements for obtaining a Master’s Degree

in Mathematics .

In the present work we investigate the properties of the energy for a model of
Timoshenko beams, aiming to obtain a border control. For this we use the inequality of
Ingham to obtain the inequality of observability, also called indirect inequality, which
is the key to obtain the exact controllability result in the frontier that by the Hilbertian
Method of Unicity (HUM)

Keywords: Analysis; Beams of Timoshenko; energy; Inequality Observability and

Control.
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Introducao

Controlar oscilagdes em problemas traduzidos em termos de uma equagédo diferencial par-
cial de evolugdo tém despertado o interesse de muitos pesquisadores nos tltimos anos. Um
exemplo seria controlar as vibragdes de uma membrana em duas dimensdes, onde as vibragoes
da membrana sdo regidas pela cldssica equagdo de onda. Devido a isto, muito se tem estudado
a respeito das questdes de observabilidade e controlabilidade de EDP’s no contexto continuo.

Tecnologias modernas e aplicagdes a ciéncia requerem modelos matematicos de sélidos que
facilitem o calculo das deformagdes e tensdes com suficiente precisdo e sem excessiva andlise
matemadtica. O modelo que analizaremos, tipico e fundamental na 4rea de estrutura mecanica,
torna possivel atingir este objetivo. Por essa razado, é bastante utilizado na area de engenharia.
Definimos uma viga como um objeto de estrutura delgada, carregada transversalmente cujo
comprimento é grande em relagdo a largura e sec¢do transversal plana. Iremos assumir que
a area da secdo transversal da viga é simétrica com respeito ao eixo z e que todas as cargas
transversais agindo sobre a viga possuem uma simetria semelhante. O modelo que analizare-
mos foi deduzido por S. P. Timoshenko e consiste em uma aproximagdo da Teoria da Elastici-
dade Tridimensional. Quando levamos em consideracdo a varidvel z da teoria espacial, resulta
o modelo de Kirchhoff e pode ser visto no livro Lagnese-Lions [6] onde a solugdo tnica desse
problema aproximado converge, em uma adequada topologia, para a solu¢do do modelo tridi-
mensional de Kirchhoff sujeito a apropriadas condic¢ées de fronteira.

Nesse sentido, as pequenas vibragdes transversais de uma viga sdo dadas por um sistema

unidimensional acoplado de duas equagdes diferenciais

pApu(z,t) = Qa(x,t), D

ply(z,t) = My(z,t) — Q(z,t), (2)

em que ¢t é o tempo, = é a distdncia ao longo da linha central da viga, ¢ é o deslocamento
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transversal, ¢ a rotacdo nas se¢des transversais, p é a densidade da massa do material do qual
a viga é composta, M é o momento de curvatura, () é o esforco do cortante, A = ah a drea de
3
~ P P a P e . ~
segdo transversal, onde a é a largura, h é espessurae I = 17 é o momento de inércia da secgao.

As relagdes de flexdo-esforco para o comportamento eldstico sdo dadas por:

M(z,t) = Ely(z,t), 3)
Qz,t) = KAG(pu(x,t) + (2, 1)), 4)
em que E é o médulo de elasticidade de Young, G = 2(1E+,u) é o modulo de rigidez do

1 . . . < x
cortante, onde p € <1, 2) é o coeficiente de Poisson e k é o fator de correcdo do cortante.
Assim, usando essas relagdes, Timoshenko chegou ao seguinte sistema de equagdes difer-

enciais

pApy — (kAG(pz +¢)), = 0 em (0,L)x(0,T), ®)
plwtt - (Ell/}x)a: + k:AG(QOx + w) = 0 em (07 L) X (O?T)' (6)

Pondo pA = p1, kAG = k, pI = p e EI = b temos o0 seguinte sistema com as condi¢des de

contorno e iniciais

prow — k(e + ) = 0, em (0,L) x (0,7), (7)
,02¢tt - bw:px + H(SOIB + ¢) = 07 em (07 L) X (Oa T)7 (8)
90<07t> :Qp(Lvt) :%(Oat) :Oﬂpm(L?t) - f(t)7 0<t<T, (9)

90('70) - 900(')7 (Pt('vo) - ()01(.)7 1/}('70) - wO(')’ wt('70) = %(‘)7 Va € (07 L), (10)

Estrutura da Dissertacao

Neste trabalho, construiremos uma desigualdade de observabilidade para o sistema (7) —
(10) com as condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann, neste caso para f(t) = 0,
mostraremos que existe um C(7") > 0 para o problema homogéneo tal que

T

E(0) < C(T) / V(L t)dt. (11)

0
que é a desigualdade que é 1til para obtermos o controle exato na fronteira, esta desigualdade

serd obtida via Inghan do problema homogéneo.
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A desigualdade (11) quando existe, garante que a energia na fronteira x = L pode ser
estimada por um determinado espago de tempo, tal fato ocorre porque neste caso o sistema é
conservativo,isto é,

T

E(t) = E(0) < O(T) /¢2(L,t)dt. (12)

0
Ja a constante C'(T") > 0 é dita constante de observabilidade.

O objetivo deste trabalho é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 0.1 (Controle Exato na Fronteira do Sistema de Timoshenko) Sejam

372 372
M M
71:3\@ 32L2 >0 e Y= 32L2 5 >0
(Ww/M—F KJ) K<7T1/M+ H)
4 \ L V p2 p2 \ L p2
. L. . . . Kk b o -
supondo que seja vilida a igualdade entre as velocidades de propagagio — = —eseT > 22,1 =1,2,
P2 ‘

entdio para todo conjunto de dados {po, ¢1,v0,¥1} € X existe um controle f(t) € L*(0,T) tal que a
solugdo {p, v} do sistema (7) — (10) satisfaz

o(x,T) = py(x,T) =0em (0, L) (13)

V(x,T) = Y(x,T) =0em (0, L). (14)

Este trabalho estd dividido em dois Capitulos

Capitulo 1: Vamos fazer uma breve descrigdo dos resultados que vamos usar no restante do
presente trabalho, comentar rapidamente sobre o paradigma hiperbdlico, do Método de Uni-
cidade Hilbertiana (Método HUM) e por fim construir a desigualdade de Observabilidade do
Sistema de Timoshenko, no caso das condi¢des de contorno homogénia que serd feita usando
o Teorema de Ingham.

Capitulo 2: Neste capitulo, de posse da desigualdade direta e da desigualdade de observ-

abilidade, isto é, existirdo constantes M e M5 tais que

T T
E(0) < M2/1/12(L,t)dt e M1/¢2(L,t)dt < E(0) (15)
0 0

e de posse de (15) vamos usar o Método HUM para obter o controle exato na fronteira.




Capitulo 1

Desigualdade de Observabilidade

Apresentaremos neste capitulo os resultados ja obtidos com respeito ao paradigma hiperbélico,
ou seja, a equagdo de ondas que servird de motivagdo para um melhor entendimento do método

para a obtencdo do controle na fronteira.

1.1 Preliminares

Nesta secdo, X representard o espago de Banach de norma ||.|| e dual X’. Denotaremos
por C*([0,7T]; X) espaco das funcdes continuamente derivaveis . Dito isto é possivel definir
os espagos C*([0,T]; X),k > 1 que é as das funcdes que possuem derivadas de até ordem k
em todos os pontos de [0, 7] e a derivada de ordem k é continua e C*°([0,T; X') o espago que
possue derivadas de todas as ordens em todos os pontos de [0, T'].

Dados 1 < p < co e T > 0 denota-se por LP([0,T]; X) o espago das fun¢des mensuraveis

f:(0,T) — X tais que
T
| rora <o a1

e neste caso é possivel definir

T
/0 F(t)dt € X (12)

A norma em LP([0,T]; X) para 1 < p < oo é definida por

1l = ( / ' \f(t)}pdt)’l’ (13)
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Teorema 1.1 O espago (L*([0,T7]; X), || f||z») é de Banach.

Demonstragédo: Ver [9]

Denotaremos por D(0,7") o conjunto das fungdes ¢ : (0,7) — R, tais que ¢ € C*°(0,T) e
supp(¢) C (0,T), tais fungdes sdo chamadas de Fungoes Testes.

Representaremos por D'([0, T]; X') o espago das aplicagdes lineares continuas 7' : D(0,T) —

X, tal espago é chamado de Distribui¢des Vetoriais em (0, T').

Definigao 1.1 Seja1 < p < oo. Denotaremos por WLP([0, T]; X) o espago das fungdes f € LP([0,T]; X)
tais que " € LP([0,T]; X) no sentido de D'([0,T]; X), isto é

[ soswi=- [ raow o
para toda ¢ € D(0,T). A norma neste espago é dada por
I lwre = I fllze + 1l ze- (1.5)
Teorema 1.2 O espaco (WP ([0,T]; X), || f|lw1.») é Banach.

Demonstragédo: Ver [9]
Os espagos WP([0,T]; X) é também conhecido como espagos de Sobolev.

Denotamos W12([0, L]; X) = H'([0, L]; X) que é um espaco de Hilbert dotado com a norma
L
lu|? = / u?(z)dx
0

que provém do produto interno

L
(u,v) = / u(z)v(z)d. (1.6)
0
. < . . iy 1 1
Proposicio 1.1 (Desigualdade de Young) Dados a e b reais positivose 1 < p,q < oo com — + — =
p q
1, entdo
P B
ab< &4+ 2 1.7)
p q

Demonstragdo: Ver [9]

Teorema 1.3 (Lax-Milgran) Seja H um espago de Hilbert sobre R e a : H x H — R uma forma
bilinear continua e coerciva. Para todo funcional linear continuo ¢ € H' existe um tinico vetor xy € H

tal que

a(l‘,l'o) = <f7 g> (18)
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possui tinica solugdo x € H.

Demonstragdo: Ver [9]

Defini¢do 1.2 Dado 1 < p < oo, denotamos por Wol P([0,T), X) o fechado de C}([0,T],X) em
W, P([0,T], X). O conjunto
H(%([OaTLX) = W(]Lp([ovT]’X)-

O espago Wol’p([O, T], X) é equipado com a norma de W'»([0, T], X), e o espago H{ ([0, 7], X) é
equipado com o produto escalar de H*([0, 7], X).

Proposicdo 1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um subconjunto aberto limitado do R™. Se v &

H(Q) entdo existe uma constante positiva C' tal que
[vlr2(0) < CIV|r2(0) (1.9)
onde Vv é o gradiente de v.

Demonstragdo: Ver [9]

Observe que H} () c HY(Q) € H(Q2) onde

H! = {u € Hl(Q);/Qu(x)dm = o}

que é conhecida como conjunto de média nula.

1.2 O Paradigma Hiperbdlico

A fim de motivar nossos estudos, analisaremos primeiramente as propriedades de observ-

abilidade da equagdo de propagagdo de ondas unidimensional dada por:

wy —uge = 0, em (0,L) x (0,T) (1.10)
u(0,t) =g(t),u(L,t) = 0, 0<t<T (1.11)
u(z,0) = up(x), ue(z,0) = wi(x), 0 <z < L. (1.12)

Em (1.10) — (1.12), u = u(z, t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no

intervalo (0, L) e g(t) € L?(0,T) é o controle.
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Matematicamente o problema (1.10) — (1.12) é bem posto no espaco de energia H{ (0, L) x
L*(0,L). Mais precisamente, para quaisquer (ug,u1) € HE(0,L) x L%*(0, L) existe uma tnica
solucédo

u € C([0,T]; H (0, L)) n C([0,T); L*(0, L)).
Quando ¢(t) = 0 energia das solugdes é dada por,
L
/(|ut|2 + ug|?) dz, Vt >0, (1.13)
0

e ela é conservada ao longo do tempo, isto &,
E(t) = E(0), Vt > 0. (1.14)

O problema de observabilidade da fronteira de (1.10) — (1.12) pode ser formulado da

seguinte maneira: Dado um 7" > 0, existe C(T") > 0 tal que a seguinte desigualdade
B(O) < C(1) [ fu(Lot) P, (115

conhecida como desigualdade de observabilidade é valida para todas as solugdes de (1.10) —
(1.12).

Observe que em (1.15) a a energia estd sendo estimada em x = L,mas também podemos ter
a energia sendo estimada em = = 0. Pode-se obter as desigualdades via técnicas multiplicati-

vas.

Teorema 1.4 Para toda solugdo u de (1.10) — (1.12) temos para T > 2L

T
T)/|uz(0,t)|2dt (1.16)
0
Demonstrag¢io: Considere o funcional
T—a
F(m):% / (uf +u2) dt. (1.17)
Observe que
L L T—x T—x
/F(x)da: - / / (“t o )d dt = / E(t)dt
0 0 x
T—a
= / B(0)dt > (T — 2L)E(0). (1.18)




A equacao de ondas 16

Agora, derivando (1.17) com respeito a x, obtemos

dF (z) o e
dz = / (ututw + Uzuzz) dt — 5 ; (u? + ui)
J -
T—x T—x e
= uu T—w— / Utz dt + / Uy U dt—ltzT:x (u2+u2)
z i—a T xx Uz 9 2 t -~
x xX -
e usando (1.10) obtemos
=T—x
dF (z) Tz 1"
. = UtUy 7:8—5 ; (ut—i—u)

que pela desigualdade de Young nos dé

F
@) o vz e, L),
dx
isto é
F(z) < F(0), VYxe€l0,L]
Assim,

0 que nos da

Vemos que
1 i 1 i
/ u (0,) +u2(0,t)) dt = 2/ug26(0,t)dt,
0 0
dai,
T
L 2
(T'—2L)E(0) < 5 uz (0, t)dt
0
T
< 2
E0) < ST — 2L/u$0t
0
L
e fazendo C1(T') = ————— temos o resultado.

2(T — 2L)
Podemos ainda obter a desigualdade direta, assim temos
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Teorema 1.5 Para toda solugido u de (1.10) — (1.12) temos para T > 2L
T) / luz (0,1)|%dt < E(0). (1.19)

Demonstrag¢do: Basta multiplicar (1.10) por (L — z)u, e integrar em (0, L) x (0,7).

Observe que do Teoremal.4 e do Teoremal.5 que

KiB(0) < [ Jus(0,0)dt < KaE(0) (1.20)
1 1
OndeKl = WGKQ :m.

O controle exato na fronteira de (1.10) — (1.12) pode ser formulado da seguinte maneira:
Para T' > Ty, Tp > 0 e dado um espago de Hilbert F tal que para todo dado inicial {ug, u1}

existe um controle g(t) € L?(0,T) tal que a solucdo u de (1.10) — (1.12) obedece as condigdes
u(x, T) =u(x, T) =0, Vxe(0,L).

Teorema 1.6 (Ingham) Seja (A, )nez uma sequéncia de niimeros reais tais A\p11 — Ay > 7 > 0,

Vn € Z. Entdo para qualquer T > 21 exzstem constantes positivas C;(T,~) > 0, j = 1,2 tal que

oo
. 2
7)2 :’an’2§/ ’E :anezx\nt
n=1 -T n=1

para toda sequéncia (o) € 1? de niimeros complexos.

(T,7) Z o |2 (1.21)
n=1

Demonstragio: Ver [1].

A solugdo em série de Fourier de (1.10) — (1.12) é dado por

Z an c0S(Ant) + bysen (Ant)) sen (%x) (1.22)

n=1

nmw ) S
onde \,, = T Podemos ainda escrever ela na sua forma complexa, isto é

o
= Z Ape?tsen (%x) (1.23)
n=1
e com esta solugdo, usando a energia dada por (1.13) calculando as suas derivadas em ¢t = 0

segue das relacdes de ortogonalidade que
1 & 2 1 & 2
. nmw nmw nmw
BO) = 5 [ |3 Avidsen (Fr) [ 5 [ |3 cos (Fr) [t
0o "= 0 n=
_ = 2 (T 2
- L;An<L> . (1.24)
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Temos ainda que sendo A, 11 — A, = T =: 7 > 0 e vemos facilmente que
ug (0, 1) = Z:l An%e”nt (1.25)

e entdo pela desigualdade de Ingham aplicado em (1.25) que existem constantes C; = C;(T', ) >

0 com ¢ = 1,2 tais que

T
> nm 2 > nm 2
C1> (A7) < /ui(o,t)dt <Gy (A (1.26)
> (n5)'s, > (a17)
e de (1.24) obtemos
T
M E(0) < / u?(0,t)dt < MyE(0) (1.27)
0
C C
onde M; = fleMg = 72

o0
De maneira totalmente andlogo temos para u,(L,t) = Z ane™t onde a, = Ap(=1)" A\, e

n=1

1
A, = —— obteremos
nAn,

T
N1E(0) < / ul(L,t)dt < NoE(0) (1.28)
0

ondele%eNQ:@.

1.3 Meétodo da Unicidade Hilbertiana (HUM)

A controlabilidade é uma das propriedades mais estudadas em EDP, provavelmente porque
uma EDP controldvel também ¢é estabilizavel, e a reciproca também é vélida para uma ampla
classe de EDP’s. Observamos que, para uma EDDP, temos a nossa disposicdo trés conceitos de
controlabilidade, ou seja, a controlabilidade exata, a controlabilidade nula e a controlabilidade
aproximada. Nesta se¢do vamos descrever o método HUM, para um bom entendimento dare-
mos a seguir os passos para o controle exato na fronteira.

Considere seguinte o problema de Equagdo de ondas mais geral:

2
Z;L—AUZO, em Q=Qx(0,T),
b = u(z,0) = ug(x), %(w, 0) = u1(z), (1.29)

u=g em X =Ix(0,T)
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onde Q ¢ RY um dominio limitado e suave, I a fronteira, g € L?(%) o controle, ug € L*(Q)
e u; € H (Q) as condigoes iniciais. Lions [3] provou que a solugdo do problemaP; satisfaz o
problema de controlabilidade exata na fronteira, isto é:

Dado T > 0 e condigdes iniciais (ug,u1) € L*(Q2) x H~1(f2), existe um controle g € L?(Xg)

tal que

u(z,t) = E)u(axt,T) =0,V e (1.30)

Isto foi demonstrado, usando a implementacdo do Método de Unicidade Hilbertiana (HUM)
descrito nos trabalhos de Lions [3] — [5]. Por questdes didaticas vamos nomear os passos do
método HUM para que haja um bom entendimento.

Primeiro Passo: Problema Homogénio Adjunto

Dado {po, ¢1} € D(Q) x D() consideremos

2
%g—Aso:O, em @Q=Qx(0,7T),
_ 0
Pr= o(x,0) = po(x), a—f(azo) = ¢1(z), (1.31)

u=0 em X =TIx(0,T)

0 qual possui tnica solugéo.
Segundo Passo: Problema de controlabilidade exata na fronteira

Uma vez calculada a solugdo de (1.31), passamos a resolver o seguinte problema:

2
%Tf—ﬁgp:(), em Q=Qx(0,7),
Ip
z,T)= —(z,T) =0,
P = (;p(; )=o) (1.32)
uza—77 sobre Yy =Tq x (0,7)
u=0 sobre X;=T1;x(0,7)

s . 0
onde 1 = n(x) denota o vetor normal unitdrio exterior a 2 no pontoz € I' e (‘T@ € L*(%g) éa
n
derivada de ¢ nesta dire¢do. O problema (1.32) possui novamente uma tnica solugdo regular.
Terceiro Passo: O operador A{.,.}

Definimos o operador

A{po, 1} = {u1, —uo}, (1.33)

e multiplicamos a primeira equagdo de (1.32) por ¢ = (z,t), uma solugdo do problema ho-
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mogeénio (1.31) com dados iniciais {¢, 11 } para entdo obtermos

(A{go, o1} (Yo, }) = /Q (uro — oty )da

Eadbaa) >} (1.34)

onde d¥ = dI'dt é a medida sobre a superficie lateral do cilindro (). Definimos a norma

2
%" i, (1.35)

o oitle = [ |55

o

sobre o espaco D(2) x D(2) que induz o produto interno
(Ao, o1}, {vo, 1 })F = | S 5—dX. (1.36)
Considerando a estrutura algébrica (1.35) — (1.36) definimos o espago de Hilbert
F=D ) x D). (1.37)

Em vista de (1.36) o operador A se estende a um operador linear e continuo de F' em F".

Por outro lado, de (1.35) deduzimos que
A:F — F' éum isomorfismo. (1.38)

Em particular, se quisermos mostrar a controlabilidade exata em L%(Q) x H~1(Q), pre-

cisamos provar que F’ = H~1(Q) x L*(Q) ou equivalentemente
F = H}Q) x L*(Q).

Com efeito, a inclusdo H{ () x L*(Q) C F é imediata em vista de (1.37) e a densidade de

D(2) x D(R). Resta entdo provar a outra inclusdo
F C H}(Q) x L*(Q),
que é garantida gracas a desigualdade indireta

{0, 1}l g @)xz2) < C(D)Heo, e1}llp,  com C(T) >0 (1.39)

também conhecida como desigualdade de Observabilidade do problema homogénio (1.31).
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1.4 Observabilidade do Sistema de Timoshenko

Considere o seguinte sistema de equacdes:

p1ose — k(e +)z = 0, emQ (1.40)

;021%& - bwmx + Kv(@m + 1/}) = 07 em Q (141)

em que @ = (0, L) x (0,7") com as condi¢des de fronteira

2(0,6) = (L) =0 em (0,T), (1.42)
%(Oat) = Oa¢$(Lat) = f(t) em (Oa T)v (143)
e condi¢es iniciais
p(,0) = po(z), ¢r(x,0) = p1(z) em (0,L) (1.44)
@ZJ(% 0) = ¢0(x)? wt(xv O) = wl(x) em (Oa L) (1.45)

E sabido que para f(t) = 0 o sistema (1.40) — (1.45) é conservativo, isto &,

E(t) = E(0), Vt>0 (1.46)
onde
L L
E(t) = ’)2/ 2de + 2 5 /wfd + Q/wgdx+g/(sox+¢)2dx. (1.47)
0 0 0

De fato, multiplicando a equagdo (1.40) por ¢; e a equagao (1.41) por 9, integramos temos

Il
o

L L
p1 / prrprdr — ﬁ/ (0z +V)zprdz
0 0

L L L
p2/0 ¢tt¢td$b/0 'Qba:xwtﬁL/{/ (@z +)dx = 0.

0
- . . d, o
Integrando por partes e usando as condicoes (1.42) e (1.43) e as identidades %\got] = 2040t ,

d 9 d 9
rn =2 —|Ve|” = 20Uz, E
dt'wt‘ Yyt @ dtw) \ iz, temos

dPl
dt 2

L
dp?/ Yide +—f wxdw—i—/f/ (0 +V)dz = 0. (1.49)
0

L
©2dx + K]/ (Qr + V) purdr = 0 (1.48)
0

dt 2 dt 2
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Somando (1.48) e (1.49) obtemos

dp1 2 _
a0 d“dtz/ YRds *m/ V2o /O (6o + )2z = 0
;(’”/ orar+ 2 [ v ) /dew /(goxw)?dx) -0
0
logo
LBty =0, >0 (1.50)
dt - - '

obtendo assim (1.46).

1.5 Analise Espectral

Nesta se¢do vamos estudar o problema espectral associado ao sistema (1.40) — (1.45) e
analizaremos a mudangca assint6tica dos autovalores. Assumiremos em particular a conhecida

hipétese entre as velocidades, isto é,

r_0b (1.51)
PL P2
Antes de tudo vamos reescrever o sistema (1.40) — (1.45) como
= Ad, (1.52)
onde ® = (¢, @1, 1, 9)T e A: D(A) C X — X é o operador diferencial dado por
| 0 I 0 0]
K/ p10? 0 K/p10g 0
A — /pl T /Pl (153)
0 0 0 I
| —w/p205 0 b/pd; —k/p2ly O |

onde I, é o operador identidade e X é o espago de Hilbert dado por
X = H}(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L)

tal que a norma é dada por

L
WW%=4K%¢MAJW§=i/@ﬂﬁﬁ+pﬂiﬁ+de2+ﬁwx+wFM% (1.54)
0
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O operador A dado em (1.53) tem como dominio
D(A) = [HL(0,L) x H*(0,L)] x H}(0,L) x W x H}(0, L),
onde
W = {v e H?(0,L),v,(0) = vy(L) =0} (1.55)

é um semigrupo gerado por {e'} _ , conforme [2].

Agora vamos proceder com o estudo espectral. Seja
(A=A)¥Y =0 (1.56)

onde A € C — {0} e ¥ = (¢, Ap, 1, \p)T € D(A), obtemos assim o sistema de equacdes dada

por
P1X*p — k(pz + 1) =0 (1.57)

P2 N2 — by + K + ) =0 (1.58)

SD(O) = @(L) = %(0) = ¢x(L) =0. (159)

Agora consideremos as sequéncias

on(z,t) = e’\tun(x) (1.60)

1/1n($7t) = e)\tvn(x) (1.61)

solugdo de (1.57) — (1.59), onde u,(x) = sen (6,x) e v,(x) = ¢, cos(0p2) com 6,, = n% Substi-

tuindo (1.60) — (1.61) em (1.57) obtemos

{ PN+ K02 + KOpcn} sen (O,1) = 0, (1.62)
como sen (6,z) # 0 temos
A2 + k62
S T (1.63)
K0,

Levando (1.60) — (1.61) em (1.58) e procedendo como acima, temos

kO,
= . 1.64
¢ p2A? + 002 + K (164)

Combinando (1.63) e (1.64) obtemos

2
P |:<'%_|_b> 9%_}_%] )\24_%:0, (1.65)
[ ) P2 P1P2
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A solugdo de (1.65) é

1 b Ay,
Ay =+ _[<”+>9g+qir,nel\l (1.66)
2 [\;m 2 P2 2
onde
b 2 b92
An:[(M)egﬁ} LN (167)
P P2 P2 P1P2
E facil ver que
2 2
A, = <b _ k) gi + (/{> + Qi <K + b> 02 >0 (168)
P2 pP1 p2 P2 \P1 P2
e com isto temos
2 2
An _ |:(/§+b>0721+ﬁ',:| _4I€b0n
pL P2 P2 p1p2
[( K b > 9 /<cr
< —+— )0+ —
pL P2 P2
e que nos da
1 b VA,
N [<H+> 9721_|_Hj| + <0 (169)
2 1\p1 p2 P2 2

e assim

donde concluimos que

A= +iXE, neN (1.70)
onde
1 b VA,
A=)k [("”ur) Q%Jr'ﬂ} L Van (1.71)
2 1\p1  p2 P2 2
e . . kK b\ o K rb6?
para simplificagdo de notagdo vamos denominar por B, = [ — + — ) 6;,+ —epor C), =
pL P2 p2 P12

e entdo reescrevemos (1.71) como

B, 1
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Concluimos que, em vista dos autovalores obtidos a solugdo do sistema (1.40) — (1.45) é

dado por :
o(x,t) = Z (ane_i’\i + bne_i)‘;> sen (0,,x), (1.73)
n=1
v(x,t) = Z (ane_im + bne_i)‘;) e cos(0,). (1.74)
n=1

Observe que {y, ¢} satisfazem (1.40) — (1.45), no caso em que f(t) = 0.

1.6 Desigualdade de Observabilidade

Consideremos a solugédo (1.73) e (1.74), onde a,, e b, sdo os coeficientes de Fourier. Nesta

se¢do vamos mostrar que existe uma constante positiva C (7', ) tal que

E(0) < C(T,) /0 ' V(L t)dt, (1.75)

onde ~ é uma constante positiva que limita inferiormente o gap para a sequéncia (\;,) e 1 como

em (1.74). Antes provaremos alguns resultados que usaremos para a demonstracgdo de (1.75)

Proposicdo 1.3 Para todo n € Z* existem constantes positivas i e vy, tal que

NS = AE[ >y >0, Vo i=1,2 (1.76)
onde
372 32
972 972
71:3\/5 32L >0evy = 32L 5 >0
(W,ﬁ]\“ f”v) ® <7RﬁM+ ff)
4 \ L p2 p2 \ L p2
Demonstra¢dao: Vamos fazer para o sinal + primeiramente. De fato, observe que
B 1 B 1
Moa—A = \/ r;l t3 B2 | —4Cph — \/2n t3 B2 —4C), (1.77)
%(Bn+1 - Bn) + %(\/ B’r21+1 —4Ch41 — V Br2L - 4Cn) (178)
Bopi | 1 /B2 _yC \/& L /B2 _4C
2 2 n+1 ntl T/ 3 3 n n
e que
Bn—l—l - Bn = (07214»1 - 972L)M
2
= @+ 1M (1.79)

L2
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Assim,
X ‘1(Bn+1 By) + 3(\/B2,, —4Cy1 — /B2 — 4Cy)
’)‘n+1 - )‘n | = (1.80)
‘\/ ntl ,/Bg+l 4Cn+1+\/+ —4C,
onde
H = ‘\/ ntl oy ,/Bgﬂ 4Cn+1+\/ VB2 —4C,
= — [\/Bns1+/B% —4Chq1 + \/Bn + /B2 —4C,
V2 2cM K 26 M K2
= YR Moz, S [ e ez S 02 + —
2 "y pr "t p2 " p1 " p3
b b
onde assumimos — = — e que M = LA , assim
p1 P2 pr p2
(
2
2 M 2 K
\& = o 0 n+1 + p2
H =~ M93+1+p— 1+ o +
2 M _|_ —
n+1 02
7
12
V2 27)?4 0+ —
2 1%
—”M@?L—ki 1+—2 (1.81)
2 P2 M92 + —
P2
uma vez que
2 2 2
2kM 2kM
<M92 ”) = M2+ e > g
P2 P2 Py P2 15
temos como consequéncia
26M 5 K2
P2 On 0%
0< 2 <1 (1.82)
MO2 + —
P2
e da mesma maneira
2eM K2
9n+1 2
P2 2
0< < L. (1.83)
MOZ, + —
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Podemos entdo usar a seguinte aproximagao /1 + 2z ~ 1 + g, 0 <z < 1, para (1.81) para

obtermos

2

26M p2 K

\[ 21 0”+1+ %

H =~ > MHn+1 —|— 1+ -

2

2 M2, + )

( il P2
2
ZHMHQ 4 i
2 Pt p3
‘g Moz + =1y 2

K
P2 2 (M@,% + )

P2

donde por (1.82)e (1.83) temos

H < {{\/M9i+1++\/M92 ”}

e usando a desigualdade elementar v/a + b < y/a++vbonde a, b > 0 temos a seguinte estimativa

3v2 / 5 [ K 3 [ K

= ?’f {(0n+1 +9n)\/ﬂ+2\/?} (1.84)
P2

Agora, levando (1.84) em (1.80) temos

H

IN

|5(Butt = Ba) + 34/ B2y — 4Csa — VBE — 4Cy)

3{ <(9n+1 + 0,)VM + 2\/;2>

‘)‘n—&—l - )‘jz_| >

De

2
B2, —4Cpy = \/2 M6? 1+’i2 (1.85)

2
VB2 2~ M02 + 5 (1.86)

P2

temos de 62, ;| > 62 e (1.85) e (1.86) que

/B2, —4Cy 41 — /B2 —4C,, > 0, (1.87)
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logo, de (1.79) e (1.87) paran > 1 segue que

3t

A AT > 2L2 —i~ >0 1.88

’ n+1 n’ = 3\/§ 31 = a! ( )
= (FVM 42 -

Faremos agora para |\, | — A, |, com efeito, da mesma maneira como para o sinal + temos

1 1 ——
A= An = .
\/ B 1 /B2 4G+ % - /BT - 4G,

Denotando por

B, 1 B, 1
Hln_\/ 2+1_2\/m+\/2_2¢m (1.89)

temos
_ B 1/2 5 !
)‘n+1 A = i (Bnt1— Bp) — Bn+1 —4Ch41 — m
1/2 | (But1 = Bn) (er \/W) B2, +4C, 41 + B2 — 40,

Hun /B2, —4Cyi1 + /B2 — 4C,

pondo
Hyp = /B2,y — 4Cup1 +v/BY — 4C, (1.90)
temos
_ _ 12 ) )
Aot ~ A = {(Bny1 — Bn)Han — (B, ) — 4Chy1) + (B2 —4Cy) }
Deste modo,
- 1/2 ) ,
‘)‘n—i—l - An’ = Hy, Ho {(Bn+1 - Bn)H2n - (Bn+l - 4Cn+1) + (Bn — 4Cn)} ‘
1/2
= Hy, Hop (Bn—i-l - Bn)H2n - (B72L+1 - 4Cn+l) + (B,21 — 4Cn)
1/2 2k M
- H, /H2 w"“ 92)H2" (en—H - 93)
1/2 2/-@
= Hl H2 (0n+1 )M‘ ‘H2n - E
1/2 2
= /‘(Hnﬂ HQ)MHHzn - —ﬁ] (1.91)
’Hm Hsp, P2




Desigualdade de Observabilidade 29

Agora

‘\/ L _ \/ 4G+ 2~ ~\/BE —4C,

2 2k M /2M
= f‘ MO2,, + \/“ 92+1+—+ M92+—7 i ‘
2 P2 PQ

(1.92)

‘Hln

K 2eM K2 K 2eM K2
e vendo que M6? , + — — 0> +— >0, M2 + — — >
1 " P2 (s P2 "2 P2 P2
garantido gracas a (1.82) e (1.83) temos desta observagdo que

V2 K 2cM K2 K 2M K2
Hi,| = ~=\| M62 - - 02, + | o2+ = - 02 + —
’ n 2 n p2 p2 T py "2 p2 " p2
4

\/QRMG K2 2/<;M92 K2

2 P2 n1 P2 2 2 ' p2

_ V2 Moz, + 41— - +£1/M97%+£ YR L

2 P2 M(9721+1_|_g 2 P2 MH%—F;

(1.93)

epor (1.82) e (1.83) podemos usar a aproximagdo v/1 — = ~ 1—%, onde z € (0, 1) para obtermos

\/QI{MH 52 2/@M02 n K2
n+1 n -
Hln—£ M«92+1+— LV HP2 +£ T L e p2 HPQ
P2 <M02+1 + ) P2 2 (M@% + >
P2 P2
(1.94)
temos que
Hln < \[ M9121+1 + \f MGZ +7
P2 P2
= {\/M9§+1++ \/M9n+1+ }
P2
2 [ K
< \2[ <(0n+1 +0,)VM +2 p) (1.95)
2
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por outro lado

’HQTL

26 M 2 2 M K2
= Hyy, = \/ 9n+1++\/ 0+ —
P2 P2

2 M 5 2cM K
+ — 46, + —
P2 P2 P2 P2

e do fato que v/2 > 1 entdo de (1.96) temos

2
Hyp < (/22 ((9n+1 + 0,)VM +2, /'{)
p2 P2

de (1.95) e (1.97) temos que

IN

n+1

1 1

(1.96)

(1.97)

>
‘Hln HZn

3
{( (Ops1 + O, f+2\/p>2) i’:
\/>< Ont1 + 65) W+2\/;>2

ede (1.91) e (1.98) temos que

1/2
A1 — A = 2‘(9n+1 62) MHH%
< n+1+0 Vv +2 >
P2
e vendo que

2/{M€2 K2 S
— — e

.
2

2kM 5, K K
P2 P2 P2

temos deste modo, somando (1.100) e (1.101) vemos que

2
H2n_£20
P2

Ot + On W+2\/;) i’;<(9n+1+9n)m+2\/2>

(1.98)

_ 2% (1.99)
P2

(1.100)

(1.101)

(1.102)




Desigualdade de Observabilidade 31
e assim
_ _ 1/2
M=l 2 — | 62— ] (1, - 2
[% (wnﬂ O,)VAT 42 /)
P2 P2
N 1/2(62,, — 62)
[k M7\ 2
- ((9n+1 +9n)VM+2 >
P2 P2
32
: 2L =9 >0 (1.103)
[F (W,ﬁMH /%)
p2 \ L p2
mostrando assim a Proposigao.
Lema 1.1 Paratodo T > 277;, i =1,2o0nde
372 32
212 a2
71:3\@ ; >0eqyy = . 5 >0
(Wﬁﬁ]\“ ﬂ) [F <W.ﬁM+ H)
4 \ L P2 p2 \ L P2
existem constantes positivas C; = C(T,~y) e N; = N(T,~) com i = 1,2 tais que
o0 T o0
CL(T, 7)Y (an + bn)?c}, < /¢2(L t)dt < Co(T,7) Y (an + bn) e (1.104)
n=1 0 n=1
T,9) Y (an + bn)? ig/ (L,t)dt < No(T,7) > (an + by)?0 (1.105)
n=1 0 n=1
Demonstragdao: Temos de (1.73) e (1.74) que
WLt = 3 <ane—“¢t + bpe~itn 'f) ea(—1)" e (1.106)
n=1
ea(Lt) = % (ane—im + bne_i’\;t) 0, (—1)". (1.107)
n=1
Temos que mostrar que (a,, + by )cn(—1)" € I2(Z*).
1
De fato, basta tomar a,, = — e b,, = onde 0 # «a € R.
ney, ancy,
1
ancn(—1)" + bpen(—1)" = (an + bn)en(—1)" = ao; (=1)" (1.108)
e portanto
- 2 m2 _ N (a+1)?
> (an +0) (en(=1)")? =D (1.109)

n=1 n=1
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portanto, pelo Teorema de Ingham segue (1.104).
Agora, vamos mostrar que (a,, + b,)0,(—1)" € 12(Z*). E facil ver que

(an + b)n(~ 1) = 2D gy (1110)

an

e de (1.63) tem-se c2 > 62 e isto nos d4

o D o
(a+1)262 (a+1)2

n=1 n=1 n n=1
e pelo Teorema de Ingham segue (1.105).
Teorema 1.7 Para todo T > ,comi=1,2onde

3L M 3
71:3\/5 32L2 >0 e 1= 32L2 5 >0
(W,ﬁ]\“ f@) 2 <ﬂ.ﬁM+ /H)
4 \L P2 p2 \ L P2

existe uma constante positiva My tal que

T
E(0) < My / V2L, t)dt

Demonstragdo: Pelo Lemal.l existem uma constante positiva C; (7, ) tal que

C1(T, ) > (an + bn) /w (L,t)d (1.112)
n=1
Da energia dada por (1.47) fazendo ¢t = 0 obtemos :
L L
E’(O):p;/got:cOd:E—l— /T,ZJtZL'Ode‘-F /w dem+’;/¢M0+¢xo))d
0 0
Pelas solugoes dadas em (1.73) e (1.74), derivando e calculando no tempo ¢ = 0 temos
L ) L o )
2B(0) = / pl‘ S (an)f + baA; )sen (9nx)‘ dz + / pQ‘ 3 (A + baAy e cos(@nz:)‘ dz
0 n=1 0 n=1
o0 o0 2
/b‘z (an + by)cnbnsen (0, ‘ da:—l—/kc‘z an, + by,)0y, cos(Opx +Z (an + by, )cncos(enx)’ dx
n=1 n=1 n=1
e pelas rela¢des de ortogonalidade das fungdes seno e cosseno obtemos:
2E(0) = Loy i(anﬁ + by )2 + Lia i(anﬁ + b )22 +
bL 29, KL o 2 2
o D (an+0 n)202c2 + - > (an +b0)*(On + cn)?. (1.113)

n=1 n=1
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Agora,de (1.63)
AR > 5 (1.114)
Cn _ p1AT F KO
KO,
b/ B+ §\/BE 4G,
- (1.115)
p1A2 + k62
Como
Bn:ﬁquizﬁ{M+ f}
P2 ang
Br
temos
By = 0}n (1.116)
e
C, =014, (1.117)

b
onde A = Agora, substituindo (1.116) e (1.117) em (1.115) e fazendo as simplificagdes

pP1p2
obtemos:

Assim, como

lim 8, = lim [M+ N ] —M
n—>00 n—s00 anQ
e
9 K b2
lim (5; —4A) = <—> =0
n—rr:o0 p1 p2
ois o E temos assim que
P pr p2 d
At 1
lim — = —/-M
n—oo CTL

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

0 que nos permite concluir que a sequéncia (1.121) é convergente, logo é limitada, assim existe

uma constante o > 0 tal que
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isto é, levando em conta (1.63) temos
AE 4
—Ho S - <o & foCn S AT S —HoCn, (1.122)
n
uma vez que —c, > 0.
Por outro lado, novamente por (1.63)
On O B K02 B K
Cn, - (—,01)\2 + mH%)//an - ,01)\2 + /469% - Péig‘Q + K
e assim
N
lim — = -1 (1.123)
n—00 Cp,
e assim, pela mesma razao acima existe ;11 > 0 tal que
- S ,uly
Cn
ou seja,
On
—u1 < . <pr & piey <0, < —picy. (1.124)
mn
De forma semelhante existe ;o > 0 tal que
0, 0, 2 2 2
= <pr & - < = Spe & —pgc, <0, < pusc,. (1.125)
n
Usando (1.122), (1.124) e (1.125) em (1.113) obtemos
L paL = bL &
2B(0) < 2~ 5o+ b + 22 S O (@n )b+ 5 Y (@n + ba)pach
n=1 n=1 n=1
Rl & 2 2 2
o3 Z(an +bp)* (1 — py)=c.
n=1
logo
L > L >
2E(0) < 5 (pluo + k(1 — p1) Z an + by) 2 (p2po + bp2) Z an + by) (1.126)
n=1 n=1

De (1.64) temos que

202 202 202 2
9 Kk-0z k207 K70 K

T N b02 +R)2 T B20% T 0202 02
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isto é
2
K
< oE (1.127)
Multiplicando (1.127) por ¢ > 0 temos
2
K
k< ﬁci. (1.128)
Usando (1.128) em (1.126) obtemos
L patigh® | pak®
2E(0) < 3 <p1u0 + 12 + 5 +K(1— pp)? Z:: an + by) (1.129)
= ,_ 2 P2M(2)’<52 M2/€2 2
e entdo denotando por J := pjpug + 2 + 5 + k(1 — pp)*, temos
JL & 5 9
E(0) < =~ Z:l(an + by)?e
~ JL
e fazendo C = e obtemos:
E(0) < C1 ) (an +bn)?c2 (1.130)
n=1
Do Lemal.1
o] 5 T
E(0)<C an +by)%c < / L,t)d
Oy (o' < gy [ 400
isto é
Ci / )
E(0) < ——~71— L,t)dt
Agora basta fazer My = i > ( para termos
& 2 Cl (Ta 7) P
T
E(0) < My / VAL, t)dt (1.131)
provando assim o Teorema.
Para mostrar a desigualdade direta precisamos de algumas desigualdades elementares.
Proposicdo 1.4 Seja {p(xz,t),9(x,t)} solugdo de (1.40) — (1.45), entdo existe ko > 0 tal que
/ A dxdt < ko ( / (p + 1) 2dxdt + / <p§dxdt) (1.132)
Q Q Q
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Demonstragio: De fato
/ Yrdzdt = / (pr +)2dzdt — / (2 + 210 )dadt
Q Q Q

= / (pz + ) *dadt — / rtpdadt — / (¢z + ) prdrdt
Q Q Q

e pela desigualdade de Young aplicado nas duas ultimas integrais do lado direito da igualdade

acima temos

1 1 1
/ Y2Adxdt < / (gox+¢)2d:pdt+§ / (¢x+¢)2dmt+§ / 2dxdt + = 5 / 2dxdt + = / Y2 dadt
Q Q Q Q

e deste modo temos

1
/ YAdaxdt < 3/(<px+1/1)2da:dt+/ pldxdt
2Jq 2Jq Q

portanto, tomando kp = max{3, 1} temos
/ YAdxdt < ky ( / (p +1p)2dxdt + / widxdt) .
Q Q Q
Proposicdo 1.5 Seja {¢(x,t),9(x,t)} solugdo de (1.40) — (1.45), entdo existe ki > 0 tal que

/ wrdxdt < ky ( / (z + 1) dadt + / wgda;dt> (1.133)
Q Q Q

Demonstra¢dao: Segue o mesmo raciocinio da Proposi¢dol.4 e da desigualdade de Poincaré e
em seguida toma-se k1 = max{3, ¢,}, onde ¢, é a constante de Poincaré.

Da Proposicaol.4 e da Proposigao 1.5 temos que

/ V2 dxdt < ko < / (g + 1) 2dxdt + / wgdxdt) (1.134)
Q Q Q

onde ky = max{ko + kokq, kokl}
Teorema 1.8 Para toda solugdo {p(x,t), ¢ (z,t)} de (1.40) — (1.45) temos
/ Y*(L,t)dt < MyE(0) (1.135)

Demonstra¢dao: Multiplicando a equagédo (1.40) por z% e integrando em Q = (0,L) x (0,7)

temos

—p1 / prrpdrdt + /1/ (@r + V)zdadt =0
Q Q
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e fazendo a integracdo por partes obtemos

0

Assim, pela desigualdade de Young aplicada no lado direito de (1.136), da desigualdade de

Poincaré e da energia dada por (1.47) temos

L T " L L L
—p1/@t$¢‘ dx—l—/f/(gox—i—w)xw‘ dt < / sotdxdt—i-/ Wedxdt
0 0 2 Q 2 Q
0 0
L 1 1 ¢
< k4E(0) (1.137)

1
onde k4 = max{L L Ltl I4ep

ot pe w0 b le ¢p é a constante de Poincaré.

Por outro lado

L L L
p1 / ‘Ptm/"Ode = p1 /%(%T)W(%T)dx —p1 / ei(z,0)ztp(z, 0)dz (1.138)
0 0 0
e novamente aplicando Young na primeira integral do lado direito de (1.138) obtemos
L L L
p1 /cpt(x,T):cw(x,T)dx < L?/gofdw + % /¢2d1’, (1.139)
0 0 0

usando (1.134) em (1.139) temos
L
p1 /cpt(x,T)$¢(m,T)dx < ks E(0)
0
onde k5 = max{L, ’”—im, %} De maneira analoga temos
L
o [ rla, 002 (2. 0)ds < keE(0)
0
e portanto
L
T
n / cptmw)odx < k2E(0) (1.140)
0

sendo k7 = k5 + kg.

L T
o [ v o [ oo vree] == [ ciandrit o [ (oot vpwdadt i [ oot w)rvade
0

(1.136)
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Assim
- L y T
k[ (oz + w)mw‘ dt < pp @txib) dx + k1 E(0)
[t omida < o [nd
< krE(0) + k1 E(0) = ks E(0) (1.141)

onde pomos kg = k1 + k7, logo

T T
KL / VAL, t)dt < ksE(0) — kL / @ (L, ) (L, t)dt
0 0

e pela desigualdade de Young aplicada na integral do lado direito da desigualdade acima tem-

se
T I T I T
nL/wQ(L,t)dt < ksE(0) + Z/wQ(L,t)dt—i— Z/goi(L,t)dt
0 0 0

ou seja

kL L

T
2 K 2
2/¢(Lwﬁg@Ewm-2 S2(L, t)dt. (1.142)
0

St —

Usando o Lemal.1, neste caso (1.105) e em seguida (1.104), e vendo que 2 > 62

T
kL kL _ KLN kLN,
—_ (L, <—N n 292 n )22 < / (L,
2/ t)dt 2Za +b,)%0% < e C’lz(a +b,)%2 < VAL, t)d
0

n=1

e deste modo

T
L LN.
: /sai(L,t)dté A /W(L,t)dt. (1.143)
0

Usando (1.143) em (1.142) temos

T
LCy — KLN.
(” GL-r 2>/¢ (L,t)dt < ksE(0),
0

201k8

f M =—7"
azendo M; RL(Cr — Np)’

onde C; > N; conclui a prova do Teorema.




Capitulo 2

Controle Exato na Fronteira do Sistema

de Timoshenko

Neste capitulo vamos considerar o sistema de Timoshenko 1 — d com somente um controle

na fronteira, isto é, no caso ¥, (L, t) = f(t) usando o Método de Unicidade Hilbertiana.

2.1 Desigualdade Direta e Inversa

Seja {0, p1,%0,11} € X, onde X := (H}(0,L) x L?(0,L) x HL(0,L) x L?(0, L)) é o espaco
de Hilbert e {0, 1,0, %1} sdo os dados iniciais de (1.40) — (1.41). Definimos em X a seguinte

norma:

L
1200 01, %0, |l = / (1?6112 + loal? + ool da. @.1)

A energia dada em (1.47) calculadaemt =0 é
L L , L L
K
BO) =2 [loide+ 22 [lonPdot ] [lonPdo+ ] [lon+uPe @2
0 0 0 0

Teorema 2.1 Existem constantes positivas ¢y e 3 tais que

e E(0) < [{wo, ¢1, %0, Y1 }IX < @E(0) (2.3)

Demonstrac¢do: De fato, vemos pela desigualdade triangular que

lv0z]? = |0z + 0 — ol < (Jpox + Yol + o)) = @0z + Yol + o] + 20z + Yo 1ol
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e pela desigualdade de Young temos

lpoz]? < 2lp0z + ol* + 2[thol? (2.4)

Pela desigualdade de Poincaré

L L
[ oo < g, [, 25)

onde ¢, é a constante de Poincaré. Integrando (2.4) em (0, L) e usando (2.5) obtemos

L L L
/0 l0oe|2dz < 2/0 |lpos + to|*dx + 2cp/0 90 |2dz. (2.6)

Assim, de (2.1) e (2.6) tem-se

L
{0, p1,%0, 1} % < /0 (o1l + 1 [* + (2¢p + 1) [0u|* + 2|00z + %o[*)d

2 [t p P2 b K
- /‘(|w9+!%2+@%+UWMP+2|wm+WﬁM$
2 )0 m P2 b K

1 1 2cp, +1 2 }
tem-se
pi'p2 b Tk

{0, ¢1, 0,1} |5 < 2¢E(0).

e assim, tomando ¢ := max {

Agora basta tomar 2c = ¢; para termos

{0, ¢1,%0, 1 }|% < @E(0). 2.7)

Novamente, pela desigualdade triangular e de Young

IN

a0l + [10]* + 2|0z [l

2|pz0]? + 210>

oz + ol

IN

Pela desigualdade de Poincaré existe ¢, tal que

L L
(Aw%ms%l|wﬁm, 2.8)

e assim

L L L
/ |0z + ol *dz < 2/ y¢z02dx+2c;/ [v0e |2 da (2.9)
0 0 0

De (2.2) e de (2.9)temos

L L L

b L L
//)21 o1 da:—i—/ 22|1/11|2dm+/2\¢0z|2dx+2/€/0 \(pmo\zd:c—i—ch;/o 10 |2 da:
0 0

l\D\)—l
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ou seja,

L

C

E(0) <= [ (le1] + 0] + [poul® + 102 *)da, (2.10)
2 Jo

2
onde ¢; = max{p1, p2, (202,/-4 +b),2k}. Logo ao tomarmos — = ¢ temos
c1

provando assim o resultado.

Para o controle necessitamos principalmente da desigualdade indireta, assim temos

Teorema 2.2 (Desigualdade Direta e Inversa) Se {, 1} é solugdo de (1.40) — (1.45) existem con-

stantes positivas K e Ky tais que

T
mmemm%H§§/W@ﬁﬁS%memm%M% (2.12)
0

Demonstragio: Do Teoremal.7 e do Teorema2.1 temos
T
o1, v, v} e < @E(O) < eadly [ 6P(L. )i (213)
0

e basta fazer

= K, para obtermos a desigualdade indireta. Para a desigualdade direta

c1My
segue da mesma maneira usando o Teoremal.8.

2.2 Controlabilidade Exata

Teorema 2.3 sejam

32 32
972 972
NG 32L 20 e = 32L 2 >0
(ﬂwM+ %) K<W¢M+ ﬂ)
4 \ L p2 p2 \ L p2
. b .
e suponha que seja vilida a igualdade L2 ST > 2777,2' = 1,2 entdo para todo conjunto de dados
pPL P2 ¢

iniciais {po, p1,%0,01} € X, entdo existe um controle f(t) € L*(0,T) tal que a solugdo {p,} do
sistema (1.40) — (1.45) satisfaz

o, T)=¢pi(x,T) = 0 em (0,L) (2.14)

(@, T) =y (x,T) = 0 em (0,L) (2.15)
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Demonstragdo: Para os dados iniciais {¢o, ©1, 0, ¥1} € X, 0 sistema

prow — K(pe + 1)z = 0, emQ (2.16)

p2hu — bap + k(o +9) = 0, em @ (2.17)

©(0,t) = (L, 1) = ¢2(0,1) = tho(L,t) = 0, em (0,T) (2.18)

e(x,0) = o, pr(x,0) = 1,9(x,0) = Yo, Y(x,0) = ¢1 m (0,L) (2.19)

possui tnica solucdo {¢,?} com regularidade ¢(L,t) € L?(0,T). Com a solugdo {p,®} do

sistema (2.16) — (2.19) resolvemos o sistema adjunto

prug — k(g +v)e = 0, em Q (2.20)

povs — DUgs + Kt +0) = 0, em Q (2.21)

w(0,t) = w(L,t) = vy(0,8) = 0,v5(L,t) = —c(L,t), em (0,T) (2.22)
w(z,T) = w(z,T) = v(z,T) = vy(z,T) = 0 em (0,L) (2.23)

O operador A: Devido a unicidade de solucdes do sistema acima podemos estabelecer a seguinte
aplicacdo, para qualquer {0, p1,%0,%1} € D(0, L)%, por (2.16) — (2.19) obtemos uma tinica
solugdo {u,v} de (2.20) — (2.23) e entdo consideramos

u(x,0) = u(0),us(x,0) =4 (0) em (0,L) (2.24)

v(z,0) = u(0),v,(x,0) =2'(0) em (0,L). (2.25)
Assim podemos definir a aplicagdo
A{9007 ¥1, 7vbO) 1/}1} = {ul(o)v —U(O), U/(O)ﬂ _U(O)} (226)

Devido a natureza dos sistemas (2.16) —(2.19) e (2.20) — (2.23) é possivel mostrar que A é linear.
Iremos buscar uma outra relacdo entre A{pg, 1, 0,11} e {0, (1, &0, &1} € D(0, L)*. Para isso

seja {(, ¢} solugdo de (2.16) — (2.19) com os dados iniciais {(o, C1, &0, &1} € D(0, L)?, isto é

p1C — K(C + &) = 0, em@Q (2.27)
pabit — béex + k(G + &) = 0, em@Q (2.28)
C(Oa t) = C(Lv t) = gw(ov t) = gx(lh t) = 0, em (Oa T) (229)

C($>O) = CO?Ct(xvo) = Cla£($70) = gOagt(xao) = ‘fl m (OaL) (230)
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Multiplicando (2.27) por u e (2.28) por v e integrando em @ = (0, L) x (0,T') temos

T L T L
01 / / Cpudzdt — n//(gx + &) gudzdt =0 (2.31)
0 0 0 0
1 I
T L T L T L
pg//ﬁttvdxdt — b//ﬁmv + ﬁ// Cr + &vdxdt =0 (2.32)
0 0 0 0 0 0

11T
e integrando por partes separadamente cada integral temos

T L . . T L
I—p1//Qtuda¢dt—p1/ Ctuda?|g—p1/ Cutdw\g—i—m//Cuttdwdt
0 0

0 0 0 0

e pelas condigdes (2.23), (2.29) e (2.30)temos

. . T L
I:pl/ Couldm—pl/ Cluodac—i—pl//guttdxdt. (2.33)
0 0
0 0

E de
T L

71 = /s/T/L (Cx+€) xudxdt—H/T(Q:c—i—f)udx!é—/f//(gv—i—f)uxda;dt
0 0

0

. T L T L
_ L
= 11/0 (Cz + &)udtl; m//(xuxdxdtno/o/fuxdxdt
T L
= / (Ce + Eudt|k —/i/ Cugdt|§ —i—/-f//(umdxdt—/io/o/ﬁuxdxdt

e pelas condigdes (2.23), (2.29) e (2.30) obtemos

T L T L
H//Cu:wd:(}dt— n//fuccdxdt. (2.34)
0 0 0 0

De maneira similar feita em I temos

L I T L
1T = Pl/ fovldw—pl/ §1v0d$+p1//fvttdxdt- (2.35)
0 0 0 0
Para
T L T T L
IV = b//fmvdazdt = b/ngdt|0L b//gmvxdxdt
0 0 0 0 0
T T T L
— b / g vdt]E — b / Eugdtll + b / / Cvpadadt
0 0 0 0
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e pelas condigdes (2.22) e (2.29) resulta

T T L
IV = cb / €(L, )b (L, 8)dt + b / / Cvpadudt (2.36)
0 0 0
e finalmente

V = &k

L T L T L
/Cx—I—{ Yodzdt = ﬁ//vadmdt—l-/ﬁ//évdxdt
0 00 0 0

T L
Cvdt|0 —m//{vxdmdt—i—fi//fvdmdt
00

0

= K

St — 5 ST

e sendo

Cv‘j (L, )0(L,t) — ¢(0,8)0(0, 1)

e pelas condigdes (2.29) temos

V=-k

\ﬂ

L T L
/C’Umdl'dt—l-lﬁ//f’l)dl'dt (2.37)
0 00

.35),(2.36) e 2.37 em (2.31) e (2.32) e somando estas igual-

l\DO

Agora, levando (2.33), (2.34), (

dades, nés obtemos

L L L L T
—pl/Cluodx—i—pl/(ouldx —pl/flvod:r—l—pg/fwodx = cb/f(L t
0 0 0 0 0

(2.38)
ou seja
T
0 (0),60) = p1(u(0): 1) + po(0'(0).&0) = p1(0(0). ) = b [ LT DY 239)
0
Definindo em D(0, L)* a forma bilinear

(A{po, ¢1,%0, %1}, {0, C1,60,61}) = p1(w'(0),¢0) — p1(u(0),¢1) + p2(v'(0), &) — p1(v(0),¢1)

T
= b [ (L, t)y(L,t)dt,
[

ou seja,

T
(Af0, 1,00, 91} {Gor 1, €0, E1}) = cb / E(L, (L, 1)t (2.40)
0
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em particular tem-se

T
<A{(p07 @1, wov wl}? {@07 ®1, ¢0> ¢1}> =cb / ¢2(L7 t)dt (241)
0
e pela linearidade da integral é possivel mostrar que
<A{S0078017w071/}1}7 {}> (242)

¢ um funcional linear em D(0, L)*. Representaremos por F o espago D(0, L)* e nele definiremos

a seguinte forma bilinear

({9007 ®1, Qﬁo, 7/11}7 {CO) C17 gOa gl})]‘- = <A{S00> P15 ¢07 1/11}7 {CO) Cl? &)a 51}> (243)

Isto pode ser feito, pois A é linear. Ndo podemos afirmar a principio que (.,.) 7 € um pro-
duto interno, pois ndo sabemos que se (u,u) r = 0 tenha-se v = 0.

Consideremos a semi-norma
“{90079017¢07w1}”.27: = <A{<P07901J/107¢1}7{800,<P171/10,¢1}>

T
= cb [ Y*(L,t)dt. (2.44)
/

Como D(0,L)* C (H(0,L) x L?(0,L) x HL(0, L) x L?(0, L)), entdo a norma ||.|| x também
serd uma norma para D(0, L)%, da desigualdade inversa (Teorema2.2) tem-se
T
1

||{900a8017¢0,1/}1}"§( < /wz(L,t)dt

IA

2
= / V2L, t)dt (2.45)

isto significa que se

T
I on. v, v} 3 = cb [ WL ) (2.46)
0
temos

1
[{e0. o1, b0, e}l < o lifeo o1, do, ey, be#0 (247)

fazendo

H{So(b P1, 77Z)07w1}||_27: = Oa
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e sendo .|| x uma norma, tem-se

{©0,1,%0, 1} = {0,0,0,0}.

Desta forma |||z ¢ de fato uma norma para D(0, L)? e assim (.,.) 7 ¢ um produto interno

em D(0, L)* e pela desigualdade de Schwarz

‘<A{€007 ®1, w(]v wl}a {C(]a C17 607 51}>| |({9007 P1, wOa 7#1}7 {g()a Cla 50) 51}).7:|

{0, ¥1, %o, Y1} F(1{C0, C15 &0, &1 }HI 7

IN

ou seja,
’<A{9007 P1, wo; wl}v {COv Clv 507 fl}>‘ < H{(pov P1, wo; wl}H}—H{COv C17 507 gl}”]'- (248)

De (2.42) e (2.48) tem-se que A{yo, ¥1,%0, 11} € um elemento de F' e

“A{@O’¢1a¢07¢1}”f/ < H{Qpﬂvﬁﬂlywoﬂﬁl}“}'- (249)

Portanto, A é continuo e desta forma é possivel extender (continuamente) |||z, (.,.)r e A

ao espago de Hilbert F' o qual denotard o complemento de F, isto é,
Fl = R (2.50)

Com A : F — F' e de (2.48) tem-se

|(A{w0, ©1,%0,¥1}, {0, C15 60, &1 1| < [[{wo, ©1, %0, Y1} FlI{o, C15 €0, & I P (2.51)

e de (2.44) temos

T
o on. o, v} = cb [ 6?(L, 0y 252)
0
isto significa que o funcional bilinear

(A{po, 1,%0, U1}, {0, C1, 0,61 })

definido no espaco de Hilbert £ é coercivo e portanto segue-se pelo Teorema de Lax-Milgran,

que para todo {ug, u1,vo,v1} € F' existe {0, ¥1,%0,¢1} € I tal que

(A{wo, 1,0, 91}, {C0, €15 80, €1}) = ({uo, u1,v0, v1}, {0, C1, 60,1} Frxr (2.53)
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para todo {(p, (1,&0,&1} € F. Isto significa que para todo {ug, u1, v, v1} 0 sistema

A{po, p1,%0,P1} = {uo, u1,vo, v1} (2.54)

tem uma tnica solugao.
Resulta assim da desigualdade Direta e Inversa a equivaléncia das normas ||.||x e ||.||r e

assim
F = (H}0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L*(0, L)) (2.55)
implicando em
F'=(HY0,L) x L*(0, L) x (H(0, L)) x L*(0, L)). (2.56)

Observe que naturalmente ((Hg (0, L) x L?(0,L) x HL(0,L) x L*(0, L)) C F em vista de (2.51) .

Entdo, para todo {ug, ui, v, v1} € F', fazendo u/'(0) = ug, u(0) = uy, v'(0) = vo e v(0) = vy,
pelo isomorfismo A, existe {¢o, 1, %0, %1} € (H(0, L) x L?(0, L) x H}(0, L) x L?(0, L) que por
(2.16) — (2.19) da origem a {¢, 1} e ao controle (L, t), e esta ultima implica na existéncia de

um unico par {u, v} satisfazendo (1.40) — (1.45) com

w(z,T) = u(z,T) =v(z,T) = v(x,T) = 0. (2.57)




Capitulo 3

Conclusoes

Iniciamos este trabalho fazendo uma descri¢do dos resultados matematicos consolidados
na literatura, fizemos a andlise espectral do sistema de Timoshenko, neste sentido com as
condig¢des do tipo Dirichlet-Newmann onde analizamos as condi¢des de gap. Obtivemos as
desigualdades direta e indireta através do Teorema de Ingham e de posse delas fazemos o con-

trole exato na fronteira usando o Método de Unicidade Hilbertiana.
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