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Resumo

ELUAN, Raul Barbosa. MODELOS DE EQUACOES ESTRUTURAIS VERSUS TEO-
RIA DA RESPOSTA AO ITEM. 2018. Dissertacao para obtencao do grau de mestre em
Estatistica, UFPA, Belém - Para, Brasil.

Neste trabalho pretende-se comparar as metodologias Teoria da Resposta ao Item
(TRI) e Modelos de Equagoes Estruturais (MEE) com o intuito identificar as condigdes de
equivaléncia. Almeja-se ainda verificar qual o melhor método para realizar estimacoes de
carateristicas de itens e de varidveis latentes em funcao do ntimero de itens e do tamanho
amostral. Para demonstrar a equivaléncia dos métodos, foi considerado o Modelo Logistico
de 2 Parametros da TRI. O critério de determinacao do melhor método foi menor Erro
Quadratico Médio e o menor Tempo Computacional. Todas as etapas computacionais
foram desenvolvidas no software R.

Palavras-chave: Variavel Latente. Teoria da Resposta ao Item. Modelos de Equagoes
Estruturais.



Abstract

ELUAN, Raul Barbosa. STRUCTURAL EQUATION MODELING VERSUS ITEM RES-
PONSE THEORY. 2018. Dissertation to obtain master’s degree in Statistics, UFPA,
Belém - Para, Brazil.

This work intends to compare the methodologies of Item Response Theory (IRT)
and Structural Equation Modeling (SEM) in order to identify equivalence conditions. It is
also aims to verify which method is better to perform estimation of item characteristics
and latent variables in function of the number of items and the sample size. To demons-
trate the equivalence of methods, it was considered for the IRT Two-Parameters Logistic
Model. The criteria to define the better method was less Mean Squared Error and lower
Computational Time. All computational steps were developed in R software.

Keywords: Latent Variable. [tem Response Theory. Models Equation Modeling.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

Na area de pesquisa estatistica o termo variavel latente esta associado a quantidades
que nao podem ser medidas/observadas diretamente, ou seja, sdo varidveis que podem
ser unicamente estimadas através de algum método estatistico apropriado (de Andrade
et al., 2000). Exemplos de varidveis latentes sao: nivel socioeconomico, qualidade de vida,
proficiéncia (conhecimento) em alguma area, intensidade de uma dor, satisfacdo de uma
pessoa, dentre outros exemplos.

Os trabalhos cientificos que abordam a estimagao de variaveis latentes vém sendo
desenvolvidos desde o século XVII em diversas areas do conhecimento. Dentre essas areas
podemos citar: Psicologia, Economia, Educacao e Ciéncias Sociais (Mardco, 2010).

No cotidiano, as varidveis latentes se encontram em ampla aplicacao na vida das
pessoas. Uma simples expressao do tipo “como vocé vai?”, até a indicacao de um aluno
inteligente /habilidoso sdo exemplos disso. Esses conceitos abstratos nao permitem sua
medicao direta. As variaveis latentes podem ser dadas como caracteristicas de determinado
evento.

Em resumo, o que esses exemplos ilustram ¢é a pratica comum entre os seres humanos
de explicar, entender, e as vezes, prever eventos, com base no papel dos conceitos que
nao sao diretamente observaveis. Além disso, as variaveis latentes fornecem um grau de
abstracao que nos permite descrever as relacoes entre uma classe de eventos ou variaveis
que compartilham algo em comum (Bollen, 2002).

Na préatica nao existe uma unica maneira de se trabalhar com variaveis latentes.
Existem varios métodos estatisticos com o intuito de realizar estimacoes de variaveis
latentes. Dentre eles podemos citar: Analise de Classe Latente, Teoria da Resposta ao Item,
Modelos de Curva Latente, Andlise Fatorial, Modelo de Equacgao Estrutural e Regressao

com Varidveis Latentes.
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A Teoria da Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos estatisticos com
capacidade de realizar a estimacao de variaveis latentes de individuos, através de itens
elaborados para avalid-las. As respostas aos itens sao, em geral, categéricas com duas ou
mais opgoes de resposta, podendo também ser continuas. Um dos trabalhos primordias
em relagdo ao uso desse método pode ser visto em Lord (1952); e mais recentemente
em Andrade et al. (2000), Pasquali and Primi (2003), Soares (2005), Glockner-Rist and
Hoijtink (2003), dentre outros.

E comum encontramos aplicacao desse método em areas como avaliacao educacional,
pesquisa de opiniao, marketing, entre outras. A TRI é utilizada em uma vasta gama de
paises. No Brasil, sua importancia é facilmente vista em Programas de Avaliagao como, o
Sistema de Avaliagao da Educagao Bésica (SAEB) e o Exame Nacional do Ensino Médio

(ENEM). Para detalhes, ver Tavares et al. (2016).

Toda vez em que um teste de avaliagao (aplicado para um grupo de individuos) é
elaborado, deseja-se saber certas caracteristicas dos itens, e/ou dos respondentes daquele
teste. Em relagao a um teste avaliativo, a TRI tem a capacidade de realizar estimagao
de caracteristicas (parametros) de itens e das varidveis latentes associadas, tais como:
discriminacao do item, dificuldade do item, acerto ao acaso do item e habilidades dos
individuos (Andrade et al., 2000). Estas caracteristicas serao formalmente apresentadas

nos proximos capitulos.

Um outro método que tem se proliferado na ciéncia psicoldgica, e é capaz de realizar a
estimacgao de varidveis latentes, é o Modelo de Equagoes Estruturais (MEE). Esse método
é entendido como uma mistura de andlise fatorial e andlise de regressao, que permite
aos pesquisadores testar estruturas fatoriais de instrumentos de medida psicométrica, por

meio da andlise fatorial confirmatéria (Pilati and Laros (2007)).

O MEE nao apenas permite o teste confirmatério da estrutura psicométrica de es-
calas de medida, mas também pode ser utilizado para analisar relagoes explicativas entre

multiplas varidveis simultaneamente, sejam essas latentes ou observadas.

Podemos encontrar esse método nas areas de Psicologia e Ciéncias Sociais e suas
aplicacoes em alguns trabalhos, como: Glockner-Rist and Hoijtink (2003), Brei and Libe-
rali Neto (2006), Pilati and Laros (2007), Rosseel (2012), Campana et al. (2009), dentre

outros.

No contexto brasileiro, desde meados da década passada comecou-se a notar um

Eluan, R. B. PPGME/UFPA
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aumento de interesse sobre o uso da técnica de MEE como estratégia de analise de dados
e teste de modelos tedricos (Pilati and Laros (2007)).

O MEE utiliza de certas tarefas comportamentais com o intuito de estimar certas
caracteristicas latentes. Glockner-Rist and Hoijtink (2003) demonstraram haver uma certa
equivaléncia entre o método da TRI e o método da MEE. Essa equivaléncia possibilitou
a aplicacao dos MEE a testes avaliativos, e com isso realizar estimagoes de caracteristicas
associadas ao teste. Nesta mesma equivaléncia o MEE foi capaz de realizar estimagcoes das
variaveis latentes e também caracterissticas dos itens, tais como a discriminacao do item,
dificuldade do item, além das habilidades dos individuos. A caracteristica conhecida como

(parametros de) acerto ao acaso nao estd inserida nessa equivaléncia entre os modelos.

1.2 Justificativa e Importancia da Dissertacao

Em um procedimento cirturgico, ¢ desejavel realizar o melhor método para uma de-
terminada situacao. No caso de métodos que realizam estimacoes de variaveis latentes,
a histéria ndo é diferente. E desejavel identificar o método que seja capaz de realizar a
estimacao de forma mais precisa, ou seja, que possua o menor erro em relagao a variavel de
interesse a ser estimada. Mas como podemos saber qual o melhor método? Existe algum
método mais preciso que outros? Ou cada situacao tem um método com melhor precisao
a ser utilizado?

Sao perguntas como essas que fazem surgir o estudo de varios métodos para diversas
situagoes, com o intuito de verificar qual método que melhor se adapta a exigencia de
cada situacao.

Utilizando a equivaléncia proposta por Glockner-Rist and Hoijtink (2003), foi ne-
cessario estudar, através de dados simulados, as modelagens dos métodos da TRI e MEE e
realizar a aplicacao de ambos para varias combinagoes de tamanhos amostrais e tamanhos
de itens.

Como o modelo proposto por Glockner-Rist and Hoijtink (2003) nao utiliza a ca-
racteristica do acerto ao acaso, o modelo da TRI utilizado foi o modelo logistico de dois
parametros (ML2).

Outro ponto importante, que também ¢é desejavel em um método de estimacao, é o
seu custo computacional, ou seja, quanto tempo de processamento é necessario para que

o processo de estimacao seja executado. Esta preocupacao é necessaria pois nao podemos

Eluan, R. B. PPGME/UFPA
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utilizar um tempo tao grande para executar este processamento, que inviabilise o sentido
da pesquisa, fazendo com que um tempo excessivo, acabe atrapalhando o restante do
estudo.

Sendo assim torna-se necessario a verificagao do tempo dos processos de estimacao
dos métodos da TRI e da MEE. Em sintese, o objetivo deste trabalho serd comparar as
estimacgoes propostas pelos dois métodos, TRI e MEE, observando o tempo de execucao
de cada um. Assim, iremos verificar qual o método que obteve a melhor estimativa e o

menor tempo computacional, para diferentes tamanhos de amostra e tamanhos de itens.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo principal desta dissertagao consiste em comparar os processos de es-
timacao dos métodos da TRI e da MEE, e aplicar esses processos em dados simulados,
com o intuito de apontar vantagens e desvantagens de cada um, para diferentes tamanhos

de amostras, tamanhos de testes e suas combinagoes.
1.3.2 Objetivos Especificos

e Estudar e apresentar a modelagem dos métodos da TRI e MEE, demonstrando em

que situacao ha equivaléncia no desempenho dos dois métodos;

e Aplicar o processo de estimacao pelos método TRI e MEE em um banco de dados

simulados e verificar os resultados das estimativas de cada parametro;

e Realizar a comparacao dos resultados obtidos dos dois métodos através de um amplo

estudo de simulagao.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho encontra-se dividido em 6 capitulos, a saber:

e No Capitulo 1 ¢é feita uma introdugao aos conceitos de TRI e MEE, sao abordados
os aspectos gerais, justificativa e importancia do trabalho, os objetivos geral e os

especificos, e o sumario da dissertacao.

Eluan, R. B. PPGME/UFPA
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No Capitulo 2 é realizada a descricao conceitual do método da TRI, apresentando,

o processo de estimacao de cada parametro de item e das habilidades.

e No Capitulo 3 é realizada a descricao conceitual do método da MEE, mostranto seu
contexto historico e conceitos bésicos. Também é apresentada a demonstragao da
equivaléncia do método da MEE com o da método TRI, com os respectivos processos

de estimagao dos parametros.

e No Capitulo 4 serao apresentados os aspectos computacionais para o uso do método
da TRI e do método da MEE, abordando o programa R-Project utilizado e os
pacotes do mesmo. Também foi abordado uma prévia dos resultados, utilizando

analise grafica em apenas um tamanho de amostra.

e No Capitulo 5 serao apresentados os resultados para algumas combinacoes de tama-
nho de amostra e tamanho de testes, assim como a analise separada dos tamanhos

de amostra dos tamanhos de testes, utilizando andlise gréfica.

e No Capitulo 6 serao abordadas as conclusoes obtidas com a apresentacao deste

trabalho, assim como as perspectivas pra trabalhos futuros.

Eluan, R. B. PPGME/UFPA



Capitulo 2

A Teoria da Resposta ao Item

2.1 Introducao

Este capitulo dedica-se a uma descricao conceitual do método da Teoria da Resposta
ao Item (TRI). Aqui serd apresentado basicamente sobre alguns conceitos da TRI, o
modelo utilizado no método, e parametros com suas estimativas. O modelo mais utilizado

na TRI é o modelo logistico unidimensional de trés parametros (ML3P, ou 3PL em inglés):

1
Cj) 1 + e_Daj(ei_bj) ’

P(Xij = 1105, a;,b5,¢j) = ¢; + (1 - (2.1)
onde:

e ;= 1,...,n representa o numero de individuos.

7 =1,...,J representa o nimero de itens.

e X;; ¢ uma varidvel dicotomica que assume os valores 1 quando o individuo 7 responde

corretamente ao item 7, ou 0 quando individuo ¢ nao responde corretamente ao item
7.
e 0; representa a habilidade do i-ésimo individuo.

e ¢; ¢ o parametro do item que representa a probabilidade de individuos com baixa

habilidade responderem corretamente o item j.
e b; ¢ o parametro de dificuldade do item j, medido na mesma escala da habilidade.

e a; ¢ o parametro de disciminacao do item j, com valor proporcional a inclinagao da

Curva Caracteristica do Item (CCI) no ponto b;.

e D ¢ o fator de escala, constante igual a 1. Utiliza-se o valor 1.702 quando deseja-se

que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao da fungao ogiva normal.
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A Figura (2.1) é um exemplo de comparagao da Funcao de distribuigdo Normal

Acumulada N(0,1) com a Funcao Logistica.

Figura 2.1 Ezemplo de uma comparacao da Funcdao de distribuicao Normal Acumulada
N(0,1) com a Fun¢ao Logistica.

08
|

0.2
|

Probabilidade de acerto

Habilidade

Este método ¢ aplicado em testes com itens de multipla escolha de duas ou mais
opgoes de respostas (ABCDE por exemplo). Frequentemente as respostas a esses itens sao
dicotomizadas para 0 ou 1, certo ou errado, sim ou nao, etc.

A expressao em (2.1) tem como significado a probabilidade do individuo ¢, com
habilidade 6;, responder corretamente o item j. Também pode ser vista como a proporgao
esperada de acertos ao item j dentre todos os individuos da populacao com habilidade 6;.
Isto é chamado de Funcao de Resposta do Item (FRI).

A relacao existente entre P(X;; = 1|6;) e os parametros do modelo, é apresentada

na Figura (2.2), que é chamada de Curva Caracteristica do Item (CCI).

Figura 2.2 Ezemplo de uma Curva Caracteristica do Item.

Curva Caracteristica do Item

0,9
0,3
0,7
0,6

0,5

0.4

Probabilidade de Acerto

0,3
0,2

0,1

0,0

-4 -3 2 -1 0
Habilidade (trago latente]

A CCI tem uma forma de “S ”de modo que quanto maior o valor da habilidade 6;,
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maior ¢ a probabilidade de acertar o item. O parametro a; ¢ determinado pela inclinacao
da curva em torno do ponto b;. Dessa forma, nao sao esperados valores negativos para a;,
pois isso indicaria que a probabilidade de responder corretamente o item diminui com o
aumento da habilidade. Quanto maior o valor de a;, maior serd o nivel de discriminacao
do item, fazendo que o item diferencie (discrimine) melhor os individuosque possuem
habilidade abaixo do parametro b; e daqueles que possuem habilidade acima do parametro
b;.

A diferenca 6;—b; em (2.1) nos informa que o parametro b; é medido na mesma escala
da habilidade, e representa a habilidade necessaria para uma probabilidade de acerto igual
a (1+ ¢;)/2. Quanto maior o valor do parametro b;, mais dificil é o item, e vice-versa.

O parametro c; representa a probabilidade de um individuo com baixa habilidade
responder corretamente o item. Em certas ocasides nao faz sentido considerarmos um
acerto casual, tal como em itens abertos ou questionarios de escolas de alternativas, e
neste caso adota-se ¢; = 0, e o b; representara o ponto na escala da habilidade onde
a probabilidade de acertar o item ¢ 0,5. Ainda, frequentemente representa-se por ¢; =
(aj,b;,c;) o vetor de parametros do item j. Essas definicoes podem ser encontradas com

maior detalhe em Andrade et al. (2000).

2.2 Estimacao: Parametros da TRI

2.2.1 Introducao

A estimacao dos parametros dos itens e das habilidades dos respondentes é uma das
etapas mais importantes do método da TRI. A probabilidade de um respondente acertar
um determinado item, depende somente da habilidade desse individuo e dos parametros
que caracterizam o item. Pérem, em geral, ambos sao desconhecidos. Apenas as respostas
dos individuos aos itens do teste sao conhecidas.

A estimacao dos parametros dos itens e/ou das habilidades dos repondentes pode ser
dividido em trés situagoes: a primeira situacao ocorre quando os parametros dos itens sao
conhecidos, tendo apenas que estimar as habilidades. A segunda situacao ocorre quando
as habilidades dos respondentes sao conhecidas, tendo que estimar os parametros dos

itens. E a terceira situacao ocorre quando tanto quando os parametros dos itens e as
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habilidades dos respondentes sao desconhecidas, sendo necessario realizar a estimacao de
ambas simultaneamente.

Nesse trabalho sera abordada a situacao mais comum, em que tanto os parametros
dos itens quanto as habilidades dos respondentes sao desconhecidas. Para isso, existem
duas abordagens: estimagao conjunta, parametros dos itens e habilidades; ou em duas
etapas, primeiro a estimacao dos parametros dos itens e, posteriormente, das habilidades
Andrade et al. (2000). Aqui sera utilizada a abordagem estimagao conjunta em duas etapas
através do método da Maxima Verossimilhanca Marginal (MVM).

No método de estimacao que sera apresentado a seguir, algumas notagoes e suposioes,
serao necessarias para o desenvolvimento do modelo. Em particular, seja 6; a habilidade
do individuo 7 e X;; a varidvel aleatdria que representa a resposta do individuo ¢ ao item

7, com

X, = { (1), resposta. correta
, Tresposta incorreta

Seja X; = (X1, Xz, ..., Xiz) 0 vetor aleatério de respostas do individuo 7 e X =
(X1.,Xz2,..., Xy, ) 0 conjunto completo de respostas. De forma similar, os valores observa-
dos serdo representados por x5, X;. € X_. 6 = (64, ..., 6,,) representara o vetor de habilidade
dos n individuos e ¢ = ({1, ..., () o conjunto de parametros dos itens.

As duas principais suposicoes que serao usadas em todo o restante deste texto, sao as
seguintes:

(S1) as respostas oriundas de individuos diferentes sao independentes;

(S2) os itens sao respondidos de forma independente por cada individuo, fixada sua
habilidade.

A estimacgao realizada neste trabalho foi pelo Método da Médxima Verossimilhanca
Marginal. Como o método nao possui solugao analitica, entao serd necessario uma aplicagao
numeérica para a realizacao desse método. A aplicagao realizada nesse trabalho foi o algo-
ritmo de Newton-Raphson (Isaac, 1966). No caso da estimagao conjunta, o processo serd
composto por dois estagios:

Estagio 1: Como as habilidades nao sao conhecidas, foi preciso fazer uso de algum
artificio de forma que a verossimilhanca nao seja mais funcao das habilidades. O artificio
utilizado foi marginalizar a funcao de verossimilhanca. Apds realizado o artificio serd

possivel obter as estimativas para (;,j =1, ..., J.
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Estagio 2: Condicionado nas estimativas de (, obtidas no Estagio 1, e tratando esses
parametros como conhecidos, obtém-se estimativas para as habilidades 6;,71 = 1, ..., n.
A seguir sera mostrado a estimacao dos parametros dos itens, levando em consi-

deracao a estratégia do Estagio 1.

2.2.2 Estimacgao dos parametros dos itens

Aqui sera mostrado a estimagao dos parametros dos itens pelo método da maxima
verossimilhanga marginal que pode ser encontrado em Andrade et al. (2000). Como j4 foi
mencionado anteriormente, para realizar a estimacgao através desse método, sera necessario
utilizar um artificio de forma que a verossimilhanca nao seja mais funcao das habilidades,
pois as habilidades nao sao conhecidas. O artificio utilzado consistiu em marginalizar a
verossimilhanca, integrando-a com relacao a distribuicao da habilidade.

De forma geral consideremos que as habilidades, 0;,7 = 1,...,n, sao realizacoes de
uma variavel aleatéria # com distribuicao continua e funcao densidade de probabilidade
(fdp) g(0]n), duplamente diferenciavel, com as componentes de 7 conhecidas e finitas. Para
o caso em que  tenha uma distribuicao Normal, temos 7 = (i, 0?), onde p é a média e o2
¢ a variancia das habilidades dos individuos. Portanto, se desejarmos que os itens sejam
estimados na métrica (0,1), devemos adotar p=0e o = 1.

Pela independéncia entre as respostas de diferentes individuos (S1) e a independéncia

local (S2), podemos escrever a verossimilhanga, L(() = P(X_ =x_|6,(), como

n n J

L) = [[ PXi =xul6:, ) = [T [ P(Xss = xisl6h. ), (2.2)

i=1 i=1 j=1
em que, na expressao (2.2) temos que a distribuicao de Xj; s6 depende de ¢ através de (.

A probabilidade marginal de X; é dada por

P(xi|¢,n) _/P(Xi.|‘97 ¢,n)g(0|n)dd
R (2.3)

zépmwwmmma

onde na ultima igualdade usamos que a distribuicao de X; nao ¢ fungao de n e R representa
o conjunto dos numeros reais. Usando a independéncia entre as respostas de diferentes

individuos, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de respostas X como
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P(x.|¢,n) = HP(xi.Ié,n)- (2.4)

Embora a verosimilhanga possa ser escrita como em (2.4), tem sido frequente utilizar
a abordagem de Padroes de Resposta. Como temos J itens no total, com duas possiveis
respostas para cada item (0 ou 1 por exemplo), hd S = 27 possiveis respostas (Padroes
de Resposta). Quando o nimero de individuos é grande com relagdo ao ntimero de itens,
podem haver vantagens computacionais em trabalhar com o nimero de ocorréncias dos
diferentes padroes de resposta. Neste sentido, serd considerado este raciocinio. O indice 7
nao representara um individuo, mas sim um padrao de resposta.

Seja r; o nimero de ocorréncias distintas do padrao de resposta i, e ainda s <

min(n,S) o numero de padroes de resposta com r; > 0. Segue disso que

n

Zri =n. (2.5)

i=1
Pela indepedéncia entre as respostas dos diferentes individuos, temos que os dados

seguem uma distribuicao Multinomial, isto é,

L) = 7 ,H (xi|¢, )" (2.6)

lllzl

e, portanto, a log-verossimilhanca é

log L(¢, n) = log {Hn—',} + Y rilog[P(xi|¢,m)]. (2.7)

i=1 "% i=1

As equacgoes de estimacao para os parametros dos itens sao dadas por

dlog L(¢,n)
I¢;

A préxima secao mostrara a estimacgao das habilidades.

=0;j=1,...,J (2.8)

2.2.3 Estimacao das Habilidades

Nesta secao sera tratado da estimacao das habilidades quando os parametros dos itens
sao conhecidos.
Pela independéncia entre as respostas de diferentes individuos (S1) e a independéncia

local (S2), podemos escrever a log-verossimilhanga como fungao de 6,
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n J

log L(6) = Z Z {xijlog P;; + (1 — xy5) log Q;;} - (2.9)

i=1 j=1
O EMV de 6; é o valor que maximiza a verossimilhanca, ou equivalente, é a solucao

da equacao

Jlog L(0)
00

No préximo capitulo serd abordado o método de Modelo de Equacgao Estrutural

=0,i=1,..,n. (2.10)

(MEE) ja comparando sua estrutura com a TRI, a fim de, posteriormente, realizar a

comparagao dos resultados dos dois métodos.
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Capitulo 3

Modelos de Equacoes Estruturais

3.1 Introducao

Este capitulo dedica-se a uma descricao do método da MEE. Aqui serd comentado,
brevemente, sobre o contexto histérico desse método; a relagao da MEE com Analise de
Caminho Classico e Analise Fatorial; alguns conceitos basicos assim como alguns aspectos
a serem considerados e a apresentacao do modelo visto em Glockner-Rist and Hoijtink

(2003), ja modificado com o intuito de incluir o modelo da TRI.

3.1.1 Contexto Historico

Como podemos ver em Pilati and Laros (2007) o MEE é um método de andlise de dados
que possui origem hibrida em ao menos trés diferentes ciéncias, dentre elas a psicometria.
O modelo da psicometria classica, estabeleceu o principio de mensuracao de caracteristicas
latentes humanas por meio de tarefas comportamentais. Nas ciéncias comportamentais,
ha um crescente interesse em compreender e caracterizar mecanismos de desenvolvimento
e de processos comportamentais (Van Montfort et al., 2004).

Os psicélogos procuravam mensurar tais capacidades humanas por meio de uma
série de tarefas (como por exemplo, itens dos testes) e a identificagdo da estrutura. Essas
medidas eram dada pelas intercorrelacoes entre esses itens.

O MEE é um método de equagoes estruturais, que realiza o ajuste dos modelos
confirmatorios dos sistemas dinamicos implicitos a dados de observagoes repetidas. Como
visto em Mueller (1999) os modelos de equagoes estruturais nao sao nada mais, e nada
menos, que Andlise de Caminho Cldssico (método multivariado baseado na Andlise de
Regressao) que envolvem variaveis latentes (medidas nao diretamente observadas, mas sim
derivadas de indicadores observaveis; como itens de uma escala de avaliacao psicologica
ou de comportamento organizacional).

Porém a Anélise de Caminho Classico possui certas desvantagens quando integrada
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com variaveis latentes, sendo uma das principais desvantagens o método de estimagao por
minimos quadrados ordindrios (MQO), pois este método possui rigorosos pressupostos
como por exemplo, medicao perfeita de varidveis observadas e erros nao correlacionados
em todas as equagoes.

Na maioria das situagoes de modelagem da equagao estrutural, as técnicas de es-
timagao, como a méxima verossimilhanca (ML) ou os minimos quadrados generalizados
(MQG), sao preferidas ao invés da MQO, uma vez que permitem a andlise de modelos
que envolvam variaveis latentes e covariancias de erros nao nulos em equagoes estruturais.

Dessa forma, o método da MEE utiliza principios tedricos e logicos dos modelos
psicométricos da andlise fatorial e a 1égica de teste de equagoes multiplas da econometria.

Como a maioria das técnicas de andlise de dados, o MEE ¢ til para o teste de mo-
delos teodricos em diferentes areas do conhecimento. No Brasil, o MEE é mais utilizado,
em pesquisas de Psicologia Organizacional e do Trabalho, Psicologia Social, Marketing,
gestao de pessoas, entre outras areas. Assim, demonstra-se como técnica util para o desen-
volvimento tedrico de diversas subareas da psicologia, bem como para outras disciplinas
que tenham a necessidade de mensuracgao e teste de relagoes entre fenomenos complexos

e que exijam a analise de multiplas relacoes simultaneas, entre as quais variaveis latentes.

3.1.2 Conceitos Basicos

A MEE tem como objetivo a reproducao da matriz de covariancias populacionais por
meio das covariancias amostrais associadas as imposigoes de parametros determinadas pelo
pesquisador. Se o modelo imposto for plausivel, isso significa que covariancias provenientes
de dados amostrais podem reproduzir os dados populacionais associados ao conjunto de
parametros do modelo estrutural. Modelos plausiveis indicam que a reproducao gerou
residuos reduzidos. Do contrério, se essa reproducao nao for plausivel, os residuos sao
elevados.

Com essa légica, o modelo da MEE procura replicar um conjunto de dados observados
por meio da imposicao de parametros nas matrizes, que sao as relagoes tedricas definidas
pelo pesquisador. Essa caracteristica é a principal diferenca entre a MEE das outras
técnicas de andlise fatorial multivariada, pois a imposi¢ao dos parametros na matriz de
relagoes entre as variaveis da a ela um carater confirmatorio, pois exige do pesquisador
uma pré-definicao do tipo de relagoes existentes entre as varidveis do modelo em teste,

que sao operacionalizadas em termos de restricoes nas matrizes.

Eluan, R. B. PPGME/UFPA



3.1 Introducao 15

Por esse motivo, a MEE necessita que: a) as medidas utilizadas pelo pesquisador
sejam de boa qualidade psicométrica e b) modelos teéricos sélidos e fundamentados em
pesquisas anteriores, permitam ao pesquisador estabelecer essas imposigoes (relagoes pré-
definidas) com propriedade. Devido a essa ltima caracteristica é que a MEE é entendida,
nao como uma Anédlise Fatorial Exploratéria (AFE), mas como uma Andlise Fatorial
Confirmatéria (AFC), pois a modelagao tedrica sobre o que estd sob investigacao deve ter

ocorrido antes da andlise dos dados (Pilati and Laros, 2007).

Figura 3.1 Exemplo de Modelo de Equagao Estrutural (Pilati and Laros, 2007).

A Figura 3.1 apresenta um exemplo de representacao pictérica de modelo de equagoes
estruturais. Nessa figura, as varidveis latentes (Fatores) sao representados pela letra ‘F’,
as variaveis observadas pela letra “V” e os erros, associados a cada variavel observada,
pela letra “E”. O distirbio, erro associado a uma variavel dependente, é representado pela
letra “D”.

Como pode ser observado em Pilati and Laros (2007), as relagoes explicativas entre
as variaveis sao descritas por setas unidirecionais. Cada uma dessas setas pode ser descrita
matematicamente como uma reta de regressao. Essas relagoes também podem ser enten-
didas como cargas fatoriais, se relativas a analise fatorial confirmatoria de instrumentos
de medida. Ja as setas curvas e bidirecionais representam correlacao ou covariancia entre
variaveis.

Um outro aspecto relevante na nomenclatura da MEE diz respeito ao tipo de variaveis
dos modelos, também comum em outras areas, tais como Economia, indicando que uma

variavel determina ou é determinada por outras variaveis. Na MEE temos o que é chamado
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de variaveis Endogenas, que se referem aquelas que recebem setas unidirecionais e sao co-
nhecidas também como variaveis dependentes. Temos também as variaveis Fxogenas que
sao aquelas que originam setas unidirecionais e sao conhecidas como variaveis independen-
tes. Na MEE ocorrem casos nos quais uma mesma variavel pode ser enddgena e exogena,
ou seja, ela pode “receber” e “enviar” setas, comportando-se como variavel dependente
e variavel independente simultaneamente. Isso é possivel devido a aspectos tedricos de
mediacao entre variaveis, tipo de relagao que pode ser testado em MEE. Esse aspecto sera
ser visto com mais detalhes no Capitulo 4.

Apos apresentado o contexto histérico e os conceitos basicos, sera mostrado a seguir
o modelo de andlise fatorial linear modificado para incluir modelos TRI com a estrutura
da MEE a fim de combinar os métodos e comparar as analises como pode ser visto em

Glockner-Rist and Hoijtink (2003).

3.2 A relacao entre Analise Fatorial e TRI

3.2.1 Uma Interpretacao TRI do Modelo de Um Fator

O modelo de Um Fator de Spearman é apropriado quando as respostas de i = 1,...,n
pessoas, para j = 1,...,J variaveis continuas observadas y;; pode ser explicado pelos
escores dos respondentes #; em uma variavel latente.

Tradicionalmente, uma decomposicao dos autovalores da matriz de correlacao de
Pearson entre as variaveis observadas é usada para calcular as cargas fatoriais A\; e comu-
nalidades (o quanto da variancia de determinada varidvel é medida).

Os software que ajustam o MEE, utilizam o seguinte modelo:

com ¢ =1,...,n, com u e 3 indicando a média populacional e a matriz de covariancia das
variaveis observadas, respectivamente. A decomposicao do autovalor é usada para modelar
IR

=\ 49, (3.2)

em que ¥ denota a matriz diagonal de variancia residual. Posteriormente, as cargas fato-
riais e as comunalidades podem ser estimadas usando, por exemplo, a maxima verossimi-

lhanga, assim como os interceptos u. Pelas equagoes (3.1) e (3.2) podemos ver que:

Yi = bi + A0 + e, (3.3)
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com 0; ~ (0,1) e g;; ~ N(0, ;). O parametro ¢, representa o j-ésimo elemento diagonal
de ¥ (isto é, a variancia residual quando as respostas a j-ésima varidvel observada sao
explicadas usando os escores 6; das pessoas). O modelo de Um Fator de Spearman é
obtido se as varidveis observadas forem padronizadas (isto é, se p = 0 e X for a matriz de
correlagao).

Para interpretar o modelo de um fator como modelo do método da TRI, a equagao (3.3)
deve ser reescrita. Fazendo pi; = —\;0; que é uma reparametrizacao valida se \; # 0 para
7 =1,..J, entao

Vi = —Ni0; + Nl + i = Nj(0; — 9;) + €4, (3.4)

onde 0, ¢ a habilidade da pessoa ¢ e J; a dificuldade do item j. Portanto, y;; ¢ considerado
como resultado de um confronto da habilidade da pessoa ¢ com a dificuldade da variavel
7 ponderada com o parametro de discriminagao de item da variavel j.

Na secao a seguir é introduzido um modelo que explica explicitamente a natureza

dicotomica das respostas dos itens com uma estrutura subjacente ou multifatorial.

3.2.2 Modelos Fatoriais para Dados Dicotémicos: o Limiar e o
Modelo de Ogiva Normal

No MEE e na Analise Fatorial convencional, a matriz de correlcao tetracoricas é geral-
mente usada para uma andlise de respostas dicotomicas. As correlagoes tetracoricas sao
estimativas das correlacoes entre J nao-observadas, varidveis continuas normais padrao

(y) e J itens dicotomicos observados (x), utilizando a suposigao,

X,:{L Yig > 1 (3.5)

0, caso contrario.

O uso de correlagoes tetracoricas implica que
y; ~ N(0,R), (3.6)

onde R denota uma matriz de correlagao populacional que pode ser decomposta em auto-

valores

R=AA+ 0, (3.7)

onde A = [A1,..., A\q] e d denota o niimero da dimensao. Neste trabalho a dimensao é
unidimensional, ou seja d = 1.

Uma implicagao da equagao (3.7) é que )x?—l—goj = 1, pois os elementos diagonais de R
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sao iguais a 1. Essa restricao nao é valida para o modelo descrito na Se¢ao 3.2.1. Como o
limite de intercepcao é contabilizado na Equagao (3.5), a contrapartida multidimensional
da Equagao (3.3) torna-se

Yij = \jbli + €45, (3.8)

com €;; ~ N(0, ;).

Takane and De Leeuw (1987) provaram que a equacao (3.8) estd relacionada a

P(Xyy = 10:) = ®l(Ab: — 1)/ /] (3.9)
Prova de Takane and De Leeuw (1987) da equagao (3.9) sobre (3.8):

Seja X' = (Xjq, ..., Xj3) um vetor aleatério de padroes de resposta para J itens de teste

dicotomicos, onde cada um deles é definido como

Y. 1, se o item j for respondido corretamente
! 0, caso contrario

para j = 1, ..., J. 0 representa as habilidades dos respondentes com funcao de densidade
denotada por g(#). Esse parametro é nao é observado diretamente mas, segue que assume
uma distribui¢do normal multivariada com média 0 e covariancia I (matriz identidade),
ou seja, u ~ N(0,I). O dominio de 6 (6 € R) é a regido multidimensional definida por
(—00,00).

O Modelo de Ogiva Normal de Dois Parametros na TRI especifica a probabilidade

marginal de X = x como

P(X = 2) = /@ P(X = 2|0)g(6)d0, (3.10)

onde P(X = z|0) é a probabilidade condicional das respostas padronizadas observadas z

dado 0. P(X = z|0) é assumido como

PX = al6) = [[(0;(0) (1 = ps(0) ", (3.11)
pi(0) = / T pe)de = 900 + ), (3.12)

onde ¢ é a funcao de distribuicao normal padrao e ¢ a fungao de ogiva normal (ou seja,

a funcao de distribuigao acumulativa da distribui¢do normal padrao).
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Em analise fatorial de variaveis dicotomizadas, por outro lado, a probabilidade mar-

ginal padronizada de resposta x é especificada como

P(X =2x)= /Rh(y)dy, (3.13)

onde R é a regiao de integragao multidimensional, e

y=MN +e. (3.14)

O modelo (3.14) é o modelo usual comum de andlise fatorial com A sendo a matriz
de cargas fatoriais, 6 o vetor de scores (que representa as habilidades) e ¢ o vetor aleatério
de singularidades. E é assumido que 6 ~ N(0,7) e € ~ N(0,¢) onde ¢ denota o j-ésimo

elemento diagonal de U, e 6 e ¢ sao independentes. Isso segue que

y ~ N0, AN + 0), (3.15)

(distribuigao marginal de y) e

ylo ~ N0, 1), (3.16)

(distribuigao condicional de y dado ). As varidveis aleatérias continuas, y, sao dicotomi-

zadas como na equagao (3.5),

X, :{ L wij = py,
0, vij < py,

para j = 1,,,.J, onde, i; é o parametro limiar para varidvel j. Assim, R é a regiao de
integracao multidimensional com R; = (r;,00) se X;; =1 e R; = (—o0,1;) se X;; = 0.
Agora (3.10) incluindo (3.11) e (3.12) é equivalente a (3.13) com 6 definido em (3.14).

Entao, primeiramente, serd provado (3.13) — (3.10). De 3.13 nés temos

PX =) = [ )y

= [ ([ soimto)is) ay

onde
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Px =)= [ 90 ([ o)) aco) (3.17)

Observe que (3.17) é ”completamente”geral, na medida em que ndo estdo envolvidos
pressupostos de distribuicao. Mesmo a suposi¢ao de independéncia local, tao caracteristica

dos métodos varidveis latentes, nao é necessaria. Mas por causa de (3.16) temos
/Rf(ylf?)d(y) — H/R fily;10)dy;
j i

e com isso, obtendo

[aooan =T1( [ sowa)” (1= [“romar) e

onde

/ OO Fily;|0)dy; = @ (%) (3.19)

para j = 1,...,J. A equagao (3.18) é equivalente a (3.12) definindo,

Qy = (320)

—Hy
v = — 3.21

e com isso comprova-se de que a partir da equacao (3.8) é possive obter (3.9).

Este modelo tem parametros com interpretacoes semelhantes ao modelo apresentado
na Equagao (3.3). A principal diferenca é que todas as variancias residuais sao fixadas em
1— )\? para j = 1,..., J, para identificacao do modelo. Mais restri¢oes de identificacao sao:
(1)0; ~ N(0,1I), ou (i1)d; ~ N(0,Q), e \jg =1, para d = 1, ..., D, onde 2 denota a matriz
de covariancia dos escores dos fatores.

Usando

11 = 0 (3.22)

tendo ¢ como o parametro de dificuldade, e
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B=X/y/(1 =A%) (3.23)

como o parametro de discriminagao.

Com isso a equagao (3.9) pode ser reescrita como:

P(Xy; = 1|0;) = @[(B;(6: — ;)] (3.24)

Este é o modelo de ogiva normal multidimensional de dois parametros, com o qual
Takane and De Leeuw (1987) estabeleceram a equivaléncia entre modelos fatoriais e TRI.
Nesse modelo cada pessoa tem uma habilidade 6;, e cada item tem uma discriminagao
B; ou carga fatorial A;. Para identificar o modelo para cada item, apenas um item de

dificuldade 9, ou limiar p; estd incluido.

3.2.3 Modelos de Resposta ao Item Logistico e Ogiva Normal

Paralelamente aos modelos de ogiva normais, os modelos logisticos da TRI foram de-
senvolvidos. Eles calculam a probabilidade condicional P(z;; = 1|6;) integrando sobre a

logistica em vez da distribuigao normal. Para o modelo de um fator, foi mostrado que

O[B;(0; — 0;)] ~ exp(1.75;(8; — 6;))/[1 + exp(1.75;(6; — 0,))]. (3.25)

Entao teremos a equagao Modelo Logistico de Dois Parametros. O fator de escala
1.7 apenas expressa o fato de que os parametros de discriminacao obtidos a partir de
modelos logisticos da TRI sao aproximadamente 1.7 vezes maiores que os parametros
correspondentes dos modelos de ogiva normais.

No proximo capitulo sera apresentado um pouco dos aspectos computacionais em
relacao aos métodos da TRI e MEE e suas estimativas, apresentados no Capitulo 2 e no

Capitulo 3, respectivamente.
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Capitulo 4

Aspectos Computacionais: o pacote
MIRT e o pacote LAVAAN do
programa R

Neste capitulo serao abordados os aspectos computacionais utilizados para o desenvol-
vimento deste trabalho, relativos as estimagoes dos parametros desenvolvidas pelo método
da TRI, mostradas no Capitulo 2, assim como as estimagoes dos parametros desenvolvidas
pelo método da MEE, mostradas no Capitulo 3. As sintaxes foram elaboradas no software
R versao 3.4.1 e executadas em um computador com processador Intel(R) Core(TM)i3-
4005U CPU @ 1.70GHz e memoéria (RAM): 4,00GB.

Nas secoes a seguir serao mostrados detalhes sobre cada pacote adotado, ambos do
programa R, utilizados para a obtencao das estimativas dos parametros. Sera apresentada
uma breve descricao dos métodos antes de abordar os pacotes. O pacote utilizado para
estimar as habilidades e os parametros de discriminacao e dificuldade pelo método da
TRI foi o MIRT (Chalmers et al. (2012)). O pacote utilizado para o método da MEE foi
o pacote LAVAAN (Rosseel (2012)).

4.1 Pacote MIRT

4.1.1 Introducao

O pacote MIRT (mirt: A Multidimensional Item Response Theory Package for the R
Environment) foi apresentado em Chalmers et al. (2012). Como ja informado, a TRI é
amplamente utilizada na pesquisa educacional e psicolégica para modelar como os partici-
pantes respondem a itens de teste isoladamente e em grupos. E uma estrutura geral para
especificar a relagao funcional entre o nivel de traco latente de um respondente (habilidade
do individuo) e um nivel de estimulo de um item. A metodologia da TRI tenta modelar

padroes de resposta individuais, especificando como os tracos latentes subjacentes inte-
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ragem com as caracteristicas do item (como a dificuldade a discriminagdo de um item)
para formar uma probabilidade associada ao padrao de resposta. Como tal, um objetivo
principal da TRI é separar os parametros dos itens e as caracteristicas da amostra de
uma populacao para que ambos possam ser entendidos e estudados separadamente. Esta
separacao de parametros geralmente requer técnicas avancadas de analise numérica para
obtencao das estimativas e pode exigir um custo computacional muito alto a medida que
a complexidade do modelo aumenta.

Os modelos TRI mais simples e mais populares sao aqueles que especificam uma ca-
racteristica latente tnica (ou seja, unidimensional). Os modelos TRI unidimensionais tém
sido predominantes em todas as ciéncias sociais e pesquisas educacionais principalmente
por causa das tradigoes historicas, mas também porque os procedimentos multidimensio-
nais de estimagao de parametros nao foram totalmente desenvolvidos ou estudados (Baker
and Kim 2004; Reckase 2009). Embora os modelos unidimensionais sejam geralmente mais
simples e possam ter varias propriedades de medigao interessantes e importantes, muitas
construcoes psicologicas sao inevitavelmente de natureza multidimensional. Um impedi-
mento importante ao decidir utilizar esses modelos foi que a estimativa dos parametros do
item no espago dimensional maior (que ocorre devido ao aumento do niimero de fatores)
¢ computacionalmente dificil para técnicas de integracao numéricas padrao. No entanto,
com 0s avancgos recentes na teoria, a pesquisa da TRI multidimensional vem sendo desen-
volvida e melhorada como uma metodologia de andlise estatistica Chalmers et al. (2012).

Varios pacotes R (R Development Core Team 2012) podem ser usados para mode-
lagem em TRI, como: o pacote ltm (Latent Trait Models under IRT) ou o pacote irtoys
(A Collection of Functions Related to Item Response Theory). Embora bastante tteis, a
maioria dos pacotes tém limitacoes que s6 permitem adotar os modelos TRI unidimensi-
onais efetivamente. O pacote MIRT (Multidimensional Item Response Teory) foi criado
para estimar parametros de teoria de resposta ao item multidimensionais para modelos
exploratérios e confirmatorios usando métodos de maxima verossimilhanca. Embora neste
trabalho s6 estejamos trabalhando com o caso uni-dimensional, a ado¢ao do MIRT serda

util para futuros trabalhos com mais de uma dimensao.

4.1.2 O Modelo Logistico de 2 parametros da TRI

A classe de Modelos Logisticos se estende até o modelo de 5 parametros. Um dos

modelos de resposta mais usados para itens dicotomicos/dicotomizados é o modelo de trés
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parametros, apresentado no Capituo 2, e que pode ser reduzido a um modelo 1PL ou 2PL.
Sendo ¢ = 1,...,n representando o numero de respondentes e j = 1, ..., J representando
o total de itens (varidveis observadas) a probabilidade de responder corretamente a um
item dicotomico é:
B 1

1 + e Dla;0i—d;)’

P(l’i]’ = 1\0i,aj,dj) (41)

onde, 6; é a habilidade do respondente i, D é um ajuste (geralmente 1,7) usado para
tornar a funcao logistica mais préxima da funcao ogiva normal, a; é o parametro de
discriminagao do item j e d; é o intercepto do item sendo d; = —b; * a;. As demais
estimativas dos parametros sao equivalentes as apresentadas no Capitulo 2.

Este modelo é um pouco diferente do apresentado no Capitulo 2, pois no software R
a estimagao dos parametros é calculada usando o intercepto d;. Sendo assim ¢ necessério,
apds obtidas as estimativas, realizar a divisao do intercepto do item d; pelo parametro
de discriminacao do item —a; para obter o parametro de dificuldade do item b;, ou seja,
bj = d;/(—aj).

O comando da férmula mirt é dado por:

modl = mirt(data, nfact = 1, itemtype = '2PL’)

onde, data representa o banco de dados dicotomizados, nfact é representados pelo niimero
de fatores (dimensoes) e itemtype representa o tipo de modelo a ser seguido. O comando

para a extracao dos parametros é dado por

coef(modl)

onde, mod1 é o nome da variavel definida da fun¢ao mirt. A primeira coluna de coef(mod1)
representa a varidvel a; e a segunda coluna a varidvel d;. Para termos a varidvel b; basta
dividir a segunda coluna pela primeira coluna e multiplicar por menos um. E para a

extracao das habilidades, basta utilizar o comando:

fscores(mod1)

4.2 Pacote LAVAAN

4.2.1 Introducao

O lavaan (Latent Variable Analysis) foi proposto por Rosseel (2012) como um pacote

dedicado a modelagem de equacoes estruturais. Seu nome revela o objetivo de longo
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prazo: fornece uma colecao de ferramentas que podem ser usadas para explorar, estimar
e compreender uma ampla familia de modelos de variaveis latentes, incluindo analise
fatorial, equacao estrutural, longitudinal, multinivel, classe latente, teoria da resposta do
item e modelos de dados missings.

No entanto, o desenvolvimento do lavaan s6 comecou, e ainda ha muito a ser feito
para alcancar esse objetivo ambicioso. Até o momento, o desenvolvimento de lavaan se con-
centrou na modelagem de equagoes estruturais (MEE) com varidveis observaveis continuas.
Os modelos de equagoes estruturais abrangem uma ampla gama de técnicas estatisticas
multivariadas.

Dentro do ambiente R, existem duas abordagens para estimar modelos de equagoes
estruturais. A primeira abordagem é conectar R com programas MEE externos comerciais.
Isso geralmente ¢ 1itil em estudos de simulacao em que o modelo com software MEE é uma
parte da simulagao. A segunda abordagem ¢é usar um pacote R dedicado para modelagem

de equagoes estruturais.

4.2.2 Por que precisamos do Lavaan?

Muitos pacotes de software MEE estao disponiveis, tanto gratuitos como comerciais,
incluindo alguns pacotes que sao executados no ambiente R. Por que, entao, existe a

necessidade de um novo pacote MEE? As respostas a esta questao sao as seguintes:

1. O lavaan pretende atrair um grande grupo de pesquisadores aplicados que precisam
do software MEE para responder suas questoes de pesquisa. Pesquisadores aplicados
geralmente valorizam software que é intuitivo e rico em caracteristicas de modela-

gem, e a lavaan tenta cumprir esses dois objetivos.

2. O lavaan visa apelar para aqueles que ensinam MEE ou oficinas MEE; idealmente, os
professores devem ter acesso a um programa de MEE facil de usar, porém completo

e facil de instalar em uma sala de aula de informética.
3. O lavaan visa atrair os estatisticos que trabalham no campo da MEE.

O primeiro objetivo é indiscutivelmente o mais dificil de conseguir. Se quisermos
convencer os usuarios de programas de MEE comerciais a usar lavaan, deve haver razoes
convincentes para trocar. Que lavaan ¢é livre, muitas vezes ¢ irrelevante. O que mais inte-

ressa a muitos pesquisadores aplicados é que: (1) o software é facil e intuitivo de usar, (2)

Eluan, R. B. PPGME/UFPA



4.2 Pacote LAVAAN 26

o software tem todos os recursos que eles querem, e (3) os resultados de lavaan sao muito
préximos, se nao idénticos, a aqueles relatados pelo seu programa comercial atual.

O segundo objetivo visa aqueles que ensinam técnicas MEE em aulas ou workshops.
Para os professores, o fato de a lavaan ser livre é importante. Se o software for gratuito, nao
ha mais necessidade de instalar ”versoes estudantis”limitadas dos programas comerciais
para acompanhar o curso MEE. Claro, os professores também apreciarao uma experiéncia
de usuadrio facil e intuitiva, para que possam passar mais tempo discutindo e interpretando
os resultados substantivos de uma andalise MEE, em vez de gastar tempo explicando a
sintaxe do modelo estranho de um programa especifico. Finalmente, a opgao torna possivel
uma transicao suave de lavaan para um dos principais programas comerciais e de volta.
Portanto, os alunos que receberam instrucoes iniciais em SEM com lavaan devem ter
pouco dificuldade usando outros programas (comerciais) MEE no futuro.

O terceiro objetivo visa os estatisticos profissionais que trabalham no campo da mo-
delagem da equacao estrutural. Por muito tempo, este campo foi dominado por softwares
comerciais de codigo fechado. Ja lavaan disponibiliza exemplos de aplicacoes da MEE para

interessados em trabalhar na area estatistica.

4.2.3 Especificando Modelos em Lavaan

No pacote lavaan, os modelos sao especificados por meio de uma sintaxe baseada em
texto que descreve o modelo, denominada ”sintaxe do modelo lavaan”. Considere um
modelo de regressao simples com uma variavel dependente continua y e quatro variaveis
independentes x1, o, x3 e x4. O modelo de regressao usual pode ser escrito da seguinte

forma:

Yi = Bo + Bix1i + Baxo; + B33 + Batai + €i, (4.2)

onde fy é chamado de intercepto, 51 a 4 sao os coeficientes de regressao para cada uma
das quatro variaveis, e e; é o erro residual para a observacao ¢. Uma das caracteristicas
atraentes do ambiente R é a forma compacta em que podemos expressar uma formula de

regressao como a anterior:

y~zl+ 224+ 23+ x4

Uma maneira de olhar para os modelos MEE é que eles sao simplesmente uma
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extensao da regressao linear. Uma primeira extensao é que voce pode ter varias equagoes de
regressao ao mesmo tempo. Uma segunda extensao é que uma variavel que é uma variavel
independente (exdgena) em uma equacao pode ser uma varidvel dependente (endégena)

em outra equacgao. Por exemplo, poderiamos ter um conjunto de trés equagoes de regressao:

yl ~x1l + 22+ 23+ 24
Y2 ~axd+ 26 + 27+ 28
y3 ~yl+y2
Esta é a abordagem adotada pelo lavaan. As equagoes de regressao multipla sao
simplesmente um conjunto de férmulas de regressao, usando a sintaxe tipica de uma
formula R.
Uma terceira extensao dos modelos MEE é que eles incluem variaveis latentes continuas.
No lavaan, qualquer féormula de regressao pode conter variaveis latentes, tanto como uma
variavel dependente como independente. Por exemplo, na sintaxe mostrada abaixo, as

variaveis que comecam com ”f’sao varidveis latentes:

yl ~ f1+ f2+ 21 + 22
fl~al + 22
Esta parte da sintaxe do modelo corresponderia a "parte estrutural”’de um modelo
MEE. Para descrever a "parte de medicao”do modelo, precisamos especificar os indica-
dores (observados ou latentes) para cada uma das varidveis latentes. Em lavaan, isso é
feito com o operador especial 7 =~ 7. O lado esquerdo desta formula contém o nome da
variavel latente. O lado direito contém os indicadores dessa variavel latente, separados

pelo operador 7 + 7. Por exemplo:

f1 =~iteml + item?2 + item3

f2 =~ item4 + item5 + item6 + item7
f3=~f1+4+f2
Neste exemplo, as variaveis iteml até item7 sao variaveis observadas. Portanto, as
variaveis latentes f1 e f2 sdo fatores de primeira ordem. A variavel latente 3 é um fator
de segunda ordem, ja que todos os seus indicadores sao as préprias variaveis latentes.
Neste trabalho, teremos apenas um fator de primeira ordem (f1), pois queremos
estimar apenas uma habilidade individual, que é a proficiéncia de cada respondente. Sendo

assim, o modelo serd a soma de todos os itens:
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Modelo =~ item1 + item2 + ... + item.J. ‘

(4.3)

Apés especificado o modelo e o banco de dados a ser trabalhado, sera utilizado a

fungao cfa que é uma fungao dedicada para a anédlise fatorial condicional (CFA):

R > fit = cfa(Modelo, data = ’banco de dados’, name= "varidveis observdveis’)

O primeiro argumento (Modelo) é o objeto que contém a sintaxe do modelo lavaan.

O segundo argumento (data) é o conjunto de dados que contém as varidveis observadas.

E o terceiro argumento (name) é o conjunto com o nome das varidveis observadas.

Com o modelo especificado, sempre é possivel inspecionar a tabela de parametros

usando o comando

parTable(fit)

A partir desse comando é possivel selecionar parametros de interesse para o estudo em

questdo. No caso desse trabalho serdo selecionadas as cargas fatoriais (J;), os limiares (1)

e as variancias residuais (¢;).

Figura 4.1 Saida das estimativas de @, utilizando o pacote Lavaan do software R.
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Figura 4.2 Saida das estimativas de p, utilizando o pacote Lavaan do software R.

Thresholds:

Estimate std.Err z-value P(=|z]|)
Item.1|tl -0.314 0.004 -77.728 0. 000
Item.2|tl 0.651 0.004 152.047 0. 000
Item.3|tl 0.165 0.004 41.408 0.000
Item.4|tl 0.121 0.004 30.439 0.000
Item.5|t1 -0.670 0.004 -155.582 0. 000
Item.6|tl 0.685 0.004 158.559 0.000
Item.7|tl -0.830 0.005 -184.409 0. 000
Item. 8|t1 0.184 0.004 46.113 0.000
Item.9|tl -0.743 0.004 -169.283 0.000
Item.10]|t1 -0.172 0.004 -43.139 0.000
Item.11|t1 -0.215 0.004 -53.839 0. 000
Item. 12|t 0. 888 0.005 193.596 0. 000
Item.13|tl -0. 988 0.005 -207.823 0. 000
Item.14|tl -0.192 0.004 -48.1865 0.000
Item.15]|tl1 0. 835 0.005 185.253 0. 000
Item.16]|tl -0.524 0.004 -125.732 0.000
Item.17|tl -1.034 0.005 -213.656 0. 000
Item.18]|t1 0.77 0.004 174.741 0. 000
Item.19|tl 1.339 0.006 240.467 0.000
Item. 20]|t1 0.040 0.004 10.195 0. 000
Item.21|tl 0.050 0.004 12.724 0. 000
Item. 22|11 0.0486 0.004 11.643 0. 000
Item. 23|11 -1.362 0.006 -241.625 0. 000
Item. 24 |tl -0.103 0.004 -26.009 0.000
Item. 25|11 1.360 0.006 241.543 0. 000
Item.26|tl 0.625 0.004 146.844 0. 000
Item. 27 |t1 0.799 0.004 179.224 0. 000
Item.28|tl -0. 087 0.004 -21.8386 0. 000
Item. 29|11 0.55 0.004 131.436 0.000
Item.30|t1 1.020 0.005 211.984 0. 000

As Figuras (4.1) e (4.2) mostram, respectivamente, os valores de (¢) e (), obtidos
através do software R, utilizando o pacote Lavaan. O parametro ();) foi obtido utilizando
a restricao )\3 + ¢, = 1, vista no Capitulo 3. Sendo assim \; = m

Com isso, é possivel adquirir o parametro de dificuldade (;) e de discriminacao (/3;)

proposto pela MEE, mostrado no Capitulo 3.

4.3 Resultados Obtidos Com Uma Amostra

Aqui serd apresentado alguns resultados obtidos pelo software R, com o pacote mirt
para estimar os parametros do método da TRI, e o pacote Lavaan para estimar os
parametros do método da MEE. Com o objetivo maior de ilustrar o uso dos pacotes
e as quantidades adotadas no estudo, sera gerada uma base de dados de exemplificacao.
No proximo capitulo sera feito um estudo mais robusto com a geracao de um nimero
razoavel de réplicas e exploracao de outras quantidades de interesse.

Inicialmente foram gerados valores (parametros verdadeiros) para os parametros de

discriminacao, dificuldade de J = 30 itens e as habilidades de n = 100.000 respondentes
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segundo as distribuicoes:

a ~ Uniforme(0,5;2,0)
b ~ N(0;1)
0 ~ N(0;1).

Em seguida foi gerado um banco de dados com observagoes dicotomicas (zeros e uns,
sendo 0 um item respondido incorretamente e 1 um item respondido corretamente). Vamos
chamar este banco de dados de Amostra 1.

O proximo passo foi realizar as estimacoes pela TRI e MEE, com o objetivo de
verificar se os métodos eles foram capazes de estimar as caracteristicas da Amostra 1 com
boa precisao, isto é, proximos aos parametros verdadeiros adotados para a geracao dos
dados. Esta etapa se denomina recuperacio de parametros (parameter recovery).

As comparacoes das estimacoes realizadas pelos dois métodos com os parametros

verdadeiros serao dadas nos resultados a seguir.

4.4 Resultados do método da TRI - Amostra 1

A Figura 4.3 mostra o Cruzamento do Parametro de Discriminagao estimado pelo
método da TRI com o Parametro de Discriminagao verdadeiro. A Figura 4.4 mostra a
diferenga do parametro de discriminagao verdadeiro com o estimado pela TRI. Observa-se
que a estimacao desse Parametro por esse método apresentou uma boa precisao, e uma
diferenca minima, em relagao ao Parametro verdadeiro.

Uma medida resumo bastante adotada para quantificar a precisao no processo de
estimacgao é o Erro Quadratico Médio (EQM), cuja expressao, em relagdo a cada um dos

parametros, é dada por:

< |

J J
FQM(a) = 53 (0 ) . BQM®)= > (0, b)’

n

BQM(B) =~ S (0~ 6.

i=1
Para os resultados da Amostra 1 relativamente ao parametros de discriminacao,
temos que FQM (a) = 0.0001, indicando que cada estimativa do parametro a varia em

média apenas 0.0102 do verdadeiro valor.
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Figura 4.3 Cruzamento dos Parametros de Discriminac¢ao estimados pelo Mirt com os
verdadeiros.

Recuperacédo de Parametros de Discriminagédo pelo Mirt
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Figura 4.4 Diferenca dos Parametros de Discrimina¢ao Verdadeiros com os Estimados
pelo Mirt.
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A Figura 4.5 mostra o Cruzamento do Parametro de Dificuldade estimado pelo
método da TRI com o Parametro de Dificuldade verdadeiro. A Figura 4.6 mostra a di-
ferenca do parametro de dificuldade verdadeiro com o estimado pela TRI. Observa-se
que a estimacgao desse Parametro por esse método, assim como no caso do parametro de
discriminacao, apresentou uma boa precisao em relacao ao Parametro verdadeiro.

Para os resultados da Amostra 1 relativamente ao parametros de dificuldade, temos
que EQM (b) = 8.9805¢7%° indicando que cada estimativa do parametro b varia em média

apenas 0.0095 do verdadeiro valor.
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Figura 4.5 Cruzamento dos Parametros de Dificuldade estimados pelo Mirt com os ver-
dadeiros.

Recuperacgédo de Parametros de Dificuldade pelo Mirt

15

\

Parametros Estimados
-0
[

-1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Parametros Verdadeiros

Figura 4.6 Diferenca dos Parametros de Dificuldade Verdadeiros com os FEstimados pelo
Mart.
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E por fim, a Figura 4.7 mostra o Cruzamento das habilidades estimadas pelo método
da TRI com as habilidades verdadeiras, assim como, a Figura 4.8 que mostra a diferenca
entre as habilidades verdadeiras e estimadas por esse método. Observa-se que a estimagao
das habilidades por esse método apresentou uma boa precisao em relagao as habilidades
verdadeiras.

Para os resultados da Amostra 1 relativamente as habilidades, temos que EQM (0) =
0.0638, indicando que cada estimativa do parametro 6 varia em média apenas 0.2525 do

verdadeiro valor.
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Figura 4.7 Cruzamento das Habilidades estimadas pelo Mirt com as verdadeiras.
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Figura 4.8 Diferenca das Habilidades Verdadeiras com as Estimadas pelo Maurt.
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4.5 Resultados do método da MEE - Amostra 1

A Figura 4.9 mostra o Cruzamento do Parametro de Discriminacao estimado pelo
método da MEE com o Parametro de Discriminagao verdadeiro. Diferente da estimacao
feita pelo método da TRI, o método da MEE nao estimou todos os parametros de Discri-
minacao de maneira precisa. Alguns parametros apresentaram diferenca significativa, em
relacdo aos parametros verdadeiros. Isso pode ser comprovado pela figura (4.10), onde é
possivel verificar que a diferenca dos parametros estimados com os parametros verdadeiros,
foi muito maior do que a diferenca visto na Figura 4.4.

Para os resultados da Amostra 1 relativamente ao parametros de discriminacao,
temos que FQM (a) = 0.0173, indicando que cada estimativa do parametro a varia em

média apenas 0.1314 do verdadeiro valor, uma variacao maior do que a ocorrida no mirt.
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Figura 4.9 Cruzamento dos Parametros de Discriminacao estimados pelo Lavaan com o0s
verdadeiros.
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Figura 4.10 Diferen¢a dos Parametros de Discriminacdo Verdadeiros com os Estimados
pelo Lavaan.
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Para os resultados da Amostra 1 relativamente ao parametro de dificuldade, temos
que EQM (b) = 0.0008, indicando que cada estimativa do parametro b varia em média
apenas 0.0276 do verdadeiro valor. Assim como no caso do parametro de discriminacao,
a variagao foi maior maior do que a ocorrida no mirt.

A figura (4.11) mostra o Cruzamento do Parametro de Dificuldade estimado pelo
método da MEE com o Parametro de Dificuldade verdadeiro. A estimacgao realizada pelo
método da MEE apresentou algumas diferencas em relagao ao parametro verdadeiro, e
verificando a figura (4.12), nota-se uma diferenca pequena dos parametros verdadeiros
com os estimados pela MEE. Como essas diferencas nao foram tao grandes entao afirma-
se que os parametros foram bem estimados, porém os parametros estimados pela TRI

apresentou resultados mais precisos.
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Figura 4.11 Cruzamento dos Parametros de Dificuldade estimados pelo Lavaan com os
verdadeiros.
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Figura 4.12 Diferenca dos Parametros de Dificuldade Verdadeiros com os Estimados pelo
Lavaan.
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E por fim, a figura (4.13) mostra o Cruzamento das habilidades estimadas pelo
método da MEE com as habilidades verdadeiras e a figura (4.14) mostra a diferenca entre
as habilidades verdadeiras e estimadas por esse método. Observa-se que a diferenca entre
as habilidades apresentou a maioria dos valores bem préximo de zero. Sendo assim pode-se
afirmar que a estimacgao das habilidades pelo método da MEE foi precisa em relacao as
habilidades verdadeiras.

Para os resultados da Amostra 1 relativamente a parametro de dificuldade, temos
que EQM (0) = 0.0660, indicando que cada estimativa do parametro 6 varia em média
apenas 0.2570 do verdadeiro valor, uma variagao equivalente a variagao do mirt no caso

deste parametro.
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Figura 4.13 Cruzamento das Habilidades estimadas pelo Lavaan com as verdadeiras.
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Figura 4.14 Diferenca das Habilidades Verdadeiras com as Estimadas pelo Lavaan.
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No proximo capitulo sera apresentado os resultados, de uma maneira mais ampla
sobre a comparacao desses dois métodos, e aplicacao a dados reais dos testes elaborados

para a resolucao desde trabalho, assim como a andlise de cada resultado.
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Capitulo 5

Estudo de Simulacao

5.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados os resultados de um estudo mais amplo sobre a com-
paracao dos métodos e resultados obtidos via MEE e TRI. Foram utilizados diferentes
tamanhos amostrais, n = 100, 200, 500, 1000 e 10000, bem como diferentes tamanhos
de testes: J=10, 20, 50 e 100. Os parametros dos itens foram gerados aleatoriamente, de

acordo com as distribuigoes:

Para cada par (J,n) de tamanhos amostrais e nimero de itens, foram realizadas
R =100 réplicas. Em cada réplica (r = 1,--- , R) e para classe de parametro (a,b, ) foi
construido o Erro Quadrdtico Médio (EQM) entre as estimativas e os verdadeiros valores
dos parametros da classe. Também foi observado o tempo de execugao (1), em segundos,

de forma que possamos verificar a viabilidade de aplicacao a grandes bases de dados.

1 J J
EQM/(a :j; aj)? ,  EQM(b) 2::

n

BEQM(®), = %Z(éi _0° r=1,---,R.

i=1
Finalmente, foram obtidas as quantidades a seguir para cada J e n por:

1
R

NE

EQM(a) = EQM(a),, EQM(b) Z

r=1

EQM(9) = }l% > EQM(0)
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Tabela 5.1 Erro Quadrdtico Médio
J n  Método EQM(a) EQM(b) EQM(6) T(segundos)

100 TRI 2.2940 1.1888 0.2765 0.4924
MEE 0.5166 0.1523 0.2765 1.0897

10 200 TRI 0.7467 0.1798 0.2627 0.4372
MEE 0.9584 0.1033 0.2623 1.5180

500 TRI 0.1066 0.0288 0.2560 0.2924
MEE 0.0931 0.0902 0.2587 2.9184

1000 TRI 0.0375 0.0134 0.2502 0.3148
MEE 0.0394 0.0825 0.2525 5.4674

10000 TRI 0.0042 0.0011 0.2428 0.6049
MEE 0.0165 0.0820 0.2453 34.7672

100 TRI 1.0197 0.2710 0.1628 0.6194
MEE 0.3672 0.1371 0.1629 2.1835

20 200 TRI 0.1878 0.0812 0.1507 0.5267
MEE 0.1561 0.1093 0.1522 2.7976

500 TRI 0.0639 0.0258 0.1449 0.5123
MEE 0.0616 0.0837 0.1465 4.6955

1000 TRI 0.0293 0.0114 0.1416 0.6871
MEE 0.0341 0.0811 0.1432 7.8636

10000 TRI 0.0025 0.0011 0.1401 2.0748
MEE 0.0128 0.0728 0.1417 49.2978

100 TRI 0.6976 1.7463 0.0797 1.6949
MEE 0.3374 0.1362 0.0833 14.8851

50 200 TRI 0.1560 0.0816 0.0703 1.3479
MEE 0.1293 0.1092 0.0714 16.1112

500 TRI 0.0512 0.0233 0.0651 1.4715
MEE 0.0524 0.0883 0.0665 20.3339

1000 TRI 0.0233 0.0104 0.0622 2.2170
MEE 0.0283 0.0795 0.0633 27.0357

10000 TRI 0.0022 0.0010 0.0613 8.1453
MEE 0.0124 0.0720 0.0622 117.2858

100 TRI 0.5422 0.3711 0.0453 4.0062
MEE 0.2833 0.1382 0.0474 254.4917

100 200 TRI 0.1254 0.0661 0.0386 3.5228
MEE 0.1221 0.1057 0.0398 262.1207

500 TRI 0.0432 0.0225 0.0355 4.4585
MEE 0.0474 0.0851 0.0363 269.6715

1000 TRI 0.0215 0.0105 0.0329 6.2984
MEE 0.0291 0.0791 0.0338 300.3522

10000 TRI 0.0020 0.0010 0.0318 21.9067
MEE 0.0119 0.0721 0.0324 660.1961

A Tabela (5.1) mostra os resultados do EQM para cada par (J,n) do método da
TRI em comparagao com o método da MEE, assim como o tempo de execucao de cada
método. A partir dessa tabela é observavel que o EQM do parametro de discriminacgao
(a) é menor no método da TRI quando o tamanho amostral é alto, e é menor pelo método
da MEE quando tamanho amostral é baixo. O EQM do parametro de dificuldade (b) é
menor no método da TRI para altos tamanhos amostrais e também para alguns baixos
tamanhos amostrais. O EQM das habilidades (f) nao apresenta grande variagdo de um
método para o outro, ou seja, ambos os métodos estimaram este parametro de maneira
equivalente. E facilmente observado que o método da TRI apresentou menor tempo de

processamento (1') para todo par (J,n).
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A seguir sera apresentado graficamente os EQMs de cada parametro, assim como o
tempo de processamento (7'), em duas partes: a primeira sendo os EQMs em relagao ao

niumero de itens e a segunda sendo em relagao ao nimero de individuos.
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5.2 Resultados dos EQMs da TRI e da MEE

Os gréficos a seguir apresentam a comparacao dos EQMs obtidos pelo método da TRI
(barra vermelha) com os EQMs obtidos pelo método do MEE (barra azul).

As Figuras (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) mostram a variacdo do EQM do parametro de
discriminacao, do método da TRI e do método da MEE, fixando os valores de J em 10,
20, 50 e 100, respectivamente. De acordo com essas figuras foi observado que o EQM do
parametro de discriminagao pelo método da MEE foi menor do que o EQM do parametro
de discriminacao pelo método da TRI, para um tamanho de amostra pequeno. Quando o

tamanho de amostra fica maior, o método com menor EQM fica sendo o método da TRI.

Figura 5.1 EQMs do parametro de discriminacao com tamanho de itens iqual a 10.
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Figura 5.2 EQMs do parametro de discriminagcao com tamanho de itens iqual a 20.
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Figura 5.3 EQMs do parametro de discriminagcao com tamanho de itens iqual a 50.
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Figura 5.4 EQMs do parametro de discriminacao com tamanho de itens igual a 100.
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As Figuras (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) mostram a variagdo do EQM do parametro de
dificuldade, do método da TRI e do método da MEE, fixando os valores de J em 10, 20,
50 e 100, respectivamente. Da mesma maneira que nas figuras (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) o
EQM do parametro de dificuldade pelo método da MEE foi menor do que o EQM do
parametro de dificuldade pelo método da TRI, para um tamanho de amostra pequeno,
enquanto que, quando o tamanho de amostra fica maior, o método com menor EQM fica
sendo o método da TRI. Podemos notar que o EQM do parametro de dificuldade pelo

método da MEE nao sofreu variacao significativa quando o tamanho do teste aumenta.
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Figura 5.5 EQMs do parametro de dificuldade com tamanho de itens igual a 10.
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Figura 5.6 EQMs do parametro de dificuldade com tamanho de itens igual a 20.
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Figura 5.7 EQMs do parametro de dificuldade com tamanho de itens igual a 50.
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Figura 5.8 EQMs do parametro de dificuldade com tamanho de itens igual a 100.
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As Figuras (5.9), (5.10), (5.11), (5.12) mostram a variagao do EQM das habilidades,
do método da TRI e do método da MEE, fixando os valores de J em 10, 20, 50 e 100,
respectivamente. De acordo com essas figuras pode-se verificar que o EQM das habilidades
obtido pelo método da MEE e o EQM das habilidades obtido pelo método da TRI foram
estimados de maneira equivalente, ou seja, nao houve diferenca significativa no EQM das

habilidades obtido por ambos os métodos.

Figura 5.9 EQMs das habilidades com tamanho de itens igual a 10.
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Figura 5.10 EQMs das habilidades com tamanho de itens igual a 20.
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Figura 5.11 EQMs das habilidades com tamanho de itens igual a 50.

EQMtheta J=50
TRI N MEE

10000
1000
500
200
100

Figura 5.12 EQMs das habilidades com tamanho de itens igual a 100.
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No préximo capitulo serao apresentadas as conclusoes obtidas na elaboracao deste

trabalho, assim como as expectativas para trabalhos futuros.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Conclucoes Obtidas neste Trabalho

Este trabalho teve como objetivo a comparacao dos métodos Teoria da Resposta ao
Item (TRI) e Modelos de Equagoes Estruturais (MEE). No Capitulo 1 foi apresentado um
resumo em relacao aos dois métodos, assim como o objetivo e a importancia da realizacao
do mesmo. No Capitulo 2 foi feita uma breve descricao da TRI, com a descricao do modelo
e das fungoes de estimacao dos parametros e das habilidades. No Capitulo 3 foi feita a
descricao do MEE, comparando analiticamente com a TRI e mostrando a equivaléncia
entre os métodos quando considerado o Modelo Logistico de 2 parametros para a TRI.
No Capitulo 4 foram mostrados alguns aspectos computacionais, o programa utilizado
para realizar as estimativas dos métodos (software R), tais como os pacotes utilizados no
programa (Mirt e Lavaan). Foram mencionados os comandos realizados para estimar e
recuperar os parametros, assim como uma prévia dos resultados para uma tnica amostra.
E no Capitulo 5 foram mostrados os resultados com algumas combinacoes de tamanho de
amostras (n) e tamanho dos testes (J) e as andlises feitas a partir dos pares (J,n).

Com todas as informacoes obtidas neste trabalho, agora podera ser alcancado o seu
real objetivo: qual o melhor método para estimar parametros de itens e varidveis latentes?
De acordo com os resultados demonstrados nos Capitulo 4 e 5 foi verificado que o método
da TRI foi o melhor método de estimacao quando o tamanho da amostra e o tamanho do
teste sao altos, enquanto que o método da MEE se apresentou o melhor método quando
o tamanho da amostra e o tamanho do teste sao baixos.

Analisando os dois métodos por cada valor do tamanho do teste, confirmamos que,
o parametro de discriminacao foi melhor estimado pelo método da MEE quando quando
o tamanho da amostra e o tamanho do teste sao baixos, enquanto que, o método da TRI
foi o melhor método de estimacao quando o tamanho da amostra e o tamanho do teste

sao altos.
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Da mesma maneira que o parametro de discriminagao e analisando novamente os
dois métodos por cada valor do tamanho do teste, é confirmado que, o parametro de
dificuldade foi melhor estimado pelo método da MEE quando quando o tamanho da
amostra e o tamanho do teste sao baixos, enquanto que, o método da TRI foi o melhor
método de estimacao quando o tamanho da amostra e o tamanho do teste sao altos.

As habilidades foram estimadas de maneira equivalente em ambos os métodos, pois
nao houve diferenca significativa em relagao aos valores do tamanho do teste e do tamanho
da amostra.

O menor tempo de execugao T, em cada uma das combinagoes (J,n), foi obtido pelo

método da TRI.

6.2 Pespectivas para Trabalhos Futuros
Para trabalhos futuros, caso se utilize esses métodos, pretende-se:

e Aplicar esses métodos utilizando grupos distintos;
e Utilizar uma habilidade multidimensional;
e Realizar uma aplicacao em dados reais;

e Realizar uma andlise para a estimagao das habilidades extremas (acima de 2, por

exemplo) dos individuos e verificar qual método estimou melhor.

e Verificar como otimizar a estimacao das habilidades no Lavaan de forma a diminuir

o tempo computacional.
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Apendice A

Desenvolvimento das questoes do
Capitulo 2

A.1 Expressoes da secao 2.2.2

Nesta secao serao apresentadas as extensoes das formulas da secao 2.2.2 do Capitulo

Para obtermos as derivadas de (2.8) serao necessdrios os procedimentos a seguir:

dlogL(¢,m) 0 [
PN = S a—cj{;nlOgP(lean)}

ac;
‘ (A1)
_ ZT~ 1 P(XlKan)
2Pl oG
Mas
—0P<’52l<7"> = 5 | Pesln. a0
_ / ( az (.16, <>) 9(6]n)do (A2)
8 J
—/ (64} [ 1P(xlllé C1)> g(0n)do
OP(xlen) _ <prlye g) P(x5l6,G) ) 9(0n)do
9¢; /R 1£1 0.0 ( > (A.3)
_ [ (9P&il0.6)/0G by
B /]R( P(x1¢;) >P( 116, C)o (B

Com a notacao P; = P(Xj; = 116,¢) e Q; = 1 — P;, temos que

P(Xy5 = 23510, G) = P(Xy5 = 1]0, )9 P(Xy5 = 000, () ™V = PYQ; ™. (A.4)
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Portanto, rescrevendo P(x; |6, (;), teremos que

a Tij ~1—Ti;
a—QP(XﬁWCj) = <Pj Q; )
_ Iijfl aP 1— Tij Tij aP Lij
—arp (50) @ v (-52) 7
Tij— —Tij —Tij Tij aP

Notemos agora que o uso entre parénteses vale 1 quando z;; = 1 e vale -1 quando z;; = 0,

portanto podemos rescrevé-lo como (—1)%+! e com isso,

0 0P,

— P(x30,¢) = (=1)"t —L, A5

e Poxalt. ) = (-1 (A.5)
Notando agora que

<_1)xij+11Pij :{ Qj i =1 (A.6)

PrQ; =Py, ay; =0,

podemos escrever este termo como z;; — Pj. Segue que (A.3) pode ser escrita como

OP(xi|C,m) |:Xij — P <3P]>} _
S = [ BT (G2 | Peale.Qateinas (A7)
Usando a notagao
P(x; |0, 0
31(0) = gt ) = e O (A9

teremos que a funcdo de verossimilhanga (A.1) pode ser escrita como

alochn Z ”X}g = (%)}g*w)de. (A.9)

Agora resta a obtencao das equagoes especificas para cada parametro do vetor (; =

(aj,b;). As expressoes para as derivadas do modelo logistico P; sao dadas por:

oP;

87»5 = D(0 — b)) P;Q; (A.10)
OP;
_Gb; = —Da; P;Q; (A.11)
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Para obter a equacao de estimacao para o parametro de discriminacao, a;, notemos

que da expressao (A.9) temos que

810gLC77 Xij — oL\ | .
=S [ [ () o

-3 [ (B Ebe-nnalaow

Z /xu P)(0 — b))]g: (6)d6

Para obter a equacao de estimacgao para o parametro de dificuldade, b;, temos que
OlogL ( 17 (x5 — P;) (OF;
“(0)do
Z / P QJ ab] gl ( )
- Zn [ [P noar0)] a0
P;Q; (A.13)

~ D, z / (x5 — P,)lg; (6)d6

Em resumo, as equagoes de estimagao para os parametros a; e b; sao respectivamente,

wiDY / (x5 — P)(0 — b;)]gf (6)d6 = 0 (A14)

: —Da; Zrz/ x5 — P;)]g; (0)do =0 (A.15)

Estas equacoes nao possuem solugao analitica e devido a isso precisaremos de algum
método iterativo para a obtencao das estimativas de méxima verossimilhanga marginal
dos parametros dos itens. Neste trabalho serda abordado o método de Newton-Raphson

para a obtencao dessas estimativas.

A.1.1 Algoritmo Newton-Raphson

Seja I(¢) = log L(¢) a log-verossimilhancan onde ¢ = ((i,...,(s), com (; = (aj,b;).

Considerando valores iniciais E]( ) = = ( ;0), bj

atualizada serd, (E;l)) = (E}O)) + (AEJ( )), ou seja,

) encontrados para (;, entao uma estimativa
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(1) _ ~(0) ~(0)
S =a, + Aat ,
;o T (A.16)

A (0 2(0) ~ . ~ ~ Lo
onde Aa( ) e Ab( ) S0 erros de aproximacao. Usando a expancao em séries de Taylor de

8(5(40 em torno de C 0 , teremos
J

ol¢) 51@0)) +AA(0)8ZZ(@O)) Ag(o)w + R, (C©)

da; Oy % a? T da;0b; !
) _ o) NG GQZ@O)) AR 041(¢)") + B, (C0)
b b, “ o0 7 0b;0a, R

Nessas expressoes usa-se que 8(,5(( ¢ funcao apenas de (;, nao dependendo de (; para
9% | Fazendo

[ # j. Por isso, poderemos representa-la de forma simplificada por =2+ 3

onG) _ olG) _

8CL]' N 8bj
usando a notagao
I R (S I, (0)
1 8@] s 11 a 2 s 412 8%36] ’
L, G ) G
2oy (%]8 a; TE T o
e desprezando os restos R, (C ) e Iy, (C ) teremos

0= L1 + LHAago —+ ngAA§-O),
(0) 7(0)
J J

0= L2 + LQlACL

Colocando o resultado em forma matricial, teremos

_<M>:(LHLQ> Aay”
Ly Loy Loy Ab§«0) '
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Resolvendo o sistema para AZ}O), teremos
Aa N (Lu L\ (L
Abg»o) Loy Lo Ly )’
e finalmente, pela equacao (A.16), teremos
o)\ _(a” \ _ (Lo L\ (L
bﬁl) bgo) Loy Lo Ly
Apés obtido E](l), este é considerado um novo ponto inicial para a obtencao de @(2),

e assim por diante. Este processo é repetido até que algum critério de parada seja al-

cancado. Como por exemplo, até que AZJ@ = ZJ@ — Z](t_l)

seja suficientemente pequeno,

se aproximando de 0, ou que um numero pré-definido de ¢ interagoes seja alcangado.

Para a aplicagcao do algoritmo Newton-Raphson, é preciso das derivadas segundas

de L((,n). As expressoes para asa derivadas segundas sao obtidas a partir de

log L(C,n) O {mog L(Cm)]'

oGoc A | oG
0

_ v - ) 1 P(Xl‘Can> /
e lz“mxi.!c,n) o, ]

=1

P<Xi.|C777) P(X1|<777)

i=1

para j,l=1,..., J.

. {82P<Xi-\<w>/<8<z8<;> ) (6P<xi.|<,n>/a<l

P(Xi.K? 77) >
(A.17)

Considerando Z](t) a estimativa de ( na iteracao t, entao na iteracao ¢t + 1 teremos

que
G =Y — Hpr(GY)] M he((Y),

onde por (A.9) teremos,

Olog L
h(G) —Ogag(.c’ )

J

= ZTJ/R{(XU — P;)} hyg; (0)do,

de mesmo modo por (A.17) teremos,

(A.18)

(A.19)
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9?log L(C,n)
(G) TaGac

= er {Hjl(i) - hj(i) i(i)} )
=1

(A.20)

A.2 Expressoes da secao 2.2.3

Nesta secao serao apresentadas as extensoes das formulas da secao 2.2.3 do Capitulo

Para obtermos a derivada de (2.10) serao necessarios os procedimentos a seguir:

Podemos notar pela equacao (2.9), que

dlog L(0) XJ: { Jlog P;; 0log Q; }
g = Xij (1 = xy)
00; = 00; 00;
J
:Z xiji%—(l U)Lapw
1 -PZj 892 Qij aez
g (A.21)
-3 {0 g {5
=1 Y Pzg Y QZ] 891 7
- EJ:{(XU —H-)} {53‘3}
= U PyQi 90;
Como
OP;;
89; = DajPijQij, (A22)
obtém-se
6logL _ 2‘]: { xi; — Pij) OP;;
Fi;Qij 00;
7=1
J
= xij — Pij)Da;P;;Qij } A.23
> {9 = PDes R0y g (A23)

D E a; XlJ l]

]:

[y

Entao a equagao de estimagao (2.10) para 0;,i = 1,...,n, é
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J
6)1' D E aj(xij - By) =0. (A24)
j=1
Assim como na secao anterior, a equacao de estimacao nao apresenta solucao explicita
para 6;, e por isso, é preciso de algum método iterativo para obter as estimativas desejadas.

Mais uma vez sera apresentado o método de Newton-Raphson a fim de obter as expressoes

desejadas.

A.2.1 Algoritmo de Newton-Raphson

De forma similar ao que foi feito na secao A.1.1, e considerando :9\]@ a estimativa de 0;

na iteragao t, entao na iteracao t + 1 do algoritmo de Newton-Raphson teremos que

gt = — [HG) (O, (A.25)

Para obter as expressoes de H(6;) e h(6;) usadas em (A.25), notemos que de (A.21),

9*log L(0) _ i 0 (x5 — by OP;; L (Ko P\ (OF;
o7~ 2\ o \"pyey )]\ 0, P,Qy ) \ o0,
B .26)
R () (e ()
e PijQi; 907 P Qi 00; '
A segunda parcela em (A.26) é obtida por (A.27). Com relagao a essa temos,
O*P;
—80-2] = D?a}P;;Qi;(1 — 2Py). (A.27)
Sejam
P.
hij = (PijQij)_l 0 " = Daj, (A28)
06;
1 (O°Py
Hij = (PQi)™" ( ae?j> = D%a3(1—2Py). (A.29)

Com isso, de (A.23) temos que
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0log L(0)

h(0;) = 20,

J

1
Z{ X~ Fy) Q”}(Pz‘jQij)hij (A.30)

1
J
E {( Xij — zJ hij,

j=1

<.

.

e retornando a (A.26)

OlogL(0)
002

Xij — Py xi; — P\
{( = PO, )(Pz‘jQz’j)Hz‘j—< PO ) (PijQij)2h?j} (A.31)

(x5 — Poy) {Hij — (355 — Pyy)hi;} -

H(6;) =

M- 1M

1

<
I
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Apendice B

Algoritmo usado na simulacao

Neste Apéndice serao apresentados os algoritmos utilizados neste trabalho. O algo-
ritmo a seguir, consiste na geracao de um banco de dados dicotomicos com os valores dos
parametros de interesse do modelo logistico. A geracao dos dados dicotomicos desse banco
é aleatdria, de forma que os parametros de interesse mudam a cada geracao do banco de
dados.

Os métodos da TRI e MEE utilizaram os bancos de dados gerados a partir desse
algoritmo para realizar seus respectivos processos de estimacao.

Os parametros obtidos neste algoritmo, foram utilizados com os parametros estima-
dos pelos métodos da TRI e MEE, nas equacoes do Erro Quadratico Médio, com o intuito

de verificar qual método apresentou o menor erro.

B.1 Geracao do Bando de Dados

PL=2 # Logistic Model (1,2,3 parameters)

I= 30 # Niumero de Itens

n = 100000

a = runif(I,0.5, 2.0) # U(0.5 , 2.0)
b = rnorm(I,0.0, 1.0) # N(O , 1)

¢ = runif(I1,0.0, 0.25) # U(0 , 0.25)

d=-axb # Intercepto

if (PL==2) c=c*0; if (PL==1) {c=c*0; a=rep(1,I)}

theta = rnorm(n,0,1) # NCO , 1)
eta = thetalx) t(a) + matrix(d,n,I,byrow=TRUE) # n x I
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P

c + (1-c)/(1+exp(-1.7*eta)) # n x I

X runif (n*I) # Uniform(0,1)
dim(X)=c(n,I); dim(X)=c(n,I) # matriz n x I de U(0,1)
U = 1%x(X<P) ; U=as.data.frame(U)

colnames (U)=pasteO("Item.",1:1)

rm(P,X,eta)

B.2 MIRT

O algoritmo a seguir utilizou o pacote mirt para realizar o processo de estimacao pelo

método da TRI.

HH#FH R B R R R R
#  CALIBRAGAOD DOS DADOS PELO MIRT
HH#HH R B R R R R

if ('require(mirt)){install.packages("mirt"); library(mirt) }

mirt.2PL = mirt(U, 1, itemtype = ’2PL’)
PAR=coef (mirt.2PL,simplify=TRUE)$items[,1:2] ## Paradmetros da Tabela

# Estimativa da discriminacgdo

a_est=PAR[,1]

a_mirt=a_est/1.7

cbind(a,a_mirt)

plot(a,a_mirt,main="Recuperagdo de Paradmetros de Discriminagdo pelo Mirt",
xlab="Parametros Verdadeiros",

ylab="Parametros Estimados");

lines(c(0,3),c(0,3))

grid(nx = 6, ny = 6, col = "lightgray",

1ty = "dotted", 1lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

line(a,a_mirt)
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# Estimativa da dificuldade

d_est=PAR[, 2]

b_est=-d_est/a_est

#cbind(b,b_est);

plot(b,b_est,main="Recuperagdo de Pardmetros de Dificuldade pelo Mirt",
xlab="Paradmetros Verdadeiros",

ylab="Parametros Estimados");

lines(c(-3,3),c(-3,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

1ty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)
line(b,b_est)

# oo Estimacdo dos thetas com o mirt ............
sco.mirt=fscores(mirt.2PL) ## Scores

hist(sco.mirt); mean(sco.mirt); sd(sco.mirt)
plot(theta,sco.mirt,main="Recuperagdo das Habilidades pelo Mirt",
xlab="Habilidades Verdadeiras",ylab="Habilidades Estimadas");
lines(c(-3,3),c(-3,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

1ty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

# Calculo dos EQMs pelo mirt
EQMa_mirt=mean((a_mirt-a)~2);
EQMb_mirt=mean((b_est-b) "2);
EQMt_mirt=mean((sco.mirt-theta) "2);
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B.3 LAVAAN

O préximo algoritmo utilizou o pacote lavaan para realizar o processo de estimacao

pelo método do MEE.

s s s s
#  ESTIMAGAO PELO LAVAAN
S

if ('require(lavaan)){install.packages("lavaan"); library(lavaan)}

# single factor model

model= ’ model =~ Item.1 ’ ; for (i in 2:I) model=pasteO(model,’ + Item.’,i)

# binary CFA

fit = cfa(model, data=U, ordered=names(U)); summary(fit, fit.measures=TRUE)

# extract partable
partable <- parTable(fit)

Latent=partable[1:I,14]; Latent
Thresholds=partable[(I+1):(2%I),14]; Thresholds
Variances=partable[(2xI+1):(3*I),14]; Variances

Lambda=sqrt (1-Variances)

# Estimativa da dificuldade
Delta=Thresholds/Lambda; Delta
cbind(b,Delta)

# Estimativa da discriminacgdo
Beta=Lambda/sqrt(Variances); Beta
cbind(a,Beta)

plot(a,Beta,main="Recuperagdo de Parametros de Discriminagdo pelo Lavaan",

xlab="Paradmetros Verdadeiros",

Eluan, R. B. PPGME/UFPA



B.3 LAVAAN 60

ylab="Parametros Estimados");
lines(c(0,3),c(0,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

lty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

line(a,Beta)

plot(b,Delta,main="Recuperagdo de Pardmetros de Dificuldade pelo Lavaan",
xlab="Paradmetros Verdadeiros",

ylab="Parametros Estimados");

lines(c(-3,3),c(-3,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

1ty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

line(b,Delta)

#H ... Estimacdo dos thetas com o mirt ............

sco.lavaan <- predict(fit) # Estimag3o dos thetas

#hist (sco.lavaan); mean(sco.lavaan); sd(sco.lavaan)
#plot(theta,sco.lavaan, main="Recuperagdo das Habilidades pelo Lavaan",
xlab="Habilidades Verdadeiras",

ylab="Habilidades Estimadas");

#lines(c(-3,3),c(-3,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

1ty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

HHHEHEHEEEEEEAE OBTENDO A RELAGAO DA REPARAMETRIZAGAQ  #itHHHHHHHHHHEHEHHIH

# PADRONIZANDO 0S SCO DO LAVAAN

m= mean(sco.lavaan) ; s=sd(sco.lavaan) ;

sco.lavaanp=(sco.lavaan-m)/s; #score padronizado

hist(sco.lavaanp); mean(sco.lavaanp); sd(sco.lavaanp);
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plot(theta,sco.lavaanp, main="Recuperagdo das Habilidades pelo Lavaan",

xlab="Habilidades Verdadeiras",

ylab="Habilidades Estimadas");
lines(c(-3,3),c(-3,3));

grid(nx = 8, ny = 8, col = "lightgray",

1ty = "dotted", lwd = par("lwd"), equilogs = TRUE)

EQMa_lavaan=mean ( (Beta-a) "2);
EQMb_lavaan=mean((Delta-b) ~2);

EQMt_lavaan=mean((sco.lavaanp-theta) "2);
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