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Resumo

O objetivo deste trabalho é buscar autovalores generalizados para o problema (P,), dado por

—div(a(|Vu|P)|VulP~2Vu) = Mu|"u  em Q,
u=>0 na 0,

onde €2 é um dominio limitado e suave em R", n >3, 2<p<n,m&eRcomm > 1, A >0¢

um parametro real, a : Rt — R* é um funcional de classe O satisfazendo algumas condicoes.

Seguindo os passos de Barile, S. e Figueiredo, G. [5], solucionaremos o problema uti-
lizando argumentos dos métodos de Minimizacao, Ekeland e Passo da Montanha. E quando
necessario estimaremos um limitante inferior real positivo para A, o autovalor associado ao

problema (Py).

Palavras-chave: Equacoes diferenciais elipticas, Problemas de autovalores, P& Lapla-

ciano, Operador quasilinear.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo preliminar sobre uma classe mais geral

de problemas de autovalor do tipo p&g-Laplaciano, dado por:

) —div(a(|VulP)[VulP72Vu) = Mu|™ 2y em Q,
’ u=20 sobre 012,

onde A\ é um parametro real positivo, 2 é um dominio limitado e suave em R", com n > 3,

2<p<n,meRcomm > 1, em intervalos a serem estudados ao longo do trabalho.

Esta dissertagao é um estudo de Barile, S. e Figueiredo, G. [5], onde os autores tratam da
existéncia de solugbes nao triviais para a classe de problemas eliptico quasilinear (P), onde

a funcdo a : Rt — R* é uma funcao de classe C* satisfazendo as seguintes hipdteses:
(a1) Existem constantes & > 0,7 =0,1,2,3, 1 < p < ¢ < n tal que

o + E PP < a(t) < & + £t7PVP para todo t > 0.

E ainda, desde que
ggt(qu)/p't(pfl)/p — fgt(q’l)/p,

temos
a(t)tP= /P < gt/ 4 gpla=D/p - para todo t > 0. (1)

A seguir, listamos hipoteses adicionais sobre a, que serao usadas posteriormente em casos

especificos.

(a2) Existe uma constante real positiva o com I < a <2 tal que

1 t
—a(t)t < A(t) = / a(s)ds, para todo t > 0;
o 0



Note que, tal hipotese é possivel desde que ¢ < m.

(az) A funcao t — A(t?), onde t € R é convexa e nao decrescente no intervalo (0, +00).
(as) A aplicacio t — a(t)t®=2)/P ¢ crescente para todo t > 0;

(as) A aplicagao a e a derivada a’ satisfaz
a(t)t < (ﬂ) a(t), para todo ¢t > 0.
p

A hipétese (az) fornecerd condigoes suficientes para mostrarmos que toda sequéncia (P.S),
é limitada. Mais precisamente na aplicacao do Teorema do Passo da Montanha.

A hipétese (a3) nos possibilitard abordar o problema (Py) via método de minimizacao,
isto é, por (a3) o funcional energia associado ao problema é fracamente semicontinuo inferi-
ormente.

Por outro lado, (a4) nos garante condigoes necessarias para a aplicacdo do Principio
Variacional de Ekeland.

Enquanto que (as) serd de fundamental importancia para a existéncia de solucao fraca,
mais precisamente tal hipotese ird garantir condicoes necessarias para a existéncia de solucao
fraca nao trivial, via Teorema do Passo da Montanha.

Observamos que a existéncia de solucoes fracas esta diretamente ligada com as relacoes
entre p,q e m. Desta forma ha a necessidade de dividir em casos e quando necessério, dar
estimativas ao parametro \.

Este problema, do tipo p&g-Laplaciano, envolve uma classe bem geral de operadores em

que tal generalidade sera ilustrada, através de alguns exemplos, pela fungao a:
Exemplo 0.1. Se a =1, o operador é o p-laplaciano. Assim o problema (Py) € dado por

—Apu = Nu|™?u em €,

u=20 sobre OS).
comqg=pe§H+& =86+ =1
Exemplo 0.2. Sea(t)=1+t"7 obtemos

—Apu — Agu = NMu|™ ?u em €,

u=>0 sobre 0f).

com &y =86 =& =8 =1



Exemplo 0.3. . Considerando a(t) = 1 + —= temos

p=2
(1+¢t) P

—div (|Vu|p2Vu + LQV,,"Q) = Au|"%u em €,
(1+|Vulr) 7

u=20 sobre 0S).
comq=p,&+E&=1e&+E=2.

Problemas envolvendo operadores p&g-Laplaciano tem recebido atencao especial nos
ultimos anos, nao somente pelo seu interesse matematico, mas também porque modela
situagoes em varias areas das ciéncias, tais como em fisica, biofisica e quimica. Dentre os

recentes trabalhos, podemos citar Barile, S. e Figueiredo, G. [3], onde é estudado o problema
—div(a(|Vul")[VulP*Vu) = f(u)

onde, a : Rt — R e f : R — R sdo funcoes de classe C'* satisfazendo determinadas condicoes

de crescimento com dominio limitado €. Estes mesmos autores em [4] abordam o problema
—div(a(|Vul")[VulP*Vu) + V (2)b(|ul") [ulP~*u = K () f (u)
onde, a,b : Rt — R e f : R — R sao funcoes de classe C' e V, K : R® — R funcoes

continuas sob determinadas condigoes de crescimento.

No entanto, existem poucos resultados que tratam de autovalores generalizados para
operadores p&g-Laplaciano, dentre os resultados encontrados, podemos destacar o trabalho
de Benouhiba, N. e Belyacine, Z. [6], onde os autores mostram a existéncia de uma familia

continua de autovalores positivos generalizados associado a equagao
— _ — q—2 n
Apu — Agu = Ag(z)|ul"u  em R",

com g nao-negativae 1 <p <m =q < p*.

Outro estudo interessante e mais geral sobre autovalores associados as equacoes do tipo
p&g-Laplaciano, é fornecido por Montreanu, D. e Tanaka, M. em [I2], onde os autores con-

sideraram o seguinte problema

— Ay — Agu = N pmy(x) [ulP"2u + my(z)[ulf?u)  em Q,



com () suave e limitado em R", i > 0, A € R, m,,, m, limitados em (2.

Quanto ao trabalho de Barile e Figueiredo [5], o qual nos propomos a estudar, tem por
motivacao lidar com o problema mais geral (P,), abrangendo problemas de autovalores,

incluindo os casos com operadores p&g-Laplaciano.



Capitulo 1
Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢coes e resultados, que serao utilizados ao
longo deste trabalho. Assim como os métodos da teoria dos pontos criticos, que nos permitira

abordar o problema (Py).

1.1 Funcional semicontinuo inferiormente

Nessa secao, apresentaremos algumas definicoes e teoremas sobre funcional semicontinuo

inferiormente.

Definigao 1.1. Seja E um espaco topolégico. A fungio ¢ : E — R € dita ser semicontinua
inferiormente se, para todo A € R, o conjunto ¢~ (A, +00) € aberto em E, para qualquer

AeR.
Note que, toda funcao continua ¢ : £ — R é um funcional semicontinuo inferiormente.

Definigao 1.2. Seja E um espago topologico. A funcio ¢ : E — R € dita ser sequencial-
mente semicontinua inferiormente se, para toda funcio (x,) C E, tal que, x, — x,

tem se

¢(z) < liminf ¢(z,)

O teorema a seguir nos garante que em um espaco métrico a nocao de semicontinuo
inferiormente coincide com a nogao de sequencialmente semicontinuo inferiormente (Veja a

demonstragao em [9]).



Teorema 1.1. Se E € um espagco métrico, entao ¢ : E — R € semicontinuo inferiormente

se, e somente se, € sequencialmente semicontinua inferiormente.

Definicao 1.3. Seja E um espaco normado. Uma funcao ¢ : E — R € um funcional
fracamente semicontinuo inferiormente quando ¢ € um funcional semicontinuo infe-

riormente considerando-se X com sua topologia fraca.

Definicao 1.4. Seja E um espaco vetorial. A funcdo ¢ : E — R € dito ser convexo se
Otz + (1 - t)y) < to(2) + (1~ )oly) Yo,y € B, Ve (0,1).

A partir das defini¢bes acima, podemos enunciar o importante resultado que pode ser

encontrado em [9]:

Teorema 1.2. Seja E é um espacgo de banach e ¢ : E — R um funcional convexo. Entao
a nogao de (fortemente) semicontinuo inferiormente coincide com a mog¢do de fracamente

semicontinuo inferiormente.

Em outras palavras, se £ é um espaco de banach e ¢ : F — R é continua e convexa.
Entao ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente se, e somente se, toda sequéncia (x,) C F,

tal que, x,, — x temos

o(x) < liminf ¢(x,).

1.2 Nocoes de diferenciabilidade

A seguir apresentaremos algumas nogoes de diferenciabilidade para o funcional [ : F — R,

onde FE é um espaco de Banach.

Definicao 1.5. O funcional I € dito ser Gateauz diferencidvel em u, se existe um funcional

linear T,, € E', tal que,
. I(u+tv) — f(z)
lim

=T, Y.
t—0 t

Onde funcional linear T,, ¢ chamado derivada de Gateauzr de I em u.

Isto é, se para algum u € E o limite

oI d . T(u+tv) —I(u)
—(u) = —| I =1
5 (u) gl . (u+ tv) lim .




existe, dizemos que I tem derivada direcional de v na direcao de v. Assim [ é Gateaux
diferenciavel em u se, e somente se, toda derivada direcional %(u) existe e é um funcional

linear limitado, o qual denotamos por

DI(u):v %(u)

Definicao 1.6. O funcional I € dito ser Fréchet diferenciavel em u quando existe um fun-
cional linear T € E', tal que,

Iu+v)—1I(u)—Tv

Lim = 0.
[[v]]—0 [[v]]

O qual denotamos por I'(u).

Isto é, I é Fréchet diferencidvel se a derivada de Gateaux existe uniformemente em v sobre

uma esfera unitéria de E. E além disso, se I é Fréchet diferenciavel temos I'(u) = DI (u).

Definicao 1.7. Se A € um conjunto aberto em E, dizemos que funcional I € de classe C*
em A ou simplesmente I € C1(A,R) quando é Fréchet diferencidvel em todo ponto u € E e

o operador I' : A — E' é continuo.

Em outras palavras, I € C'(A) se, a derivada de Gateaux existe e o operador DI : E — FE’

existe e é continuo.

1.3 Algumas ferramentas classicas da teoria dos pontos

criticos

O método de minimizacao consistem em mostrar que todo funcional, que satisfaz deter-
minadas condigoes, é limitado inferiormente e tem seu infimo atingido. Assim, enunciamos

o seguinte resultado:

Teorema 1.3. Seja E um espago de Hilbert ou Banach reflexivo e ¢ : E — R um funcional

tal que:
i) ¢ € fracamente semicontinuo inferiormente.

i) ¢ € coercivo, isto €, ¢p(u) — +oo quando ||u|| = +o0.



Entao ¢ é limitado inferiormente e existe ug € E tal que

¢(ug) = ifElf ¢

A demonstragao do resultado acima pode ser encontrada em [11].
O proximo resultado trata-se de um teorema provado por Ekeland em 1972 (veja [§]),
o qual é uma poderosa ferramenta na busca de solugoes fracas, para uma ampla classe de

problemas.

Teorema 1.4. (Principio variacional de Ekeland) Sejam X um espago Métrico Completo
e : X = R um funcional semicontinuo inferiormente. Suponhamos que ¢ seja limitado

inferiormente e sejam e > 0, A >0 e u € X dados tais que
o(u) < inf o+ -
u) < in 5
Entao existe u. € X tal que
(@) ¢(ue) < o(u);

(b) d(u,ue) <

)

>

(¢) Para cada w # u. € X, ¢(u.) < ¢p(w) + eAd(ue, w).
De modo a apresentar uma consequéncia do Principio Variacional de Ekeland, de funda-
mental importancia para este trabalho, precisaremos da seguintes definicoes:

Definigao 1.8. Sejam E um espago de Banach e I : E — R um funcional de classe C'.
Dizemos que a sequéncia (u,) C E € Palais-Smale nivel ¢ para I, ou simplesmente, (u,) é

(PS). para I, se existirem ¢ € R e (u,) C E tais que

I(u,) = ¢

I'(u,) — 0.

Dizemos que [ satisfaz a condigdo (PS)., se toda sequéncia (PS). possui uma sub-

sequéncia que converge forte em F.



Corolério 1.1. Sejam E um espago de Banach e I : E — R um funcional de classe C*
limitado inferiormente. Entao, eziste (u,) uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I,

onde ¢ = inf ep I(u).

A partir daqui, quando nos referirmos do Principio Variacional de Ekeland, mas precisa-

mente estaremos nos referindo do seguinte resultado:

Corolario 1.2. Sejam E um espaco de Banach e I : E — R um funcional de classe C!
limitado inferiormente. Se I satisfaz a condi¢ao (PS). com ¢ = inf,epI(u), entdo c €

atingido em um ponto ug € E, e ug € ponto critico de 1.

Agora apresentaremos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti e Rabinowitz,

cuja a demonstragao pode ser encontrada em [2].

Proposigao 1.1. Sejam E um espaco de Banach e I € C*(E,R) com I(0) = 0. Suponha

que:

(i) Existem constantes o, p > 0 tal que

I(u) > a>0 para todo u € F, se ||ul]| = p;

(i1) Existe e € E tal que |le|| > p e I(e) < 0.

Seja

0 <c=inf I(~(t
¢= Inf max (v(t)),

onde

I'={yeC([0,1], FE), tal que v(0) = 0,~(1) = e}.

Se I satisfaz a condi¢ao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de I, isto €, existe u € E tal
que

I(u)=cel'(u)=0.



Capitulo 2
Estrutura Variacional

Neste capitulo estudaremos a estrutura variacional do problema (Py), isto é, temos por
objetivo associar ao problema (P,) um funcional Jy, de modo que os pontos criticos do
funcional sejam solucoes fracas para o problema. Mas desde que, o problema em questao
é do tipo p&g-Laplaciano, é natural precisarmos de alguns resultados preliminares sobre os

espacos Wy () e Wy 9(Q).

2.1 O espaco normado W, ().

No que segue 2 C R™ um aberto limitado e p < ¢. Assim resulta na inclusao dos espacos

de Sobolev W,%(Q2) € WyP(Q). De fato, pois desde que p < g temos
LP(Q) — L*(%),

assim

Wo () € Wy(Q).

Logo,
Wy () N WP (Q) = Wy ()

Portanto, consideramos como espaco funcional o espaco I/VO1 () dotado da norma

1/q
lullwge = ([ 19a7)

Lembrando que a norma cldssica em W14(Q) dada por

1/q
(/ |Vu]qd:c—|—/ \u]%lx)
Q 0

10



é equivalente a norma || - HWOl,q em W, 9(Q).
De fato, desde que €2 é aberto limitado, pela desigualdade de Poincaré existe uma cons-

tante positiva C' > 0 tal que

/|Vu|qu+/]u|qu < /|Vu|qu+0/|Vu|qu
Q Q Q Q

= (C+1)/]Vu]qu.
Q

para todo u € Wy (Q).

Observe que também podemos munir o espaco W,'?(€2), com a norma || - || dada por
[lul] = lullywzo + [ullypa-
Note que || - || é equivalente a norma || - ||W01,q.

Vale recordar que W, () estd imerso continuamente em L"(Q) para todo r € [1,¢*] e
W,y (Q) ésta imerso compactamente em L"(Q) para todo r € [1,¢%). (2.1)

Ver Apéndice, Teorema [3.16]

Na sequéncia denotamos por || - ||z- a norma classica em L"(£2).

2.2 Funcional energia.
Dado o problema (Py)

—div(a(|VulP)|[VuP72Vu) = Mu|/™2u  em Q,
u=20 sobre 0f2.

Recordamos que u € W,%(Q) é uma solucio fraca para o problema (Py), se u satisfaz a

seguinte expressao
/ a(|Vul?)|VulP~2Vu.Vods — )\/ lu[™2uvdx = 0, para todo v € Wy (Q). (2.2)
Q Q

Assim, as solugoes fracas do problema sao pontos criticos do funcional J) : I/VO1 Q) - R

se, e somente se, o funcional satisfaz

(Jy(u),v) = / a(|Vul?) | VulP~2Vu.Vodr — )\/ lu|™2uvdr = 0,
Q Q

11



para todo v € VVO1 (). Logo, um candidato natural a funcional associado ao problema (P),

no sentido das derivadas de Gateaux, é dado por

| A
Ty () :_5[2A(|Vu|p)dx—EA|u|mdx.

Tal funcional é chamado funcional energia do problema (Py) e segue da condicao de cresci-
mento subcritico (a1), que o funcional energia Jy e a expressdo (2.2) sdo bem definidos,

onde

Agora, verificaremos que Jy é de fato, o funcional associado ao problema.

Proposi¢ao 2.1. O funcional Jy : Wy () — R dado por
Ty(u) = / A(VulP)dz — 2 / ™ dz
u) = — - —
g b Ja m.Ja
estd bem definido e é de classe C'(Wy(Q),R), com
Ji (u)v :/a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu.Vvdx—/\/ lu|"*uvda,
Q Q

para todo u,v € Wy 9(Q).

Demonstracao. Fazendo

1 1
Jl(u)ZIB/QA(\Vu\p)d:U e Jg(u):E/QMmdx,

temos

Logo, basta verificar que Jy, J, € C*(W,9(Q),R). Para tal, mostraremos que a derivada de
Gateaux de J; e Jy existem e sao continuas. De fato, primeiramente para .J;, considere t € R

tal que 0 < [t| < 1, u,v € Wy P(Q) e a funcdo f : [0,1] — R dada por
f(5) = A (w + o))
Onde:
a) f'(s) = t.a(|V(u+ sto)|P).|V (u + stv)P~2v;
b) £(1) = LAV (u + to)P);

12



) 1(0) = LA( V).

Sendo f diferencidvel em [0, 1], entao pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1) tal que

ou seja,
%A(W(u + tv)|?) — %A(\V(u)\p) = t.a(|V(u+ Atv)[P).|V(u + )\tv)\p_2.V(u + Av).Vo.

Observe que

AVt )p) - LAV (w))

t—0 t

= a(|Vul?)|VulP>VuVu. (2.3)

Da desigualdade temos

|a(|VulP).|VuP?VuVo| < (&|VulP™ + &[Vu|'™?)| V||Vl
= &|VulP V| 4 &|VulT Ve,

onde claramente |[VulP~! € L7-1(Q) e |Vu| € LP().
Logo, pela desigualdade de Holder temos

EIVulP V| € LY(Q).
Analogamente,
&|Vu|i V| € LHQ).
Portanto, ([2.3]) é integravel e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

[ ANV ) — LATuP)

t—0 Jq t

dr = / a(|Vul?)|VulP~*VuVodz,
Q
ou seja, existe a derivada de Gateaux de J; em u com
T/ (u)o = / o(|VulP) | Vu2VuVode, Vo e WP(Q).
Q

Verificaremos agora a continuidade de J!(u)v. Seja (u,) € WyP(Q) tal que u, — u em
Wy (Q) temos
|Vu,| = [Vu| em LP(Q).

13



Pelo Teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia (a qual denotaremos simplesmente por

(u,)) e uma funcao g € LP(Q2) tal que

|Vu, ()| — |[Vu(z)] q.t.p. em Q (2.4)

\Vu,| <g, ¥neN. (2.5)

Note que para todo v € WyP(Q), com ||v]| < 1 temos

|1 (un)v = Sy (uw)v] =

/@(]Vun]p)\Vun]p2Vuandx—/a(\Vu\p)|Vu\pQVqudx
0 Q
< / (| Vun|P) | VU2V, — a(|Vul?)|VulP~>Vu||Vou|dz.

Q

Pela desigualdade de Holder com expoente - e p obtemos
p

T (o ()] < ( [ a1V 950, - a<|wrp>|w”wp’ildx) ” ( / |wpdx)" |
[9] Q

ou ainda,

11 (un)v = Ji(u)v]| = sup [ 1 (un) = Jy(w)] v]

P

< (/ la(|Vun|P) | VP>V, — a(|Vu]p)\Vu\p2Vu\pgldx) (2.6)
Q
Observe que pela continuidade de a e por (2.4) temos

|a(|VtunP) |V, P2V, — a(|Vul?)| VuP~2Vu|
= a(|Vun|P) [ Vun|P 2V, — a(| Vi |P) Vi [P 2Vu 4 a(| Vi |P) |V P2V —
—a(|Vul?)|VuP~?Vu|
< (V) Va2Vt — Tl + 0l Vatal?) V72 = al|Tl?) VPV
= oall): (2.7)
Isto é,
([T ua?) Va2V — |l TP Tl =50 .. em O

Desde que |Vu,|[P — |Vul?, pela continuidade de a temos
la([Vun|P)] = a(|Vul?),
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isto é, |a(|Vu,|P)| < k. Assim, de (2.5)) temos

(| Vun|P) [V P2V, — al|VulP)|VulP2Vu|7 T

< [0 Funl?) [ TPVt + la(|Vul?) [ Va2V ] 5
< [k(IVual 2V, | + [Vl 2 V])] 7

= kP (||Vun [PV, | + [Vl "2Vl )7

< krT2r T (|Vu P + |Vul?)

< kPT2T(gP + [VulP) € LYQ).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
nh_g)lo/g (| Vtin|P) |Vt [P2 Vit — a(|Vul?) [ VulP~-2Vu|r-Tdz = 0.
Por concluimos que
[|J7(un) — J1(uw)|| = 0 quando n — 0,
ou seja, J(uy) — Ji(u) em (W, ?(Q)). Implicando que .J; € C*(W, (), R).
Verificaremos agora que J, € C'(Wy%(Q),R). Para tal verificaremos que a derivada de

Cateaux de .J, existe e é continua. Consideremos ¢t € R tal que 0 < [t| < 1, e u,v € Wy (Q)

e a funcao f :[0,1] — R definida por
£(5) = —u + stof™
= _
Temos que:
a) f'(s) = tlu+ stv|™2(u + stv)v;
b) f(1) = lu+to|™;
&) £(0) = Llul.

Desde que f ¢ diferenciavel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1)
tal que

ou seja,
1,1 1
;(E\u + tv|™ — E]u\m) = |u + stv|™?(u + stv)v.

15



Note que,
Llu+to™ — L|u|m
3 m m _ m—2
%1_{% : = |u(x)|™ “u(x)v(xz) q.t.p. em Q

%|u + to|™ — %|u|m
t
onde (Ju| + o))" € L=n=1(Q) e |v] € L™(Q). Logo, por Hélder (|u| + |v|)™ '|v| € L'(Q).

< (Jul + o))" o],

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim/ w0 i dx:/ |lu|™ ?uvdz.
Q Q

t—0 t

Assim, concluimos

Jo(u +tv) — J(u)

/ . .
S(wy = lim ‘
1 1
g [ mle = dx:/!u\m—?u.vd:c. (2.8)
t—=0 Jqo t Q

Portanto, existe a derivada de Gateaux de Jy em u com
Jo(u)v :/ lu|™2uvdz Vv € Wy (Q).
Q

Precisamos verificar agora a continuidade da derivada de Gateaux de J,. Considere (u,) C

Wy 9(Q) tal que u, — u em Wy(Q). Desde que m € [1,¢*), por imersdo compacta temos
[tun| — Ju| em L™(Q).

e segue do Teorema de Vainberg, que existe uma subsequéncia (u,,) e uma fungao g € L™(Q)
tais que

|un ()| = |u(z)| em Q (2.9)

un| < g, Vn €N, (2.10)

para todo v € W, 4(Q) com |[|v|| < 1 temos
| Ty (wn)v — Jo(u)v] < |/ | |™ 2 upvda —/ lu|™2uvda|
Q Q
= | [l = Jap uyuda
Q

/ et ™2ty — ™ 2o d,
Q
16
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e pela desigualdade de Holder com expoente 1% e p obtemos

p—1
P
(o — Ty < ( / |run|m2un—|urm2urpfldx) 1ol
p—1
p
< (/ | 2, — |u|m—2u|p”1dx)
Q
Portanto,
[T (un)v — Jy(u)vl| = sup | J3 () v — J5(u)v]
v|[<
p—1
P
< (/ ||un|m—2un—|u|m—2u|zf1dx> . (2.11)
Q
Note que de (2.9)
| ™ 2w — [u™ 20l = (|| ™ P — ™+ Jun |0 — [u] ™l

< Jua|™ P un =l + a7 = fu" 7 Ju] = Ou(1) a.t.p.
enquanto que de ([2.10]) temos
a2, — [u]™2ul7T < 251 (g7 + [uf?), Yn €N,
Onde ¢7, [ulP € L(Q) e portanto, 27T (g + lulP) € LY(Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

n—o0

De ([2.11)), concluimos que

[|J5 () — Jo(uw)|]| = 0 quando n — oo,

lim / o™ 2, — ™ 2u|7 T d = 0.
Q

ou seja,

Jy(un) — Jo(u) em (Wol’q(Q))/.
Mostrando que J, € CH(W;%(Q2),R). O
Lembremos agora, a definicao de autovalor.
Definigao 2.1. Dizemos que A € um autovalor do problema (Py) quando
[ atvervep2veve = [ xiop-on

A funcdao ¢ # 0 € chamada de autofuncdo do operador p&q-Laplaciano associada ao autovalor

A.

17



Nesse sentido, temos que, se A é um autovalor, a autofuncao correspondente ¢ € VVOl 1(Q)\{0}

¢ uma solucao fraca nao trivial para o problema (Py).
Em particular, denotamos por A;(q)(respectivamente 11 (q)) o principal autovalor (respec-

tivamente a autofungao) para o problema g-Laplaciano —A,u = A(¢)|u/|?*u (com 1 < p <

qg<mn).

18



Capitulo 3

O Problema (P)).

Neste capitulo, buscaremos solugoes fracas para o problema (Py), por meio do método
de Minimizacao e/ou Principio Variacional de Ekeland ou Teorema do Passo da Montanha.
Ao longo deste capitulo ficarda claro que a disposicao de m com relagao ao intervalo p,q,
determinara diferentes classes de problemas, assim como seu método de resolucao. Em dados
momentos sera necessario dar estimativas para o parametro A, de modo a garantir a existéncia

de solucoes fracas nao-triviais.
Assim é natural estudarmos essas classes de problemas separadamente. Logo, considera-

remos os seguintes casos:
Caso 1: 1<m <2< p<q<q
Caso2: 2<p<m<qg<qgou2<p<m=qg<m‘=q"
Caso 3: 2<p<g<m<q-.

Claramente, os casos expostos acima “contém subcasos”, que serao estudados a seguir.

Caso 1: 1<m<2<p<qg<q.

Dentro do Caso 1 ha quatro possibilidades a serem estudadas. Assim iremos comecar por:

Caso 1.1 -1<m<2<p=q<p'=q".

Verificaremos agora que o problema (P,) possui solugao fraca para todo A > 0, isto é,

A é um autovalor generalizado para o problema (Py). Para tal utilizaremos o método de
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Minimizagao (Ver Teorema [1.3)), isto é, verificaremos que o funcional energia J, é fracamente
semicontinuo inferiormente e coercivo, logo terd ponto de minimo. Em seguida verificaremos

que tal ponto é nao-nulo, ou seja, uma solugao fraca nao trivial de (Py).

Teorema 3.1. Suponha que a € C*(RT,R") satisfazendo (ay) e (az) com1<m <2< p=
q < p* = q*. Entao para todo A > 0 o problema (Py) possui pelo menos uma solugao fraca,

ou seja, qualquer A > 0 é um autovalor generalizado para o problema (Py).

Demonstragao. Primeiramente, observe que, por (a;) temos

a(|Vu|p) > &+ §1<|vu|p)(q—p)/p
= &+ &(|Vul)@?)
= &+ &1

para todo u € Wy (). Logo, tomando t = |Vu|? temos

/Ota(s)ds / ¢+ Euds

A([Vul?) = (& + &)Vl

v

Analogamente,
A([Vul’) < (& + &)[Vul”.
Assim por (a;) e imersdo continua de Sobolev W, () ¢ L™(Q), Vm € [1,p*) temos

1 A
Ja(u) = Z—j/QA(]Vu]p)dm—E/QMmdaz

> [ wapds -2 [ s
— g - 2l
> @Huu;&,p ~ 20l
Denotando por
llullgs) = L, — 2oy,

e ||u||WO1,p =t > 0, seque da continuidade das normas, que ¢ : [0,4+00) — R é um funcional

continuo e desde que m < p, é imediato que ¢(t)/t — 400 quando t — 400 e Jy(u) >
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go(HuHWOl,p) para todo u € Wy™(Q). Assim, para todo K > 0 existe ty > 0 tal que ¢(t)/t > K

para todo t > ty. Portanto,
Ia(u) = o([lully») = Kllullyr > Kto,

se HuHWOl,p > 1.

Se HU/HWOLP < t; temos pela continuidade de ¢, que existe C, tal que,
Jy > C =min{p(t): 0 <t <t}
Isso implica que para todo A > 0, J, é limitado inferiormente. Mais além,
In(u)/ullyre = +o0 com |[ully1, — +o0,

ou seja, Jy é coercivo.

Agora provaremos que .J, é fracamente semicontinuo inferiormente em W, ?(Q).

De fato, para toda sequéncia (u,) C WyP(Q) tal que u, — u em W, ”(Q), por imersio
compacta temos que u,, — u em L"(£2) para todo r € [1,p*) e, desde que m < p < p*,
segue que

/ |un,|"de — / |u|™dz, quando n — +oo.
Q Q

Mais além, de (a3) temos que t — A(t?) é convexo e continuo, assim o funcional é fracamente

semicontinuo inferiormente, isto é

/A(|Vu|p)dx§ lim inf/A(|V(un)|p)dx
Q n—+oo Q

Assim obtemos

1
lim inf Jy(u,) = - lim 1nf/ (|V(un)]”)d:z:—— lim /\un|mdx
n—-+oo p n—-+oo m n——+oo
> /A |Vul?P) dx—— lim /|un|md:c
m n——+oo
= / (|Vu|p)dx——/\u]mdx
P Ja
= Q(u).

Consequentemente pelo Teorema (1.3, ndés temos a existéncia de um ponto minimo w €
Wy P(Q) tal que

J,\(w) = E;I/llig(g) J)\(u)
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Portanto, w é uma solucao fraca para nosso problema.
’ ~ ~ .. . 1
Para mostrar que w é uma solugdo nao trivial, consideremos v € WyP(Q) e t* > 0

suficientemente pequeno, de modo que

J,\(w) S JAtU

- /A VEul?) :1:——/ .
< GO0 p - 2 um <0 - 50)

para todo A > 0. Entao, concluimos que w # 0. n

Ainda para o mesmo problema (P)), mas trocando a hipétese (a3) por (ay4), verificaremos
a existéncia de solugao fraca nao trivial, via argumentos do Principio Variacional de Ekeland
(Corolario , isto é, desde que J, ¢ limitado inferiormente e se verificado que o funcional
satisfaz a condigao (PS). com ¢ = infy1e ) Ja(u). Entao existe w € Wy(Q), tal que
Jy(w) = ¢ e J{(w) = 0, é uma solugdo fraca para (P,). E analogamente ao resultado

anterior, temos que este ponto critico é uma solugao nao trivial.

Teorema 3.2. Suponha que a € C*'(RT,R") satisfazendo (ay) e (ag) com 1 <m <2< p=
q < p* = q*. Entao, para todo A > 0 o problema (Py) possui pelo menos uma solugao fraca

nao trivial ou, equivalentemente, qualquer A > 0 € um autovalor generalizado para (Py).

Demonstragio. Desde que Jy, € C'(WyP(Q),R), usando os mesmos argumentos feitos na
demonstracao do teorema anterior, seque que o funcional é limitado inferiormente e coercivo
em WyP(Q). Assim pelo Coroldrio , existe (u,), uma sequéncia Palais-Smale no nivel c,
onde ¢ = inf,ep I(u).

Precisamos verificar agora se J, satisfaz a condi¢ao (PS).. De fato, note que pela co-
ercividade do funcional, (u,) é limitado em WyP(Q) (Caso contrario Jx(u,) — +oo se
HunHWOl,p — 400), assim existe u € W,7(Q) tal que, a subsequéncia (u,) converge fraco
para u em W, (). Nosso objetivo é provar a convergéncia forte de u, para u em W, ”(Q).

Para tal escrevemos
(I (up) — J'(u),up, —u) = / (a(|Vua ") Vu, [PV, — a(|Vul?)|VulP*Vu) (Vu, — Vu)dx
Q

—)\/Q (Jun|™ 2wy — |u™2u) (u, — u)dz. (3.1)
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Desde que, u, — u em WyP(Q), Ji(u) € (Wol’p(Q))/ e (u,) é uma sequéncia (PS),, segue
que J}(un) — 0 quando n — 400 em (Wol’p(Q))/, logo

(3 (un) = JA(u), un — ) = 0n(1), (3.2)

por imersdo compacta (2.1) e pela continuidade de [, [u|™ *uvdz temos

/ (Jun | Pup — |u[™2u) (u, — w)dz = /|un|md$— / |, | 2 upuds
Q Q Q

—/ ]u|m_2uundm~l—/ |u|"dx
0 Q
oul1) (3.3)

De imediato, por (3.1)),(3.2)) e (3.3), temos
/ (a(|Vua ) [ Vu, [P Vu, — a(|Vul?)[VulP2Vu) (Vu, — Vu)dz = o,(1).
Q

Agora, para todo t > 0, por (a;) e por (a4) obtemos a seguinte desigualdade (Ver Apéndice,
Proposigao [3.2))

Clz —y|* < (a(lz[") 2"z — ally") |yl "y, x —y), Yo,y eR"n=>1.

Assim obtemos,

C/ IV (u, —u)|%dz < / (a(|Vun ") Vu, P>V, — a(|Vul?)|VulP*Vu) (Vu, — Vu)dz,
Q Q
= 0,(1)
ou seja,
it =l = 00 (1).

Portanto, Jy(u) = ¢ e Ji(u) = 0, isto é, u ¢ uma solugao fraca de (Py).

Segue da parte final da demonstracao do Teorema que u € nao trivial. O

Caso 1.2-1<m<2<p<qg<q.

Semelhante ao Teorema [3.1] utilizaremos o Método de minimizagao para mostrar a exis-
téncia de solucao fraca para o problema. Ressaltando que havera pequenas mudancas, ao
verificar que o funcional J, é limitado inferiormente e a solucao fraca obtida é nao trivial,
devido as alteracoes na condicao de crescimento com p < g. Mas, mesmo que p < ¢, iremos

mostrar que A > 0 é um autovalor generalizado para (Py).
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Teorema 3.3. Suponha que a € C'(RT,R") satisfazendo (a1) e (az) com1<m<2<p<
q < q*. Entao, todo X > 0 € um autovalor generalizado para (Py), ou seja, para todo A > 0

o problema (Py) possui pelo menos uma solugao fraca nao trivial.

Demonstragao. Integrando o lado esquerdo de (a;) temos

Eot + gsltqﬁ’ < A(t),

isto é,
1
@|Vu|p + é|Vu|q < —A(|Vul?).
p q p
Logo,
50 P gl q 1
S e + il < 2 QA(!VUV’)CZ%- (3.4)
Analogamente pelo lado direito de (a;) obtemos
L aqwupyde < 2l + Sl ., e e W) (3.5)
P Ja Topl T g o '

De ([3.4) e usando as imersoes continuas de Sobolev, segue que

1 A
I(u) = 21—D/QA(|Vu|p)dx—E/Q|u|mdx
60 p 51 q A m
> Sy, + iy - 2wl
gl q A m
2 EHUHWOLq_ECHUHWOLq- (36)

Semelhante a demonstragdo do Teorema , denotamos g0(||u||W01,q) o lado direito da
desigualdade , temos que Jy é limitado inferiormente em W, () para todo A > 0. Mais
além Jy é também coercivo e, segue de imersao compacta e de (a3), que Jy é fracamente
semicontinuo inferiormente em VVO1 9(Q). Portanto, existe um ponto minimo w € VVO1 9(Q) tal
que

S(w) = inf Jy(u)
ueW, 4(2)

e entdo w é uma solugao para (Py).
Agora, tome v € VVO1 9(Q) e t* > 0 suficientemente pequeno, por 1D temos

§a(t7)" Ea(t)" A"
p q

I(w) < Jyge) < 1ol + 1ollfy10 = [|vl[Fm <0

para todo A > 0. Entao, a solucao encontrada w é nao trivial. O
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A seguir, substituiremos a hipé6tese (az) por (ay) e verificaremos que o problema (Py)
possui solucao fraca nao trivial para todo A > 0, por meio do Principio Variacional de

Ekeland.

Teorema 3.4. Suponha que a € C*(RT,RT) satisfaz (a1) e (as) com 1 <m <p < q < ¢*.
Entao, para todo A\ > 0 o problema (Py) possui pelo menos uma solug¢ao fraca nao trivial ou,

equivalentemente, qualquer A > 0 é um autovalor generalizado para (Py).

Demonstragio. Segue da demonstracio do Teorema 3.3 que J, € C'(W,9(Q),R) é limitado
inferiormente e coercivo em VVO1 9(Q), resta mostrar que Jy satisfaz a condigao Palais-Smale
com nivel ¢ = inf, 10, Jx(u), para tal assumiremos a hipétese (ay).

De fato, seja (u,) uma sequéncia (P5S)., segue da coercividade de Jy que (u,) é limitada.
Entdo existe u € W, (), tal que u, converge fraco para u (a menos de uma subsequéncia)
em Wol’q(Q). Observe agora que por , pelo lado esquerdo de (a;), para todo t > 0, isto
é, a(t) > & + £t PP ¢ por (ay) temos

Cla = y|* < (a(lz)xl"*z — ally") |y y, 2 = y)
para todo x,y € R". Entao, como na prova do Teorema obtemos
Cllun — ul[] 1, < / (a(|Vun|?) |V, [PV, — a(|Vul’)|[VulP > Vu) (Vu, — Vu)dr = 0,(1)
0 Q

portanto ||u, — ul|;1.0 = 0,(1), e segue da demonstragao anterior que u é nao trivial. O
0

Caso 1.3-2<m=p=qg<m'=p'=qg".

Agora tomando m = p = ¢ obtemos um problema de autovalor para um operador p-

laplaciano dado por

—div(a(|Vul")|[VulP2Vu) = AulP?u em Q,

(PA) =
U = 0 sobre  0f).

Uma vez que sdo necessdrias técnicas mais especificas para resolver o problema (P,) nao

homogéneo, buscamos exibir um limitante inferior para todo autovalor associado ao problema.

Assim temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.5. Suponha que a € CY(RT R") satisfaz (a;) com2 < m =p =q < m* =
p* = ¢*. Entdo existe \* > 0 tal que, todo autovalor A > 0 do problema (Py) € limitado

inferiormente por \*, isto €, A > \*.
Demonstragao. De fato, suponhamos que u # 0 é uma solugao para o problema (P), entao
(Jy(u),u) = / a(|Vul?P)|[Vu|P~2Vu.Vudr — )\/ |u|P~2u.udz = 0
Q Q

Logo,
/ o(|Vul?)|VupPdz = A / ufPdz. (3.7)
Q Q

Pela hipétese (a)
(& +&)Vul” < a(|Vul?).[Vaul,
logo,
/Q (&0 +&)[VuPde < /Q a(|Vul?).|Vulde, (3.8)
isto é, de[3.7] e [3.8] temos
[ @+ enwupds < [ e =l
por imersao de Sobolev obtemos

p < p
(50 + fl)HuHWDLP = )\1(]9) ||u||W017p7

isto é,
(S0 +&)Mi(p) < A

Portanto, existe apenas solugao trivial para 0 < A < (& + &1)A1(p) = A* onde A;(p) denota

o primeiro autovalor para o problema p-Laplaciano —A,u = A(p)|u[P~%u. ]

Caso 14 -2<m=p<q<q*
Aqui lidamos com o seguinte problema (p&gq)-Laplaciano, com operador (Py) dado por

—div(a(|Vul?)|[VuP72Vu) = Mulf™?u  em  Q,
u = 0 sobre  Of).

A seguir verificaremos no Teorema que o problema (Py) nao possui solugao fraca para

0 < XA < A onde A* é um real positivo.
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Teorema 3.6. Suponha que a € C'(RT,RT) satisfaz (a1) com 1 < m = p < q¢ < ¢*.

Entao, existe \* > 0 tal que o problema (Py) nao possui solugao fraca nao trivial para todo

A € (0,X\*]; isto €, existe \* > 0 tal que o intervalo (0,\*] nao contém nenhum autovalor

generalizado de (Py).

Demonstragao. De fato, se u # 0 é uma solugao para o problema (Py), entao

(Jy(u),u) = / a(|Vul?)|VulP~*Vu.Vudr — )\/ lulP?u.udr =0
Q

Q
Logo,
/ a(|VulP)|VulPdx = )\/ |u|Pdzx.
Q Q
Pela hipétese (aq)
ot < &ot + &t < a(t)t.

Assim,

&lVulP < a(|VulP).|VulP

/§0|Vu|pdx < /a(|Vu|p).|Vu|”dx.
Q Q

Logo, de e por imersao de Sobolev temos

A
Sollullf, < ~—Ilullf ,,

~ M(p)
isto é,
Soh(p) = A" <A

Portanto, se 0 < A < \* temos u = 0, isto é, A nao é autovalor.

(3.9)

(3.10)

]

Agora utilizando os argumentos do Método de Minimizagao, verificaremos que para A

suficientemente grande, (P)) possui solugao fraca nao trivial.

Teorema 3.7. Suponha que a € CY(RT,RY) satisfaz (ay) com 1 <m =p < q < q*. Entao,

existe \** > 0 tal que, todo A pertencente ao conjunto (A\**,+00) é um autovalor generalizado

de (P)\)
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Demonstracao. Pela hipdtese (a1) e p < g temos ({3.4), isto é,
1 A & A
Jku:—/A Vupdx——/upde—upp q——/updx
(u) g (IVul”) p Q|| p|| o 2| ullf. p Q||

p

observe que para todo u € VVO1 (), temos por imersao de Sobolev

[lully < Cllullf <

lulf .

7 M)
onde \;(g) denota o autovalor principal do problema g-laplaciano —A,u = A(q)|u|??u. Logo,

C
Mi(g)

Entao segue da demonstra¢ao do Teorema [3.3, que J, é limitado inferiormente e coercivo

em W, ?(Q) para todo A > 0. Por imerses (2.1) e por (as), temos que Jy é fracamente

1S A
Ia(u) = qlll IIqlq—Z—9 1l 0 Vu € Wy (9).

semicontinuo inferiormente. Logo existe w € W, 9(Q) tal que
Jy(w) = min Jy(u).
ueWy(Q)
Consequentemente, w é uma solucao para (Py). Vamos agora verificar que w é solugdo nao
trivial, seja v € VVO1 9(Q) e t* > 0 suficientemente pequeno de modo que a hipétese (ay)
implica

( )P

( ") A(E")P

Jy(w) < Jy(t*v) < [[v][P <0

1ol + 101151

para A > 0 suficientemente grande. Mais precisamente, podemos escolher A > &\ (p) onde
A1(p) denota o principal autovalor do problema p-laplaciano —A,u = A(p)|u[P~?u. De fato,
tomando ;(p) uma autofungao regular e positiva associada a Ai(p) tal que [|1(p)|[F = 1,

por (a;) temos

*\p *\q A(1%)P
nw) < 5eee) < 2wk, + 2w, - e
= 2O 0l - Lo + 2wl
M) = A\ &t
_ (t*>p (62 1<p) ) + 53<t )q”(pl(p)H(éVl,q <0
p q 0
para t suficientemente pequeno e p < q. ]

Agora, adicionando a hipétese (ay), teremos como consequéncia do principio variacional
de Ekeland a existéncia de um minimo nao trivial para Jy. Isto é, (P) possui solucao fraca

nao trivial.
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Teorema 3.8. Suponha que a € C*(RT,RT) satisfaz (a1) e (as) com 1 <m =p < q < ¢*.
Entao, o problema (Py) possui pelo menos uma solugdo fraca ndo trivial para todo X > 0
limitado inferiormente por uma constante positiva ou, equivalentemente, existe \** > 0 tal

que, todo \ € (\**,+00) € um autovalor generalizado para (Py).

Demonstracao. Segue do Teorema que Jy € CY(W,9(Q),R™), é limitado inferiormente
e coercivo em W,*(Q), basta entdo verificar que Jy satisfaz a condicdo (PS), com ¢ =

inf J/\(U)
uEWOI’qQ
De fato, seja (u,) uma sequéncia (PS)., segue da coercividade de Jy que (u,) é limitada.

Entao existe u € Wol’q, tal que, u,, — u em Wol’q(Q)-

Assim, de (a1),(a4) e (2.1]); seguindo a demonstracao do Teorema [3.4] obtemos

Cllu, — u||3v1,q < / (a(|Vua ") [ Vu, P>V, — a(|Vul?)|[VulP*Vu) (Vu, — Vu)dz
0 0
= o,(1),
(3.11)

isto é, ||u, —ul \Wol,q = 0,(1). Portanto em consequéncia do Principio Variacional de Ekeland,
. 1, o . , ..

existe w € Wy(Q), tal que ¢ = Jy(w) = inf,cpiaq) Jx(u), onde w é ponto critico de Jy, e

segue da demonstragao do Teorema que w € solucao nao trivial para A > A\**.

0
Caso 2: 2<p<m<qg<qgiou2<p<m=qg<m*=q".

Primeiramente estudaremos o caso 2 < p < m < ¢q e em seguida o caso 2 < p < m = q.

Caso 2.1 -2<p<m<qg<q’.

Verificaremos agora a existéncia de uma constante positiva \*, tal que, para todo A €

(0, A*), a unica solugao para o problema (P) é a trivial, isto é, u = 0.

Teorema 3.9. Suponha que a € C*RT R") satisfaz (ay) com 1 < p < m < q < q*.
Entao, existe \* > 0 tal que o problema (Py) ndo possui solu¢ao fraca nao trivial para todo

A € (0,X%); isto €, qualquer \ € (0,\*) ndo é um autovalor generalizado para (Py).
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Demonstracao. Suponha, por contradicao, que existe u uma solucao fraca nao trivial do

problema (Py). Entao
/a(|Vu|p)|Vu|pdx: /\/ [ dz.
Q Q
Pelo lado esquerdo de (a;) e desigualdade de Poincaré temos
&C|lull; + & ullf < Gollullfnn + &llullfyra < Allull
onde C' e C’ denota a constante de Poincaré. Desde que p < m < ¢, pela desigualdade de
interpolagao temos
[lulli < Ml P lull§ =",

= % + =9 de modo que, pela desigualdade de Young, temos

com f € (0,1) e 7

1
[lully < Olfullp + (1 = ) [ul[3-

Consequentemente

(A0 = &) [ullp + (A1 = 0) = &C)|Jul[§ = 0

e se escolhermos A\ tal que

. [&C &
A — ="
< mln{ g (1 — 9)
obtemos a contradi¢do. Entao, u = 0 é a tinica solugao de (P). [

Por outro lado, verificaremos que, para A suficientemente grande, o funcional .J, é fraca-

. , . . , . 1 . s 7
mente semicontinuo inferiormente, e também coercivo em W;,?(Q), isto é, pelo Método de
Minimizagao existe uma solugdo fraca nao trivial para o problema (P)). Assim, enunciamos

o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 3.10. Suponha que a € C*(RT,R") satisfaz (a1) e (a3) com1 <p<m < q < q*.
Entao, existe \* > 0 tal que o problema (Py) possui ao menos uma solugdo fraca ndao trivial

para X € (A\*,4+00), suficientemente grande.

Demonstragao. De fato, desde que m € [1,¢*), segue de (3.4]) e por imersao de Sobolev

1 A
Ja(u) = g/QA(IVu]p)dx—E/Q]u\mdx
50 p fl q A m
> Dl + Sl - 2l
§101 11a A m
> EI|U|IW3,q—ECIIUI|W(},q, (3.12)
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para todo u € Wy?(Q). Assim como na demonstracio do Teorema 3.3 denotamos o lado
direito da desigualdade por Q(]|ul |W01,q) verificamos que J) é coercivo e, por imersao compacta
e crescimento subcritico , ¢ fracamente semicontinuo inferiormente em VVO1 9(Q) para
todo A > 0. Portanto existe um ponto minimo w € Wol’q(Q) tal que

JA(’LU) = inf J)\(u)

ueW,9(Q)

isto é, w é uma solugdo fraca para o problema (P,), para todo A > 0.

Verificaremos agora que a solugao é nao trivial para A suficientemente grande. De fato,

fixado v € W, () temos

52 53 A m
T(w) € (@) < 2ol + 2llellly, — S llE. <0
para A adequado, ou seja, w é uma solucao nao trivial para problema. O

Observe que diferente dos casos anteriores nao é possivel estipular uma constante A**, de
forma a garantir que todo A > \** seja um autovalor generalizado para o problema (Py).
Agora substituindo a hipétese (a3) por (a4), utilizaremos o Principio Variacional de Eke-

land para demonstrar o seguinte resultado

Teorema 3.11. Suponha que a € C*(RT,R") satisfaz (a1) e (ay) com1 <p<m < q<q*.
Entao, existe \* > 0 tal que o problema (Py) possui ao menos uma solu¢do fraca nao trivial

para A € (\*,4+00), suficientemente grande.

Demonstracao. Pela demonstracao do Teorema temos que J, € CH(Wy?(Q),R") é limi-
tado inferiormente e coercivo em W14(Q), e também se verifica que Jy satisfaz a condicao
Palais-Smale com nivel ¢ = inf, 1.0 Ja(u).

Assim, por consequéncia do Principio Variacional de Ekeland (Ver Apéndice, Corolario
, existe w € W,4(Q), tal que ¢ = Jy(w) = inf, o) Jr(u), onde w é ponto critico de Jj,
e segue da demonstracao do Teorema [3.10| que w € solucao nao trivial para A suficientemente

grande.

O
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Caso 2.2-2<p<m=qg<m’=q".
Nesta se¢ao buscaremos solugoes fracas para o problema (P,), dado por:

—div(a(|VulP)[VuP72Vu) = Mul"?u em  Q,

(P =
u = 0 sobre 09,

via Teorema do Passo da Montanha. Mas, semelhante aos casos anteriores, verificaremos a
existéncia de um limitante inferior para todo autovalor A associado ao problema, ou seja,
(Py) possui apenas solugao trivial, sempre que 0 < A < A*; onde A* é um real positivo. Logo,

segue o seguinte resultado:

Teorema 3.12. Suponha que a € CY(RT,RT) satisfazendo (a1) com 1 < p < m = q <
m* = q*. Entao, existe \* > 0 tal que, o problema (Py) nao possui solu¢do fraca nao trivial
para todo X € (0, ], isto €, existe \* > 0, tal que, o intervalo (0, \*] nao contém autovalor

generalizado de (Py).

Demonstra¢ao. Suponha que u é uma solucao fraca nao trivial, isto é,

/ o |Vul?)| Vulde = A/ luf7dz.
0 0
Pelo lado esquerdo da hipétese (a1) temos

&l VulP + & Vul? < a(|Vul?)|[Vul?
&olullyyo + Gllallys < [ aVal)Vupds
ou ainda,
&ollullo + alllfy0 <A [ fultde

Logo, por imersao de Sobolev obtemos

q q
ngU’HWOLq < >\1(q> HUHWDl,q?

isto é, se u é nao trivial temos

51/\1 =A<\

Assim, concluimos que se 0 < A < \* entao u = 0. O]
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Em busca de uma maior completeza deste estudo, verificaremos a seguir, que se a fungao
a satisfaz a hipétese (as), teremos outro limitante inferior para o autovalor A associado ao
problema (P,), isto é, para todo A € (0, ¢*) a tinica solugao para o problema (Py) é a trivial.

Mas para tal considere o seguinte resultado:

Lema 3.1. Para todo u € W, 9(Q) temos
[ullg < Cllulliga, i
onde t € (0,1) e C € uma constante real positiva.

Demonstra¢ao. Note que para p < ¢ < ¢* et € (0,1) temos

isto é, % e q(l 5 sdo expoentes conjugados com t € (0, 1).

Assim, para todo u € Wy(€), pela desigualdade de Holder temos

/|u|qu - / |u|qt]u|q(1_t)dx < (/ |u’pdx> P (
Q Q Q Q

lt)

11(1:’3)

isto é,

Por imersao continua de Sobolev temos

1 t)
<CIIUII‘ﬁlpIIU|Iq

[lullg

]

Proposigao 3.1. Assumindo as hipdteses (a1), (as) e (as), se A > X\* onde \* > &\ temos
que X € autovalor de (Py), isto €, para cada A > \* existe uma solu¢do fraca nao trivial

associada.

Demonstragdo. De fato, considere o funcional g : W, ?(Q) — {0} — R” e o real g* dados por

Jo a(|VulP)|VulPdz )
U . gx = inf u),
olu) = Jo lultdz g ueW()l’q(Q),uyéOg( )

onde, para qualquer v € W,9(Q) — {0}, por (a;) temos
fg/ \VulPdx + §1/ |Vu|lde < / a(|Vul?)|VulPdz.
Q Q Q
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Logo,
Jo a(|VulP)|VulPdz

- - Jo, a(|VulP)|Vu|Pdz
P W R
> nf o fQ |VulPdz + & fQ |Vu|ldx
wew () Jo, [uladz
q
> it & fQ |Vu|ldx

wewla@) [ lul?dx

&1 fQ [Ai(q)us|dx
Jo, lur]2dz

= &iM(g),

onde A\;(q) é o autovalor associado a u;. Assim segue do resultado acima que g é limitado
inferiormente em W, () — {0} e g% é um real positivo.
Agora suponhamos que exista A > 0 e uma solucdo fraca nao trivial associada v, €

Wy (), para o problema (Py), de modo que A < g%. Logo,

/a(\Vv,\|p)]Vv,\\pdx—)\/\v,\\quzo.
Q Q

Assim temos
Jo a(IV[P)|VulPdz " Jo a(IVul?)|VulPde

fQ |v]7dx T ueWy () fQ lul9dx

gx >\ =

o que é uma contradi¢do. Logo, nao existe autovalor no intervalo (0, gx), e como jé foi visto
g* = &i\(q).

Afirmacgao: g* nao é autovalor para o problema (Py). Para a verificacao desta afirmacao,
mostraremos que o infimo de g é atingido e chegaremos a um absurdo, ao supor que g* é
atingido com uma solugao nao trivial.

De fato, observe que g ¢ C! e fracamente semicontinuo inferiormente, e também limi-
tado inferiormente. Assim seja (u,) uma sequéncia minimizante em VVO1 9(Q) — {0} tal que
g* = lim,,_,, g(u,). Note que (u,) é limitada pois, desde que g(u,) é uma sequéncia real
convergente temos que é limitada, isto é, g(u,) < C. Por outro lado, do Lema e (ay)

obtemos

Sollunl[fy1p + &ullunllfa
t)

|"t

1 1p||un||q
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Consequentemente (u,,) é limitada, caso contréario g(u,) — +00 quando n — +00, o0 que
é uma contradicdo, ja que, g(u,) < C. Entdo existe u € Wy%(Q) tal que u, — u em W,?(Q)

e, por g ser fracamente semicontinuo inferiormente temos

g(u) <lim inf g(u,),

n—-+o0o
e portanto g(u) = gx.
Supondo u # 0 teremos que u é um ponto critico para g, ou seja, (¢'(u),v) = 0 para todo
v € W, (Q).
Note que, denotando [, a(|Vul?)|VulPdz = A(u) e [, |u|?dx = B(u), teremos a derivada de
Gateux de g(u) dada por

A'(w)vB(u) — A(u)B’(u)v.

g,(u)v = B(u)2

Desde que u é ponto critico de g temos
A'(u)vB(u) = A(u)B'(u)v,

ou ainda

Pela regra do produto e da cadeia temos
Allu)y = /pa'(|Vu|p)|Vu|p_2Vqu|Vu|p + pa(|Vul?) | VulP~*VuVvdas
v

= p/ (' (|Vul?) [Vul? + a(|Vul?))|VulP > VuVudz
Q

B'(u)v = q/ |lu|? *uvdz.
0
Logo,
p/ [ (|Vul?)[Vul’ + a(|Vul")]|VulP 2 VuVods = g*q/ lu|??uvdz,
0 0

e, desde que supomos, por contradi¢ao, que g* é um autovalor com u # 0 a autofuncao

associada, temos
(S5 (u),v) = /Qa(|Vu]p)|Vu\p2Vu.Vvdx —q /Q |u|*uvdr = 0

isto é,

/ pa (V) [Vl — (q — p)a(|VulP)] |Vl 2VaVodz = 0
Q
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para todo v € W,4(Q). Pela hipétese (as)
pa'(|[Vul)[Vul’ < (q — p)a(|Vul),

dai concluimos que u = 0, e assim obtemos a contradi¢ao. Portanto g+ nao é um autovalor
para (Py).
O

A seguir verificaremos que o funcional energia Jy associado ao problema (P)), satisfaz as
geometrias do Teorema Passo da Montanha (versao de Ambrosetti-Rabinowitz). E de modo

a garantir a existéncia de solucao fraca, verificaremos também, que o funcional satisfaz a

condigao (PS)..

Lema 3.2. Assumindo (a1) e 1 < p <m = q < m* = q*. Entdo, para cada X\ > £\ (q), o

funcional Jy satisfaz as sequintes condi¢oes:

(J1) Existem p,a > 0 tal que
Ja(u) > a, para todo u € Wy (Q) de modo que ||u|| = p;

(Jy) Eriste e € Wy '(Q), tal que, ||e|| > p verificando Jy(e) < 0.

Demonstragio. (J;) Seja u € W, () e lembrando que ||u|| = [ullyar + [lullyra. Por (a1)
e o Lema (3.1]) temos

50 P 51 q A q
Ia(u) = ;HUHWOLP + EHUHWOLQ - EHUHL‘Z
&1 A
> EH“H?,VOL(; - E||U||%q
L Gy,

1-t
-l = Clll el s

& 1-¢
= Sl o = Al ),
escolhendo
[ul gz = €

temos

&1 1t
() 2 2l ., = AC"e).
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Claramente, para HUHWOLq =(1+ )\C’eqt)é obtemos

1—
I(u) > a= é(1 + )\C'eqt)Tt >0

q

para todo u € Wy ?(Q) tal que ||u|| = p = (1 + AC’eqt)ﬁ T

(J2) Denotamos por ¢ a autofungao normalizada, associada ao primeiro autovalor A;(q) de

um problema ¢-Laplaciano como abaixo
—div(|[Ve|"*V ) = M(q)0] %6, em Q,

e Jo|Vé|9dr = 1. Assim, tomando ¢t > 0, por [, |¢[?dx = %, temos

tP » td q e g

B(t) < alldlla + —Eallelly, — Aolloll
U N

< Zalloll + =6l = Aol

tP t4 A
< = P — (& -2,
< p@||¢||wg,p+q(5s A1)

Desde que A > &3M1(q) entao Jy(t¢p) — —oo quando t — +oo. Logo, existe t* > 0 tal
que Jy(t*¢) < 0, onde denotamos t*¢ = e.
L]

Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha existe uma sequéncia Palais-Smale de nivel

— inf Ja(n(t
¢= Inf max A(n(1)),

com I' = {n € C([0,1], Wy (Q)) : n(0) = 0 e Jx(n(t)) < 0}. A partir daqui, buscamos provar
que J) satisfaz a condi¢ao (PS)., seguindo um roteiro padrao, comegando pela limita¢ao da

sequéncia Palais-Smale (u,). Mas note que
1 1 1
4 on > Jy(tn) — (T (), ) = © / A(| Vg Pz — - / o[Vt |P) [Vt Pz
q b Ja q.Jo

nao garante a limitagao da sequéncia (u, ), pois sendo m = ¢ nao temos a garantia da hipStese

(az), logo nao sabemos se existe « tal que
1
—al|Vun|[")[Vun|” < A(|Vun )
a

11 .
de modo que i 0 como veremos mais detalhadamente no Teorema 1}

Assim, adicionando como hipdtese a limitacao da sequéncia (PS5).., existe uma subsequéncia
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U, — u em Wol’q(Q). Desde que p < ¢ e por (a;),(ay) e (2.1)), seguindo o roteiro da demon-

stracao do Teorema temos a convergeéncia forte
Cllun — ul[] 1, < / (a(|Vua ") [ Vu, [P~ Vu, — a(|VulP)|[VulP>Vu) (Vu, — Vu)dz = 0,(1).
0 Q

Portanto u é ponto critico de Jy, para todo A > A** = max{&1A1(q), &3 1(9) }-

Assim, enunciamos o seguinte resultado

Teorema 3.13. Suponha que a € C*(RT,R") satisfazendo (ay), (as) e (as) com 1 < p <
m = q < m* = ¢ e toda sequéncia (PS). limitada em X. Entdo, existe \** > 0 tal que
o problema (Py) admite tanto uma solugao fraca trivial quanto uma nao trivial para todo
A€ (A, +00). Em particular, (\**,+00) com A* > 0 contém um autovalor generalizado

para (Py).

Caso 3: 2<p<qg<m<q.
Para a demonstracao dos proximos teoremas utilizaremos o seguinte lema:

Lema 3.3. Assumindo (ay). Entao, para cada A > 0, o funcional J\ salisfaz as sequintes

condicoes:
(J1) Ezistem p,a > 0 tal que

Ja(u) > o, para todo uw € Wy Q) : |Ju|| = p;

(Jo) Eziste e € Wy (), tal que, ||e|| > p verificando Jx(e) < 0.
Demonstragao. (J;) Por (a;) temos que

A
Ja(u) > @/|Vu|pdx+é/wu\qu——/]u\mdx
P Ja q Ja m Jo

A
> Cullfullyss + lullls) = lfull

Tomando 0 < [|ul]| = p < 1, desde que p < ¢ temos [[ull] 1, < [[u[[} ., portanto
0 0

I(w) = Cilllulls + [ullfye) = CaAllul™.
= Colful|" = CoAl[ul[™.
= Cyp? — Cu\p™ > 0.
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(J2) Fixado v € C§°(2) com v > 0 em €, a partir de (a;) temos

t? At™
T (t0) /|v P + 53/|v 9dg — 2 /|v|mdx

Desde que p < g < m existe ¢ > 1 tal que e = tv satisfazendo Jy\(e) < 0 e |le|| > p.

Caso 3.1 -2<p=qg<m<p'=q’.

Teorema 3.14. Assumindo (a1),(az) e (ag) e 1 < p=q <m < p* = ¢". Entdo para todo

A > 0 existe uma solugdo fraca trivial e uma nao trivial para (Py). Em particular, existe um

conjunto continuo de autovalores generalizados positivos para (Py).

Demonstragdo. Segue do Lemal[3.3] que J), satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Entao

existe uma sequéncia Palais-Smale (u,,), tal que,

JX(UH) — C

5 (un) — 0,
com

= inf J
c= ;gmem[% A(n(1))

com T’ = {n € C([0,1], Wy"(Q)) : 1(0) = 0 e Jr(n(t)) < 0}.

Verificaremos agora que satisfaz a condigao (PS).. De fato, de (a1) e (az) temos

1
_ > — LT
& Op, = J)\(un) m <J)\(un)7un>
1 1
> —/A(\Vun]p)das——/a(\Vun|p)]Vun\pda:
D Ja m.Jjo
(az2) 1 1
> (———)/a(\Vun|p)]Vun|pda:
pa—mj Jo

2 Cllunlltys + Colln .
= (01+C2)Hun|\?4,01,q7

. , T . 1 ~ .
isto é, (uy) é limitada em W;,?(Q). Logo u, — u a menos de uma subsequéncia.

(3.13)

Portanto seguindo os passos da demonstragao do Teorema temos a convergeéncia forte

U, — u em Wy?(Q), onde, f(u) = ¢ > 0 e |f'(u)] = 0, isto é, u é uma solucio fraca nio

trivial para J.
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Caso0 3.2-2<p<qg<m<p*=q".

Teorema 3.15. Assumindo (ay),(az) e (ag) e 1 < p < ¢ < m < ¢*. Entdo para todo
A > 0 existe uma solugdo fraca trivial e uma nao trivial para (Py). Em particular, existe um

conjunto continuo de autovalores generalizados positivos para (Py).

Demonstragao. Assim como no teorema anterior temos pelo Lema[3.3|que existe uma sequéncia
Palais-Smale (u,), tal que,

Ia(up) = ¢

5 (u,) — 0,

com

— inf Ja(n(t
¢ = Inf max A(n(1))

com T' = {n € C([0,1], W, *(2)) : n(0) = 0 e Jx(n(t)) < 0}.
Verificaremos agora que (u,) é limitada, suponhamos por contradi¢do que nao seja, isto é,

||un|| = 0o. Assim, temos as seguintes possibilidades:
L el < K e fJunllyge — oo
2. ||un||W01,p — 00 e ||Un||W01,q < K;
3. ||un||W01p — 00 e ||un||W01q — 00.

Note que por (aq) e (az) temos

1
¢ = 00 2 Ta{ttn) = — {3 (tn), ) 2 Cilltn] s+ Colltnl

b 1
WP

o que contradiz os casos 1 — 3. Logo, ||un||W01p e ||un||W01q sdo limitados, isto é, ||u,|| é
limitado.
Portanto, pela demonstracao do Teorema m, temos que exite u € VVO1 () uma solugao

fraca nao trivial para o problema (Py). O
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Apeéendice

Apresentaremos aqui alguns resultados importantes usados nesta dissertacao.

Teorema 3.16. (Ver Teorema 9.16, [7]) Seja Q limitado e de C'. Entdo temos as sequintes

1mmersoes compactas:

1
e WI(Q)C L'(Q) Vrel[l,g), onde =_——, se p < n;
e W (Q)C L'(Q) Vrelg+00) se p=n;

e W (Q)CC(Q) se p>n.
Em particular Wy9 C LU(Q) com imersio compacta para todo q(e todo n).

Teorema 3.17. (Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja E um conjunto mensurdvel do R™ e seja (f;) uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal
que

fi(x) = f(z) quase em toda parte em E,

onde f € uma func¢io mensurdvel. Se existir uma fungio g € L'(E) tal que
|fi(x)] < g(x) quase em toda parte em E,

entao

lim [E £ (2)d = /E F(@)da.

Teorema 3.18. (Vainberg)
Sejam (f;) uma sequéncia de funcoes em LI(Q2) e f € LI(S2) tais que

fi = f em LY(Q).
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Entao, existe (f;,) C (f;) e uma fungdo g € LY(S2) tal que

|fi.(x)| < g(z) quase em toda parte em €2

[ (@) = f(z) quase em toda parte em S

Proposigao 3.2. (Ver [10], Lema 2.4) Seja a : RY — R™ uma funcao de classe C* tal que,

satisfaz as hipdteses (a1) e (aq). Entdo para p < q temos
Cla —y|* < (a(|z[")|z["~%z — a(ly")[yl" "y, 2 — y) ,
para todo x,y € R”

Demonstracao. Observe que pelo produto interno no R” temos
(a(l[")|=[P~2x — ally[") |y y, 2 — y) = Z (2P " ~22; — allyl") |y ~y;) (z; — y;)

e para todo z,& € R™ temos pela derivada parcial do produto

n 8 n n
> oz )68 = (0 =2) > allzP)ziz&i; + Y al|=P) = 720,56¢,

)

ij=1 ij=1 ij=1
+p Z (|2[P) |22~ 22,5
i,7=1
Desde que
n n 2
Z 2285 = (Z Zj&)
ij=1 j=1
temos

n

2 aa (all=") =285 = <Z zj&) |27~ [(p—2)a(|2) +pa(|2) 2] +a(|2I7) | 1”2 ]

ij=1 =1
(3.14)

Por (a4) temos t — a(t?)tP~2 crescente, isto é,
0 < [(p = 2)a(|=l”) + pa'(|[7)|["]| 2"~ (3.15)

De (B-14) e (B-15) temos
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a a(|2”) 21" 2;)€i85 > a(l21”) |27 *[¢)*. (3.16)

i,0=1
Note que, se |y| > |z| temos

1 ) 1 1
[yl = Slz —yl owainda [y[ - 2|z —y[ = Zlz —yl.
Logo, para t € [0, 1] temos
1
ly+tlz —y)l 2yl —tle —y| = Jlo —yl,

tomando z =y +t(x — y) e £ = x — y. Pela regra da cadeia temos

d ) d
g 2 @28 = D0 o (alleP)la )87 (=)
j=1 i,j=1
"9
D P CERIE IS

1,j=1

Assim, temos

/ Z a(|z|P)|z]P~ 22])5351 (817)
- Ejmwwww*%ﬁi

L j=1 0

- n 1

= D (ally+tlx = )Py + tle — y)P>(y; + tx; — ) (x5 — y5)

_j_l 0

Z ()P~ — ally )|y~ y;) (25 — v;)

Segue de e para todo t € [0, §]
(alz[")]l"*z — a(lyP)yl"?y,x —y) > ally =tz — y) ")y — t(z — y) |z — yI*
por (a;) obtemos

a(ly — t(x — ")y — tlx = y)PPe -yl

v

(Go+&ly+tz— )y — tlz — y)|P |z —y)?
Gly +tx—y) | Ply — tlz — y)|P |z — y)?

Gly 4tz — )|z — y)?

Y

= Sy -y
> Clz —yl|% (3.18)
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Provando a tese.
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