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Não-Locais com Condição de
Fronteira Integrais

Diogo Moan Lobato Tavares

BELÉM
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Resumo

Neste estudo, usaremos métodos variacionais aliados a Teoria de Morse para investigar a

existência e multiplicidade de soluções para Problemas Eĺıpticos Não-Locais com Condição

de Fronteira Integrais do tipo

(P ) =


M(||u||2)(−∆u+ u) = f(x, u) em Ω,

M(||u||2)
∂u

∂η
= g(x, u)

∫
∂Ω

G(x, u)dσ em ∂Ω

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, M : R+ → R, f : Ω × R → R

e g : ∂Ω × R → R são funções dadas e satisfazendo certas condições apresentados

oportunamente dependendo do caso. Além disso, consideramos

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s)ds.

Palavras chave: Kirchhoff, Condição de Fronteira Integral, Condição de Neumann, Teoria

de Morse, Variedade de Nehari.
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Abstract

In this study, we will use variational methods allied to Morse Theory to investigate

existence and multiplicity of solutions for Non-Local Elliptic Problems with Integral Border

Condition of type

(P ) =


M(||u||2)(−∆u+ u) = f(x, u) em Ω,

M(||u||2)
∂u

∂η
= g(x, u)

∫
∂Ω

G(x, u)dσ em ∂Ω

where Ω ⊂ RN is a bounded and regular domain, M : R+ → R, f : Ω × R → R and

g : ∂Ω×R→ R are given functions satisfying certain conditions presented timely depending

on the case. In addition, we consider

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s)ds.

Keywords: Kirchhoff, Integral Border Condition, Neumann Condition, Morse Theory,

Nehari Manifold.
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Índice de Notações

Ω, | Ω | e ∂Ω são, respectivamente, o fecho, a medida e a fronteira do conjunto Ω.

L2(Ω) =

{
u : Ω −→ R; u é mensurável e

∫
Ω

|u|2dx < +∞
}

.

‖u‖2 =

(∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

é a norma usual em L2(Ω).

〈u, v〉 =

∫
Ω

(∇u∇v + uv)dx é o produto interno usual em W 1,2(Ω).

‖u‖ =

(∫
Ω

(|∇u|2 + u2)dx

) 1
2

é a norma usual em W 1,2(Ω).

W 1,2
0 (Ω) é espaço das funções u ∈ L2(Ω) tal que ∇u ∈ L2(Ω) e

∫
∂Ω

udx = 0.

〈u, v〉0 =

∫
Ω

∇u∇vdx é o produto interno usual em W 1,2
0 (Ω).

‖u‖0 =

(∫
Ω

(|∇u|2)dx

) 1
2

é a norma usual em W 1,2
0 (Ω).

S(Ω, 2, q) = inf
u∈W 1,2(Ω)\W 1,2

0 (Ω)

∫
Ω

(|∇u|2 + u2)dx(∫
∂Ω

|u|qdσ
)2/q

é a melhor constante de Sobolev da

imersão compacta W 1,2(Ω) ↪→ L2(∂Ω).

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

é o operador Laplaciano aplicado a função u.

un −→ u convergência forte (em norma)

un ⇀ u convergência fraca
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Introdução

Neste trabalho, utilizaremos Métodos Variacionais e Teoria de Morse para investigar

existência e multiplicidade de solução para problemas eĺıpticos não-locais sob condições de

fronteira integrais do tipo Kirchhoff sob a forma

(P )


M(||u||2)(−∆u+ u) = f(x, u) em Ω,

M(||u||2)
∂u

∂η
= g(x, u)

∫
∂Ω

G(x, u)dσ em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e regular, M : R+ → R, f : Ω × R → R e

g : ∂Ω×R→ R são funções dadas e satisfazendo certas condições apresentadas dependendo

do caso. Em todos os casos consideraremos

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e G(x, t) =

∫ t

0

g(x, s)ds.

O problema (P ) é denominado não-local devido a presença do termo M(||u||2) não

ser calculado pontualmente. Algumas classes interessantes de problemas do tipo Kirchhoff

com condição de fronteira integrais, tais como (P ), foram estudadas de diversas formas

em [22]. Grande parte dos trabalhos relacionados a Equação de Kirchhoff estudaram-na

sob condições de fronteira homogêneas de Dirichlet. O primeiro a utilizar argumentos de

Análise Não-Linear para explorar os problemas não-locais do tipo Kirchhoff foi Lions em

[20]. Ressaltamos que existem diversos trabalhos sobre a equação de Kirchhoff usando

método variacional, ver por exemplo [2], [3], [10], [11], [5], [16], [24] e [21] dentre outros.

Além de ser do tipo Kirchhoff, uma outra caracteŕıstica de (P ) é ter fronteira do tipo

integral. Wang [27] estuda problemas de Dirichlet com condição de fronteira integral da

2



Sumário 3

forma 
Lu = −

N∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= f(x, u) em Ω,

u(x) =

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy em ∂Ω,

(0.1)

em que o núcleo K(x, y) é uma dada função. São estudados por Wang problemas de

autovalor como, por exemplo,
Lϕ = λϕ em Ω,

ϕ = K

∫
Ω

ϕ(y)dy em ∂Ω
(0.2)

em que λ > 0 é um parâmetro real e K(x, y) = K é constante, existência de soluções para

os casos linear e semilinear usando Prinćıpios de Comparação e Teoria de Semigrupos. Em

Kavallaris-Tzanetis [17] é estudado o problema

ut = ∆u+
λf(u)(∫

Ω

f(u)dx

)p em Ω× (0,+∞),

∂u

∂η
+ βu = 0 em ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

(0.3)

onde 0 ≤ β = β(x) < +∞, β ∈ C1+α(∂Ω), α > 0, Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domı́nio

limitado, p > 0 e f é uma função positiva, crescente e limitada, λ é um parâmetro com

caracteŕısticas f́ısicas. Por exemplo, quando N = 1 e p = 2, a equação (0.3) modela o

aquecimento Ohmico1 e, nesse caso, λ é proporcional ao quadrado da diferença de potencial

aplicado entre os extremos do circuito considerado.

Dessa forma, tais problemas são abordados devido o fato de ter uma variedade

relevante de situações f́ısicas que acarretam algumas dificuldades matemáticas interessantes

e que podem contribuir para resolver problemas aplicados a melhorar certos processos

tecnológicos.

1A demanda por produtos minimamente processados de alta qualidade tem aumentado nas últimas décadas. O aquecimento
Ohmico se destaca como uma promissora tecnologia para substituir o tratamento térmico convencional, tais como a
pasteurização e a esterilização comercial. O aquecimento Ohmico é um processo onde se aplica corrente elétrica, por meio de
eletrodos, com o objetivo de aquecer o produto. O calor gera-se internamente devido à resistência elétrica do mesmo, em que
a taxa de geração de calor depende da diferença de potencial (voltagem) aplicada, e da condutividade elétrica do produto.



Sumário 4

Mais especificamente nesta dissertação, motivado por [19] e [7], usaremos Métodos

Variacionais para mostrar a existência de solução para os problemas semilineares

(P1)


M(||u||2)(−∆u+ u) = f(u) em Ω,

M(||u||2)
∂u

∂η
= f(u)

∫
∂Ω

F (u)dσ em ∂Ω,

e

(P2)


M(||u||2)(−∆u+ u) = |u|p−2u em Ω,

M(||u||2)
∂u

∂η
= λ|u|q−2u

∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ em ∂Ω.

Para o problema (P1) foi posśıvel aplicar a Teoria de Morse para mostrar multiplicidade

de solução. No entanto, com o problema (P2) tivemos dificuldade em aplicar a Teoria de

Morse, principalmente pelo fato do ponto 0 não ser um ponto critico não-degenerado do

funcional associado ao problema (P2).

Inicialmente, no caṕıtulo 1 fazemos a caracterização variacional de ambos os problemas,

em seguida, apresentamos alguns conceitos e resultados da Teoria dos Pontos Cŕıticos que

serão utilizados no trabalho como Prinćıpio Variacional de Ekeland, Teorema do Passo da

Montanha e Variedade de Nehari. Também apresentamos uma noção básica a respeito da

Teoria de Morse para que possamos aplicá-la no problema (P1).

No caṕıtulo 2 na seção 2.1 mostramos que existe uma solução positiva para o problema

(P1) utilizando o Teorema do Passo da Montanha. Já a seção 2.2 aplicamos a Teoria de

Morse para mostrar a existência de pelo menos três soluções para o problema (P1).

Ao longo caṕıtulo 3, analisamos as condições sobre o problema (P2) e o dividimos em

três casos, onde foi posśıvel mostrar a existência de solução para cada caso. Na seção 3.1

estudamos os dois primeiros casos, onde usamos o Prinćıpio Variacional de Ekeland para

mostrar a existência de solução não trivial para o problema. Já na seção 3.2 estudamos o

terceiro caso e utilizamos a Variedade de Nehari e o Método de Fibração para encontrarmos

uma solução não trivial.



Caṕıtulo 1

Caracterização Variacional dos

Problemas

Neste caṕıtulo apresentamos um breve sumário de resultados recentes da teoria dos

pontos cŕıticos e dos métodos variacionais que utilizaremos. Faremos uma breve exposição

sobre a Teoria de Morse e de como pretendemos aplicá-la. Entendemos por métodos

variacionais as técnicas usadas para demonstrar que um determinado funcional atinge um

ponto cŕıtico, em que encontrar este ponto equivale a determinar uma solução fraca para

uma certa equação diferencial relacionada com o funcional.

Seja X um espaço de Banach real e seja I : X → R um funcional continuamente

diferenciável, isto é, I ∈ C1(X,R). Dizemos que u ∈ X é um ponto cŕıtico do funcional I

se

I ′(u)ϕ = 0 (1.1)

para toda ϕ ∈ X, em que I ′(u) denota a derivada de Fréchet. Nesse caso, o correspondente

número c = I(u) é chamado de valor cŕıtico de I ou ńıvel cŕıtico de I. Veremos que na

aplicação da teoria dos pontos cŕıticos às equações diferencias, determinar um elemento

u ∈ X que verifica (1.1) é equivalente a determinar uma solução fraca para uma certa

equação diferencial relacionada com o funcional.

Veremos que os problemas (P1) e (P2) possuem estrutura variacional. Com isso

5



6

queremos dizer que tais problemas podem ser reformulados de maneira que a existência

de solução pode ser obtida através da aplicação dos resultados da teoria de pontos cŕıticos.

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e regular, consideremos o problema

(P1)


M(‖u‖2)(−∆u+ u) = f(u) em Ω,

M(‖u‖2)
∂u

∂η
= f(u)

∫
∂Ω

F (u)dσ em ∂Ω,
(1.2)

em que N ≥ 3, M : R+ −→ R e f : R −→ R+ são funções cont́ınuas satisfazendo

M é não-crescente e M(0) = 1. (M1)

Existem constantes m2, t2 > 0 tais que 0 < M(t) ≤ m2, se t ≥ t2. (M2)

M(t2)t −→ +∞ se t −→ +∞. (M3)

f(0) = 0, f(t) > 0 se t > 0 e |f(−t)| ≤ f(t) se t > 0. (f1)

lim
t→0

f(t)

t
= l, em que l > 0. (f2)

lim
t→+∞

f(t)

tq−1
= 0 onde 2 < q < 2∗ =

2N

N − 2
ou 2 < q < 2∗ =

2(N − 1)

N − 2
. (f3)

Sejam λ1 < λ2 < ... os autovalores de (−∆,W 1,2
0 (Ω)) Suponhamos também que

λj < f ′(0)− 1 < λj+1, para algum j ≥ 1. (f4)

Multiplicando ambos os membros das equações em (P1) por uma função teste ϕ ∈

W 1,2(Ω) e integrando temos
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(i) −M(‖u‖2)

∫
Ω

∆uϕdx+M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx =

∫
Ω

f(u)ϕdx

(ii) M(‖u‖2)

∫
∂Ω

ϕ
∂u

∂η
dσ =

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
.

Aplicando a identidade de Green em (i) temos

−M(‖u‖2)

(
−
∫

Ω

∇u∇ϕdx+

∫
∂Ω

ϕ
∂u

∂η
dσ

)
+M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx =

∫
Ω

f(u)ϕdx

e segue de (ii) que

M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
+M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx−
∫

Ω

f(u)ϕdx = 0.

Assim, uma solução fraca para o problema (P1) é definida como sendo uma função

u ∈ W 1,2(Ω) que verifica a identidade integral acima para toda função teste ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Desta forma uma solução fraca para o problema (P1) é ponto cŕıtico do funcional

I : W 1,2(Ω) −→ R se, e somente se, o funcional satisfaz

I ′(u)ϕ = M(‖u‖2)

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ) dx−
∫

Ω

f(u)ϕdx−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
.

(1.3)

para toda função teste ϕ ∈ W 1,2(Ω). Logo, um candidato natural a funcional associado ao

problema (P1), cuja a derivada no sentido de Frechet dada por (1.3), é da forma

I(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

(1.4)

Com

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Proposição 1.1. Seja Ω um domı́nio limitado do RN com N ≥ 3, M : R+ −→ R e

f : R −→ R+ funções cont́ınuas satisfazendo as hipóteses (M1), (M2), (M3), (f1), (f2) e

(f3). Então o funcional I : W 1,2(Ω) −→ R dado em (1.4) é de classe C1(W 1,2(Ω),R), com

I ′(u)ϕ = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx−
∫

Ω

f(u)ϕdx−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ
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∀u, ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Demonstração. Consideremos I(u) =
1

2
J1(u)− J2(u)− 1

2
J3(u) onde

J1(u) = M̂(‖u‖2), J2(u) =

∫
Ω

F (u)dx e J3(u) =

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

.

Mostraremos que J1, J2, J3 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) com

J ′1(u) = 2M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx,

J ′2(u) =

∫
Ω

f(u)ϕdx

e

J ′3(u) = 2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ.

Calcularemos, inicialmente, a derivada de Gateaux DJ1. Para isso, definimos H1(u) = ‖u‖2,

assim temos que DJ1(u)ϕ = M(‖u‖2)DH1(u)ϕ.

H1(u+ tϕ)−H1(u)

t
=
‖u+ tϕ‖2 − ‖u‖2

t

=
〈u+ tϕ, u+ tϕ〉 − ‖u‖2

t

=
‖u‖2 + 2t 〈u, ϕ〉+ t2‖ϕ‖2 − ‖u‖2

t

=
1

t

[
2t

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx+ t2‖ϕ‖2

]
.

Portanto,

DH1(u)ϕ = lim
t→0

H1(u+ tϕ)−H1(u)

t
= 2

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx. (1.5)

Mostraremos agora que H1 é cont́ınuo, com isso DJ1 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência

em W 1,2(Ω) tal que un → u em W 1,2(Ω).

Assim, para cada ϕ ∈ W 1,2(Ω) com ‖ϕ‖ ≤ 1, aplicando a desigualdade de Hölder,
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desigualdade triangular e que W 1,2(Ω) ↪→ L2(Ω) temos

|[DH1(un)−DH1(u)]ϕ| =

∣∣∣∣2 ∫
Ω

∇un∇ϕ+ unϕdx− 2

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx

∣∣∣∣
≤ 2

∫
Ω

|∇(un − u)∇ϕ+ (un − u)ϕ|dx

≤ 2

∫
Ω

|∇(un − u)∇ϕ|+ |(un − u)ϕ|dx

= 2

∫
Ω

|∇(un − u)∇ϕ|dx+ 2

∫
Ω

|(un − u)ϕ|dx

≤ 2‖∇(un − u)‖2
L2(Ω)‖∇ϕ‖2

L2(Ω) + 2‖un − u‖2
L2(Ω)‖ϕ‖2

L2(Ω)

≤ 2‖(un − u)‖2
W 1,2

0 (Ω)
‖ϕ‖2

W 1,2
0 (Ω)

+ 2C‖un − u‖2‖ϕ‖2

≤ 2‖(un − u)‖2‖ϕ‖2 + 2C‖un − u‖2‖ϕ‖

≤
[
2‖ϕ‖2 + 2C‖ϕ‖2

]
‖un − u‖2

≤ [2 + 2C] ‖un − u‖2.

Portanto, usando a norma em (W 1,2(Ω))′, conclúımos que

‖DH1(un)−DH1(u)‖ := sup
||ϕ||≤1

|DH1(un)ϕ−DH1(u)ϕ| ≤ [2 + 2C]‖un − u‖.

Logo, DH1(un) → DH1(u) em (W 1,2(Ω))′ quando un → u em W 1,2(Ω). Portanto,

operador DH1 é cont́ınuo e deste modo, DJ1 é cont́ınuo e temos que DJ1 = J ′1. Assim

J1 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e por (1.5), temos

J ′1(u)ϕ = DJ1(u)ϕ = 2M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx. (1.6)

Agora, vamos calcular a derivada de Gateaux DJ2. Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1,

para cada u, ϕ ∈ W 1,2(Ω), consideremos a função h : [0, 1] −→ R dado por h(s) = F (u+stϕ).

Observe que h′(s) = f(u+ stϕ)tϕ, h(1) = F (u+ tϕ) e h(0) = F (u).

Desde que h é cont́ınuo e diferenciável em (0, 1). Temos, do Teorema do Valor Médio,

que existe c ∈ (0, 1) tal que h(1)− h(0) = h′(c), o que implica∣∣∣∣F (u+ tϕ)− F (u)

t

∣∣∣∣ = |f(u+ ctϕ)||ϕ|.
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Considerando as condições de crescimento de f e usando a desigualdade triangular,

temos

|f(u+ ctϕ)||ϕ| ≤ ((ε+ l)|u+ ctϕ|+ Cε|u+ ctϕ|q−1)|ϕ|

≤ (ε+ l)|ϕ||u+ ctϕ|+ Cε|ϕ||u+ ctϕ|q−1

≤ (ε+ l)|ϕ||u|+ (ε+ l)|ϕ||ctϕ|+ cε|ϕ|(|u|+ |ctϕ|)q−1.

Observe que, como c ∈ (0, 1) e por hipótese 0 < |t| < 1, temos |f(u + ctϕ)||ϕ ≤

ε|ϕ||u|+ ε|ϕ|2 + cε|ϕ|(|u|+ |ϕ|)q−1. Assim,

|f(u+ ctϕ)||ϕ ≤ (ε+ l)|ϕ||u|+ (ε+ l)|ϕ|2 + cε|ϕ|c′(|u|q−1 + |ϕ|q−1)

≤ (ε+ l)|ϕ||u|+ (ε+ l)|ϕ|2 + c′ε|ϕ||u|q−1 + c′ε|ϕ|q.

Note que W 1,2(Ω) ↪→ Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗, utilizando a desigualdade de Hölder,

ε|ϕ||u|+ ε|ϕ|2 + c′ε|ϕ||u|q−1 + c′ε|ϕ|q ∈ L1(Ω). De fato, pois

ϕ ∈ W 1,2(Ω) =⇒ ϕ ∈ L2(Ω), logo |ϕ|2 ∈ L1(Ω)

ϕ ∈ W 1,2(Ω) =⇒ ϕ ∈ Lq(Ω), logo |ϕ|q ∈ L1(Ω), 2 < q < 2∗

u, ϕ ∈ W 1,2(Ω) =⇒ u, ϕ ∈ L2(Ω), assim por Hölder |u||ϕ| ∈ L1(Ω)

u ∈ W 1,2(Ω) =⇒ u ∈ L
q
q−1 (Ω), logo |u|q−1 ∈ Lq(Ω), 2 < q < 2∗

ϕ ∈ W 1,2(Ω) =⇒ ϕ ∈ L
q
q−1 (Ω).

Como q e q/(q − 1) são expoentes conjugados temos por Hölder que |u|q−1|ϕ| ∈ L1(Ω).

Sendo L1(Ω) um espaço vetorial, temos (ε+ l)|ϕ||u|+ (ε+ l)|ϕ|2 + c′ε|ϕ||u|q−1 + c′ε|ϕ|q ∈

L1(Ω) como queŕıamos mostrar.

Além disso, como f é cont́ınua, ao tomarmos uma sequência |tn| → 0 quando n→ +∞,

encontramos

f(u(x) + ctnϕ(t))ϕ(x)→ f(u(x))ϕ(x) pontualmente em Ω.
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Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

DJ2(u)ϕ = lim
tn→0

J2(u+ tnϕ)− J2(u)

tn

= lim
tn→0

∫
Ω

F (u+ tnϕ)−
∫

Ω

F (u)

tn

= lim
tn→0

∫
Ω

f(u+ ctnϕ)ϕ

=

∫
Ω

f(u)ϕ.

De onde conclúımos

DJ2(u)ϕ =

∫
Ω

f(u)ϕ. (1.7)

Mostraremos agora que o operador DJ2 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência em W 1,2(Ω)

tal que un → u em W 1,2(Ω), assim das imersões cont́ınuas, un → u em Ls(Ω) com 1 ≤ s < 2∗

no caso N ≥ 3.

Do Teorema de Vainberg (ver apêndice), existe uma subsequência (unj) ⊂ (un) e

g ∈ Ls(Ω) onde 1 ≤ s < 2∗ tal que unj(x) → u(x) quase sempre em Ω e |unj(x)| ≤ g(x)

quase sempre em Ω.

Desde que f é cont́ınua, usando a desigualdade triangular, a limitação da f e a limitação

de |unj(x)| por g(x) quase sempre, obtemos

|f(unj(x))− f(u(x))|
q
q−1 ≤

[
|f(unj(x)) + f(u(x))|

] q
q−1

≤
[
(ε+ l)|unj(x)|+ Cε|unj(x)|q−1

+ (ε+ l)|un(x)|+ Cε|un(x)|q−1]
q
q−1

≤ [(ε+ l)|g(x)|+ Cε|g(x)|q−1 + (ε+ l)|g(x)|+ Cε|g(x)|q−1]
q
q−1

≤ [2(ε+ l)|g(x)|+ 2Cε|g(x)|q−1]
q
q−1

≤ C1εg(x)
q
q−1 + C2εg(x)q.

Como 2 < q < 2∗ e das imersões cont́ınuas, se tomarmos em particular g ∈ Lq(Ω) temos

g ∈ L
q
q−1 , logo C1εg(x)

q
q−1 + C2εg(x)q ∈ L1(Ω).
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Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

|f(unj(x))− f(u(x))|
L

q
q−1 (Ω)

→ 0.

Deste modo, para todo ϕ ∈ W 1,2(Ω) tal que ||ϕ|| ≤ 1, encontramos

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| =

∣∣∣∣∫
Ω

f(unj)ϕ−
∫

Ω

f(u)ϕ

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|f(unj)− f(u)||ϕ|.

Desde que q/(q − 1) e q são expoentes conjugados, da desigualdade de Hölder,

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| ≤ |f(unj)− f(u)|
L

q
q−1 (Ω)

|ϕ|Lq(Ω).

Das imersões cont́ınuas de Sobolev temos

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| ≤ |f(unj)− f(u)|
L

q
q−1 (Ω)

C|ϕ||

≤ C|f(unj)− f(u)|
L

q
q−1 (Ω)

Portanto, usando a norma em (W 1,2(Ω))′, conclúımos que

|DJ2(unj)−DJ2(u)| := sup
||ϕ||≤1

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ|

≤ C|f(unj)− f(u)|
L

q
q−1 (Ω)

,

implicando

lim
j→+∞

DJ2(unj) = DJ2(u).

Logo, DJ2(un)→ DJ2(u) quando un → u em W 1,2(Ω), assim o operador DJ2 é cont́ınuo

e deste modo DJ2 = J ′2. Portanto, J2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e por (1.7), temos

J ′2(u)ϕ = DJ2(u)ϕ =

∫
Ω

f(u)ϕ. (1.8)
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Para calcular a derivada de Gateaux DJ3, definamos H3(u) =

∫
∂Ω

F (u)dσ. Assim temos

DJ3(u)ϕ =

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)
DH3(u)ϕ.

Observe que o calculo para mostrar que H3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) é análogo a mostrar que

J2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R), logo J3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) e temos

J ′3(uϕ) = DJ3(u)ϕ = 2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ (1.9)

Assim, sendo I ′(u)ϕ = 1
2
J ′1(u)ϕ−J ′2(u)ϕ− 1

2
J ′3(u)ϕ para todo u, ϕ ∈ W 1,2(Ω), por (1.6),

(1.8) e (1.9) conclúımos que

I ′(u)ϕ = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx−
∫

Ω

f(u)ϕdx−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

Dessa forma, pontos cŕıticos do funcional I correspondem a soluções fracas do problema

(P1).

Com intuito de aplicar a Teoria de Morse mostraremos na proposição a seguir que o

funcional I ∈ C2(W 1,2(Ω),R)

Proposição 1.2. Sejam f e M nas mesma condições da Proposição 1.1 com M ′ : R+ −→ R

e f ′ : R −→ R+, funções cont́ınuas. Então o funcional I : W 1,2(Ω) −→ R dado por

I(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)

é de classe C2(W 1,2(Ω),R), com

I ′′(u)(ϕ, ψ) = 2M ′(‖u‖2) 〈u, ψ〉 〈u, ϕ〉+M(‖u‖2) 〈ψ, ϕ〉 −
∫

Ω

f ′(u)ϕψdx

−
(∫

∂Ω

f(u)ψdσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f ′(u)ϕψdσ

Demonstração. Consideremos

I ′(u)ϕ = φ1(u)− φ2(u)− φ3(u)
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onde

φ1(u) = M(‖u‖2) 〈u, ϕ〉 e φ2(u) =

∫
Ω

f(u)ϕdx e φ3(u) =

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ.

Mostraremos que φ1, φ2, φ3 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) com

φ′1(u) = 2M ′(‖u‖2) 〈u, ψ〉 〈u, ϕ〉+M(‖u‖2) 〈ψ, ϕ〉 ,

φ′2(u) =

∫
Ω

f ′(u)ϕψdx e

φ′3(u) =

(∫
∂Ω

f(u)ψdσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
+

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f ′(u)ϕψdσ

)
.

Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateaux Dφ1, para isso definamos

ω1(u) = 〈u, ϕ〉 e pelo Proposição 1.1 temos que Dφ1(u)ψ = 2M ′(‖u‖2) 〈u, ψ〉 〈u, ϕ〉 +

M(‖u‖2)Dω1(u)ψ.

ω1(u+ tψ)− ω1(u)

t
=

∫
Ω

∇(u+ tψ)∇ϕ+ (u+ tψ)ϕ−
∫

Ω

∇u∇ϕ+ uϕ

t

=

∫
Ω

t∇ψ∇ϕ+ tψϕ

t

=
t

t

∫
Ω

∇ψ∇ϕ+ ψϕ

=

∫
Ω

∇ψ∇ϕ+ ψϕ.

Portanto,

Dω1(u)ψ = lim
t→0

ω1(u+ tψ)− ω1(u)

t
=

∫
Ω

∇ψ∇ϕ+ ψϕdx. (1.10)

Mostraremos agora que ω1 é cont́ınuo, com isso Dφ1 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência

em W 1,2(Ω) tal que un → u em W 1,2(Ω).

Assim, para cada ψ ∈ W 1,2(Ω) com ‖ψ‖ ≤ 1, temos

|[Dω1(un)−Dω1(u)]ψ| =

∣∣∣∣∫
Ω

∇ψ∇ϕ+ ψϕdx−
∫

Ω

∇ψ∇ϕ+ ψϕdx

∣∣∣∣ = 0.
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Deste modo conclúımos que

‖Dω1(un)−Dω1(u)‖ := sup
||ψ||≤1

|Dω1(un)ψ −Dω1(u)ψ| = 0.

Logo, Dω1(un) → Dω1(u) em (W 1,2(Ω))′ quando un → u em W 1,2(Ω). Portanto,

operador Dω1 é cont́ınuo e deste modo, Dφ1 é cont́ınuo e temos que Dφ1 = φ′1. Assim

φ1 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e por (1.10), temos

φ′1(u)ψ = Dφ1(u)ψ = 2M ′(‖u‖2) 〈u, ψ〉 〈u, ϕ〉+M(‖u‖2) 〈ψ, ϕ〉 . (1.11)

Calcularemos a derivada de Gateaux Dφ2. Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, para cada

u, ϕψ ∈ W 1,2(Ω), consideremos a função h : [0, 1] −→ R dado por h(s) = f(u + stψ)ϕ.

Observe que h(s)′ = f ′(u+ stψ)tψϕ, h(1) = f(u+ tψ)ϕ e h(0) = f(u)ϕ.

Desde que h é cont́ınuo e diferenciável em (0, 1), temos do teorema do valor médio que

existe c ∈ (0, 1) tal que h(1)− h(0) = h′(c), o que implica∣∣∣∣f(u+ tψ)ϕ− f(u)ϕ

t

∣∣∣∣ = |f ′(u+ ctψ)||ψ||ϕ|.

Considerando as condições de crescimento de f dado e usando a desigualdade triangular,

temos

|f ′(u+ ctψ)||ψ||(ε+ l)| ≤ (ε+ (q − 1)Cε|u+ ctψ|q−2)|ψ||ϕ|

≤ (ε+ l)|ψ||ϕ|+ (q − 1)Cε|ψ||ϕ||u+ ctψ|q−2

≤ (ε+ l)|ψ||ϕ|+ (q − 1)Cε|ψ||ϕ|(|u|+ |ctψ|)q−2.

Observe que, como c ∈ (0, 1) e por hipótese 0 < |t| < 1, então |f(u + ctψ)||ψ||ϕ| ≤

(ε+ l)|ψ||ϕ|+ (q − 1)Cε|ψ||ϕ|(|u|+ |ctψ|)q−2. Assim,

|f ′(u+ ctψ)||ψ||ϕ| ≤ (ε+ l)|ψ||ϕ|+ CCε|ψ||ϕ|(|u|q−2 + |ψ|q−2)

≤ (ε+ l)|ψ||ϕ|+ CCε|ψ||ϕ||u|q−2 + CCε|ψ|q−1|ϕ|.
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Note que W 1,2(Ω) ↪→ Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗, utilizando a desigualdade de Hölder como no

Proposição 1.1, temos (ε+ l)|ψ||ϕ|+ CCε|ψ||ϕ||u|q−2 + CCε|ψ|q−1|ϕ| ∈ L1(Ω).

Além disso, como por hipótese f ′ é cont́ınua ao tomarmos uma sequência |tn| → 0

quando n→ +∞, encontramos

f(u(x) + ctnψ(t))ψ(x)ϕ(x)→ f(u(x))ψ(x)ϕ(x) pontualmente em Ω.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

Dφ2(u)ψ = lim
tn→0

φ2(u+ tnψ)− φ2(u)

tn

= lim
tn→0

∫
Ω

f(u+ tnψ)ϕ−
∫

Ω

f(u)ϕ

tn

= lim
tn→0

∫
Ω

f ′(u+ ctnψ)ψϕ

=

∫
Ω

f ′(u)ψϕ.

De onde conclúımos

Dφ2(u)ψ =

∫
Ω

f ′(u)ψϕ. (1.12)

Mostremos que o operador Dφ2 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência em W 1,2(Ω) tal

que un → u em W 1,2(Ω), assim das imersões cont́ınuas, un → u em Ls(Ω) com 1 ≤ s < 2∗

no caso N ≥ 3.

Do teorema de Vainberg, existe uma subsequência (unj) ⊂ (un) e g ∈ Ls(Ω) onde

1 ≤ s < 2∗ tal que unj(x)→ u(x) quase sempre em Ω e |unj(x)| ≤ g(x) quase sempre em Ω.

Desde que f ′ é cont́ınua, usando a desigualdade triangular, a limitação da f ′ e a limitação
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de |unj(x)| por g(x) quase sempre, obtemos

∣∣f ′(unj(x))ψ(x)ϕ(x)− f ′(u(x))ψ(x)ϕ(x)
∣∣ =

∣∣[f ′(unj(x))− f ′(u(x))]ψ(x)ϕ(x)
∣∣

≤ |f ′(unj(x)) + f ′(u(x))||ψ(x)||ϕ(x)|

≤ [(ε+ l) + (q − 1)Cε|unj(x)|q−2]|ψ(x)||ϕ(x)|

+ [(ε+ l) + (q − 1)Cε|u(x)|q−2]|ψ(x)||ϕ(x)|

≤ [(ε+ l) + (q − 1)Cε|g(x)|q−2]|ψ(x)||ϕ(x)|

+ [(ε+ l) + (q − 1)Cε|g(x)|q−2]|ψ(x)||ϕ(x)|

= [2(ε+ l) + 2(q − 1)Cε|g(x)|q−2] |ψ(x)||ϕ(x)|

como 2 < q < 2∗ e das imersões cont́ınuas, se tomarmos em particular g ∈ Lq(Ω) temos

|g|q−2 ∈ L
q
q−2 . Logo, utilizando a desigualdade de Hölder como na Proposição 1.1, temos

2(ε+ l)|ψ(x)||ϕ(x)|+ 2(q − 1)Cε|g(x)|q−2|ψ(x)||ϕ(x)| ∈ L1(Ω).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∣∣f ′(unj(x))ψ(x)ϕ(x)− f ′(u(x))ψ(x)ϕ(x)
∣∣
L1(Ω)

→ 0.

Deste modo, para todo ψ ∈ W 1,2(Ω) temos

|[Dφ2(unj)−Dφ2(u)]ψ| =

∣∣∣∣∫
Ω

f ′(unj)ψϕ−
∫

Ω

f ′(u)ψϕ

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|[f(unj − f(u))]||ψ||ϕ|.

Portanto, aplicando a norma em (W 1,2(Ω))′, conclúımos que

|Dφ2(unj)−Dφ2(u)| := sup
||ψ||∈W 1,2(Ω)

|[Dφ2(unj)−Dφ2(u)]ψ|

≤
∣∣f ′(unj(x))ψ(x)ϕ(x)− f ′(u(x))ψ(x)ϕ(x)

∣∣
L1(Ω)

,

implicando em

lim
j→+∞

Dφ2(unj) = Dφ2(u).

Logo, Dφ2(un)→ Dφ2(u) quando un → u em W 1,2(Ω), assim o operador Dφ2 é cont́ınuo
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e deste modo Dφ2 = φ′2. Portanto φ2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e por 1.12, temos

φ′2(u)ψ = Dφ2(u)ψ =

∫
Ω

f ′(u)ψϕ. (1.13)

Agora para calcular da deriva Gateaux φ3, definamos ω3(u) =

∫
∂Ω

f(u)ϕdσ. Assim

temos Dφ3(u)ψ =

(∫
∂Ω

f(u)ψdσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
+

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)
Dω3(u)ψ.

Observe que o cálculo para mostrar que ω3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) é análogo a mostrar que

φ2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R). Logo, φ3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) e temos

φ′3(u)ψ = Dφ3(u)ψ =

(∫
∂Ω

f(u)ψdσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
+

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f ′(u)ψϕdσ

)
.

(1.14)

Assim, sendo I ′′(u)(ϕ, ψ) = φ′1(u)−φ′2(u)−φ′3(u) para todo ϕ, ψ ∈ W 1,2(Ω), por (1.11),

(1.13) e (1.14) conclúımos que

I ′′(u)(ϕ, ψ) = 2M ′(‖u‖2) 〈u, ψ〉 〈u, ϕ〉+M(‖u‖2) 〈ψ, ϕ〉 −
∫

Ω

f ′(u)ϕψdx

−
(∫

∂Ω

f(u)ψdσ

)(∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

)
−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)(∫
∂Ω

f ′(u)ϕψdσ

)
.

Considere o problema

(P2)


M(‖u‖2)(−∆u+ u) = |u|p−2u em Ω,

M(‖u‖2)
∂u

∂η
= λ|u|q−2u

∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ em ∂Ω,

(1.15)

em que Ω ⊂ RN , N ≥ 3, é um domı́nio limitado e regular, α, λ > 0 e 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
.

Multiplicando ambos os membros das equações em (1.15) por uma função teste ϕ ∈

W 1,2(Ω) e integrando temos

(i) −M(‖u‖2)

∫
Ω

∆uϕdx+M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx,
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(ii) M(‖u‖2)

∫
Ω

ϕ
∂u

∂η
dσ = λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)
.

Aplicando a identidade de Green em (i) temos

−M(‖u‖2)

(
−
∫

Ω

∇u∇ϕdx+

∫
∂Ω

ϕ
∂u

∂η
dσ

)
+M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx

e segue de (ii) que

0 = M(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇ϕdx− λ
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)
+ M(‖u‖2)

∫
Ω

uϕdx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx.

Assim, uma solução fraca para o problema (P2) é definida como sendo uma função

u ∈ W 1,2(Ω) que verifica a identidade integral acima para toda função teste ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Desta forma uma solução fraca para o problema (P2) é um pondo cŕıtico do funcional

Eλ,α : W 1,2(Ω) −→ R se, e somente se, o funcional satisfaz

〈E ′α,λ(u), ϕ〉 = M(‖u‖2)

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ)dx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx

− λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

) (1.16)

para toda ϕ ∈ W 1,2(Ω). Logo, um candidato natural a funcional associado ao problema

(P2), cuja a derivada no sentido de Frechet dada por (1.16), é da forma

Eλ,α(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

(1.17)

Com

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds.

Proposição 1.3. Seja Ω um domı́nio limitado do RN em que N ≥ 3, α, λ > 0, e 1 < q < 2,

M : R+ −→ R+ uma função cont́ınua com M(t) = tα e M̂ =

∫ t

0

M(s)ds.
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Então o funcional Eλ,α : W 1,2(Ω) −→ R dado por

Eλ,α(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

=
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

é de classe C1(W 1,2(Ω),R), com

〈
E ′λ,α(u), ϕ

〉
= ‖u‖2α

∫
Ω

∇u∇ϕ+uϕdx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx−λ
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)

∀u, ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Demonstração. Consideremos

Eλ,α(u) = J1(u)− J2(u)− λ

2
J3(u)

onde

J1(u) =
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1),

J2(u) =
1

p

∫
Ω

|u|pdx

e

J3(u) =

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

.

Mostraremos que J1, J2, J3 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) com

J ′1(u) = ‖u‖2α

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx,

J ′2(u) =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx

e

J ′3(u) = 2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ.

Segue da proposição 1.1 que a derivada de Gateaux DJ1 existe e o operador DJ1 é cont́ınuo,
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assim DJ1 = J ′1. Portanto J1 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e temos

J ′1(u)ϕ = DJ1(u)ϕ = ‖u‖2α

∫
Ω

∇u∇ϕ+ uϕdx. (1.18)

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux DJ2. Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, para

cada u, ϕ ∈ W 1,2(Ω), consideremos a função h : [0, 1] −→ R dado por h(s) = 1
p
|u + stϕ|p.

Observe que h(s)′ = t|u+ stϕ|p−2(u+ stϕ)ϕ, h(1) = 1
p
|u+ tϕ|p e h(0) = 1

p
|u|p.

Desde que h é cont́ınuo e diferenciável em (0, 1), temos do Teorema do Valor Médio que

existe c ∈ (0, 1) tal que h(1)− h(0) = h′(c), o que implica

1

p
|u+ tϕ|p − 1

p
|u|p = t|u+ ctϕ|p−2(u+ ctϕ)ϕ.

Assim,
1

pt
|u+ tϕ|p − 1

p
|u|p = |u+ ctϕ|p−2(u+ ctϕ)ϕ

e ∣∣∣∣ 1

pt
[|u+ tϕ|p − |u|p]

∣∣∣∣ ≤ (|u+ ϕ|)p−1|ϕ|, em L1(Ω).

Note que ao tomarmos uma sequência |tn| → 0 quando n→ +∞, encontramos

1

ptn
[|u(x) + tnϕ(x)|p − |u(x)|p]→ |u(x)|p−2u(x)ϕ(x), q.s. em Ω

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

DJ2(u)ϕ = lim
tn→0

J2(u+ tnϕ)− J2(u)

tn

= lim
tn→0

1

p

∫
Ω

|u+ tnϕ|p −
1

p

∫
Ω

|u|p

tn

= lim
tn→0

∫
Ω

|u+ tnϕ|p − |u|p

ptn

=

∫
Ω

|u|p−2uϕ.
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De onde conclúımos

DJ2(u)ϕ =

∫
Ω

|u|p−2uϕ. (1.19)

Mostraremos agora que o operador DJ2 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência em W 1,2(Ω)

tal que un → u em W 1,2(Ω), assim das imersões cont́ınuas, un → u em Ls(Ω) com 1 ≤ s < 2∗

no caso N ≥ 3.

Do Teorema de Vainberg, existe uma subsequência (unj) ⊂ (un) e g ∈ Ls(Ω) onde

1 ≤ s < 2∗ tal que unj(x)→ u(x) quase sempre em Ω e |unj(x)| ≤ g(x) quase sempre em Ω.

Usando a desigualdade triangular, a limitação da |unj(x)| por g(x) quase sempre,

obtemos

|(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))|
p
p−1 ≤

[
|unj(x)|p−1 + u(x)|p−1

] p
p−1

≤ C(|g(x)|p + |u(x)|p).

Como 2 < p < 2∗ e das imersões cont́ınuas, se tomarmos em particular g ∈ Lp(Ω), logo

C(|g(x)|p + |u(x)|p) ∈ L1(Ω).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

‖(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))‖
L

p
p−1 (Ω)

→ 0.

Deste modo, para todo ϕ ∈ W 1,2(Ω) tal que ||ϕ|| ≤ 1, encontramos

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| =

∣∣∣∣∫
Ω

|unj |p−2unjϕ−
∫

Ω

|u|p−2uϕ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(|unj |p−2unj − |u|p−2u)ϕ

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|(|unj |p−2unj − |u|p−2u)||ϕ|.

Como |(|unj |p−2unj−|u|p−2u)| ∈ L
p
p−1 e |ϕ| ∈ Lp(Ω)| desde que p/(p−1) e p são expoentes

conjugados, da desigualdade de Hölder,

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| ≤ ‖(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))‖
L

p
p−1 (Ω)

‖ϕ‖Lp(Ω).
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Das imersões cont́ınuas de Sobolev temos

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ| ≤ ‖(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))‖
L

p
p−1 (Ω)

C‖ϕ‖

≤ C‖(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))‖
L

p
p−1 (Ω)

.

Portanto aplicando a norma em (W 1,2(Ω))′, conclúımos que

|DJ2(unj)−DJ2(u)| := sup
||ϕ||≤1

|[DJ2(unj)−DJ2(u)]ϕ|

≤ C‖(|unj(x)|p−2unj(x)− |u(x)|p−2u(x))‖
L

p
p−1 (Ω)

,

implicando em

lim
j→+∞

DJ2(unj) = DJ2(u).

Logo, DJ2(un)→ DJ2(u) quando un → u em W 1,2(Ω), assim o operador DJ2 é cont́ınuo

e deste modo DJ2 = J ′2. Portanto, J2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R) e por (1.19), temos

J ′2(u)ϕ = DJ2(u)ϕ =

∫
Ω

|u|p−2uϕ. (1.20)

Agora para calcular a derivada de Gateaux DJ3, definamos H3(u) =

∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ. Assim

temos DJ3(u)ϕ = 2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)
DH3(u)ϕ.

Observe que o cálculo para mostrar que H3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) é análogo a mostrar que

J2 ∈ C1(W 1,2(Ω),R), logo J3 ∈ C1(W 1,2(∂Ω),R) e temos

J ′3(uϕ) = DJ3(u)ϕ = 2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ. (1.21)

Assim, sendo
〈
E ′λ,α(u), ϕ

〉
= J ′1(uϕ) − J ′2(u)ϕ − λJ ′3(u)ϕ para todo uϕ ∈ W 1,2(Ω), por

(1.18), (1.20) e (1.21) conclúımos que

〈
E ′λ,α(u), ϕ

〉
= ||u||2α

∫
Ω

∇u∇ϕ+uϕdx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx−λ
(∫

∂Ω

1

q
|u|dσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)
.

Dessa forma, pontos cŕıticos do funcional Eλ,α correspondem a soluções fracas do
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problema (P2).

1.1 Prinćıpio Variacional de Ekeland

O Prinćıpio Variacional de Ekeland trata-se de um teorema provado por Ekeland em 1972

(ver [14]) e é uma forte ferramenta para resolver uma ampla classe de equações diferencias

eĺıpticas. Utilizaremos este teorema, mais precisamente uma de suas consequências para

mostrar que o problema (P2) possui uma solução não trivial para os casos 1 e 2 que serão

apresentados no caṕıtulo 3.

Antes de enunciarmos o Prinćıpio Variacional de Ekeland definimos um funcional

semicont́ınuo inferiormente.

Definição 1.1. Seja X um espaço topológico, a função φ : X → R é dita ser semicont́ınua

inferiormente se, para todo λ ∈ R, o conjunto φ−1(λ,+∞) é aberto em X, para qualquer

λ ∈ R.

Teorema 1.1. (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Sejam X um espaço Métrico Completo

e φ : X → R um funcional semicont́ınuo inferiormente. Suponhamos que φ seja limitado

inferiormente e sejam ε > 0, ε > 0 e u ∈ X dados tais que

φ(u) ≤ inf
X
φ+

ε

2
.

Então existe uε ∈ X tal que

(a) φ(uε) ≤ φ(u);

(b) d(u, uε) ≤ 1
λ

;

(c) Para cada w 6= uε ∈ X, φ(uε) < φ(w) + ελd(uε, w).

O Prinćıpio Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximação do ı́nfimo ao

garantir que, para ε > 0, a função f possui um cone suporte da forma f(y) − ε‖x − y‖.

Uma forma de verificar como isto acontece geometricamente é ilustrada na figura seguinte.
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Começando com um ponto y0 tal que f(y0) < inf
x∈X

f(x) + ε e com cone f(y0)− ε‖x−y0‖.

Se este cone não é suporte para f então existe um ponto

y1 ∈ A1 = {x ∈ X : f(x) ≥ f(y0)− ε‖x− y0‖}

tal que

f(y1) < inf
x∈A

f(x) +
1

2

(
f(y0)− inf

x∈A
f(x)

)
.

Se f(y1) − ε‖x − y1‖ não é cone suporte para f , então repetimos o processo. Esse

procedimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequencia de

subconjuntos fechados (Ai)i∈N cujos os diâmetros tendem a zero. No último caso, definimos

{y} = ∩+∞
i=1Ai, deste modo obtemos o cone suporte f(y)− ε‖x− y‖.

Para apresentar uma consequência importante do Prinćıpio Variacional de Ekeland para

este trabalho, precisaremos da seguinte definição:

Definição 1.2. Sejam X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R) e c ∈ R. Dizemos que a

seqüência (un) ∈ X é Palais-Smale no ńıvel c para I se as seguintes convergências ocorrem:

I(un) −→ c e I ′(un) −→ 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condição Palais-Smale no ńıvel c se toda seqüencia

Palais-Smale no ńıvel c possui subseqüência convergente em X.

Corolário 1.1. Sejam X um espaço de Banach e I : X → R um funcional de classe C1
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limitado inferiormente. Então, existe uma sequência Palais-Smale (un) no ńıvel c para I,

onde c = inf
u∈X

I(u).

Mais adiante, quando nos referirmos ao Prinćıpio Variacional de Ekeland, mais

precisamente estaremos nos referindo ao próximo resultado que pode ser encontrado em

[13] e [15].

Corolário 1.2. Sejam X um espaço de Banach e I : X → R um funcional de classe C1

limitado inferiormente. Se I satisfaz a condição (PS)c com c = inf
u∈X

I(u), então c é atingido

em um ponto u0 ∈ X, e u0 é ponto cŕıtico de I.

1.2 Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz pode ser encontrado [4], o

usaremos para mostrar que o problema (P1) possui uma solução positiva. A seguir veremos

uma ideia geométrica do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, logo

após o enunciaremos.

Suponhamos que alguém se encontra no interior de uma montanha em um ponto A a

uma altura h0, rodeado por uma cadeia de montanhas de alturas superiores ou iguais a h0, e

se deseja atingir o ponto B situado fora da cadeia de montanhas a uma altura h1 < h0, então

parece existir um ”melhor caminho” passando pela cadeia de montanhas e ligando A até B.

Um procedimento para determiná-lo é o de considerar, entre todos os caminhos unindo os

pontos A e B, aquele que sobe à mı́nima altura. Mais especificamente, avaliamos a máxima

altura de cada caminho unindo os pontos A e B; em seguida, avaliamos o mı́nimo entre esses

valores máximos. Veremos em seguida que é fundamental considerar alguma hipótese de

compacidade sobre essa classe de caminhos, pois como sugere a figura da direita, o melhor

caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode não ser atingido.
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Teorema 1.2. (Teorema do Passo da Montanha): Sejam X um espaço de Banach real,

I ∈ C1(X,R) satisfazendo a condição de Palais-Smale. Suponha que I(0) = 0 e que as

seguintes condições sejam satisfeitas:

(I1) Existem constantes α, ρ > 0 tais que I |Bρ≥ α e

(I2) Existe um e ∈ X \Bρ tal que I(e) ≤ 0. Então, I possui um valor cŕıtico c ≥ α, com

c = inf
γ∈Γ

max
u∈γ([0,1])

I(u)

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

1.3 Variedade de Nehari

No ińıcio dos anos 1960, Nehari introduziu um método que se tornou muito útil na teoria

de pontos cŕıticos e que atualmente recebe o nome de método da variedades de Nehari, o

qual utilizaremos para mostrar que o problema (P2) possui uma solução não trivial para o

caso 3. A ideia original de Nehari consiste em estudar um problema de valor de fronteira

para certas equações diferenciais ordinárias não lineares de segunda ordem em um intervalo

aberto (a, b) e mostrar que a equação possui uma solução não trivial que pode ser obtida

através de um problema de minimização com v́ınculo.
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Comecemos fazendo uma breve descrição do Método de Nehari. Para isso, seja X um

espaço de Banach e Φ : X 7→ R um funcional tal que Φ ∈ C1(X,R). A derivada de Fréchet

de Φ no ponto u ∈ X, denotada por Φ′(u), é um elemento do espaço dual X ′ e denotamos

essa derivada avaliada em ϕ ∈ X por Φ′(u)ϕ. Suponhamos que u 6= 0 é um ponto cŕıtico

do funcional, isto é, Φ′(u) = 0. Então necessariamente o elemento u ∈ X está contido no

conjunto

N := {u ∈ W 1,2(Ω); 〈Φ′(u)λ,α, u〉 = 0}.

Logo, o conjunto N é um v́ınculo natural para o problema de determinar pontos cŕıticos

não triviais do funcional Φ. O conjunto N é chamado de variedade de Nehari. Denotamos

o ı́nfimo na variedade de Nehari por

m = inf
u∈N

Φ(u).

Sob hipóteses apropriadas para o funcional Φ podemos esperar que o valor m seja atingido

em algum elemento u0 ∈ N e que u0 seja um ponto cŕıtico.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que Φ(0) = 0. Suponhamos ainda que para

cada w ∈ S1(0) := {w ∈ X : ‖w‖ = 1} a função αw(s) = Φ(sw) atinge um único máximo

denotado por sw ∈ (0,+∞) tal que α′w > 0 sempre que 0 < s < sw, e α′w(s) < 0 sempre

que s > sw e sw ≥ δ para algum número δ > 0 independente de w ∈ S1(0). Então

α′w(sw) = Φ′(sww)w = 0. Portanto, sww é o único ponto na semi-reta s 7→ sw, com

s > 0, que intercepta o conjunto N . Além disso, N é limitado fora da origem, N ⊂ X é um

subconjunto fechado e existe uma bijeção radial entreN e S1(0). Mais ainda, se sw é limitado

em subconjuntos compactos de S1(0), então esta bijeção é de fato um homeomorfismo.

Claramente, o número m definido acima, se atingido, deve ser positivo e u0 ∈ N é um

ponto cŕıtico sempre que Φ(u0) = m. Notamos ainda que, como a aplicação s 7→ αw(s)

é crescente para todo w ∈ S1(0) e para 0 < s < δ, então a origem é um mı́nimo local e,

portanto, também é um ponto cŕıtico de Φ. Como u 6= 0 é uma solução para a equação

Φ′(u) = 0 que tem energia mı́nima no conjunto de todas as soluções não triviais, dizemos

que u0 é uma solução de energia mı́nima. Suponhamos adicionalmente às hipótese já feitas
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sobre X que este seja um espaço de Hilbert e que Φ ∈ C2(X,R). Então

α′′w(sw) = Φ′′(sww)(w,w) = s2
wΦ′′(u, u) ≥ 0,

em que u = sww ∈ N . Se Φ′′(u)(u, u) < 0. para todo u ∈ N , então definimos

G(u) := Φ′(u)u, temos que

G′(u)u = Φ′′(u)(u, u) + Φ′(u)(u) = Φ′′(u)(u, u) ≤ 0,

para u ∈ N . Com N = {u ∈ X − {0} : G(u) = 0}, segue do teorema da função impĺıcita

que N é uma variedade de classe C1 de co-dimensão 1 e que X = Tu(N ) ⊕ Ru para cada

u ∈ N . Portanto, nesse caso podemos ver facilmente que qualquer u ∈ N tal que Φ(u) = c,

isto é, qualquer minimizante para o funcional Φ restrito a variedade de Nehari, verifica a

equação Φ′(u) = 0. De maneira geral, um u ∈ X é um ponto cŕıtico não trivial de Φ se, e

somente se, u ∈ N e u é um ponto é um ponto cŕıtico da restrição de Φ a N . Em vista dessa

propriedade, podemos aplicar a teoria de pontos cŕıticos a variedade de Nehari N de modo

a determinar os pontos cŕıticos do funcional Φ. O resultado que aplicaremos será enunciado

a seguir e pode ser encontrado em [9]

Teorema 1.3. Suponha que u0 é um mı́nimo ou máximo local para Eλ,α em Nλ,α, então se

u0 não pertence a N 0
λ,α, então u0 é um ponto cŕıtico de Eλ,α em W 1,2(Ω)

1.4 Teoria de Morse

A Teoria de Morse é uma importante ferramenta no estudo de multiplicidade de pontos

cŕıticos para o funcional energia associado a um problema Eĺıptico, e portanto, no estudo de

multiplicidade de soluções do problema desde que este possua as caracteŕısticas desejáveis

para aplicação dos resultados. Nesta teoria, o comportamento de um funcional de classe

C1 definido sobre um espaço de Banach próximo de um de seus pontos cŕıticos isolados é

descrito por seus grupos cŕıticos, que são grupos de homologia de um certo par topológico.

Neste trabalho não entraremos em detalhes sobre como utilizar a Teoria de Morse de modo
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geral, mas pretendemos falar minimamente dos conceitos necessários ao entendimento da

aplicação da teoria de Morse que faremos mais adiante. Conforme mostramos anteriormente,

o problema (P1) possui caracterização variacional e que seu funcional associado é de classe

C2, dessa forma basta garantirmos algumas condições sob as quais os grupos cŕıticos tenham

dimensão finita e se anulem para dimensões grandes.

Seja H um espaço de Hilbert e f : H −→ R um funcional linear de classe

C2(H,R). Denotaremos por Kf o conjunto dos pontos cŕıticos de f . A teoria de Morse

”clássica”preocupa-se de estabelecer relações entre a topologia do domı́nio do funcional

f e a ”estrutura”do conjunto de pontos cŕıticos de f quando estes são não-degenerados,

ou seja, em um subconjunto de Kf . Lembrando que se Ω é um aberto de espaço de

Hilbert H e f : Ω −→ R uma função duas vezes diferenciável num ponto u ∈ Kf , então a

diferencial segunda de f em u é uma aplicação bilinear simétrica (d2f)(u) : H ×H −→ R

ou equivalentemente uma aplicação linear simétrica (d2f)(u) : H −→ H? ' H Vejamos

algumas definições necessárias ao entendimento da aplicação que faremos.

Definição 1.3. Seja H um espaço de Hilbert e f : H −→ R um funcional linear de classe

C2(H,R) e u ∈ Kf um ponto cŕıtico de f .

(a) Chama-se ı́ndice do ponto cŕıtico u denotado por m(f, u) a dimensão (possivelmente

infinita) de um subespaço maximal sobre o qual (d2f)(u) é definida negativa.

(b) O ponto cŕıtico u é dito um ponto cŕıtico não-degenerado se (d2f)(u) é inverśıvel (com

inversa cont́ınua).

Os pontos cŕıticos não degenerados são completamente classificados pelo Lema de Morse.

Quanto aos pontos cŕıticos degenerados, a situação é diferente. O resultado que aplicaremos

será enunciado a seguir e pode ser encontrado em [23]

Teorema 1.4. Seja f ∈ C2(X;R) limitada inferiormente. Assuma que f satisfaz a

condição Palais-Smale e que u0 é um ponto cŕıtico não degenerado de f que não é ponto de

mı́nimo com ı́ndice de Morse finito. Então f tem pelo menos três ponto cŕıticos.



Caṕıtulo 2

Problema de Neumann Não-Local

com Termo de Kirchhoff

Não-Crescente

2.1 Introdução

Começaremos mostrando, via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz, a existência de solução para o problema
M(‖u‖2)(−∆u+ u) = f(u) em Ω,

M(‖u‖2)
∂u

∂η
= f(u)

∫
∂Ω

F (u)dσ em ∂Ω,
(2.1)

em que N ≥ 3, M : R+ −→ R e f : R −→ R+ são funções cont́ınuas satisfazendo

M é não-crescente e M(0) = 1. (M1)

Existem constantes m2, t2 > 0 tais que 0 < M(t) ≤ m2, se t ≥ t2. (M2)

31
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M(t2)t −→ +∞ se t −→ +∞. (M3)

f(0) = 0, f(t) > 0 se t > 0 e |f(−t)| ≤ f(t) se t > 0. (f1)

lim
t→0

f(t)

t
= l, em que l > 0. (f2)

lim
t→+∞

f(t)

tq−1
= 0 onde 2 < q < 2∗ =

2N

N − 2
ou 2 < q < 2∗ =

2(N − 1)

N − 2
. (f3)

Sejam λ1 < λ2 < ... os autovalores de (−∆,W 1,2
0 (Ω)). Suponhamos também que

λj < f ′(0)− 1 < λj+1, para algum j ≥ 1. (f4)

Exemplos de funções M que satisfazem as hipóteses (M1), (M2), (M3) é a função

M(t) =
1

(1 + t)α
com 0 < α <

1

2
.

Para α =
1

3
temos que o gráfico de M(t) é dado por

e o gráfico de M(t2)t é o seguinte:
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Exemplos de funções que satisfazem as condições de f é a função

f(t) = xn + lx

com 1 < n ∈ N, n < q − 1 e l > 0.

Para n = 2 e l = 1 temos que o gráfico de f(t) é dado por

Como M̂(t) =

∫ t

0

M(ξ)dξ e F (t) =

∫ t

0

f(ξ)dξ, associamos ao problema (2.1) o funcional

energia

I(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

.

Já vimos que e o funcional I : W 1,2(Ω) −→ R é diferenciável e

I ′(u)ϕ = M(‖u‖2)

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ)dx−
∫

Ω

f(u)ϕdx−
(∫

∂Ω

F (u)dσ

)∫
∂Ω

f(u)ϕdσ

para toda u, ϕ ∈ W 1,2(Ω).
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Teorema 2.1. Suponhamos que M satisfaça as hipóteses (M1), (M2), (M3) e que f

satisfaça a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e as hipóteses (f1), (f2) e (f3). Então o

problema (2.1) possui uma solução fraca positiva.

Demonstração. Vamos mostrar que o funcional I satisfaz as hipóteses do Teorema do

Passo da Montanha.

Afirmação 1: O funcional I satisfaz a primeira geometria do T.P.M.

De fato, observemos inicialmente que, em vista de (M1) e da continuidade de M ,

existem m1, t1 > 0 tais que M(t) ≥ m1 se 0 ≤ t ≤ t1. Assim, sendo u ∈ W 1,2(Ω) tal

que 0 < ‖u‖ = % < t1 então

M̂(‖u‖2) =

∫ ‖u‖2
0

M(ξ)dξ ≥ m1‖u‖2.

Dáı,

I(u) ≥ m1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F (u)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

.

Como lim
t→0+

f(t)

t
= l, então dado ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 ≤ f(t) < ε|t|+ l|t| se |t| < δ.

Por outro lado, desde que lim
t→+∞

f(t)

tq−1
= 0, dado ε > 0, existe R > 0 tal que 0 ≤ f(t) < ε|t|q−1

se |t| > R. Assim, desde que f é cont́ınua no intervalo compacto [δ, R], então existe K > 0

tal que 0 ≤ f(t) < K|t|q−1 para todo t ∈ [δ, R]. E, por (f1), temos |f(−t)| < f(t), se t > 0.

Portanto, f(t) < (ε+ l)|t|+ Cε|t|q−1 para todo t ∈ R. Logo,

F (t) <
(ε+ l)

2
t2 + C ′ε|t|q,

para todo t ∈ R e, assim,

∫
Ω

F (u)dx <
(ε+ l)

2

∫
Ω

u2dx+ C ′ε

∫
Ω

|u|qdx,

para toda u ∈ W 1,2(Ω).
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Segue das imersões de W 1,2(Ω) em Lt(Ω) para todo 1 ≤ t < 2∗ que

∫
Ω

u2dx = ‖u‖2
L2(Ω) ≤ C1‖u‖2

assim como ∫
Ω

uqdx = ‖u‖qLq(Ω) ≤ C2‖u‖q.

Logo, ∫
Ω

F (u)dx <
(ε+ l)

2
C1‖u‖2 + C ′εC2‖u‖q

para toda u ∈ W 1,2(Ω).

Quando consideramos apenas a fronteira de Ω também vale que

∫
∂Ω

F (u)dσ <
(ε+ l)

2

∫
∂Ω

u2dσ + Cε

∫
∂Ω

|u|qdσ

para toda u ∈ W 1,2(Ω). O que implica em

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

≤
(

(ε+ l)

∫
∂Ω

u2dσ + Cε

∫
∂Ω

|u|qdσ
)2

≤ 2(ε+ l)

(∫
∂Ω

u2dσ

)2

+ 2Cε

(∫
∂Ω

|u|qdσ
)2

.

E desde que, também, são válidas as imersões cont́ınuas de W 1,2(Ω) em Lr(∂Ω) para

todo 1 ≤ r < 2∗. Tomando 1 ≤ q < 2∗ temos que

∫
∂Ω

u2dσ = ‖u‖2
L2(∂Ω) ≤ C3‖u‖2 =⇒

(∫
∂Ω

u2dσ

)2

≤ C3‖u‖4

assim como,

∫
∂Ω

uqdσ = ‖u‖qLq(∂Ω) ≤ C4‖u‖q =⇒
(∫

∂Ω

|u|qdσ
)2

≤ C4‖u‖2q.

Logo,
1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

< (ε+ l)C3‖u‖4 + CεC4‖u‖2q

para toda u ∈ W 1,2(Ω).
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Portanto,

I(u) ≥ m1

2
‖u‖2 −

(
(ε+ l)

2
C1︸ ︷︷ ︸ ‖u‖2 + C ′εC2︸ ︷︷ ︸ ‖u‖q

)
−
(

(ε+ l)C3︸ ︷︷ ︸ ‖u‖4 + CεC4︸ ︷︷ ︸ ‖u‖2q

)
.

Para não carregar a notação denotaremos de modo mais simples as constantes da

desigualdade anterior, assim,

I(u) ≥ m1

2
‖u‖2 − (ε+ l)‖u‖2 − Cε‖u‖q − (ε+ l)‖u‖4 − Cε‖u‖2q.

Assim, supondo 2 < q < 2∗ temos

I(u) ≥
(m1

2
− (ε+ l)

)
‖u‖2

(
1− Cε‖u‖q−2 − (ε+ l)‖u‖2 − Cε‖u‖2q−2

)
Sendo 0 < ε <

m1

2
e tomando l e 0 < ‖u‖ = % < t1 suficientemente pequeno tal que

1− Cε%q−2 − ε%2 − Cε%2q−2 > 0

e
m1

2
− (ε+ l) > 0

teremos

I(u) ≥
(m1

2
− (ε+ l)

)
%2
(
1− Cε%q−2 − (ε+ l)%2 − Cε%2q−2

)
= r > 0,

sempre que ‖u‖ = %. Assim, a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha é

satisfeita.

Afirmação 2: O funcional I satisfaz a segunda geometria do T.P.M.

Desde que f satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz: Existe 2 < µ < q tal que
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0 < µF (t) ≤ tf(t) para todo t > 0, segue que

f(t)

F (t)
≥ µ

t
, para todo t > 0∫ t

1

f(s)

F (s)
ds ≥ µ

∫ t

1

1

s
ds, para todo t ≥ 1

lnF (s)|t1 ≥ µ[ln s]t1

lnF (t)− lnF (1) ≥ µ[ln t− ln 1]

ln

(
F (t)

F (1)

)
≥ ln tµ, para todo t ≥ 1

F (t)

F (1)
≥ tµ, para todo t ≥ 1

F (t) ≥ F (1)tµ, para todo t ≥ 1.

Logo, se 0 ≤ t < 1, então F (t) > −K e para todo t > 0 teremos 2F (t) ≥ F (1)tµ − K.

Assim, F (t) > C1t
µ − C2 para todo t > 0.

Fixemos uma função ψ ∈ C1(Ω) com ψ > 0 em Ω. Assim, para t > 0, teremos

I(tψ) =
1

2
M̂(t2‖ψ‖2)−

∫
Ω

F (tψ)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (tψ)dσ

)2

.

Se considerarmos ψ ∈ C1
0(Ω) teremos ψ(x) = 0 em ∂Ω, de onde segue que, tψ(x) = 0 em

∂Ω e desde que F (0) = 0, obtém-se

∫
∂Ω

F (tψ)dσ = 0.
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Neste caso,

I(tψ) =
1

2
M̂(t2‖ψ‖2)−

∫
Ω

F (tψ)dx

<
1

2
M̂(t2‖ψ‖2)− C1t

µ

∫
Ω

|ψ|µdx+ C2|Ω|

<
1

2

∫ t2

0

M(s)ds+
1

2

∫ t2‖ψ‖2

t2

M(s)ds− C1t
µ

∫
Ω

|ψ|µdx+ C2|Ω|

<
1

2
m2

∫ t2‖ψ‖2

t2

ds− C1t
µ

∫
Ω

|ψ|µdx+ C2|Ω|+ C3

<
1

2
m2t

2‖ψ‖2 − C1t
µ

∫
Ω

|ψ|µdx+ C

Como µ > 2 tem-se que I(tψ) −→ −∞ se t −→ +∞.

Portanto, existe t0 > 0 tal que I(t0ψ) < 0 com ‖t0ψ‖ > % e a segunda geometria do

Teorema do Passo da Montanha é satisfeita.

Afirmação 3: O funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.

De fato, seja (un) ∈ W 1,2(Ω) uma seqüencia Palais-Smale para I, isto é,

I(un) −→ C e I ′(un) −→ 0.

Desse modo, |I(un)| ≤ C para todo n ∈ N e para n ∈ N suficientemente grande, teremos

|I ′(un)un| ≤ ‖I ′(un)‖ · ‖un‖ ≤ C · ‖un‖.

Seja β > 0 a ser escolhido. Temos que

I(un)− 1

β
I ′(un)un ≤ |I(un)|+ 1

β
|I ′(un)un|

≤ C +
1

β
‖un‖.
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Assim,

C +
1

β
‖un‖ ≥ I(un)− 1

β
I ′(un)un

=
1

2
M̂(‖un‖2)−

∫
Ω

F (un)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (un)dσ

)2

− 1

β
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

β

∫
Ω

f(un)undx−
1

β

(∫
∂Ω

F (un)dσ

)∫
∂Ω

f(un)undσ

=

(
1

2
M̂(‖un‖2)− 1

β
M(‖un‖2)‖un‖2

)
+

∫
Ω

[
1

β
f(un)un − F (un)

]
dx

+

(∫
∂Ω

F (un)dσ

)[∫
∂Ω

[
1

β
f(un)un −

1

2
F (un)

]
dσ

]
.

Sendo

1

β
f(t)t− 1

2
F (t) ≥ 0

f(t)t ≥ β

2
F (t).

Da condição de Ambrosetti-Rabinowitz temos que f(t)t ≥ µF (t) com 2 < µ < q < 2∗.

Assim, f(t)t ≥ µF (t) ≥ µ

2
F (t) pois f(t) ≥ 0 para todo t > 0 e então F (t) ≥ 0 para todo

t > 0. Logo, tomando β = µ teremos

C +
1

µ
‖un‖ ≥

(
1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2

)
+

∫
Ω

[
1

µ
f(un)un − F (un)

]
dx

+

(∫
∂Ω

F (un)dσ

)[∫
∂Ω

[
1

µ
f(un)un −

1

2
F (un)

]
dσ

]
.

Como f(un)un ≥ µF (un) ≥ µ
2
F (un) obtém-se que

C +
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2

=
1

2

∫ ‖un‖2
0

M(ξ)dξ − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Desde que M é cont́ınua, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada n ∈ N,



2.1. Introdução 40

existe 0 < ξn < ‖un‖2 tal que

∫ ‖un‖2
0

M(ξ)dξ = M(ξn)‖un‖2.

Logo,

C +
1

µ
‖un‖ ≥

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2

=
1

2
M(ξn)‖un‖2 − 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2.

Desde que M é não-crescente, temos M(ξn) ≥M(‖un‖2), de onde segue que

C +
1

µ
‖un‖ ≥

M(‖un‖2)‖un‖2

2
− 1

µ
M(‖un‖2)‖un‖2

=

(
1

2
− 1

µ

)
M(‖un‖2)‖un‖2

Assim,

C

‖un‖
+

1

µ
≥

(
1

2
− 1

µ

)
M(‖un‖2)‖un‖.

Por (M3), (un) é limitada em W 1,2(Ω). Assim, a menos de subseqüências obtemos

‖un‖2 −→ θ em R,

un ⇀ u em W 1,2(Ω),

un −→ u em Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗

un −→ u em Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗,

un(x) −→ u(x) q. s. em Ω.

Como M é cont́ınua, temos

M(‖un‖2) −→M(θ) > 0 em R.

Logo, existe k > 0 tal que M(‖un‖2) ≥ k > 0 para n grande.
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Afirmação 4: Podemos considerar não-negativa toda seqüencia Palais-Smale

para este problema.

De fato, sendo (un) limitada, a seqüencia u−n = u+
n −un é também limitada. Dessa forma,

I ′(un)u−n −→ 0,

ou seja,

M(‖un‖2)

∫
Ω

(∇un∇u−n + unu
−
n )dx−

∫
Ω

f(un)u−n dx−
(∫

∂Ω

F (un)dσ

)∫
∂Ω

f(un)u−n dσ −→ 0.

Desde que un = u+
n − u−n , temos por (f2) e (f3) que

M(‖un‖2)

∫
Ω

(∇u−n∇u−n + u−nu
−
n )dx −→ 0.

Logo,

M(‖un‖2)‖u−n ‖2 −→ 0.

Portanto,

‖u−n ‖2 −→ 0, já que M(‖un‖2) −→M(θ) > 0 em R. (2.2)

Assim, podemos considerar un = u+
n + on(1), o que implica em

‖un‖2 = ‖u+
n ‖2 + on(1). (2.3)

Desde que M̂ é cont́ınua temos

M̂(‖un‖2) = M̂(‖u+
n ‖2) + on(1), ou seja, I(un) = I(u+

n ) + on(1).

Vejamos que também vale

I ′(un) = I ′(u+
n ) + on(1).
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De fato, desde que M é cont́ınua temos

M(‖un‖2) = M(‖u+
n ‖2) + on(1).

De (2.2) temos que, a menos de subseqüência,

∂u−n (x)

∂x
−→ 0 q. s. em Ω.

Logo,

∂un(x)

∂x
− ∂u+

n (x)

∂x
−→ 0 q. s. em Ω e então ∇un(x)−∇u+

n (x) −→ 0 q. s. em Ω.

Além disso,

∫
Ω

|∇un(x)−∇u+
n (x)|2dx ≤

∫
Ω

(
|∇un(x)|+ |∇u+

n (x)|
)2
dx

≤ C

(∫
Ω

|∇un(x)|2dx+

∫
Ω

|∇u+
n (x)|2dx

)
≤ C

(∫
Ω

(|∇un(x)|2 + un(x)2)dx+

∫
Ω

(|∇u+
n (x)|2 + u+

n (x)2)dx

)
≤ C1 ∈ R,

pois (un) é limitada em W 1,2(Ω).

Assim, usando o Lema A.1 de Brezis-Lieb temos

∫
Ω

(∇un∇ϕ+ unϕ)dx =

∫
Ω

(∇u+
n∇ϕ+ u+

nϕ)dx+ on(1). (2.4)

Portanto, I ′(un) = I ′(u+
n ) + on(1). Assim, desta identidade e de I(un) = I(u+

n ) + on(1),

segue-se que (u+
n ) é uma seqüência Palais-Smale. Logo qualquer seqüência Palais-Smale

pode ser considerada uma seqüência não-negativa, ou seja, (un) ≥ 0 e conseqüentemente

u ≥ 0.

Desde que un −→ u em Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗, segue-se que

un −→ u em L2(Ω),
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un −→ u em Lq(Ω).

E do fato de

un(x) −→ u(x) q. s. em Ω.

segue a existência de funções g ∈ L2(Ω) e h ∈ Lq(Ω) tais que

|un(x)| ≤ g(x) q. s. em Ω, para todo n ∈ N,

|un(x)| ≤ h(x) q. s. em Ω, para todo n ∈ N.

Além disso,

f(un(x))un(x) −→ f(u(x))u(x) q. s. em Ω pois f é cont́ınua

e

|f(un(x))un(x)| ≤ (ε+ l)|un|2 + Cε|un|q ≤ (ε+ l)g(x)2 + Cεh(x)q.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

∫
Ω

f(un(x))un(x)dx −→
∫

Ω

f(u(x))u(x)dx.

De modo análogo, ∫
Ω

f(un(x))u(x)dx −→
∫

Ω

f(u(x))u(x)dx.

Assim,

on(1) = I ′(un)un − I ′(un)u+M(‖un‖2) (〈u, u〉 − 〈un, u〉)

= M(‖un‖2)‖un‖2 −M(‖un‖2)〈un, u〉+M(‖un‖2) (〈u, u〉 − 〈un, u〉)

−
∫

Ω

f(un)undx−
(∫

∂Ω

F (un)dσ

)∫
∂Ω

f(un)undσ

+

∫
Ω

f(un)udx+

(∫
∂Ω

F (un)dσ

)∫
∂Ω

f(un)udσ

= M(‖un‖2) (〈un, un〉 − 2〈un, u〉+ 〈u, u〉) + on(1)

= M(‖un‖2)‖un − u‖2 + on(1).
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Logo, un −→ u em W 1,2(Ω), pelo Teorema do Passo da Montanha u é ponto cŕıtico do

funcional I e, portanto, solução do problema (2.1). Desde que I(u) = c > 0, segue que

u 6≡ 0.

2.2 Multiplicidade de soluções para o problema P1 via

Teoria de Morse

Nesta seção, mostraremos como o método variacional aliado a teoria de Morse pode ser

aplicado no estudo de multiplicidade de soluções para o problema (2.1).

Teorema 2.2. Sob as hipóteses (M1), (M2), (M3) e que f satisfaça a condição de

Ambrosetti-Rabinowitz e as hipóteses (f1), (f2), (f3) e (f4). Então o problema (2.1)

possui pelo menos três soluções.

A fim de demonstrar o Teorema 2.2 utilizaremos o Teorema 1.4 do Apêndice, para isso

precisamos mostrar alguns resultados e que o funcional I seja limitado inferiormente, o que

não é o caso como já vimos na demonstração de que I satisfaz a segunda geometria do passo

da montanha.

Assim, verificamos que o funcional I é limitado inferiormente em Bρ(0).

Lema 2.1. O funcional I é limitado inferiormente em Bρ(0), onde ρ = ‖t0ψ‖

Demonstração. Para mostrar que o funcional I satisfaz a primeira geometria do passo

da montanha verificamos que

I(u) ≥
(m1

2
− (ε+ l)

)
‖u‖2

(
1− Cε‖u‖q−2 − (ε+ l)‖u‖2 − Cε‖u‖2q−2

)
e segue da segunda geometria do passo da montanha que existe t0 > 0 em R e ψ > 0 em Ω

tal que I(t0ψ) < 0 com ρ = ‖t0ψ‖ > %.

Logo,

I(u) ≥ I(t0ψ) ≥
(m1

2
− (ε+ l)

)
ρ2
(
1− Cερq−2 − (ε+ l)ρ2 − Cερ2q−2

)
= R
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para toda u ∈ Bρ(0) em que R é uma constante negativa.

Lema 2.2. A origem de W 1,2
0 (Ω) é um ponto cŕıtico não degenerado de I.

Demonstração.

I(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

F (u)dx− 1

2

(∫
∂Ω

F (u)dσ

)2

temos

I ′′(0)(ϕ, ψ) = M(‖0‖2)

∫
Ω

∇ϕ∇ψ + ϕψdx−
∫

Ω

f ′(0)ϕψdx.

Para mostrar que 0 é um ponto não degenerado, devemos mostrar que

L = I ′′(0) : W 1,2
0 (Ω)→ W 1,2

0 (Ω)

dado por

I ′′(0)(ϕ, ψ) = 〈Lϕ, ψ〉

é invert́ıvel.

O Teorema A.6 garante a existência de uma aplicação linear e cont́ınua T : W 1,2
0 (Ω)→

W 1,2
0 (Ω) tal que

〈Tϕ, ψ〉 =

∫
Ω

f ′(0)ϕψdx.

Assim, se indicarmos por Id a aplicação identidade de W 1,2
0 (Ω), podemos escrever

I ′′(0)(ϕ, ψ) = 〈Idϕ, ψ〉 − 〈Tϕ, ψ〉 ,

ou melhor

I ′′(0)(ϕ, ψ) = 〈(Id− T )ϕ, ψ〉

Portanto L = Id − T . Claramente o operador Id − T é linear cont́ınuo e simétrico.

Vamos mostar que T é um operador compacto.

Seja ψn uma sequência limitada em W 1,2
0 (Ω). Pela imersão compacta W 1,2

0 (Ω) ↪→ L2(Ω),
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existe uma subsequência ϕnj de ϕn ∈ W 1,2
0 (Ω) tal que

ϕnj → ϕn em L2(Ω).

Vamos mostrar que Tϕnj → Tϕn em L2(Ω). Note que

‖Tϕnj − Tϕ‖2
0 =

〈
Tϕnj − Tϕ, Tϕnj − Tϕ

〉
=

〈
Tϕnj , Tϕnj − Tϕ

〉
−
〈
Tϕ, Tϕnj − Tϕ

〉
=

∫
Ω

f ′(0)ϕnj(Tϕnj − Tϕ)dx−
∫

Ω

f ′(0)ϕ(Tϕnj − Tϕ)dx,

ou melhor,

‖Tϕnj − Tϕ‖2
0 =

∫
Ω

f ′(0)(ϕnj − ϕ)(Tϕnj − Tϕ)dx.

Usando a Desigualdade de Hölder, obtemos

‖Tϕnj − Tϕ‖2
0 ≤ f ′(0)‖ϕnj − ϕ‖L2(Ω)‖Tϕnj − Tϕ‖L2(Ω).

Pela desigualdade de Poincaré,

‖Tϕnj − Tϕ‖2
0 ≤ f ′(0)‖ϕnj − ϕ‖L2(Ω)C‖Tϕnj − Tϕ‖0

de onde segue que

‖Tϕnj − Tϕ‖0 ≤ Cf ′(0)‖ϕnj − ϕ‖L2(Ω) → 0,

logo Tϕnj → Tϕ em W 1,2
0 (Ω). Portanto T é um operador compacto. Pela alternativa de

Fredholm (Proposição A.2) mostraremos que Id− T é bijetivo, basta mostrar que o mesmo

é injetivo, isto é, Ker(Id− T ) = {0}. Se ϕ ∈ Ker(Id− T ), temos

〈(Id− T )ϕ, ψ〉 = 0, ∀ψ ∈ W 1,2
0 (Ω)

implicando que ∫
Ω

∇ϕ∇ψ + ϕψdx =

∫
Ω

f ′(0)ϕψdx, ∀ψ ∈ W 1,2
0 (Ω)
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donde segue que ϕ ∈ Ker(Id− T ) é solução do problema de autovalor −∆ϕ+ ϕ = f ′(0)ϕ em Ω,

ϕ = 0 em ∂Ω.

Desde que f ′(0) 6= 0 temos que ϕ = 0. Logo L = Id−T é linear cont́ınuo e bijetivo. Além

disso, pelo Teorema da Aplicação Aberta, L = Id− T é um isomorfismo linear. Portanto 0

é um ponto critico não degenerado de I.

Lema 2.3. O ı́ndice de Morse de I em u0 = 0 é maior do que ou igual a 1, ou seja,

m(I, 0) ≥ 1.

Demonstração. O ı́ndice de Morse de I em 0 é o supremo das dimensões de subespaços

de W 1,2
0 (Ω), sobre os quais I ′′(0) é negativo definido, isto é, I ′′(0)(ϕ, ψ) < 0. Sabemos que

I ′′(0)(ϕ, ϕ) = 〈Lϕ, ϕ〉 =

∫
Ω

|∇ϕ|2 + |ϕ|2dx− f ′(0)

∫
Ω

|ϕ|2dx.

Assim, se ϕi é uma autofunção de (−∆,W 1,2
0 (Ω))associado ao autovalor λi temos

I ′′(0)(ϕi, ϕi) =

∫
Ω

|ϕi|2(λi + 1− f ′(0))dx < 0

para todo 1 ≤ i ≤ j, onde j é dado na hipótese (f4). Portanto m(I, 0) ≥ j ≥ 1.

Demonstração. (do Teorema 2.2)

Desde de que I ∈ C2(W 1,2
0 (Ω),R) satisfaz a condição Palais-Smale, segue do Lema 2.1

que I é limitado em Bρ(0) e dos Lemas 2.2 e 2.3 que u0 = 0 é ponto cŕıtico não degenerado

de I que não é ponto de mı́nimo com ı́ndice de Morse j finito. Pelo Teorema 1.4, I tem pelo

menos três pontos cŕıticos.



Caṕıtulo 3

Solução Para o Problema (P2) Via

Variedade de Nehari e Método de

Fibração

Neste caṕıtulo, usaremos além do Prinćıpio Variacional de Ekeland, conhecimentos a

respeito da variedade de Nehari e fibração para estudar o problema
M(‖u‖2)(−∆u+ u) = |u|p−2u em Ω,

M(‖u‖2)
∂u

∂η
= λ|u|q−2u

∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ em ∂Ω,

em que N ≥ 3, α, λ > 0 e 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
e M(t) = tα com α > 0 e t ≥ 0, que

pode ser reescrito como
‖u‖2α(−∆u+ u) = |u|p−2u em Ω,

‖u‖2α∂u

∂η
= λ|u|q−2u

∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ em ∂Ω.

(3.1)

Seja Eλ,α : W 1,2(Ω) −→ R o funcional energia associado ao problema (3.1). Assim,

Eλ,α(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

(3.2)

48
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para toda u ∈ W 1,2(Ω). Logo,

Eλ,α(u) =
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

(3.3)

para toda u ∈ W 1,2(Ω), pois

M̂(t) =
1

α + 1
tα+1

para todo t ≥ 0. Além disso,

〈E ′α,λ(u), ϕ〉 = ‖u‖2α

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ)dx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx

− λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

) (3.4)

para toda u, ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Logo, u ∈ W 1,2(Ω) é solução do problema (3.1) se, e somente se, u é ponto cŕıtico de

Eα,λ.

Teorema 3.1. O funcional Eλ,α possui ao menos um ponto cŕıtico não-trivial, isto é, o

problema (3.1) possui ao menos uma solução fraca não-trivial.

Demonstração. Inicialmente relembremos as imersões compactas de Sobolev do espaço

W 1,2(Ω) em Lt(Ω) para 1 < t < 2∗ =
2N

N − 2
cuja melhor constante satisfaz

‖u‖Lt(Ω) ≤ S
− 1

2
t ‖u‖

S
1
2
t ‖u‖Lt(Ω) ≤ ‖u‖

S
1
2
t

(∫
Ω

|u|tdx
) 1

t

≤ ‖u‖

S
t
2
t

(∫
Ω

|u|tdx
)
≤ ‖u‖t(∫

Ω

|u|tdx
)
≤ S

− t
2

t ‖u‖t (3.5)

e também as imersões compactas de Sobolev do espaço W 1,2(Ω) em Lr(∂Ω) para 1 < r <
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2∗ =
2(N − 1)

N − 2
cuja melhor constante satisfaz

STr ‖u‖Lr(∂Ω) ≤ ‖u‖2

STr

(∫
∂Ω

|u|rdσ
) 2

r

≤ ‖u‖2(∫
∂Ω

|u|rdσ
)
≤ (STr )−

r
2‖u‖r. (3.6)

Assim,

∫
Ω

|u|pdx ≤ S
− p

2
p ‖u‖p; para toda u ∈ W 1,2(Ω) (3.7)∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ ≤ 1

q
(STq )−

q
2‖u‖q; para toda u ∈ W 1,2(Ω) (3.8)(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

≤ 1

q2
(STq )−q‖u‖2q; para toda u ∈ W 1,2(Ω). (3.9)

De onde segue que

Eλ,α(u) ≥ 1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p
S
− p

2
p ‖u‖p −

λ

2

1

q2
(STq )−q‖u‖2q (3.10)

para toda u ∈ W 1,2(Ω).

Observemos que estamos considerando 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
. De modo que

temos de estudar alguns casos:

3.1 Solução via Prinćıpio Variacional de Ekland

Caso 1: 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
e 2q < p < 2(α + 1).

Neste caso, segue de (3.10) que o funcional energia é limitado inferiormente. Em verdade,

Eλ,α é coercivo.

Afirmação 1: O funcional Eλ,α satisfaz a condição de Palais-Smale. (3.11)



3.1. Solução via Prinćıpio Variacional de Ekland 51

De fato, seja (un) ∈ W 1,2(Ω) uma seqüencia tal que |Eλ,α(un)| ≤ C e E ′λ,α(un) −→ 0. Assim,

C ≥ Eλ,α(un) ≥
(

1

2(α + 1)
‖un‖2(α+1)−p − 1

p
S
− p

2
p

)
‖un‖p −

λ

2

1

q2
(STq )−q‖un‖2q (3.12)

Logo, (un) é limitada em W 1,2(Ω) pois p > 2q. Além disso, temos que

〈E ′α,λ(u), ϕ〉 = 〈‖un‖2αun, ϕ〉 − 〈Tun, ϕ〉 (3.13)

para toda ϕ ∈ W 1,2(Ω). Em que T : W 1,2(Ω) −→ W 1,2(Ω) é um operador compacto dado

por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx− λ
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)
(3.14)

para toda ϕ ∈ W 1,2(Ω).

De fato, para cada u ∈ W 1,2(Ω) fixada consideramos inicialmente o funcional

Ju : W 1,2(Ω) −→ R

ϕ 7−→ Ju(ϕ)

em que Ju(ϕ) =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx+ λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)
.

Observemos que Ju está bem definido e claramente é linear, por causa das propriedades

da integral.

Agora, aplicando as desigualdades (3.7), (3.8) vindas do teorema do traço

e desigualdades de Sobolev, bem como a desigualdade de Hölder, teremos

|Ju(ϕ)| =

∣∣∣∣∫
Ω

|u|p−2uϕdx+ λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
Ω

|u|p−2uϕdx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|u|p−1|ϕ|dx+ λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−1|ϕ|dσ
)

≤ S1−p
2(p−1)‖u‖p−1‖ϕ‖L2(Ω) +

(
1
q
(STq )−

q
2‖u‖q(ST2(q−1))

1−q‖u‖2(q−1)
)
‖ϕ‖L2(∂Ω)

≤ S1−p
2(p−1)‖u‖p−1C1 · ‖ϕ‖+

(
1
q
(STq )−

q
2‖u‖q(ST2(q−1))

1−q‖u‖2(q−1)
)
C2 · ‖ϕ‖

≤
[
S1−p

2(p−1)‖u‖p−1 · C1 +
(

1
q
(STq )−

q
2‖u‖q(ST2(q−1))

1−q‖u‖2(q−1)
)
C2

]
‖ϕ‖.
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Portanto,

|Ju(ϕ)| ≤ C · ‖ϕ‖, ∀ϕ ∈ W 1,2(Ω).

De onde segue que Ju é limitado, ou seja, temos um funcional linear e cont́ınuo em W 1,2(Ω).

Logo pelo Teorema da Representação de Riez, para cada u ∈ W 1,2(Ω) dado, existe um único

v := Tu ∈ W 1,2(Ω), tal que Ju(ϕ) = 〈Tu, ϕ〉, isto é,

〈v, ϕ〉 =

∫
Ω

|u|p−2uϕdx+ λ

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)(∫
∂Ω

|u|q−2uϕdσ

)

para toda ϕ ∈ W 1,2(Ω). Dessa forma temos um operador

T : W 1,2(Ω) −→ W 1,2(Ω)

u 7−→ v := Su

em que 〈Tu, ϕ〉 = Ju(ϕ), o qual está bem definido e é linear. Além disso, este operador

é compacto. Com efeito, tomemos (un) ⊂ W 1,2(Ω) tal que un ⇀ u ∈ W 1,2(Ω) e façamos

vn = Tun e v = Tu. Assim, usando os cálculos que fizemos para mostrar que Ju é limitado,

temos que

‖Tun − Tu‖2 = 〈T (un − u), T (un − u)〉

= |J(un−u)(Tun − Tu)|

≤
[
K1 · ‖un − u‖p−1

L +K2‖un − u‖3q−2
]
‖Tun − Tu‖.

Assim,

‖Tun − Tu‖ ≤
[
K1 · ‖un − u‖p−1

L2(Ω) +K2‖un − u‖3q−2
L2(∂Ω)

]
Como as imersões de W 1,2(Ω) em L2(Ω) e de W 1,2(Ω) em L2(∂Ω) são compactas, então

un ⇀ u em W 1,2(Ω) implica em un → u em L2(Ω) e un → u em L2(∂Ω) eventualmente para

uma subseqüências. Portanto, Tun −→ Tu em W 1,2(Ω) e dáı T é compacto. Voltando a
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identidade (3.14) teremos que

E ′α,λ(un) = ‖un‖2αun − Tun. (3.15)

Como (un) é uma seqüencia (PS), tem-se que E ′λ,α(un) −→ 0, ou seja, ‖un‖2αun−Tun −→ 0.

Como (un) é uma seqüencia limitada em W 1,2(Ω) segue-se que un ⇀ u em W 1,2(Ω) e

‖un‖ −→ â ≥ 0, possivelmente para subseqüências.

Se â = 0 então un −→ 0 em W 1,2(Ω).

Se â > 0 então ‖un‖ ≥ â
2
> 0 se n for suficientemente grande. Observemos que

un =
1

‖un‖2α
[‖un‖2αun − Tun + Tun].

Desde que ‖un‖2αun − Tun −→ 0, (Tun) converge pois T é compacto e ‖un‖2α −→ â2α ≥ 0

teremos que (un) converge (possivelmente para uma subseqüência).

Agora, se u ∈ W 1,2(Ω), u 6≡ 0, t > 0 então

Eλ,α(tu) =
t2(α+1)

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − tp

p

∫
Ω

‖u‖pdx− λ

2
t2q
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

= t2q

[
t2(α+1)−2q

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − tp−2q

p

∫
Ω

‖u‖pdx− λ

2

(∫
∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2
]

Desde que 2q < p < 2(α+1), segue-se que Eλ,α(tu) < 0 se t for suficientemente pequeno.

Desse modo o mı́nimo de Eλ,α é não trivial, ou seja, o problema possui solução fraca não

trivial.

Caso 2: 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
e p < 2q < 2(α + 1).

Tal como no caso 1, segue de (3.10) que o funcional energia é limitado inferiormente,

coercivo e satisfaz a condição (PS).

Assim, existe (un) ∈ W 1,2(Ω) uma seqüencia Palais-Smale satisfeita por Eλ,α, isto é,

|Eλ,α(un)| ≤ C e E ′λ,α(un) −→ 0, fazendo p = 2r e 2q = s teremos 2r < s < 2(α+ 1) e basta

fazer uma substituição e tudo se processará como no caso 1.
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3.2 Solução Via Nehari e Fibração

Caso 3: 1 < q < 2 < p < 2∗ =
2N

N − 2
e p = 2q > 2(α + 1).

Neste caso vamos ter

Eλ,α(tu) =
t2(α+1)

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − tp

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2
t2q
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

=
t2(α+1)

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − tp

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2
tp
(∫

∂Ω

1

q
|u|qdσ

)2

.

Assim, Eλ,α(tu) −→ −∞ se t −→ +∞ e, portanto, Eλ,α não é limitado inferiormente.

Também temos que

Eλ,α(u) ≥ 1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p
S
− p

2
p ‖u‖p −

λ

2

1

q2
(STq )−q‖u‖p

≥ 1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) −

[
1

p
S
− p

2
p +

λ

2

1

q2
(STq )−q

]
‖u‖p.

Façamos % = ‖u‖. Logo,

Eλ,α(u) ≥ 1

2(α + 1)
%2(α+1) −

[
1

p
S
− p

2
p +

λ

2

1

q2
(STq )−q

]
%p

=

[
1

2(α + 1)
−
(

1

p
S
− p

2
p +

λ

2

1

q2
(STq )−q

)
%p−2(α+1)

]
%2(α+1).

Portanto, se % > 0 for suficientemente pequeno, então Eλ,α ≥ r > 0 se ‖u‖ = %. De onde

conclui-se que, neste caso, Eλ,α satisfaz a Geometria do Passo da Montanha.

Podeŕıamos verificar que Eλ,α satisfaz a condição (PS) e usando o Teorema do Passo da

Montanha concluiŕıamos que Eλ,α possui ponto cŕıtico não trivial. No entanto, vamos usar

neste caso a variedade de Nehari e o método da fibração para chegar ao resultado.

O método da aplicação fibração introduzido por Drabek e Pohozaev em [12] e

posteriormente estudado por Brown e Zhang em [9] relaciona o funcional associado ao

problema com uma função real. Com as informações sobre esta função conseguimos uma

demonstração simples do resultado desejado.
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Definamos

Nλ,α := {u ∈ W 1,2(Ω); 〈E ′(u)λ,α, u〉 = 0}. (3.16)

Observemos que

〈E ′α,λ(u), ϕ〉 = ‖u‖2α

∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ)dx−
∫

Ω

|u|p−2uϕdx

− λ

(∫
∂Ω

2

p
|u|

p
2dσ

)(∫
∂Ω

|u|
p
2
−2uϕdσ

)

para toda u, ϕ ∈ W 1,2(Ω). De modo que

〈E ′α,λ(u), u〉 = ‖u‖2α+2 −
∫

Ω

|u|pdx− 2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

.

Assim, u ∈ Nλ,α se, e somente se, 〈E ′(u)λ,α, u〉 = 0, ou seja, u ∈ Nλ,α se, e somente se

‖u‖2α+2 =

∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

. (3.17)

Além disso, se u ∈ Nλ,α então

Eλ,α(u) =
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p

∫
Ω

|u|pdx− λ

2

(∫
∂Ω

2

p
|u|

p
2dσ

)2

=
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p

∫
Ω

|u|pdx− 2λ

p2

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

=
1

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − 1

p

∫
Ω

|u|pdx− 1

p

(
‖u‖2α+2 −

∫
Ω

|u|pdx
)

=

(
1

2(α + 1)
− 1

p

)
‖u‖2(α+1) > 0.

Como p > 2(α + 1), segue-se que Eλ,α é limitado inferiormente e coercivo em Nλ,α.

Definamos

m := inf
u∈Nλ,α

Eλ,α(u).

Afirmação 2: Nλ,α 6= ∅.
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De fato, para mostrar a validade desta afirmação, definamos o funcional fibração

Ku,α : (0,+∞) −→ R

t 7−→ Ku,α(t) := Eλ,α(tu)

para toda u ∈ W 1,2(Ω) \ {0}. Assim,

Ku,α(t) = Eλ,α(tu) =
t2(α+1)

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) − tp

p

∫
Ω

|u|pdx− λtp

2

(∫
∂Ω

2

p
|u|

p
2dσ

)2

e

K ′u,α(t) = t2α+1‖u‖2(α+1) − tp−1

∫
Ω

|u|pdx− 2λtp−1

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

.

De onde segue que

tK ′u,α(t) = t2(α+1)‖u‖2(α+1) − tp
∫

Ω

|u|pdx− 2λtp

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

= ‖tu‖2(α+1) −
∫

Ω

|tu|pdx− 2λ

p

(∫
∂Ω

|tu|
p
2dσ

)2

= 〈E ′α,λ(tu), tu〉, com t > 0.

Portanto, tu ∈ Nλ,α se, e somente se, t é ponto cŕıtico de Ku,α. Agora, K ′u,α(t) = 0 se, e

somente se,

t2α+1‖u‖2(α+1) =

[∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2
]
tp−1.

Desde que p > 2(α+ 1) temos p− 1 > 2α+ 1 e, portanto, o único ponto cŕıtico tu,α > 0 de

Ku,α é dado por

tu,α =

 ‖u‖2(α+1)

‖u‖pLp(Ω) + 2λ
p
‖u‖p

L
p
2 (∂Ω)

 1
p−2(α+1)

.
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Observemos que

Ku,α(t) =
t2(α+1)

2(α + 1)
‖u‖2(α+1) −

(
1

p
‖u‖pLp(Ω) +

2λ

p2
‖u‖p

L
p
2 (∂Ω)

)
tp.

Desde que p > 2(α + 1) temos

Ku,α(t) > 0 se t > 0 for pequeno

Ku,α(t) → −∞ se t→ +∞

K ′u,α(t) > 0 se 0 < t < tu,α

K ′u,α(t) < 0 se t > tu,α.

Logo, o comportamento de Ku,α é como na figura a seguir

0

.

De onde conclúımos que Nλ,α 6= ∅.

Agora, uma questão que surge naturalmente, é se m > 0. Observemos que se u ∈ Nλ,α,

então

‖u‖2(α+1) =

∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

.

Além disso,

∫
Ω

|u|pdx ≤ S
− p

2
p ‖u‖p; para toda u ∈ W 1,2(Ω)∫

∂Ω

|u|
p
2dσ ≤

(
STp

2

)− p
4 ‖u‖

p
2 ; para toda u ∈ W 1,2(Ω)(∫

∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

≤
(
STp

2

)− p
2 ‖u‖p; para toda u ∈ W 1,2(Ω).
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Logo,

‖u‖2(α+1) ≤ S
− p

2
p ‖u‖p +

(
STp

2

)− p
2 ‖u‖p

=

[
S
− p

2
p +

(
STp

2

)− p
2

]
‖u‖p.

Portanto,

‖u‖ ≥ 1[
S
− p

2
p +

(
STp

2

)− p
2

] 1
p−2(α+1)

.

para toda u ∈ Nλ,α. Usando uma expressão já vista de Eλ,α(u) temos

Eλ,α(u) =

(
1

2(α + 1)
− 1

p

)
‖u‖2(α+1) ≥ C > 0.

Façamos a decomposição de Nλ,α da seguinte maneira:

K ′u,α(tu) = 0 se e somente se tuu ∈ Nλ,α

o que equivale a

K ′u,α(1) = 0 se e somente se u ∈ Nλ,α

Assim, é natural decompormos Nλ,α em pontos de mı́nimos locais, máximos locais e pontos

de inflexão

N+
λ,α = {u ∈ Nλ,α;K ′′u,α(1) > 0}

N−λ,α = {u ∈ Nλ,α;K ′′u,α(1) < 0}

N 0
λ,α = {u ∈ Nλ,α;K ′′u,α(1) = 0}.

Assim,

Nλ,α = N+
λ,α ∪N

−
λ,α ∪N

0
λ,α.
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No entanto, temos que K ′u,α(1) = 0 se e somente se u ∈ Nλ,α, o que ocorre se, e somente,

‖u‖2(α+1) =

∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2

. (3.18)

Mas

K ′′u,α(t) = (2α + 1)t2α‖u‖2(α+1) − (p− 1)tp−2

[∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2
]

e, então,

K ′′u,α(1) = (2α + 1)‖u‖2(α+1) − (p− 1)

[∫
Ω

|u|pdx+
2λ

p

(∫
∂Ω

|u|
p
2dσ

)2
]
.

Usando a identidade (3.18) temos que

K ′′u,α(1) = (2α + 1)‖u‖2(α+1) − (p− 1)

[∫
Ω

|u|pdx+ ‖u‖2(α+1) −
∫

Ω

|u|pdx
]

= (2α + 1)‖u‖2(α+1) − (p− 1)‖u‖2(α+1)

= [(2α + 1)− (p− 1)] ‖u‖2(α+1)

= [2(α + 1)− p] ‖u‖2(α+1) < 0.

Logo, N+
λ,α = N 0

λ,α = ∅ e dáı Nλ,α = N−λ,α.

Portanto pelo teorema 1.3 temos que o o funcional Eλ,α possui um ponto cŕıtico

u ∈ W 1,2(Ω).



Apêndice A

Conceitos e resultados

Definição A.1. Sejam X um espaço de Banach e I : X → R um funcional, I é dito ser

Fréchet diferenciável em u ∈ X quando existe um funcional linear T ∈ X ′, tal que,

lim
||v||→0

I(u+ v)− I(u)− Tv
||v||

= 0.

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é única. Vamos denotá-la por I ′(u).

Definição A.2. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que funcional I é de classe C1

em A ou simplesmente I ∈ C1(A,R) quando é Fréchet diferenciável em todo ponto u ∈ X

e o operador I ′ : A→ X ′ é cont́ınuo.

Definição A.3. Sejam X um espaço de Banach e I : X → R um funcional, I é dito ser

Gâteaux diferenciável em u, se existe um funcional linear Tu ∈ X ′, tal que,

lim
t→0

I(u+ tv)− f(x)

t
= Tuv, ∀v ∈ X.

A derivada de Gâteaux no ponto u, quando existe, é única. Vamos denotá-la por DI(u).

Mais além, I é de classe C1 em A se, a derivada de Gateaux existe e o operador DI : E → X ′

existe e é continuo.

Teorema A.1. Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (xn) é uma seqüencia limitada

em X, então existem uma subseqüência (xnj) ⊂ (xn) e x ∈ X tais que xnj −→ x em X.

60
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Demonstração. Ver [8].

Teorema A.2. (da Convergência Dominada de Lebesgue): Seja (fn) uma seqüencia de

funções em L1(Ω) e suponha que:

(a) fn(x) −→ f(x) q.t.p. em Ω;

(b) Existe g ∈ L1(Ω) tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

fndx −→
∫

Ω

fdx.

Demonstração. Ver [6].

Teorema A.3. (de Vainberg): Seja (fn) uma seqüencia de funções em Lp(Ω) tal que

fn −→ f em Lp(Ω). Então existe uma subseqüência (fnj) ⊂ (fn) tal que

(a) fnj(x) −→ fn(x) q.t.p. em Ω;

(b) Existe h ∈ Lp(Ω) tal que |fnj(x)| ≤ h(x) para todo j ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

fndx −→
∫

Ω

fdx.

Demonstração. Ver [8].

Lema A.1. (de Brezis-Lieb): Sejam Ω um aberto do RN e (fn) ⊂ Lp(Ω), f ∈ Lp(Ω) com

p > 1. Suponha que fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω e exita C > 0, tal que

∫
|fn|p ≤ C, ∀n ∈ N.

Então ∫
fnϕ→

∫
fϕ, ∀ϕ ∈ Lq(Ω)

onde, 1/p+ 1/q = 1.

Demonstração. Ver [18].

Teorema A.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov): Suponha que Ω ⊂ RN seja um domı́nio

limitado de classe C1. Então as seguintes afirmações são válidas



62

(i) Se p < N , então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para 1 ≤ q < p∗ em que 1/p∗ = 1/p− 1/N ;

(ii) Se p = N , então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para 1 ≤ q < +∞;

(iii) Se p > N , então W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω). Além disso, as imersões são compactas.

Demonstração. Ver [8]

Proposição A.1. (Identidade de Green). Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira ∂Ω de

classe C1 e u, ϕ ∈ C2
c (RN). Então

−
∫

Ω

ϕ∆udx =

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫
∂Ω

ϕ
∂u

∂η
dσ.

Demonstração. Ver [18]

Teorema A.5. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ P < +∞

e 1/p+ 1/q = 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Ver [6]

Teorema A.6. (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet): Sejam H um espaço de

Hilbert e f ∈ H ′, existe u ∈ H tal que

f(v) = 〈u, v〉 , ∀v ∈ H.

Além disso,

|f |h′ = ‖u‖H .

Demonstração. Ver [8]
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Proposição A.2. (Alternativa de Fredholm): Sejam E um espaço de Banach e T : E → E

um operador compacto. Então

(i) Ker(I − T ) tem dimensão finita;

(ii) R(I − T ) é fechado em E e R(I − T ) = Ker(I − T ∗)⊥;

(iii) Ker(I − T ) = {0} ⇔ R(I − T ) = E;

(iv) dim(Ker(I − T )) = dim(Ker(I − T ∗)).

Demonstração. Ver [8]

Teorema A.7. (Desigualdade de Poincaré): Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado em relação

a alguma direção do RN . Então, existe C > 0 tal que

∫
Ω

|u|2dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2dx, ∀u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Demonstração. Ver [8]

O próximo resultado esta demostrado em [1]

Lema A.2. Seja Ω ⊂ RN , N ≥ 2 um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω. Se

1 < p < N e p ≤ q ≤ p∗ = (N−1)p
N−p . Então a imersão

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(∂Ω)

é cont́ınua. Além disso, se q < p∗ = (N−1)p
N−p então a imersão é compacta.

Assim, as funções de W 1,2(Ω) admitem um traço em Lq(∂Ω) e temos a desigualdade do

traço Sobolev

ST (Ω, 2, q)‖u‖2
Lq(∂Ω) ≤ ‖u‖2

W 1,2(Ω), 1 ≤ q ≤ 2∗ =
2(N − 1)

N − 2
.
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Além disso, a melhor constante de Sobolev ST (Ω, 2, q) é dada

λ1 = inf
u∈W 1,2(Ω)\W 1,2

0 (Ω)

∫
Ω

(|∇u|2 + u2)dx(∫
∂Ω

|u|qdσ
)2/q

> 0. (1.1)

e as funções que fazem com que esse ı́nfimo seja atingido são justamente as autofunções

associadas ao λ1.
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aplicação fibração relacionada à Variedade de Nehari, Dissertação (Mestrado), UFJF

(2014).

[26] S. Dias, Existência e multiplicidade de soluções para uma classe de equações eĺıpticas
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