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Resumo

Neste estudo, usaremos métodos variacionais aliados a Teoria de Morse para investigar a
existéncia e multiplicidade de solugoes para Problemas Elipticos Nao-Locais com Condicao

de Fronteira Integrais do tipo

B M(||u|\2)(—AU+8U) = [(z,u) em ,
M(||u||2)a—:; - g(x,u)/mG(x,u)da em 99

em que  C RY é um domifnio limitado e regular, M : Rt - R, f : @ xR = R
e g : 00 xR — R sao funcoes dadas e satisfazendo certas condigoes apresentados

oportunamente dependendo do caso. Além disso, consideramos
P t t
M(t) = / M(s)ds e G(z,t) = / g(z, s)ds.
0 0

Palavras chave: Kirchhoff, Condigao de Fronteira Integral, Condigao de Neumann, Teoria

de Morse, Variedade de Nehari.
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Abstract

In this study, we will use variational methods allied to Morse Theory to investigate
existence and multiplicity of solutions for Non-Local Elliptic Problems with Integral Border

Condition of type

B M(||u|\2)(—AU+8U) = [(z,u) em ,
M(||u||2)a—:; - g(x,u)/mG(x,u)da em 99

where Q C RY is a bounded and regular domain, M : R* - R, f: Q2 x R — R and
g : QxR — R are given functions satisfying certain conditions presented timely depending

on the case. In addition, we consider
. t t
M(t) = / M(s)ds e G(z,t) = / g(z, s)ds.
0 0

Keywords: Kirchhoff, Integral Border Condition, Neumann Condition, Morse Theory,
Nehari Manifold.
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Indice de Notacoes

Q, | Q| e 09 sdo, respectivamente, o fecho, a medida e a fronteira do conjunto €.
L3(Q) = {u : 0 — R; u é mensuravel e / lu|?dx < +oo}.
Q
%

|lull2 = (/ |u]2dx) é a norma usual em L?().

Q
(u,v) = /(Vqu + uv)dzx é o produto interno usual em WH2(Q).

Q

3

|lul| = (/(]Vu|2 + u2)dx) é a norma usual em W1?(Q).

0
Wy () é espaco das funcdes u € L2(Q) tal que Vu € L*(Q) e / udx = 0.

oN

(u,v)p = /QVqudx é o produto interno usual em W, ().
%
ullo = (/Q(]Vu|2)dx> é a norma usual em W12(Q).

/(|Vu|2 +u?)dx
S(,2,q) = inf £

weWwL2(Q\WE2(Q 2/a
EWL2(Q\Wy*(Q) (/ |uyqdo—)
0!

Q
imersdao compacta W2(Q) — L?(99).

¢ a melhor constante de Sobolev da

0%u
Au = 922 ¢é o operador Laplaciano aplicado a funcao u.
-

=1 v

u, — u convergéncia forte (em norma)

u, — u convergeéncia fraca
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Introducao

Neste trabalho, utilizaremos Métodos Variacionais e Teoria de Morse para investigar
existéncia e multiplicidade de solugao para problemas elipticos nao-locais sob condicoes de

fronteira integrais do tipo Kirchhoff sob a forma

Ml (~dutw) = fx,u) em 0,
2 @ == T, U Ir,u)ao m
M) g = slew [ Glade e o0,

em que Q C RY é um dominio limitado e regular, M : Rt - R, f: QxR = R e
g : 00l xR — R sao fungoes dadas e satisfazendo certas condi¢oes apresentadas dependendo

do caso. Em todos os casos consideraremos
. t t
M(t) = / M(s)ds e G(x,t)= / g(z, s)ds.
0 0

O problema (P) é denominado nao-local devido a presenga do termo M (]|ul[*) nao
ser calculado pontualmente. Algumas classes interessantes de problemas do tipo Kirchhoff
com condi¢ao de fronteira integrais, tais como (P), foram estudadas de diversas formas
em [22]. Grande parte dos trabalhos relacionados a Equagao de Kirchhoff estudaram-na
sob condigoes de fronteira homogéneas de Dirichlet. O primeiro a utilizar argumentos de
Anélise Nao-Linear para explorar os problemas nao-locais do tipo Kirchhoff foi Lions em
[20]. Ressaltamos que existem diversos trabalhos sobre a equagao de Kirchhoff usando

método variacional, ver por exemplo [2], [3], [I0], [I1], [5], [16], [24] e [21] dentre outros.

Além de ser do tipo Kirchhoff, uma outra caracteristica de (P) é ter fronteira do tipo

integral. Wang [27] estuda problemas de Dirichlet com condigao de fronteira integral da



Sumdrio 3

forma
_ N 0 ( ()gx“) = f(z,u) em Q, o

Gml
/K Ju(y)dy em OS2,

em que o nicleo K(x,y) é uma dada fungao. Sao estudados por Wang problemas de

autovalor como, por exemplo,

Lgp = em Q,
(0.2)
Y = K/ y)dy em OS2

em que A > 0 é um parametro real e K(z,y) = K é constante, existéncia de solugoes para
os casos linear e semilinear usando Principios de Comparagao e Teoria de Semigrupos. Em

Kavallaris-Tzanetis [I7] é estudado o problema

( w = Au+ Af(u) 5 em  Qx (0,4+00),
0.3
g_;‘ +Bu = 0 em 0 x (0,+00), 03
( w(z,0) = uo(x) em 4,

onde 0 < 8 = B(z) < +o0, B € CH(00Q), a > 0, Q@ C RN, N > 1 ¢ um dominio
limitado, p > 0 e f é uma funcao positiva, crescente e limitada, A é um parametro com
caracteristicas fisicas. Por exemplo, quando N = 1 e p = 2, a equagao (0.3)) modela o
aquecimento Ohmicoﬂ e, nesse caso, A é proporcional ao quadrado da diferenca de potencial

aplicado entre os extremos do circuito considerado.

Dessa forma, tais problemas sao abordados devido o fato de ter uma variedade
relevante de situagoes fisicas que acarretam algumas dificuldades matematicas interessantes
e que podem contribuir para resolver problemas aplicados a melhorar certos processos

tecnoldgicos.

LA demanda por produtos minimamente processados de alta qualidade tem aumentado nas tltimas décadas. O aquecimento
Ohmico se destaca como uma promissora tecnologia para substituir o tratamento térmico convencional, tais como a
pasteurizagao e a esterilizagdo comercial. O aquecimento Ohmico é um processo onde se aplica corrente elétrica, por meio de
eletrodos, com o objetivo de aquecer o produto. O calor gera-se internamente devido a resisténcia elétrica do mesmo, em que
a taxa de geracdo de calor depende da diferenca de potencial (voltagem) aplicada, e da condutividade elétrica do produto.



Sumdrio 4

Mais especificamente nesta dissertacdo, motivado por [19] e [7], usaremos Métodos

Variacionais para mostrar a existéncia de solucao para os problemas semilineares

oy [ B0 ) = s em ©,
Mg = f) /mmu)da em 00,
M) (~Dutw) = [ufu em ©,

(P2)

ou 1
M(||ul|P)— = )\uq2u/ —|ul?do em Of).
([ful] )877 |ul mql |

Para o problema (P1) foi possivel aplicar a Teoria de Morse para mostrar multiplicidade
de solugao. No entanto, com o problema (P2) tivemos dificuldade em aplicar a Teoria de
Morse, principalmente pelo fato do ponto 0 nao ser um ponto critico nao-degenerado do

funcional associado ao problema (P2).

Inicialmente, no capitulo 1 fazemos a caracterizacao variacional de ambos os problemas,
em seguida, apresentamos alguns conceitos e resultados da Teoria dos Pontos Criticos que
serao utilizados no trabalho como Principio Variacional de Ekeland, Teorema do Passo da
Montanha e Variedade de Nehari. Também apresentamos uma nocao basica a respeito da

Teoria de Morse para que possamos aplicd-la no problema (P1).

No capitulo 2 na secao 2.1 mostramos que existe uma solugao positiva para o problema
(P1) utilizando o Teorema do Passo da Montanha. J& a segdo 2.2 aplicamos a Teoria de

Morse para mostrar a existéncia de pelo menos trés solugdes para o problema (P1).

Ao longo capitulo 3, analisamos as condigdes sobre o problema (P2) e o dividimos em
trés casos, onde foi possivel mostrar a existéncia de solugao para cada caso. Na secao 3.1
estudamos os dois primeiros casos, onde usamos o Principio Variacional de Ekeland para
mostrar a existéncia de solucao nao trivial para o problema. J& na secao 3.2 estudamos o
terceiro caso e utilizamos a Variedade de Nehari e o Método de Fibracao para encontrarmos

uma solucao nao trivial.



Capitulo 1

Caracterizacao Variacional dos

Problemas

Neste capitulo apresentamos um breve sumario de resultados recentes da teoria dos
pontos criticos e dos métodos variacionais que utilizaremos. Faremos uma breve exposicao
sobre a Teoria de Morse e de como pretendemos aplica-la. Entendemos por métodos
variacionais as técnicas usadas para demonstrar que um determinado funcional atinge um
ponto critico, em que encontrar este ponto equivale a determinar uma solucao fraca para

uma certa equagao diferencial relacionada com o funcional.

Seja X um espago de Banach real e seja I : X — R um funcional continuamente
diferencidvel, isto é, I € C*(X,R). Dizemos que u € X é um ponto critico do funcional T

se

I'(u)p =0 (1.1)

para toda ¢ € X, em que I'(u) denota a derivada de Fréchet. Nesse caso, o correspondente
nimero ¢ = I(u) é chamado de valor critico de I ou nivel critico de I. Veremos que na
aplicacao da teoria dos pontos criticos as equacgoes diferencias, determinar um elemento
u € X que verifica é equivalente a determinar uma solugao fraca para uma certa

equacao diferencial relacionada com o funcional.

Veremos que os problemas (P1) e (P2) possuem estrutura variacional. Com isso



queremos dizer que tais problemas podem ser reformulados de maneira que a existéncia

de solucao pode ser obtida através da aplicagao dos resultados da teoria de pontos criticos.

Seja Q C RY um dominio limitado e regular, consideremos o problema

oy | M0 = ) em Q.
MG = £ /mF(u)da em 90,

emque N >3 M:R" — Re f:R— R sao funcoes continuas satisfazendo

M é nao-crescente e M(0) = 1.

Existem constantes mo,ts > 0 tais que 0 < M(t) < mo, set > to.

M (t*)t — 400 se t — +o0.

f(0)=0, f(t) >0set>0e|f(—t)] < f(t)set>0.

t
lim&:l,emquel>0.
t—0 ¢
i 10 _ ._ 2N AN 1)
tlg-nootq_—l_oond62<Q<2_N_QOUQ<Q<2*_W'

Sejam A\, < Ay < ... os autovalores de (—A, W,*(€)) Suponhamos também que

A < f(0) =1 < Ajj1, para algum j > 1.

(M1)

(M2)

(M3)

(f4)

Multiplicando ambos os membros das equagoes em (P1) por uma fungio teste ¢ €

Wh2(Q) e integrando temos



() —M(Jul?) / Augds + M(|Jul]?) / awpdz = / f(u)pda

(i) M) [ 5o = ( | F(u)da) ( aﬂf(ﬂ)sochf) |

Aplicando a identidade de Green em (i) temos

M () (— / VuVpds + / Qsog—:;chf) T M () / upd = / f(u)pds

e segue de (i1) que

M(Hqu)/QVquodx— (/m F(u)da> ( i f(u)goda)+M(||uH2)/ngodx—/ﬂ Flu)pdz = 0.

Assim, uma solugdo fraca para o problema (P1) é definida como sendo uma funcao

u € W12(Q) que verifica a identidade integral acima para toda fungao teste ¢ € W12(Q).

Desta forma uma solugao fraca para o problema (P1) é ponto critico do funcional

I:Wh(Q) — R se, e somente se, o funcional satisfaz

Fp = M) [ (uFp s upde— [ gt~ ([ Fwas) ([ eds).
Q Q o0 i)
(1.3)
para toda funcao teste ¢ € W12(Q). Logo, um candidato natural a funcional associado ao

problema (P1), cuja a derivada no sentido de Frechet dada por (1.3), é da forma

I(u) = %]\/4\(||u||2) _ /QF(u)d:B _ % (/m F(u)da)2 (1.4)

Com

¢ ¢
M) :/ M(s)ds e F(t) :/ £(s)ds.
0 0
Proposicao 1.1. Seja Q um dominio limitado do RN com N > 3, M : Rt — R e
f:R — R* fungoes continuas satisfazendo as hipdteses (M1), (M2), (M3), (f1), (f2) e
(f3). Entao o funcional I : W12?(Q) — R dado em ¢ de classe CY(W12(Q),R), com

Fup = () [ Fu¥e+upds — [ geas— ([ Fie) [ s

Q



Vu, p € WH2(Q).

1 1
Demonstragdo. Consideremos I(u) = §J1 (u) — Jao(u) — §J3(u) onde

Ji(w) = M(|[ul]?), Jo(u) = /QF(u)dx e Jy(u) = </m F(u)da)Q.

Mostraremos que Jy, Jo, J3 € C1 (WH%(Q),R) com

Jy(u) = 2M(HuH2)/QVuV<p+ug0dx,

Ji(u) = /Q f(w)pda

Jh(u) = 2 ( /8 ) F(u)da) | Jwpdo

Calcularemos, inicialmente, a derivada de Gateaux D.J;. Para isso, definimos H; (u) = |Ju|?,

assim temos que DJ;(u)p = M(||u||*)DH;(u)ep.

Hy(u+ tp) — Hi(u) lu+ teo]|* — Jul?
t

¢
(u+to,u+tp) — |ul?

t
lull® + 2t {u, @) + [l ol|* — [Jul?
t

1
- 2 l2t / vuvwwdwﬁusoﬂ -
Q

Portanto,

H to) — H
DH,(u)p = lim {utte) v
t—0 t

) = 2/ VuVy + updz. (1.5)
Q

Mostraremos agora que H; é continuo, com isso D.J; é continuo. Seja (u,,) uma sequéncia

em W2(Q) tal que u,, — u em WH2(Q).

Assim, para cada ¢ € W12(Q) com ||| < 1, aplicando a desigualdade de Holder,



desigualdade triangular e que W12(Q) — L?(Q) temos

|[DH:(u,) — DHy(u)] p| = ‘2/Vuano—i-ungodx—Q/Vquo—i-ugodx
Q Q
< 2/ |V (u, —u)V + (u, —u)p|dx
< 2/q|V(un—U)V<P!+|(Un—u)90|d$
Q
= 2/ ]V(un—u)Vgo]da:+2/ |(wy, — u)pldx
Q Q
< 2V(un — )72 IVl + 2llun — ulliz) e/l
< 2 n = W1 191230y + 2C N — P
< 2ll(un —wPllel® + 2Cun — ul* o
< [2lel* +2C1el] llun — ul?
< [2420) fun — ul?

Portanto, usando a norma em (W1%(Q2))’, concluimos que

|DHy(un) — DHy(u)] := Sup | DHy (up)p — DHy(u)p| < (24 2C]([un — ul].
elI<1
Logo, DH;(u,) — DH;(u) em (W'*(Q)) quando u, — w em WH'*(Q). Portanto,

operador DH; é continuo e deste modo, D.J; é continuo e temos que DJ; = Jj. Assim

Jy € CHW2(Q),R) e por (1.5)), temos

Ji(u)p = DJy(u)p = 2M (||ul|?) /Q VuVe + updz. (1.6)

Agora, vamos calcular a derivada de Gateaux D.J;. Para cada t € R com 0 < [t] < 1,
para cada u, ¢ € W1%(Q), consideremos a funcao h : [0, 1] — R dado por h(s) = F(u+styp).
Observe que ' (s) = f(u+ sto)te, h(1) = F(u+tp) e h(0) = F(u).

Desde que h é continuo e diferencidvel em (0, 1). Temos, do Teorema do Valor Médio,

que existe ¢ € (0,1) tal que k(1) — h(0) = h'(c), o que implica

F(u+ty) — F(u)
t

= | f(u+cty)]|e|.
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Considerando as condicoes de crescimento de f e usando a desigualdade triangular,

temos

1f(u+cto)lle] < ((e+Du+ cto| + Celu+ cto|71)| ¢

IN

(e + Dpllu + cto| + Cclpl|u + ctpli™?
< (e +Dlgllul + (e + Dlpllctel + colpl(|ul + [cte])T.

Observe que, como ¢ € (0,1) e por hipétese 0 < [t| < 1, temos |f(u + ctp)||e <
elolul + le? + celol(lu] + |@])7t. Assim,

|flutcto)lle < (e+1)|ellul + (e + Del* + celeold (Ju]! + |p|r)
(e + D]llul + (e + D)]e]* + clel|ult™" + o]

IN

Note que W'2(Q) — L*(Q),1 < s < 2% utilizando a desigualdade de Holder,
elpllul + elol® + clelul "™ + || € L(). De fato, pois

peWh(Q) = ¢e L*(Q), logo |¢|* € LY ()
peW(Q) = pe€LiQ), logo|pl?€ L'(Q),2<g<2
u, 0 € WH(Q) = wu,p € L*(Q), assim por Holder |ul|¢| € L'(Q)
weWQ) = ue Le1(Q), logo [ult™h € LI(Q), 2 < ¢ < 2°
—

) (
@ € WH2(Q) p e Li(9).

Como q e q/(q — 1) sao expoentes conjugados temos por Holder que |ul?t|p| € LY(Q).

Sendo L*(€2) um espago vetorial, temos (¢ + 1)|p||u| + (€ + 1)|p|* + ol [ulT + cL|p|? €

LY(2) como queriamos mostrar.

Além disso, como f é continua, ao tomarmos uma sequéncia |t,| — 0 quando n — 400,

encontramos

fu(x) + ctpp(t))p(xz) — f(u(x))p(r) pontualmente em €.
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

Jo(u + thp) — Jo(u)

/ Flu+ thp) — /Q Flu)

= lim 22
tn—0 tn

DJy(u)p = lim

=l [ flutetnpls
tn—0 Q

= / flu)e.

Q

De onde concluimos

DJs(u / f(u (1.7)

Mostraremos agora que o operador D.J, é continuo. Seja (u,,) uma sequéncia em W12(Q)
tal que u, — wem W'?(Q), assim das imersoes continuas, u, — wem L*(Q2) com 1 < s < 2*

no caso N > 3.

Do Teorema de Vainberg (ver apéndice), existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) e
g € L*(Q) onde 1 < s < 2* tal que uy,,; () — u(zr) quase sempre em € e |u,,;(7)| < g(z)

quase sempre em §2.

Desde que f é continua, usando a desigualdade triangular, a limitacao da f e a limitagao

de |uy, (z)| por g(x) quase sempre, obtemos

q

£ (1, @) = F@D]FT < [, (@) + Flu@))] 7

[
< [a+l |un] x)| 4 Cclun, (v x)|!
+ (e + Dua(@)] + Celun (@) |7
< (e + Dlg(@)| + Celg(@)o + (€ + D]g(@)| + Celg(@)|r)7
< [2(e + Dlg(x)] + 20| ()] 1]
< Cieg(z)7 + Cacgla)?.

Como 2 < g < 2* e das imersoes continuas, se tomarmos em particular g € L7()) temos

gc Lq%l, logo Clsg(x)q%l + Co.g(x)? € L'(Q).



12

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

|f (un; () = f(u(@))], 22y ) = O

LTT(Q)
Deste modo, para todo ¢ € W2(Q) tal que ||¢|| < 1, encontramos

(Dun,) — Do(u)]p| = \ [ e [ it \
< /Q|f<unj>— o

Desde que ¢/(q — 1) e q sdo expoentes conjugados, da desigualdade de Holder,

(D a(un,) = D] < |f(n,) = F(0)] 2, o [l

Das imersoes continuas de Sobolev temos

1D J2(un;) = DIo(w)lpl < | (un;) = flu)l oy o Clel]

q—1

< Olf(uny) — f(u)] o,

La1(Q)
Portanto, usando a norma em (W'%(Q2))’, concluimos que

|DJy(un,) — DJo(u)] = sup |[DJa(un;) — DJo(u)]¢|

llell<1

_q y
LTT(Q)

implicando

lim DJy(up,) = DJa(u).

Jj—+oo

Logo, DJs(u,) — DJs(u) quando u,, — u em W12(Q), assim o operador D.J, é continuo

e deste modo DJy, = Jj}. Portanto, Jo € C*(W12?(Q),R) e por (1.7)), temos

Jy(u)p = D.Jo(u / e

(1.8)
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Para calcular a derivada de Gateaux DJ3, definamos Hz(u) = / F(u)do. Assim temos

o0
DJy(u)p = ( / F(u)da) DHy(u).
00
Observe que o calculo para mostrar que Hz € C*'(W2(9Q), R) é andlogo a mostrar que

Jo € CHW2(Q),R), logo J3 € CH(W2(9Q),R) e temos

Ti(ug) = DJs(u)p = 2 ( /a F(u)da) | Twygdo (1.9)

Q

Assim, sendo I'(u)p = L J{(u)p — Jj(u)p — 3 J}(u)p para todo u, ¢ € W(Q), por (1.6),
(L.8) e (1.9) concluimos que

I’(u)gpzM(||u||2)/QVqu0+ug0d:)s—/Qf(u)gpdx— (/a F(u)da) mf(u)goda

Q

Dessa forma, pontos criticos do funcional I correspondem a solugoes fracas do problema

(P1).

Com intuito de aplicar a Teoria de Morse mostraremos na proposi¢ao a seguir que o

funcional I € C*(W'%(Q),R)

Proposicao 1.2. Sejam f e M nas mesma condigdes da Proposicio[l.1 com M': R* — R

e f': R — R", fungoes continuas. Entao o funcional I : W'%(Q) — R dado por

I(u) = %M(HUHQ) - /Q F(u)dz — % (/aﬂ F(u)da)

¢ de classe C*(W%(Q),R), com

I"(u)(,0) = 2M'(ul]?) (u, ) (u, @) + M(|Ju]?) (@D,w)—/f’(U)smﬂdx

- ( o (U)¢d0> ( /8 ) f(U)soda) —~ ( /a ) F(u?da) . F(w)ppdo

Demonstracao. Consideremos

I'(u) = d1(u) — ¢2(u) — ds(u)
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onde

6r(0) = M(Jl?) (0.} ¢ da(0) = [ s ¢ on(u) - ( / QF(u)da) [ fwodo
Mostraremos que ¢y, ¢o, d3 € CH(WH(Q2), R) com

Sw) = 2M([ul]?) (. ) s 0) + M () (0, )
dh(u) = / F(w)pudz o

) = ( [ stwwas) ([ ttedn) + ([ rwas) ([ ruevas).

Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateaux D¢, para isso definamos
wi(u) = (u,p) e pelo Proposigao temos que Doi(u)y = 2M'(||ul|?) (u,¥) (u, p) +
M([Ju]|*) Der (w) ).

wi(u 4 t) — wi(u) / V(utt)Ve + (utti)y / VuVe + up

t t

/ tVYVo + tipp

_ Ja
t
= ; /Q ViVe + e
= /QV¢V§0+ Y.
Portanto,
Dwq(u)y) = lim wiu+ty) = / VYV + pedz. (1.10)

—0 t Q

Mostraremos agora que w; é continuo, com isso D¢y é continuo. Seja (u,) uma sequéncia

em W12(Q) tal que u,, — u em W12(Q).

Assim, para cada v € W?(Q) com [|¢| < 1, temos

[[Dw: (un) — Dwr (u)] 9] = = 0.

/ ViV + bpdz
Q
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Deste modo concluimos que

|| Dw: (uy,) — Dwy(u)|| == HSI|1|p | Dw (un, )t — Dwy (u)p] = 0.
pl|<1
Logo, Dwi(u,) — Dwi(u) em (W'2(Q)) quando w, — w em W?(Q2). Portanto,

operador Dw; é continuo e deste modo, D¢y é continuo e temos que D¢; = ¢). Assim

¢1 € CHWH*(Q),R) e por (L.10), temos

$1(w) = Doy (u)y = 2M'(|[ull®) (u, ¥) (u, ) + M(|[ull*) (), o) - (1.11)

Calcularemos a derivada de Gateaux D¢y. Para cada t € R com 0 < |t| < 1, para cada
u, b € WH(Q), consideremos a fungao h : [0,1] — R dado por h(s) = f(u + sti))e.
Observe que h(s)' = f'(u+ st)tpp, h(1) = f(u+ty)p e h(0) = f(u)p.

Desde que h é continuo e diferencidvel em (0, 1), temos do teorema do valor médio que

existe ¢ € (0,1) tal que h(1) — h(0) = A'(c), o que implica

fluAt)o — fu)p

" = [f"(u+ cty)|[y[le].

Considerando as condigoes de crescimento de f dado e usando a desigualdade triangular,

temos

[ (wt )|l + D] < (e + (¢ = DCelu + cty)|72) [ ||
(e + DIllel + (q = DCelpllplu + ctyp|?~
< (e DIl + (g = DC:lpllel (Jul + |etp])*=.

IA

Observe que, como ¢ € (0,1) e por hipdtese 0 < [t| < 1, entao |f(u + ct)||¢||¢] <
(e + DIYllel + (@ = DC|Yll (lul + |et])472. Assim,

[ (u+ct)l[ellel < (e + DYl + CClellf(Jul*™ + []772)
< (e +DlYllel + CClpllollul?™? + CClp " ],
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Note que Wh2(Q) — L*(Q),1 < s < 2%, utilizando a desigualdade de Holder como no
Proposigao 1.1} temos (g + 1)[1||p| + CCL|v]|o||u]?™2 + CC |7 p| € LH(Q).

Além disso, como por hipétese f’ é continua ao tomarmos uma sequéncia |t,| — 0

quando n — 400, encontramos

flu(z) + ct o (t)(z)p(z) — f(u(x))(x)e(x) pontualmente em €.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

Dgo(u)y = lim ¢2(“+t”¢)_¢2( )

tn—0

/fu+%¢ /f

= lim £%
tn—0

= hm/f u+ctn¢)¢
= /f’(U)W-

Q

De onde concluimos

Déy(up = / oy (1.12)

Mostremos que o operador D¢, é continuo. Seja (u,) uma sequéncia em Wh2(Q) tal
que u, — u em WH%(Q), assim das imersoes continuas, u,, — u em L*(Q2) com 1 < s < 2*

no caso N > 3.

Do teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) e g € L*(Q) onde

1 <'s < 2" tal que uy,(r) — u(z) quase sempre em Q e |u,, (x)| < g(r) quase sempre em €.

Desde que f’ é continua, usando a desigualdade triangular, a limitacao da f’ e a limitacao
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de |un, ()| por g(r) quase sempre, obtemos

)p(z)|

[f (tn, (@) (2) (@) = ' (u@)) () ()] |[f (tn, () = " (ul)) ]

(
(

< (uny (@) + f (u(@) ()| ()]

< e+ + (¢ = DC:un, (@)1 ?]Jb(2) |l ()]
+ e+ 1) + (¢ = DC:Ju(@) "¢ ()| lo()]
< e+ + (g — DCelg(@) 2] (x)| ()]
+ e+ + (¢ = DCg(x) ][ ()| o(x))|
= [2(e+1) +2(¢ — DClg(@)|"*] [ ()| |(x)]

como 2 < g < 2* e das imersoes continuas, se tomarmos em particular g € LI(€)) temos
q ) g

lg|*™2 € Lz, Logo, utilizando a desigualdade de Holder como na Proposicao u, temos
2(e + D[ (@)|le(@)| + 2(g — 1)Celg(@)|*?[(z)|[p(x)] € LH(SY).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
[ty (@) (@) () — F (@) (@) (@) 1y ) — O
Deste modo, para todo v € W12(Q) temos

|W%ww—D%wW|='/fum¢w§/f wﬁ
S&AUW@—( Nkl

Portanto, aplicando a norma em (W12(Q))’, concluimos que

| Do (un;) — Da(u)| = sup  |[Dga(un,) — Dea(u)]|

llllew2(Q)

< | (un, (@))(@)(2) = f'(w(@)(@)e(@)] 11 g

implicando em

lim Dy (un,;) = Dpa(u).

Jj—oo

Logo, Dés(uy,) — Dgo(u) quando u,, — uw em W12?(Q), assim o operador D¢y é continuo
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e deste modo D¢y = ¢). Portanto ¢ € CH(IWH2(Q), R) e por [1.12] temos

Oh(u)) = Do)t = / o (1.13)

Agora para calcular da deriva Gateaux ¢z, definamos ws(u) =

| Juygdo. Assim
temos Dy (u)t) = ( . f(u)@bda) ( . f(u)goda) + ( /8 ) F(u)da) Duws(u)p.

Observe que o célculo para mostrar que ws € CH(IW12(9Q), R) é andlogo a mostrar que

¢y € CHWH2(Q),R). Logo, ¢3 € CH(IWH2(902),R) e temos

ot = Dostuys = ( [ stiwas) ([ sepdr) ([ rean) ([ rpweds).

(1.14)

Assim, sendo () (9, ) = () — d(u) — &4 (u) para todo p, 4 € W), por (LII),
(1.13) e (1.14)) concluimos que

I"(u)(p, )

2M([[ull®) (u, ) (u, ) + M ([[ull®) (¥, ) — / f'(w)eydr

- ([ swwas) ([ seear) - ([ F(u?da) ([ rwpvs).

Considere o problema

M () (— A + )
M(HuH?)Z—Z

JulP~u

(P2)

em (),

1 (1.15)
)\\u]q_Qu/ —|u|?do em 09,
o q

em que Q C RN, N > 3, ¢ um dominio limitado e regular, o, A >0el <g¢g<2<p < 2* =
2N

N -2

Multiplicando ambos os membros das equagoes em ([L.15) por uma fungao teste ¢ €
W2(Q) e integrando temos

(i) —M(Ju]]?) / Aupdz + M(|[ul) / wpdz = / P 2upde,
Q Q Q
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@DNﬂMW{Lw%ﬁ0=A<l;$WWw)(LJMq%ww)-

Aplicando a identidade de Green em (i) temos

0
— M (||ul|?) (—/VquodaH—/ go—uda) —l—M(HuHQ)/ugodx:/\u|p_2ugpd3:
Q oo On Q Q

e segue de (i) que

1
0 = M(||u|]2)/VuV<pdx—)\ (/ —|u|qd0> </ |u|q_2u<pda>
Q o0 q ig)

+ M(||u|]2)/ucpdx—/ |u|p_2u<pda:.
Q Q

Assim, uma solucao fraca para o problema (P2) é definida como sendo uma funcao

u € WH2(Q) que verifica a identidade integral acima para toda fungao teste ¢ € W12(Q).

Desta forma uma solugao fraca para o problema (P2) é um pondo critico do funcional

Eyo: WH(Q) — R se, e somente se, o funcional satisfaz

(B (w)g) = M(|uf?) / (VuVe + up)da — / P Pupds

(L) ()

para toda ¢ € WH3(Q2). Logo, um candidato natural a funcional associado ao problema

(P2), cuja a derivada no sentido de Frechet dada por (1.16]), é da forma

Bualw) = g3l - [ jupas =5 ([ §|u|qdo)2 (117)
Com t
M@:AM@@

Proposicao 1.3. Seja Q um dominio limitado do R™ em que N >3, a,A >0, el < q <2,
t
M :RT — R" wma fun¢do continua com M(t) =t* e M = / M (s)ds.
0
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Entdo o funcional Ey o : WH*(Q) — R dado por

1 2
Bralu) = pit(lulf) - [ \urpd:c——( | 5\urqda)
2
— 2(a+1) D _ - q
sl = [ a5 ([ Ljupas)

¢ de classe CH(W2(Q),R), com

1
<E;a(u),gp> = ||u||2a/ VuV(,O-i—ucpdx—/ |u|p_2u<pda:—/\ (/ —|u|qd0) (/ ]u|q_2u<pd0>
’ Q Q a0 4 a0

Yu, p € Wh2(Q).

Demonstracao. Consideremos

Balu) = ) = Jaw) = 550

onde
1
J - - 2(a+1)
1
:—/ |u|Pdx
P Ja
e

Js(u) = (/aﬂé|u|qda)2.

Mostraremos que Jy, Jo, J3 € C1(W2(Q), R) com

T () = Jul® / VuVe + upd,

’u)—/ |u|P~*upds

0

/ 1 -2

J3(u):2</ -yu\qcza)/ lu|"2updo.
o 4 o0

Segue da proposicao que a derivada de Gateaux D.J; existe e o operador D.J; é continuo,
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assim D.J; = J;. Portanto J; € CY(IWH?(Q),R) e temos

Ji(u)o = DJy(u)p = ||jul[* /Q VuVp + updz. (1.18)

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux D.J,. Para cadat € R com 0 < |t| < 1, para

cada u, o € W2(Q), consideremos a funcao h : [0,1] — R dado por h(s) = L|u + stp|P.

T p
Observe que h(s) = tlu + sto|P=*(u + sto)p, h(1) = Llu+tol” e h(0) = S|ul.
Desde que h é continuo e diferenciavel em (0, 1), temos do Teorema do Valor Médio que

existe ¢ € (0,1) tal que h(1) — h(0) = h/(c), o que implica
1 1 _2
];|U+t90|p - ]—)|u|p = tlu+ ctel’"(u + cto)p.

Assim,

1 1
|+t — —|ul? = [u+ cto~*(u + ct)yp
pt p

1 _1 1

ﬁ[!u +tpl” — |ulf]| < (Ju+ @)’ [pl, em L7(€2).

Note que ao tomarmos uma sequéncia |¢,| — 0 quando n — 400, encontramos

Z%nﬂu(f”) + top(2) P — Ju(x)P] = |u(z) P 2u(z)p(r), q.s. em Q

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

Jo(u + thp) — Jo(u)

n

1 1
—/|U+tn<ﬂ|p——/|u|p
P Jao P Ja

DJy(u)p = lim

= lim
tn—0 tn
u+ tapl” — |ul?
= lim 22
tn,—0 ptn

- / P 2up.
9]
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De onde concluimos

DJg(u)go—/Q\UIPngp. (1.19)

Mostraremos agora que o operador D.J, é continuo. Seja (u,,) uma sequéncia em W12(Q)
tal que u,, — u em Wh2(Q), assim das imersoes continuas, u,, — u em L*(Q) com 1 < s < 2*

no caso N > 3.

Do Teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) e g € L*(£2) onde

1 <'s < 2" tal que uy,(7) — u(z) quase sempre em Q e |u,,;(7)| < g(z) quase sempre em €.

Usando a desigualdade triangular, a limitagao da |u,,(x)| por g(z) quase sempre,

obtemos

p

[(Jttm, () P2, () = Ju(@) P~ ?u()) 77 [t (@)~ + () [P~1] 77

< Cllg(@) P + [u(z)]P).

IN

Como 2 < p < 2* e das imersoes continuas, se tomarmos em particular g € LP(Q2), logo

Cllg(@)P + [u(z)) € L(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
p—2 _ p—2
(et ()P, () = Jul2) P (@) 2 ) = O

Deste modo, para todo ¢ € W2(Q) tal que ||p|| < 1, encontramos

[DJs(un,) — DI(w)]g| = / b, P2, — / P2y
Q Q
- / (T
Q

< / (ot 2, — [ulP20)] -

Como |(|tn, [P~ >y, — |ulP~?u)| € L7 e |p| € LP(Q)| desde que p/(p—1) e p sdo expoentes
conjugados, da desigualdade de Holder,
1D T2 (ttn,) = DJa(u)]ip] < [(ttn, (@) [P un, () — (@) [P~ u(@))]

Lot @ 1Pllee @)
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Das imersoes continuas de Sobolev temos

[[DJa(un;) = Do)l < |[(Jun, (@) P 2um, () = Ju@)Pu@)] 2y o Cllel]

Ol (fun; ()P, (2) = fu(@) PP u(@)] ey g -

IN

Portanto aplicando a norma em (W12(Q))’, concluimos que

D) = D] = sup |IDfu,) = D)o

< Oll(fun, (@) P, (2) = (@) Pu(@) 2y g

implicando em
lim DJy(up,) = DJs(u).

Jj—+oo

Logo, DJs(u,) — DJs(u) quando u,, — u em W12(Q), assim o operador D.J, é continuo
e deste modo DJy = Ji. Portanto, J, € CH(W12(Q),R) e por (1.19)), temos

%WW—Dﬁww—AWW%w (1.20)

1
Agora para calcular a derivada de Gateaux D.Js, definamos Hz(u) = / §|ulqda. Assim
)

1
temos DJ5(u)p = 2 </ —]u\qda) DHj(u)ep.
o 4
Observe que o cdlculo para mostrar que Hz € C1(W2(99Q), R) é andlogo a mostrar que

Jo € CHW2(Q),R), logo J3 € CH(W2(0Q),R) e temos

1
Ji(up) = DJ3(u)p = 2 (/ —|u|qda> / lu|??updo.
o0 q o0

Assim, sendo (B} ,(u),¢) = Ji(up) — J5(u)p — AJ(u)p para todo up € WH(Q), por

(1.21)

(1.18), (1.20) e (1.21) concluimos que

1
(B} o(u),¢) = HuH2O‘/ VuVap+ug0dx—/ |lulP~?updz—\ (/ —\u]da) ( \u]q_ngoda) :
’ Q Q o0 4q o9

Dessa forma, pontos criticos do funcional FE), correspondem a solucoes fracas do
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problema (P2).

1.1 Principio Variacional de Ekeland

O Principio Variacional de Ekeland trata-se de um teorema provado por Ekeland em 1972
(ver [14]) e é uma forte ferramenta para resolver uma ampla classe de equagoes diferencias
elipticas. Utilizaremos este teorema, mais precisamente uma de suas consequéncias para
mostrar que o problema (P2) possui uma solu¢do nao trivial para os casos 1 e 2 que serado

apresentados no capitulo 3.

Antes de enunciarmos o Principio Variacional de Ekeland definimos um funcional

semicontinuo inferiormente.

Definicao 1.1. Seja X um espaco topolégico, a funcao ¢ : X — R € dita ser semicontinua
inferiormente se, para todo X € R, o conjunto ¢~ (\,+00) é aberto em X, para qualquer

AeR.

Teorema 1.1. (Principio Variacional de Ekeland) Sejam X um espa¢o Métrico Completo
e ¢ : X = R um funcional semicontinuo inferiormente. Suponhamos que ¢ seja limitado

inferiormente e sejam e >0, € > 0 e u € X dados tais que

o(u) < i&fgb + g

Entao existe u. € X tal que

(¢) Para cada w # u. € X, ¢p(u.) < p(w) + eAd(uz, w).

O Principio Variacional de Ekeland apresenta uma forma de aproximacao do infimo ao
garantir que, para £ > 0, a fungdo f possui um cone suporte da forma f(y) — e[|z — y||.

Uma forma de verificar como isto acontece geometricamente ¢ ilustrada na figura seguinte.
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Comegando com um ponto o tal que f(yo) < in)f( f(z)+¢e e com cone f(yo)—ellz—yoll.
Te

Se este cone nao é suporte para f entao existe um ponto

y €A ={reX: f(x)= flyo) —ellz — voll}

tal que

) < int () + 5 (o) = i 1) ).

Se f(y1) — ¢|lx — w1]| ndo é cone suporte para f, entdo repetimos o processo. Esse
procedimento finalmente determina um cone suporte para f ou gera uma sequencia de
subconjuntos fechados (A;);en cujos os diametros tendem a zero. No tltimo caso, definimos

{y} = N A;, deste modo obtemos o cone suporte f(y) — e|lz — y||.

Para apresentar uma consequeéncia importante do Principio Variacional de Ekeland para

este trabalho, precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2. Sejam X um espaco de Banach, I € C*(X,R) e ¢ € R. Dizemos que a
seqiiencia (uy,) € X € Palais-Smale no nivel ¢ para I se as sequintes convergéncias ocorrem:
I(u,) — c e I'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional I satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no nivel ¢ se toda seqiiencia

Palais-Smale no nivel ¢ possui subsegiiéncia convergente em X .

Corolério 1.1. Sejam X um espago de Banach e I : X — R um funcional de classe C*
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limitado inferiormente. Entdo, existe uma sequéncia Palais-Smale (u,) no nivel ¢ para I,

onde ¢ = inf I(u).
ueX

Mais adiante, quando nos referirmos ao Principio Variacional de Ekeland, mais
precisamente estaremos nos referindo ao proximo resultado que pode ser encontrado em

3] e [13].

Corolério 1.2. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional de classe C*
limitado inferiormente. Se I satisfaz a condi¢cdo (PS). com ¢ = in)f( I(u), entao c é atingido
ue

em um ponto ug € X, e ug € ponto critico de I.

1.2 Teorema do Passo da Montanha

O Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz pode ser encontrado [4], o
usaremos para mostrar que o problema (P1) possui uma solucao positiva. A seguir veremos
uma ideia geométrica do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, logo

apds 0 enunciaremos.

Suponhamos que alguém se encontra no interior de uma montanha em um ponto A a
uma altura hg, rodeado por uma cadeia de montanhas de alturas superiores ou iguais a hg, e
se deseja atingir o ponto B situado fora da cadeia de montanhas a uma altura h; < hg, entao
parece existir um "melhor caminho” passando pela cadeia de montanhas e ligando A até B.
Um procedimento para determina-lo é o de considerar, entre todos os caminhos unindo os
pontos A e B, aquele que sobe a minima altura. Mais especificamente, avaliamos a maxima
altura de cada caminho unindo os pontos A e B; em seguida, avaliamos o minimo entre esses
valores maximos. Veremos em seguida que é fundamental considerar alguma hipétese de
compacidade sobre essa classe de caminhos, pois como sugere a figura da direita, o melhor

caminho pode escapar para o infinito e o valor de minimax pode nao ser atingido.
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Teorema 1.2. (Teorema do Passo da Montanha): Sejam X um espago de Banach real,
I € CY(X,R) satisfazendo a condi¢io de Palais-Smale. Suponha que 1(0) = 0 e que as

sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(I1) Existem constantes o, p > 0 tais que I |g,> o e

(I2) Eziste um e € X \ B, tal que I(e) < 0. Entdo, I possui um valor critico ¢ > o, com

c=inf max I(u)
el ue’Y([Ov]-D

onde

I'={7eC([0,1], X);7(0) =0 e y(1) = e}.

1.3 Variedade de Nehari

No inicio dos anos 1960, Nehari introduziu um método que se tornou muito 1til na teoria
de pontos criticos e que atualmente recebe o nome de método da variedades de Nehari, o
qual utilizaremos para mostrar que o problema (P2) possui uma solugdo nao trivial para o
caso 3. A ideia original de Nehari consiste em estudar um problema de valor de fronteira
para certas equacoes diferenciais ordinarias nao lineares de segunda ordem em um intervalo
aberto (a,b) e mostrar que a equagao possui uma solugao nao trivial que pode ser obtida

através de um problema de minimiza¢ao com vinculo.
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Comecemos fazendo uma breve descricao do Método de Nehari. Para isso, seja X um
espago de Banach e ® : X — R um funcional tal que ® € C*(X,R). A derivada de Fréchet
de ® no ponto u € X, denotada por ®'(u), é um elemento do espago dual X’ e denotamos
essa derivada avaliada em ¢ € X por ®'(u)p. Suponhamos que u # 0 é um ponto critico
do funcional, isto é, ®'(u) = 0. Ent@o necessariamente o elemento u € X esta contido no
conjunto

N = {u € W"(Q); (®'(u)yq,u) = 0}.
Logo, o conjunto A/ é um vinculo natural para o problema de determinar pontos criticos
nao triviais do funcional ®. O conjunto N é chamado de variedade de Nehari. Denotamos
o infimo na variedade de Nehari por

m = inf ®(u).

ueN

Sob hipéteses apropriadas para o funcional ® podemos esperar que o valor m seja atingido

em algum elemento ug € N e que g seja um ponto critico.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ®(0) = 0. Suponhamos ainda que para
cada w € 51(0) := {w € X : ||w|| = 1} a fungao a,(s) = ®(sw) atinge um tnico méaximo
denotado por s, € (0,4+00) tal que o/, > 0 sempre que 0 < s < §,, € a’,(s) < 0 sempre
que s > S, € S, > 0 para algum numero 0 > 0 independente de w € S;(0). Entéo
al(sy) = ¥ (spyw)w = 0. Portanto, s,w ¢ o unico ponto na semi-reta s +— sw, com
s > 0, que intercepta o conjunto . Além disso, N é limitado fora da origem, N' C X é um
subconjunto fechado e existe uma bije¢ao radial entre A e S;(0). Mais ainda, se s, é limitado
em subconjuntos compactos de S;(0), entao esta bijecao é de fato um homeomorfismo.
Claramente, o nimero m definido acima, se atingido, deve ser positivo e ug € AN é um
ponto critico sempre que ®(ug) = m. Notamos ainda que, como a aplicacdo s +— u,(s)
é crescente para todo w € S1(0) e para 0 < s < §, entdo a origem é um minimo local e,
portanto, também é um ponto critico de ®. Como u # 0 é uma solugao para a equagao
®’(u) = 0 que tem energia minima no conjunto de todas as solugoes nao triviais, dizemos

que ug é uma solugao de energia minima. Suponhamos adicionalmente as hipdtese ja feitas
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sobre X que este seja um espaco de Hilbert e que ® € C?(X,R). Entao
o (80) = @ (spw)(w,w) = 52" (u,u) >0,

em que u = s,w € N. Se ®"(u)(u,u) < 0. para todo u € N, entdo definimos

G(u) := ®'(u)u, temos que
G (uw)u = D" (u)(u, u) + ' (u)(u) = " (u)(u,u) <0,

para u € N. Com N = {u € X — {0} : G(u) = 0}, segue do teorema da fung¢ao implicita
que N é uma variedade de classe C' de co-dimensao 1 e que X = T,,(N) & Ru para cada
u € N. Portanto, nesse caso podemos ver facilmente que qualquer u € N tal que ®(u) = ¢,
isto é, qualquer minimizante para o funcional ® restrito a variedade de Nehari, verifica a
equacao ®'(u) = 0. De maneira geral, um u € X é um ponto critico nao trivial de ® se, e
somente se, u € A e u é um ponto é um ponto critico da restricao de ® a N. Em vista dessa
propriedade, podemos aplicar a teoria de pontos criticos a variedade de Nehari N' de modo
a determinar os pontos criticos do funcional ®. O resultado que aplicaremos serd enunciado

a seguir e pode ser encontrado em [J

Teorema 1.3. Suponha que uy € um minimo ou mdzimo local para Ey , em N, o, entdo se

ug ndo pertence a N, entio ug € um ponto critico de Ey, em Wh2(Q)

1.4 Teoria de Morse

A Teoria de Morse é uma importante ferramenta no estudo de multiplicidade de pontos
criticos para o funcional energia associado a um problema Eliptico, e portanto, no estudo de
multiplicidade de solugoes do problema desde que este possua as caracteristicas desejaveis
para aplicacao dos resultados. Nesta teoria, o comportamento de um funcional de classe
C" definido sobre um espaco de Banach préximo de um de seus pontos criticos isolados é
descrito por seus grupos criticos, que sao grupos de homologia de um certo par topoldgico.

Neste trabalho nao entraremos em detalhes sobre como utilizar a Teoria de Morse de modo
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geral, mas pretendemos falar minimamente dos conceitos necessarios ao entendimento da
aplicacao da teoria de Morse que faremos mais adiante. Conforme mostramos anteriormente,
o problema (P1) possui caracterizacao variacional e que seu funcional associado é de classe
(C?, dessa forma basta garantirmos algumas condicoes sob as quais os grupos criticos tenham

dimensao finita e se anulem para dimensoes grandes.

Seja H um espago de Hilbert e f : H — R um funcional linear de classe
C*(H,R). Denotaremos por K; o conjunto dos pontos criticos de f. A teoria de Morse
"classica” preocupa-se de estabelecer relagoes entre a topologia do dominio do funcional
f e a "estrutura”do conjunto de pontos criticos de f quando estes sao nao-degenerados,
ou seja, em um subconjunto de K;. Lembrando que se {2 ¢ um aberto de espaco de
Hilbert H e f : 2 — R uma funcao duas vezes diferencidvel num ponto u € Ky, entao a
diferencial segunda de f em u é uma aplicacao bilinear simétrica (d*f)(u) : H x H — R
ou equivalentemente uma aplicagao linear simétrica (d?f)(u) : H — H* ~ H Vejamos

algumas defini¢oes necesséarias ao entendimento da aplicacao que faremos.

Definicao 1.3. Seja H um espaco de Hilbert e f: H — R um funcional linear de classe

C*(H,R) e u € Ky um ponto critico de f.

(a) Chama-se indice do ponto critico u denotado por m(f,u) a dimensdo (possivelmente

infinita) de um subespaco mazimal sobre o qual (d*f)(u) € definida negativa.

(b) O ponto critico u é dito um ponto critico nao-degenerado se (d*f)(u) é inversivel (com

inversa continua).

Os pontos criticos nao degenerados sao completamente classificados pelo Lema de Morse.
Quanto aos pontos criticos degenerados, a situagao é diferente. O resultado que aplicaremos

sera enunciado a seguir e pode ser encontrado em [23]

Teorema 1.4. Seja f € C?*(X;R) limitada inferiormente. Assuma que f satisfaz a
condi¢ao Palais-Smale e que ug € um ponto critico nao degenerado de f que ndo é ponto de

minimo com indice de Morse finito. Entao f tem pelo menos trés ponto criticos.



Capitulo 2

Problema de Neumann Nao-Local
com Termo de Kirchhoff

Nao-Crescente

2.1 Introducao

Comecaremos mostrando, via Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz, a existéncia de solugao para o problema

M([ul?)(~Au+u) = f(u) em
90U (2.1)
M([[ul*)5- = f(u) [ F(u)do em 0,
on o0
emque N >3 M:R" — Re f:R— R" sao funcoes continuas satisfazendo
M é nao-crescente e M(0) = 1. (M1)
Existem constantes mg,ts > 0 tais que 0 < M(t) < ma, set > ts. (M2)

31
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M (t*)t — +o00 se t — +00. (M3)
f(0)=0, f(t) >0set>0e|f(—t) < f(t)set>0. (f1)
lim@ =1, em que [ > 0. (f2)
t—0
f@) . _ 2N _ 2N -1

t—>£—noo]f‘1__1—00nde2<q<2—N—20u2<q<2*_ N o (3)

Sejam A; < Ay < ... os autovalores de (—A, Wy *(€2)). Suponhamos também que
Aj < f'(0) =1 < Ajyq, para algum j > 1. (f4)

Exemplos de fungoes M que satisfazem as hip6teses (M1]), (M2)), (M3)) é a funcao

1 1
M(t) = 0<a<—.
(t) (ED com @<

1
Para a = 3 temos que o gréfico de M(t) é dado por

e o grafico de M (t?)t é o seguinte:
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T T T T 1
20 40 60 80 100

Exemplos de fungoes que satisfazem as condigoes de f é a funcao

ft)=a"+Ix

coml<neN n<qg—1el>0.

Paran =2 el =1 temos que o grafico de f(t) é dado por

f

t t
Como M (t) = | M(§)dée F(t) = / f(&)d¢€, associamos ao problema l) o funcional
0

0
energia

() = 3l ~ /QF(u)d:c - % (/89 F(u)da)2.

J& vimos que e o funcional I : W2(Q) — R ¢é diferencidvel e

Fe =M(lulP) [ (Fuve +up)de ~ [ fypts— ([ Flyts) [ ftueds

Q

para toda u, o € W2(Q).
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Teorema 2.1. Suponhamos que M satisfaca as hipoteses (M1), (M3), (M3) e que f
satisfaca a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz e as hipdteses , (@) € (@) Entao o

problema possui uma solu¢do fraca positiva.

Demonstracao. Vamos mostrar que o funcional I satisfaz as hipoteses do Teorema do

Passo da Montanha.
Afirmacao 1: O funcional [ satisfaz a primeira geometria do T.P.M.

De fato, observemos inicialmente que, em vista de (M1]) e da continuidade de M,
existem my,t; > 0 tais que M(t) > my se 0 < ¢t < t;. Assim, sendo u € WH2(Q) tal

que 0 < ||ul]] = o < t; entao

fJul?

M(|Ju))?) = Mg = malul®.

Dai, )
1
() > T ju)? - / Flu)de — (/ F(u)da) .
2 ) 2 \Jan
t
Como lirgl+ () = [, entdao dado € > 0, existe 0 > 0 tal que 0 < f(t) < elt| + [|¢] se |t| < 6.
t—
t
Por outro lado, desde que tliin ;ij(—_f =0, dado e > 0, existe R > 0tal que 0 < f(t) < g|t|??
—+400

se |t| > R. Assim, desde que f é continua no intervalo compacto [0, R], entao existe K > 0
tal que 0 < f(t) < K|t|?! para todo t € [, R]. E, por (f1]), temos |f(—t)| < f(t), se t > 0.
Portanto, f(t) < (e + [)[t| + C.|t|7"! para todo ¢ € R. Logo,

z
Fit) < E e 4 oy

para todo t € R e, assim,

l
/F(u)d:c < m/ﬁd:ﬁ(};/ lu|?dz,
0 2 Ja Q

para toda u € W2(Q).



2.1. Introdugao 35

Segue das imersoes de W12(Q) em L!(2) para todo 1 <t < 2* que

wa:mmmgamw

assim como

me—M%QS@mw

Logo,

l
[ Far < S e + el
Q

para toda u € W2(Q).

Quando consideramos apenas a fronteira de €2 também vale que

l
/ F(u)do < m/ u?do + C. |ul?do
o9 2 Joa o0

para toda u € WH(Q2). O que implica em

(/aQF(u)do>2 < ((5+l)/89u2d0+205/89\u|qda>2 |
2e +1) (/m u2da) 420 (/m |u|qda> |

E desde que, também, sdo vdlidas as imersdes continuas de Wh3(Q) em L"(99) para

IN

todo 1 <r < 2,. Tomando 1 < g < 2, temos que

2
[ o = lulfe < Call? = ([ ao) < calul
12)9) o0

assim como,

2
[ o = lultn, < il = ([ jupas) < capu
o0 o0

Logo,

N | —

2
</ F(U)d(’) < (e + DCsllull* + C-Caljul*
o0N

para toda u € W12(Q).
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Portanto,

2

m e+1 ,
1 = Bl - (S0l + eyl ) - (4 DGyl + S0yl
N——~ N—— SN——~

Para nao carregar a notacao denotaremos de modo mais simples as constantes da

desigualdade anterior, assim,

my
I(u) 2 —=[lull® = (e + Dljull® = Cellull” = (= + Dlfull* = Cefful™.
Assim, supondo 2 < ¢ < 2, temos

1) = (5= E+0) Jull® (1 = Cellull*™* = (= + )lul]* = C Jul %)

m
Sendo 0 < e < 71 e tomando [ e 0 < ||ul| = ¢ < t; suficientemente pequeno tal que

1—C.072—cp> —C.0*7% >0

e
2L e+ >0
2
teremos
m
1) > (B = (e +0) & (1- Co? = (e +1)e> = Coe™ ™) =1 > 0,

sempre que ||u|| = o. Assim, a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha é
satisfeita.

Afirmacao 2: O funcional [ satisfaz a segunda geometria do T.P.M.

Desde que f satisfaz a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz: FExiste 2 < p < q tal que
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0 < puF(t) <tf(t) para todo t > 0, segue que

ft)

F(t)
d

[ L2
1 F(s)
In F(s)[t

Vv

%, para todo t >0

v

t
1
u/ —ds, paratodo t>1
.S

plln 8]

Vv

Vv

In F(t) —In F(1)

(501
F(t)

(1)
F(t)

p[lnt —In 1]

v

Int*, para todo t>1

v

tt, para todo t>1

v

F(1)t*, paratodo t > 1.

Logo, se 0 < t < 1, entao F(t) > —K e para todo t > 0 teremos 2F(t) > F(1)t" — K.
Assim, F(t) > Ct* — Cy para todo ¢t > 0.

Fixemos uma funcdo v € C*(Q) com ¢ > 0 em Q. Assim, para ¢t > 0, teremos

1) = 330l - [ a3 ( | F(tw>da)2.

Q

Se considerarmos ¥ € C}(Q) teremos ¢ (z) = 0 em 09, de onde segue que, t1)(r) = 0 em
08 e desde que F'(0) = 0, obtém-se

/8 F()do =0.
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Neste caso,
1~
It0) = SMEI) - [ Fev)ds
Q
1~
< SMEI) - Cit* [ [olrds+ CaieY
Q
|t LR
< -/ M(s)ds+—/ M(s)ds—Clt“/ e + G| Q|
2 0 2 to Q
1 £l
< §m2/ dS—O1t“/|¢|MdZE+CQ|Q|+Cg
to Q

1
< 5mngQ||¢||2—Clzf“/ [Y|Hdx + C
Q

Como p > 2 tem-se que I (t)) — —o0 se t — +00.

Portanto, existe ty > 0 tal que I(tpy)) < 0 com [[tg)|| > 0 e a segunda geometria do

Teorema do Passo da Montanha é satisfeita.
Afirmacao 3: O funcional [ satisfaz a condigao de Palais-Smale.

De fato, seja (u,) € WH%(Q) uma seqiiencia Palais-Smale para I, isto ¢,
I(u,) — C e I'(u,) — 0.
Desse modo, |I(u,)| < C para todo n € IN e para n € IN suficientemente grande, teremos
1" (i Y| < T () ||+ [l || < C - [Jtn ]

Seja B > 0 a ser escolhido. Temos que

zwm—%mwmns m%n+gm%mw

1
< C+ =|lu,l.
BH I
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Assim,
€t Slluall = ) = S )
- éMm%ww1/Fwww—§(/ P () f
- % (lun )l /fun Jund — B( F(un do> [ o
= (Fl) - Fa1(h ) mmﬁ [ [~ Fw)| o
o ([ peme) [ [t = grn]a ]~
Sendo
SO 3F@) >
f > §F<t)-

Da condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz temos que f(¢)t > uF(t) com 2 < pu < g < 2*.
Assim, f(t)t > pF(t) > gF(t) pois f(t) > 0 para todo ¢ > 0 e entdo F(t) > 0 para todo

t > 0. Logo, tomando # = u teremos

C tlwll = (G300l = S0P unl?) + [ | )i~ F)] do

+ (fye) [ e o]

Como f(un)uyn > pF(u,) > 5F(u,) obtém-se que

1 1 1
¢+l = 3 M (l[unl*) = ;M(H%HQ)H%H2

1 flual? 1
::§A Mg — - M () .

Desde que M é continua, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada n € N,
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existe 0 < &, < ||u,]|* tal que

[l ||?
/0 M(E)dE = M(E,)|un®

Logo,
Ct Hlunll = LRl = LM (an )
- un el - un - un un
1 2 I
1 1
= Ml = M () -

Desde que M é nao-crescente, temos M (&,) > M(||u,||?), de onde segue que

1 M(||un |2 ||un > 1
oo > MUmllwl 1)
It 2 jz
1 1
= (55 ) MUl
i

(e 1)1

Assim,

C 1 1 1
FENS (———) M(funl®)lunll
[unll — p 2 p

Por (M3), (u,) ¢ limitada em W1'%(Q2). Assim, a menos de subseqiiéncias obtemos

|lua]> — 6 em R,
u, — w em WhH(Q),
u, — u em L*(Q), 1 <s<2*
u, — u em L°(Q), 1<s<2,
—

U () u(r) q. s. em .

Como M é continua, temos
M(||lun||*) — M) >0 em R.

Logo, existe k > 0 tal que M(||u,||?) > k > 0 para n grande.
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Afirmacao 4: Podemos considerar nao-negativa toda seqiiencia Palais-Smale

para este problema.

De fato, sendo (u,) limitada, a seqiiencia u,, = u,” —u,, é também limitada. Dessa forma,
I'(uy)u, — 0,

ou seja,

Q

F(un)da) f(uy)u, do — 0.
o0

M(Hun||2)/(VunVun —i—unun)dx—/f(un)undx— (/
Q Q 0
Desde que u,, = u;} — u,,, temos por e que
M([Jun|?) /(VunVun Fusus)de — 0.
Q

Logo,
M (JJun|*)ur, I* — 0.

Portanto,

||u,:|]2 — 0, ja que M(||un||2) — M(0) >0 em R. (2.2)

Assim, podemos considerar u,, = u;" 4+ 0,,(1), o que implica em
[nl® = flug [1* + 0n(1). (2.3)
Desde que M é continua temos

M(|lun®) = M(JJub ?) + 0a(1), ou seja, I(u,) = I(u)}) + 0n(1).

n

Vejamos que também vale

I'(u,) = I'(ul) + 0,(1).
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De fato, desde que M é continua temos
M(Jlun]l?) = M|l *) + 0a(1).

De (2.2) temos que, a menos de subseqiiéncia,

ou,, (z)

—0q. s. em €.
ox

Logo,

Qug(z)  Ouy(x)
Ox Ox

— 0q. s. em Q e entdo Vu,(z) — Vu, (r) — 0 q. s. em Q.

Além disso,
/ |Vun,(z) — Vu (z)]Pde < / (|Vun(:)3)| + |Vu$(93)|)2d:v
Q Q

< 0(/Q|vun(x)|2dx+/ﬂ|vu;(x)|2dx)

C (/Q(|Vun(x)|2 + uy, (7)?)dz + /Q(|Vu:(93)|2 +u:§(x)2)dx)
< (Cf €R,

IN

pois (u,) é limitada em W2((Q).

Assim, usando o Lema de Brezis-Lieb temos

/(Vuan + upp)dr = /(VU:{VQO +uto)dr + o,(1). (2.4)
Q 0

Portanto, I'(u,) = I'(u)) + 0,(1). Assim, desta identidade e de I(u,) = I(u,}) + 0,(1),
segue-se que (u;) é uma seqiiéncia Palais-Smale. Logo qualquer seqiiéncia Palais-Smale
pode ser considerada uma seqiiéncia nao-negativa, ou seja, (u,) > 0 e conseqiientemente

u > 0.

Desde que u,, — u em L*(Q), 1 < s < 2%, segue-se que

u, — u em L*(Q),
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U, — u em L(Q).

E do fato de

Up(z) — u(x) q. s. em Q.

segue a existéncia de fungoes g € L?(Q) e h € L4(Q) tais que
lun(z)] < g(z) q.s. em € paratodon € N,

lu,(2)| < h(z) q.s. em £, paratodon € IN.

Além disso,

fup(x)up(z) — f(u(x))u(z) q. s. em  pois f é continua

[f (un(@))un(@)] < (& + Dlunl® + Cefun|® < (e +g(2)* + Ceh()”.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ﬂ Fun(2))un (2)dz —> /Q Flu(a))u(z)dz.

De modo anélogo,

Q Q

Assim,

0n(1) = I'(un)un — I'(up)u + M([[unl*) ((u, w) = (un,u))

= M([lunl*)lunll* = M(Jfuall*) i, w) + M ((lun]*) ((u, 0) = (n, w)

_ /Q F(untnd — ( /a QF(un)dJ) /8 S

+ /Qf(un)udx + (/dQ F(un)do) ., f(uy)udo
= M(llunll*) (tn, un) = 2(un, u) + (u, u)) + 0n(1)

= M([[unl*)llun — ull* + 0n(1).
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Logo, u, — u em W12(Q), pelo Teorema do Passo da Montanha u é ponto critico do
funcional I e, portanto, solugdo do problema (2.1)). Desde que I(u) = ¢ > 0, segue que
uz0. Nl

2.2 Multiplicidade de solucoes para o problema P1 via

Teoria de Morse

Nesta secao, mostraremos como o método variacional aliado a teoria de Morse pode ser

aplicado no estudo de multiplicidade de solugoes para o problema (2.1]).

Teorema 2.2. Sob as hipdteses (M1), (M2), (M3) e que f satisfaca a condi¢io de
Ambrosetti-Rabinowitz e as hipdteses (f1), (f2), (f3) e (f4). FEntdo o problema

possut pelo menos trés solugoes.

A fim de demonstrar o Teorema utilizaremos o Teorema do Apéndice, para isso
precisamos mostrar alguns resultados e que o funcional I seja limitado inferiormente, o que
nao é o caso como ja vimos na demonstracao de que I satisfaz a segunda geometria do passo

da montanha.

Assim, verificamos que o funcional / é limitado inferiormente em B,(0).

Lema 2.1. O funcional I ¢é limitado inferiormente em B,(0), onde p = |tot||
Demonstragao. Para mostrar que o funcional I satisfaz a primeira geometria do passo

da montanha verificamos que
m _ _
1) = (5 = (e +0) llull? (1 = Cellull*™ = (e + DJull® = Cclul*)

e seque da sequnda geometria do passo da montanha que existe to >0 em R e >0 em Q

tal que I(to1p) < 0 com p = |[te]| > o

Logo,

I(u) 2 I(tov) = (% — (e + l)) PP (1= Cop™ — (e +1)p? — C.p™ ) = R
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para toda u € B,(0) em que R é uma constante negativa. M

Lema 2.2. A origem de WOI’Q(Q) é um ponto critico nao degenerado de I.

Demonstracgao.

() = M (lul?) - /QF(u)d:c - % (/m F(u)da)2

temos

1"(0) (. ) = M(|0]]?) / VoV + pipda — / F(0)pide.

Para mostrar que 0 € um ponto nao degenerado, devemos mostrar que
L=T1"0): Wy*Q) — Wy?(Q)

dado por
1"(0) (¢, ¥) = (Lp, ¥)

€ invertivel.

o) Teorema garante a existéncia de uma aplicagdo linear e continua T : Wy (Q) —

Wy*(Q) tal que
To0) = [ £(O)pvd
Q

Assim, se indicarmos por Id a aplicagdo identidade de Wol’2(Q), podemos escrever

I,/(O)(@v¢) = <]d907¢> - <T907 1/)> )

ou melhor

1"(0)(gp, v) = ((Id = T)e, )

Portanto L = Id —T. Claramente o operador Id —T" € linear continuo e simétrico.

Vamos mostar que T € um operador compacto.

Seja 1, uma sequéncia limitada em Wy (). Pela imersio compacta Wy*(Q) < L?*(2),
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eziste uma subsequéncia o,,; de @, € Wy (Q) tal que

On; = Pn €M L*(Q).

Vamos mostrar que T, — T, em L*(Q). Note que

= (Tn;, Tion, — To) — (T, Tipn, — Tep)
- / £(0) g, (Tipn, — Tp)di — / F1(0)@(Tpn, — T)dr,
Q Q

ou melhor,

1T n; — Tolls = / F'(0)(pn, = @) (Tpn, — Tp)dx,
Q
Usando a Desigualdade de Holder, obtemos
1T n; = Tollg < f'(O)lln; — llzz I Tn,; — Tellzzo)-

Pela desigualdade de Poincaré,

1T 0, = Tlls < f/(0)lln; — @ll2@ClITen, — Tello
de onde seque que
[Ton, = Tello < CF'(0)llen; — @llz2) = 0,

logo Tn, — T em Wol’Q(Q). Portanto T' é wum operador compacto. Pela alternativa de
Fredholm (Propos@do mostraremos que Id — T € bijetivo, basta mostrar que o mesmo
¢ ingetivo, isto é, Ker(Id —T) ={0}. Se ¢ € Ker(Id—T), temos

((Id = T)p,v) =0, Vo € Wy*(Q)

implicando que

/ VeV + pibde = / P (O)pude, Vi € WE(Q)
Q Q
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donde seque que ¢ € Ker(Ild —T) € solu¢ao do problema de autovalor

—Ap+p = f(0)p em,
¢ =0 em Of).

Desde que f'(0) # 0 temos que ¢ = 0. Logo L = Id—T ¢ linear continuo e bijetivo. Além
disso, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, L = Id —T é um isomorfismo linear. Portanto 0

¢ um ponto critico nao degenerado de I. W

Lema 2.3. O indice de Morse de I em ug = 0 € maior do que ou igual a 1, ou seja,

m(I,0) > 1.

Demonstracao. O indice de Morse de I em 0 é o supremo das dimensoes de subespacos

de W, *(Q), sobre os quais I"(0) é negativo definido, isto é, I”(0)(p, %) < 0. Sabemos que
IO00.9) = (Loed = [ V6 + lolda = 10) [ IoPda

Assim, se o; é uma autofuncio de (—A, Wy *(€2))associado ao autovalor \; temos

1"(0) (s 02) = / e On 41— F(0))de < 0

para todo 1 < i < j, onde j é dado na hipétese (fy). Portanto m(I,0) > 7 > 1. W
Demonstragdo. (do Teorema

Desde de que I € C?(W,*(Q), R) satisfaz a condicio Palais-Smale, segue do Lema
que [ é limitado em EP(O) e dos Lemas e que ug = 0 é ponto critico nao degenerado
de I que nao é ponto de minimo com indice de Morse j finito. Pelo Teorema[l.4] I tem pelo

menos trés pontos criticos. M



Capitulo 3

Solucao Para o Problema (P2) Via
Variedade de Nehari e Método de

Fibracao

Neste capitulo, usaremos além do Principio Variacional de Ekeland, conhecimentos a

respeito da variedade de Nehari e fibracao para estudar o problema

M(Jul?)(—Au+u) = |ulf~2u em
ou 1
M(|ul|))=— = )\uq_zu/ ~lu|%do  em 05,
([fel] )377 |ul 89q| |

2N
N -2

emque N >3, a,A>0el<g<2<p<2*= e M(t)=t*coma>0et >0, que

pode ser reescrito como

Jul2(—Aut ) = a2 em Q)
1 3.1
luf22% = A / Lldo em 0. (3.1)

677 a0 4

Seja E) o : WH2(Q) — R o funcional energia associado ao problema (3.1). Assim,

1— 1 A 1 ?
Bualw) = 53l [ o =5 ([ Sjuas) 32)

48
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para toda u € W?(Q). Logo,

1 1 A 1 2
E N - - 2(a+1) __/ D 4 / 1.4 3.3
valt) = gyl = [ e = 5 (| judo (33)

para toda u € W'%(Q), pois

M(t) = ——t i

para todo t > 0. Além disso,

(Eatig) = Tl [ (VaVeo+ugde — [ Jur-upds

() ()

para toda u, p € W3(Q).
Logo, u € WH%(Q) ¢é solucao do problema (3.1)) se, e somente se, u é ponto critico de

Eq .

)

Teorema 3.1. O funcional E\, possui ao menos um ponto critico nao-trivial, isto €, o

problema possui ao menos uma solucao fraca nao-trivial.

Demonstracao. Inicialmente relembremos as imersoes compactas de Sobolev do espaco

2N
Wh2(Q) em LY(Q) para 1 <t < 2* = N3 cuja melhor constante satisfaz

N
5 |
=

[Eaiyaes:

N
(SIS
A
S~—
=
Ny
g
AN
B

)
([urar) < st (35)

e também as imersoes compactas de Sobolev do espago W'2(Q) em L"(9f2) para 1 < r <



3.1. Solugcao via Principio Variacional de Ekland 50

2(N -1
2, = % cuja melhor constante satisfaz
Sllullzrooy < ul?
2
St( [ uras) < e
o0
([ wras) < o (3.6)
o0
Assim,
lulPdz < S, *||ulP; para toda u e WL2(Q) (3.7)
Q
1 1 g
/ —lul'do < =(S7)"z|ul|% para toda ue W"(Q) (3.8)
a0 4 q
2
1
(/ —\u\qda> < —2(ST) |ul[*?; para toda u € WH(Q). (3.9)
a0 4 q
De onde segue que
1 1 _» Al
Ey o > o NulPet) 2 gz 1P — 2 (ST |29 1
valt) 2 g Il = 5 Sl — 5 (5T (3.10)
para toda u € W12(Q).
. 2N
Observemos que estamos considerando 1 < ¢ < 2 < p < 2" = N_9o De modo que

temos de estudar alguns casos:

3.1 Solucao via Principio Variacional de Ekland

Caso 1: 1 <qg<2<p<2= e2q<p<2a+l).

N -2
Neste caso, segue de ([3.10) que o funcional energia é limitado inferiormente. Em verdade,

E) o € coercivo.

Afirmacgao 1: O funcional E), satisfaz a condigao de Palais-Smale. (3.11)
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De fato, seja (u,) € W?(€2) uma seqilencia tal que |Ey o (un)| < Ce B} ,(u,) — 0. Assim,

1
2+ 1)

Al

2qQ(ST) ol (3.12)

_ 1 _»
O > Bralun) > ( Y p—};sw) lunll? —

Logo, (u,) é limitada em W%2(2) pois p > 2¢. Além disso, temos que

(Eaa(w), @) = (lunl**tn, 0) = (Tun, @) (3.13)

para toda ¢ € W?(Q). Em que T : W'?(Q) — W2(Q) é um operador compacto dado

1
(Tu, ) = / lu|P~2updr — (/ —|u|qda) (/ |u|q2ug0da) (3.14)
Q i) o0

para toda p € W'2(Q).

por

De fato, para cada u € W'%(Q) fixada consideramos inicialmente o funcional

J,: WH2(Q) — R
0 — Ju(p)

1
em que J,( / lulP?updr + A (/ —]u\qdo) (/ ]u|q2uapda).
o0 4 o)

Observemos que J, estd bem definido e claramente é linear, por causa das propriedades

da integral.

Agora, aplicando as desigualdades (3.7), (3.8) vindas do teorema do trago

e desigualdades de Sobolev, bem como a desigualdade de Holder, teremos

1
| Ju(p)] = / ]u\p’prd:C + A </ —]u\qda) (/ ]u\q2ucpda>’
Q 80 4 o0

1
< /|u|p_2ug0dx‘+‘/ —|u|?do |u| 2updo
Q of)
< / |urp1\so|d:c+x( |urqda)( lufelao )
< St llull? 1||so||m<m+(§<sz> ull (S, Nl gl on)
< S;(pa)nuup—lcl-||so||+(5<sz“> 18T, 1) e D) Co - ol
< |Sigt el G+ (ST R ull (ST, ) llul20 V) o] el
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Portanto,

[ Ju(@)] < C-lell, Vo e WH(Q).

De onde segue que J, é limitado, ou seja, temos um funcional linear e continuo em W2(Q).
Logo pelo Teorema da Representagao de Riez, para cada u € W12(Q2) dado, existe um tinico

v:=Tu e W2(Q), tal que J,(p) = (T, p), isto é,

1
(v, ) = / lulP~2updz + </ —]u|qda> (/ ]u|q_2ug0d0>
Q o) o0

para toda ¢ € W?(Q). Dessa forma temos um operador

T:Wh(Q) — Wh2(Q)

ur— v = Su

em que (Tu,p) = J,(p), o qual estd bem definido e é linear. Além disso, este operador
¢ compacto. Com efeito, tomemos (u,) C WH(Q) tal que u,, — u € WH*(Q) e fagamos
vy, = Tu, e v ="Tu. Assim, usando os cédlculos que fizemos para mostrar que J, é limitado,

temos que

| Tw,, — Tu||2 = (T(up —u), T(u, —u))
= ‘J(un_u) (Tun — Tu)]

< [Kr un =l + Kallug = ul*7%) | Tuy — Tul.

Assim,
-1 3q—2
1T = Tull < [K -l = ulf o) + Kallun =l 50,

Como as imersoes de W12(Q)) em L*(Q2) e de W12(Q) em L?*(00) sdo compactas, entao
U, — u em WH2(Q) implica em u,, — u em L*(Q) e u, — u em L?*(99) eventualmente para

uma subseqiiéncias. Portanto, Tw, — Tu em W1?(Q) e dai T ¢ compacto. Voltando a
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identidade (3.14)) teremos que
&,A(u”) - ”un||zaun - Tun (315)

Como (u,) é uma seqiiencia (PS), tem-se que E} ,(u,) — 0, ou seja, [[un ||**t, —Tup, — 0.
Como (u,) é uma seqiiencia limitada em W'2(2) segue-se que u, — u em W'%(Q) e

|un|| — @ > 0, possivelmente para subseqiiéncias.
Se @ = 0 entao u, — 0 em W12(Q).

Se @ > 0 entdo [luy|| > 4 > 0 se n for suficientemente grande. Observemos que

N [t ||*tn — Ty + Ty
n
Desde que ||u,||**u, — Tu, — 0, (T'u,,) converge pois T' é compacto e ||u,||** — a@** >0
teremos que (u,) converge (possivelmente para uma subseqiiéncia).

Agora, se u € W2(Q), u # 0, t > 0 entao

t2(a+1) g A 1 2
Bualtn) = gl = & [ pupa = S ([ Lyujean)
2(a +1) ? Ja 2 o0 q

$2(a+1)—2q 1P—2q A 1 2
/ ulfPdz — 2 </ -|u\qda)
b Q 2 a0 4q

7
2(a+1)
Desde que 2¢g < p < 2(a+1), segue-se que E) ,(tu) < 0 se t for suficientemente pequeno.

HUHQ(Q—H) .

Desse modo o minimo de E) , é nao trivial, ou seja, o problema possui solu¢ao fraca nao

trivial.

2N
Caso 2: 1<q<2<p<2*:N 2ep<2q<2(a—|—1).

Tal como no caso 1, segue de (3.10) que o funcional energia é limitado inferiormente,

coercivo e satisfaz a condigao (PS).

Assim, existe (u,) € WH(Q2) uma seqiiencia Palais-Smale satisfeita por F) ,, isto é,
|Exalun)| < Ce B} (u,) — 0, fazendo p = 2r e 2q = s teremos 2r < s < 2(a+1) e basta

fazer uma substituicao e tudo se processara como no caso 1.
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3.2 Solucao Via Nehari e Fibracao

Caso 3: 1 <qg<2<p<2=

N_er:2q>2(oc+1).

Neste caso vamos ter

t2(a+1) ) OH.l ) )\ 2 . 2
Eyo(tu) = —]u H |u| dr — =t —|u| do
2(a+1) 2 0 q
20+ 7 A ?
= ||u|2tD) — / lulPde — =¥ (/ —\u|qd0> :
2(a+1) P Ja 2 o0 4

Assim, E, ,(tu) — —oo se t — 400 e, portanto, E,, nao é limitado inferiormente.

Também temos que

1 1 -2 Al

Eyo(u) = WHUHQ(QH) =55l = —?(SC,T)*qHulI”
LR AR TCA R [ 12
Fagamos ¢ = ||u||. Logo,
Bnalt) 2 gsdet) - {ps Fy %%(ST) |2
Portanto, se o > 0 for suficientemente pequeno, entdo E), > r > 0 se |ju|| = po. De onde

conclui-se que, neste caso, E) , satisfaz a Geometria do Passo da Montanha.

Poderfamos verificar que E) , satisfaz a condigao (PS) e usando o Teorema do Passo da
Montanha concluirfamos que E) , possui ponto critico nao trivial. No entanto, vamos usar

neste caso a variedade de Nehari e o método da fibragao para chegar ao resultado.

O método da aplicagao fibracdo introduzido por Drabek e Pohozaev em [I2] e
posteriormente estudado por Brown e Zhang em [J] relaciona o funcional associado ao
problema com uma funcgao real. Com as informagoes sobre esta fungao conseguimos uma

demonstracao simples do resultado desejado.
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Definamos

Nia = {u € WH2(Q); (E'(u)ra,u) = 0}. (3.16)

Observemos que

(Bl \(u), @) = ||U||20‘/Q(Vqu0+ug0)d$—/Q|u|p_2ugpdx

2 » P
— A (/ —|u|2d0) (/ |u|2_2ugpda>
oD o)

para toda u,p € WH2(Q2). De modo que

2\ . 2
(Bl (w)u) = [uf* - / |u|pdx——( / IUI2da> |
Q P o0

Assim, u € N, , se, e somente se, (E'(u)yqa,u) =0, ou seja, u € N, , se, e somente se

2\ s\’
||u||20‘+2 :/ \ulPde + — (/ |u|2da) ) (3.17)
Q p o0

Além disso, se u € N, , entdo

Balu) = 5 ufen - ] / |u\pdx—5( / ru\2da)2
“ 2(a+1) 2 \JsaPp
1 2a+1 P P 2
= m” || |u| dx— ’U|2d0
1 o (0%
— e / e (||u||2 o [upac)
1 1 2(a+1)
= (= atl) 5 (),
(2<a+1> p> il

Como p > 2(a + 1), segue-se que E) , é limitado inferiormente e coercivo em N, ,.

Definamos

m:= inf E).(u).

uEN)\Q

Afirmacgao 2: N, , # @.
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De fato, para mostrar a validade desta afirmacao, definamos o funcional fibragao

Kyo:(0,400) — R
t— Kyo(t) == E)q(tu)

para toda u € WH%(Q) \ {0}. Assim,

£2(at1) Bat1) 2 ., 2
Kuo(t) = Exa(tu) = m” ul|* / lulPdr — — (/895\“’2610)

NP1 2
K = 5 e < o [ jupao = 20 (] Juftas)
’ p o0

De onde segue que

It s\
HL(0) = e e [ |uwpd:c——( / |u12da)
’ o0
2\ s \?
_ ||tu||2(°‘+1)—/|tu|pdx——(/ |tu|2da>
Q p o0

= (E,\(tu),tu), com t > 0.

Portanto, tu € N, , se, e somente se, t é ponto critico de K, ,. Agora, K;,a(t) =0se, e

somente se,

2
(204 g |2l = [/ yu|de+—(/ |u|’£da) ]tpl.

Desde que p > 2(a + 1) temos p — 1 > 2a + 1 e, portanto, o inico ponto critico ¢, , > 0 de

K, ¢ dado por

1
juesn T

e = YR

p
[l e o
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Observemos que

tQ(a—l-l)

Ky o(t) = Aot D)

1 2\
2(a+1) [ * P = p P
ol = (Sl + 25l o ) 2

Desde que p > 2(av + 1) temos

) > 0 se t>0 for pequeno
) — —o00 se t— 400

) > 0 se 0<t<tyq
)

< 0 se t>tya.

>

0 >
bua .
I‘ T,

De onde concluimos que N, , # .

Agora, uma questao que surge naturalmente, é se m > 0. Observemos que se u € N, 4,

22 s \°
ol = [apas+ 2 ([ juftas)
Q b o0

entao

Além disso,
/]u|pdx < SEulP; para toda ue W'2(Q)
Q
/ lul2do < (Sg)_Z |ul?; para toda ue W2(Q)
B

2 _p
</ \u|§d0> < (Sg) “|lullP; para toda u e Wh2(RQ).
o9
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Logo,

_p
2

_p
Jale 0 < Sl + (SF)

- {sp‘g + (sT)_} [
Portanto,

1
-
i)

para toda u € N, ,. Usando uma expressao ja vista de E) ,(u) temos

lull >

1 1
Erolw) = [ ——— =) |Ju|?***Y >C > 0.
o) = (gt — 3 ) Il >
Facamos a decomposigao de N, , da seguinte maneira:

K, ,(t.) = 0 seesomentese t,u€ Ny,
o que equivale a

K, (1) = 0 seesomentese u€ Ny,

Assim, é natural decompormos N, ,, em pontos de minimos locais, méximos locais e pontos

de inflexdo
)ta = {U € N)\,a; Kg,a(1> > O}
):a = {U € N/\,Oz; Kg,a(l) < O}
)(\),a = {ue N/\,a; K{f,a(l) =0}.
Assim,

N)‘7a: ):i,_aUN):aUN/\O,a‘
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No entanto, temos que K/ (1) =0 se e somente se u € /\/’,\,a, 0 que ocorre se, e somente,

2) b\’
(||| 2@+ = / |ulPdz + — (/ ]u\%ia) : (3.18)
Q p Clg)

Mas

2
K7 (1) = (20 + DE a2 — (p — 1) [ / ufrdz + 2 ( / \uyéda) ]
’ Q p a0

e, entao,

2 b\ 2
K] ,(1) = 2o+ D)fJuf* ™ — (p — 1) [/ |ulPdzx + = (/ |“|2d0> ] .
’ Q p a0

Usando a identidade (3.18]) temos que

KL = (ot DIl = =1 | [ Jupas ues = [ jaras]
Q Q
_ (2& + 1)||U||2(a+1) N (p _ 1>||u||2(a+1)
— [2a+1) = (p— 1)) JulP

= [2(a+1) = p] Jul** <o0.

+ A0 , A
Logo, N\, =N}, =@ edai N}, =N, .

Portanto pelo teorema temos que o o funcional FE), possui um ponto critico

weWh?(Q). i



Apeéendice A

Conceitos e resultados

Definicao A.1. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser
Fréchet diferencidvel em v € X quando existe um funcional linear T € X', tal que,

i Iu+v)—I(u) —Tv

lJoll—0 o]

= 0.

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, € unica. Vamos denotd-la por I'(u).

Definicao A.2. Se A € um conjunto aberto em X, dizemos que funcional I é de classe C*
em A ou simplesmente I € CY(A,R) quando é Fréchet diferencidvel em todo ponto u € X

e o operador I' : A — X' € continuo.

Definicao A.3. Sejam X um espaco de Banach e I : X — R um funcional, I € dito ser

Gateaux diferencidavel em u, se existe um funcional linear T,, € X', tal que,

lim Iu+ t’ut) — f(@) =Tw, YvelX.

t—0

A derivada de Gateaux no ponto u, quando eziste, € unica. Vamos denotd-la por DI(u).
Mais além, I € de classe C' em A se, a derivada de Gateauz existe e o operador DI : £ — X'

existe e € continuo.

Teorema A.1. Seja X um espago de Banach reflexivo. Se (x,) é uma seqiiencia limitada

em X, entdo existem uma subsegiiéncia () C (r,) e x € X tais que x,;, — v em X.

60
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Demonstracgao. Ver [§].

Teorema A.2. (da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja (f,) uma seqiencia de

fungoes em LY () e suponha que:

(a) fu(z) — f(x) q.t.p. em Q;

(b) Eziste g € LY(Q) tal que |f,| < g para todo n € NN.

Entao f € L) e / fodr — / fdx.
Q Q

Demonstragao. Ver [0].

Teorema A.3. (de Vainberg): Seja (f,) uma seqiencia de funcoes em LP(SY) tal que

fo — [ em LP(Q). Entdo existe uma subseqiiéncia (fn;) C (fn) tal que

(a) fn,(x) — fu(z) g.t.p. em Q)

(b) Eziste h € LP(Q) tal que |f,,(x)| < h(x) para todo j € IN.

Entao f € L) e / fodr — / fdx.
Q Q

Demonstragdo. Ver [§].

Lema A.1. (de Brezis-Lieb): Sejam Q um aberto do RN e (f,) C LP(Q), f € LP(R2) com
p > 1. Suponha que f,(x) = f(z) q.t.p. em Q e exita C' > 0, tal que

/Ifnlp <C,VneN.
Entao
[t [ 1o v e e
onde, 1/p+1/q=1.
Demonstragao. Ver [1§].

Teorema A.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov): Suponha que Q C RN seja um dominio

limitado de classe C'. Entdo as sequintes afirmacoes sao vdlidas
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(i) Se p < N, entao WHP(Q) — L4(Q) para 1 < q < p* em que 1/p* =1/p—1/N;
(ii) Se p= N, entao W'?(Q) — L4(Q) para 1 < q¢ < +oo;

(iii) Se p > N, entdo WHP(Q) — C(Q). Além disso, as imersées sdo compactas.

Demonstragao. Ver [§

Proposigao A.1. (Identidade de Green). Seja Q C RN um aberto com fronteira 0Q de
classe C' e u,p € C?(RY). Entao

—/gpAudxz/VUchdx—/ cp@dcr.
Q Q a0 On

Demonstragdo. Ver [1§]

Teorema A.5. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(2) e g € LY(Q) com 1 < P < +00
el/p+1/q=1. Entao fg € L'(Q) e

/Q ol < 1 L llglzecen.

Demonstragao. Ver [0

Teorema A.6. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet): Sejam H um espago de

Hilbert e f € H', existe w € H tal que
f(v) = (u,v), Yv € H.

Além disso,

[flw = llulla.

Demonstragdo. Ver [§
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Proposicao A.2. (Alternativa de Fredholm): Sejam E um espag¢o de Banach e T : E — E

um operador compacto. Entao

(i) Ker(I —T) tem dimensdo finita;
(ii) R(I —T) € fechado em E e R(I —T) = Ker(I — T*)*;
(iii) Ker(I—T) = {0} & R(I - T) = E;

(iv) dim(Ker(I —T)) = dim(Ker(I —T%)).

Demonstragao. Ver [§

Teorema A.7. (Desigualdade de Poincaré): Seja @ C RY um dominio limitado em relagao

a alguma direcao do RN . Entao, existe C > 0 tal que

/ u|?dz < 0/ \Vuldz, Yu € W2 ().
Q Q

Demonstragdo. Ver [§

O préximo resultado esta demostrado em [I]
Lema A.2. Seja Q C RY, N > 2 um dominio limitado com fronteira reqular 9. Se
. _ (N-1p .
l<p<Nep<qg<p =N Entao a 1mersao

WP (Q) — L1(00)

(N=1)p

é continua. Além disso, se ¢ < p* = N—p

entao a 1mersao € compacta.

Assim, as fungoes de W12(2) admitem um trago em L(9S) e temos a desigualdade do

traco Sobolev

2N — 1)

Sr(2,2, Pllulliapa) < llullfeg), 1 <g<2"= N_—2
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Além disso, a melhor constante de Sobolev Sp(£2,2,¢q) é dada

/(|w2 +u?)da
A = inf Y > 0. (1.1)

ueWL2(Q)\Wa2(Q) (/ |u|ng)2/q
oN

e as fungoes que fazem com que esse infimo seja atingido sao justamente as autofuncoes

associadas ao A;.
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