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Resumo

ANALISE DE ESQUEMAS NAO USUAIS EM
DIFERENCAS FINITAS PARA OBSERVABILIDADE
DA FRONTEIRA PARA EQUACAO DE ONDAS

Antonio Carlos Lima do Nascimento

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

No presente trabalho investigamos a anomalia numérica da dispersao do modelo
semi-discreto para a Equacao de Onda 1-D, via Método de Diferencas Finitas usuais.
Para sanar esse problema usamos um Método de Diferencas Finitas nao usual (NSFD) e
uma funcgao vy, escolhida de modo conveniente, para recuperarmos a dispersao do modelo

continuo.

Palavras-chave: Equacao de Onda, Analise de Dispersao, Diferencas Finitas, Dife-

rengas Finitas nao Usuais.
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Abstract

ANALYSIS OF UNUSUAL SCHEMES IN
FINITE DIFFERENCES FOR THE OBSERVABILITY
OF THE BOUNDARY FOR WAVE EQUATION

Antonio Carlos Lima do Nascimento

Advisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

In the present work we investigated the numerical anomaly of the dispertion for
semi-discrete model for the Wave Equation 1-D by usual Finite Difference Method. To
remedy thys problem we will use an unusual Finite Difference Method (NSFD) and a

function 1, conveniently chosen, to recover the dispertion of continuous model.

Keywords: Wave Equation, Dispertion Analysis, Finite Differences, Unusual Finite

Difference.
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Introducao

Nas ultimas décadas a Analise Numérica e Computacional se consolidou como importante
area da Matematica bem como de Ciéncias afins. Progressos significativos no campo da Anélise
de Diferencas Finitas foram alcangados. Além disso, a implementacao de métodos numéricos nao
usuais, com o objetivo de corrigir problemas oriundos de metodologias usuais, proporcionaram
avancgos consideraveis em pesquisas cientificas direcionadas & referida temaética.

Para superar limitagoes impostas pelos esquemas tidos como usuais, surgem os métodos
nonstandards (Nonstandard Finite Difference Methods - NSFD) desenvolvidos por Mickens [10],
[12], [14]. Em geral, esses esquemas sao construidos para compensar deficiéncias dos modelos
cléssicos de Diferencas Finitas em representar algumas propriedades do modelo continuo.

Neste trabalho usaremos um método NSFD afim de sanar a anomalia numérica da dispersao
para a Equacao de Onda unidimensional no ambiente semi-discreto. Nessa direcao, dedicamos
o primeiro Capitulo para apresentar o resumo dos resultados obtidos por Infante e Zuazua [4]
acerca da perda de Observabilidade numérica e introduzir o problema a ser investigado. Além
disso, abordaremos, de modo sucinto, conceitos bésicos sobre Equacao de Onda, Diferencas
Finitas Usuais e NSFD. Concluiremos esse Capitulo introdutério, mostrando parte dos resultados
de Huang e Sergey [0], no qual baseamos a deducao de nosso esquema semi-discreto NSF'D.

No segundo Capitulo veremos como Infante e Zuazua [4] conseguiram a Observabilidade
Uniforme por meio da filtragem das solucoes, que motivou o presente trabalho no sentido de
melhorar os resultados acerca da dispersdao no ambiente semi-discreto. O terceiro Capitulo é
dedicado a funcao 1, que nos permite recuperar propriedades do modelo continuo no ambiente
espacialmente discretizado. No quarto Capitulo comparamos os métodos de Diferencas Finitas
Usuais e NSFD para a dispersao da Equacao de Onda no ambiente semi-discreto. A conclusao

de nossas investigacoes e perspectivas para futuros estudos, encontram-se no ultimo Capitulo.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Capitulo 1

Apresentacao do Problema e

Conceitos Elementares

Neste capitulo falaremos da motivacao para o presente trabalho, bem como do problema a ser
investigado. Além disso, abordaremos de modo sucinto conceitos centrais, tais quais: Equacao
de Onda unidimensional, métodos numéricos de Diferencas Finitas Usuais e de Diferencas Finitas
nao Usuais. Iniciaremos apresentando os principais resultados de Infante e Zuazua [4] que
conduzem & perda Observabilidade numérica das solugoes do sistema hiperbdlico espacialmente

discretizado, o qual tomamos como base para nossas analises.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Introducao 11

1.1 Perda de Observabilidade Numérica

Infante e Zuazua [4] consideraram o sistema semi-discreto para a equacao de onda unidimensi-
onal num intervalo limitado com condicoes de fronteira de Dirichlet — . Os referidos
autores analisaram o problema da observabilidade limitada, isto é, em que a energia total das
solugbes pode ser estimada em termos da energia concentrada na fronteira quando h tende a
zero. Eles provaram que o esquema numérico Usual em Diferencas Finitas a altas frequéncias
nao é uniformemente limitado devido as solugoes espurias. Contudo, como veremos no segundo
Capitulo, para um subespaco de solugoes gerado pelas baixas frequéncias, obtido por técnicas
de filtragem, os pesquisadores conseguiram limitacao uniforme com esquemas semi-discretos em
Diferencas Finitas Usuais. A seguir veremos os principais resultados que conduzem a essa perda

de observabilidade numérica a altas frequéncias.

Considere o seguinte sistema hiperbdlico:

U = V2 Uy, O<z<L, 0<t<T, (1.1)
u(0,t) =0, wu(L,t) = g(t), 0<t<T (1.2)
u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(z), O<z<L (1.3)

Onde (up,u;) sao condicoes iniciais, g é a funcdo controle que age sobre o sistema pela
extremidade © = L do espago intervalar (0,L) e v é a velocidade de propagagao de onda.
Esse sistema descreve as vibragoes de uma corda controlada, o qual é bem posto no espaco
H(0,L) x L*(0, L), ou seja, para quaisquer dados iniciais (ug,u1) € Hg(0, L) x L*(0, L) existe
uma tnica solugao u € C([0,T]); H}(0,L)) N C([0,T]; L*(0, L)) . Quando g = 0, isto é, quando
nao ha controle agindo na fronteira x = L, a energia das solugoes do sistema — ¢é dada
por (1.4), (para mais detalhes, veja [4] e suas referéncias).

1

L
E(t) = 2/0 (|ugc(fv,t)|2 + |ut(m,t)\2) dx. (1.4)

Além disso, E(t) > 0 e é conservada no tempo, isto é:

E(0) = E(t), vt € [0,7]. (1.5)

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Introducao 12

O seguinte resultado de controlabilidade exata para o sistema ((1.1)) — (1.3) também é bem

conhecido (veja [5] e suas referéncia, para mais detalhes):

Theorem 1.1.1 Dado T > 2L e (ug,u1) € L?*(0,L) x H=1(0, L) , existe uma fungdo controle
g € L?(0,T) tal que a solugio u(x,t) de (1.1) — (1.3) satisfaz:

u(T) = w(T) =0, 0<z<L. (1.6)

Entre os controles com a propriedade existe um unico controle de norma minimal
em L2. TIsso é chamado controle HUM (Método da Unicidade Hilbertiana). Note que (1.6)
faz sentido, com essas condigoes, desde que o sistema — admita uma tnica solugao
u € C([0,7T]; L*(0, L)) N C*([0,T); H~*(0, L)).

Agora considere o seguinte sistema nao-controlado:

b1t = V2P, O<z<l, 0<t<T (1.7)
#(0,t) = o(1,t) =0, 0<t<T (1.8)
¢(x,0) = po(v), ¢(x,0) = ¢1(x), 0<z <1 (1.9)

o qual admite uma tnica solugdo ¢ = ¢(x,t) € C([0,T]; H}(0,1))NC([0,T]; L?(0,1)) quando
(do, ¢1) € HE(0,1) x L%(0,1). Este sistema ¢é o adjunto do sistema (1.1 — (1.3)), com L = 1.

As solugoes de ([1.7) — (1.9) em termos de Séries de Fourier sao dadas por:

hE

o(x,t) = [ cos(kmt) + By sin(knt)] r(x). (1.10)

B
Il

1

com oy, fr € R e pp(z) = sin(krz).

A controlabilidade exata do problema tem sido estudada de maneira mais geral e di-
versas aproximacoes para essas solucgoes sao avaliadas. Em particular, o HUM introduzido por
J.L. Lions [5], reduz a propriedade da controlabilidade exata do Teorema a seguinte
relacao de Observabilidade, valida para toda solugao do sistema — , com L =1:

Dado T > 2L existe uma constante positiva C(T') > 0 tal que:

T
E(0) g(J(T)/O ¢ (L, t)|%dt. (1.11)

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Introducao 13

A inequacao (|1.11]), chamada Desigualdade de Observabilidade, pode ser provada por
varios métodos inclusive Séries de Fourie, Formula de D’Alembert e técnicas multiplicativas

(para mais detalhes veja [5] e suas referéncias).

Em [4] a seguinte versao semi-discreta em Diferencas Finitas Usuais do sistema ((1.7]) — (1.9)

é analisada:

/. ’02 ¢j+1 - 2¢j + (z)jfl

;= % , 0<t<T, j=1,...,J (1.12)
¢o = ¢py+1 =0, t >0, (1.13)
$(0) = g0, ¢5(0) = b1, J=1...,J (1.14)

Onde
h=1/(J+1), JeN, v=1.

$0:0<$1:h<$2:2h<"'<1‘J:Jh<:l7j+1:1.

A energia do sistema (1.12]) — (1.14]), dada por:

J J
h h o [@s1(t) — ¢5(0)
Ey(t) = 5 Z|¢;‘(t)|2 T3 Z T % s, (1.15)
j=0 3=0
¢é definida positiva e conservada no tempo. Isto é:
En(t) = ER(0), vt e (0,T). (1.16)

A versao semi-discretizada correspondente a desigualdade (1.11]) é dada por:

2

s 4y (1.17)

h

T
En(t) < C(T, h) /0

¢ (t
h
(1.7) — (1.9), pois ¢s4+1 = 0. Mais explicitamente, busca-se por uma constante C(T',h) > 0 tal

que vale (|1.17)).

~—

Note que em (|1.17)), representa a derivada ¢,(1,t) da solucao do sistema continuo

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME
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O problema de autovalor correspondente ao sistema ((1.12)) — (1.14)) é da forma:

Ck+1 T Pr—1 — 20k
_ -

o =@s+1 = 0. (1.19)

= Aoy,  k=1,...,J. (1.18)

Sejam A1, A2,...,A; os J autovalores de (1.18), com A} < Ay < --- < AJ.

Os autovalores e autovetores de (1.18) — (1.19) podem ser explicitados respectivamente por
(1.20)) e (1.21)) (para mais detalhes veja [2] p.456).

4 . 5 (mkh
)\k(h) = ﬁsln <2> s k= 1,...7J (120)
Pr = (Pris--2 ks )s @iy =sin(kmjh), G k=1,...,J (1.21)

As solugoes de ([1.12]) — ([1.14]) em séries de Fourier sao dadas por:
B J
d(xj,t) = Z {ak sin (\/)\kt> + by, cos (\/ /\kt)} Pk, j- (1.22)

k=1

onde ag, br € R, podem ser explicitados por meio das condigoes iniciais de (1.12)) — ((1.14]).

Infante e Zuazua [4] conseguiram a seguinte igualdade:

Ep(0) 2

= : (1.23)
Ji 0y /nPde— T(A=As()h2)
Mas
h h
As(h)h* = 4sin® <7T<2]) = 4sin® (;T — ;) )
h
= 4cos <7r2> — 4 quando h — 0. (1.24)
Portanto, de ((1.23)) e de ([1.24) mostra-se que para todo T > 0, temos:
EL(0
sup | —7 n(0) 5 ] — 00, h — 0. (1.25)
sesi L Jo 10a(t)/R]”dt

onde Sy é o conjunto de todas as solugoes de ((1.12)) — ((1.14) dado por:

Sy, = {qﬁ(t) = Z [ak sin( /\k(h)t> + by, COS( /\k(h)tﬂ oF com ap, by € R} . (1.26)
k

=1

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Introducao 15

O blow-up em mostra que a observabilidade em nao permanece uniforme-
mente limitada quando A — 0. Isso deve-se ao comportamento patoldgico das solucoes a altas
frequéncias, as quais levam a perda de Observabilidade Uniforme com o esquema numérico de
Diferencas Finitas Usuais. Esse comportamento patolégico das solucoes espurias é explicitado

pela dispersao do modelo hiperbdlico em estudo, como veremos oportunamente.

Como consequéncia disso, pelo Teorema de Hahn-Banach, deduz-se a existéncia da energia
finita dos dados iniciais para as solucoes do sistema - para as quais o controle cor-
respondente ao modelo semi-discreto diverge quando h — 0. Contudo, como foi provado por
Infante e Zuazua [4], se as altas frequéncias forem convenientemente filtradas ou truncadas,
entao é possivel obter resultados positivos, isto é, desigualdades de Observabilidade Uniforme
com constantes que sao independentes de h. No segundo Capitulo deste trabalho mostraremos

com mais detalhes como obter essa Observabilidade Uniforme via método multiplicativo.

1.2 Apresentacao do Problema

Infante e Zuazua [4] conseguiram mostrar a Observabilidade Uniforme, para o sistema semi-
discreto — , restrita a baixas frequéncias, usando técnicas de filtragem. Contudo, o
método de Diferencas Finitas Usuais empregado apresentou solugoes espurias a altas frequéncias.
Isso provocou uma anomalia numérica na dispersao, ou seja, a dispersao no modelo semi-discreto

nao representa a do modelo continuo a altas frequéncias.

Na Figura (1.1)) podemos observar a reta da dispersao no ambiente continuo (em verde)
bem como a curva da dispersao no modelo semi-discreto com Diferencas Finitas Usuais (em
vermelho). Observe que a medida que gama aumenta, isto é, a altas frequéncias, o esquema
semi-discreto deixa de representar o modelo continuo para a dispersao. Este trabalho tem por
objetivo sanar essa anomalia da dispersao empregando um método NSFD (Nonstandard Finite

Difference) com uma fungao v, escolhida convenientemente.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME
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100

gama-omega (continua)

90 | —— Diferengas Finitas Usual

80
704
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o 10 20 30 40 &0 &0 70 80 j=ln] 100
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Figura 1.1: A dispersao do modelo continuo e a do ambiente semi-discreto Usual

O distanciamento da curva do modelo discreto em relagao a reta do continuo é devido ao gap
(distancia) entre os autovalores consecutivos, dados por . Pois o gap entre autovalores con-
secutivos no ambiente continuo é constante, ao passo que no modelo semi-discreto, em Diferencas
Finitas Usuais, esse gap é da ordem de h, ou seja, tende a zero quando h decresce. No terceiro

Capitulo falaremos mais sobre o gap de autovalores consecutivos dos modelos continuo e discreto.

A Anadlise de Dispersao pode ser usada como indicador de que é possivel mostrar a observa-
bilidade das solugoes. No gréfico da dispersao do modelo numérico, na Figura (1.1)), vemos que
para baixas frequéncias ele coincide com a dispersao do ambiente continuo, logo, podemos pen-
sar em Observabilidade Uniforme limitada para uma classe de solugoes onde as altas frequéncias

sao deixadas de fora por meio de truncamento, como foi feito por Infante e Zuazua em [4].

Em nosso trabalho, no terceiro Capitulo, mostraremos que é possivel recuperar o gap cons-
tante do ambiente continuo no modelo semi-discreto usando um método NSFD. Isso nos permite
sanar a anomalia numérica na dispersao do problema em estudo, a qual, de acordo com os au-
tores de [4], contribui para a perda de observabilidade. Com esse resultado obtemos um forte
indicativo de que pode-se mostrar a Observabilidade Uniforme das solugoes sem a necessidade

de filtra-las.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME
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1.3 Equacao de Onda

De acordo com Iério [§], a equagao de onda foi um dos problemas mais importantes do século
XVIII. O primeiro a estudé-la foi d” Alembert, seguido por Euler, Daniel Bernoulli e Lagrange.
No problema das vibragoes transversais de uma corda, a posigao u(z,t) do ponto x da corda,
num instante ¢ deve satisfazer a equacao de onda , na qual podemos supor v constante, caso
a corda seja homogénea, além disso, impomos que as tnicas forcas atuantes sejam as de tensao.
Consideramos a corda finita de comprimento L, que em repouso coincide com o eixo das abscissas
no intervalo [0, L], cujas extremidades estao fixas. Devemos encontrar uma funcao u(z,t) que

satisfaca a equagao ((1.27) bem como as condigoes iniciais e de contorno dadas respectivamente

por (T20)  (T29)

U = V2 Uy (1.27)
u(0,t) = u(L,t) =0, 0<t<T (1.28)
u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(z), O<z<L (1.29)

A solugao geral da equacao (1.27)) é dada por (1.30)) (para mais detalhes veja Iério [§]).
u(z,t) = ((x + vt) + &{(x — vt). (1.30)

Onde ¢ e & sao fungbes arbitrarias duas vezes diferencidveis; x + vt = ¢ e x — vt = ¢
sao as curvas caracteristicas da equacao de onda, com ¢ e co constantes; v é a velocidade de
propagacao da onda. Quando aplicamos as condicoes de contorno da equacgao (|1.27)) na solucao
obtemos a solucao para a equacao de onda dada por (para mais detalhes veja
Cuminato [3] ).

z+vt
u(z,t) = % [up(x + vt) + up(z — vt)] + % / t w1 (y)dy. (1.31)

Além disso, o problema da corda vibrante com extremidades fixas pode ser resolvido via

Séries de Fourier, cuja solucao é dada por (1.32) (para mais detalhes veja Figueiredo [I] ).

u(z,t) = i [ak sin <kf”> cos (k”;”t) + by sin (T) sin (l”;”tﬂ . (1.32)

k=1

onde ay, e by sao os coeficientes de Fourier dados por:

2 (L . krx
ay = L/o uo(z) sin (L) dx. (1.33)

2 (" () sin (T) da. (1.34)

b= ——
K kmv 0
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De acordo com Cunha [7], uma propriedade importante da equagao de onda é o transporte
do formato da condicao inicial, inclusive descontinuidades, ou seja, ela nao possui carater sua-
vizador. Mas os métodos de Diferencas Finitas Usuais tém como base a expansao em Séries de
Taylor que pressupdem suavidade da funcao. Assim, o uso de métodos numéricos destinados a
funcoes suaves em problemas cujas solucoes podem apresentar variacoes abruptas, pode produzir

resultados nao condizentes com as solucoes analiticas.

1.4 Diferencas Finitas Usuais

Diferencas Finitas Usuais ¢ um método numeérico usado para modelar solugoes de equagoes dife-
renciais. A esséncia dos métodos usados para esse fim estd na discretizacao do continuo, a qual

torna finito o problema e viabiliza sua solu¢do através de computadores.

O primeiro passo para qualquer método destinado a solugao numérica de equacoes diferenciais
é discretizar a regiao onde procuramos a solucao por meio da construgao de malhas. Segue um
modelo de malha com passo constante:
Dado xg um ponto de referéncia e h > 0. A malha de passo h associada a xg é o conjunto de
pontos:

xj:x():l:jh, jZl,Q,...,J

Embora o modelo de malha apresentado acima seja usual, outros formatos de malhas podem

ser tomados. Por exemplo, podemos construir uma malha irregular onde x; — z;_1 = h;.

O segundo passo ¢é a discretizacao das derivadas presentes na equacao diferencial. Para este
fim, usa-se a expansao em Série de Taylor, (veja Cunha [7] para mais detalhes). Para cada ponto

da malha, denotamos por u; a aproximacao de u(z;), e usamos as seguintes aproximacoes:

Uj — Uj—1

o Uil — Yy g
(id) :

: Ujy1 — Uj—1
() aly) = LN G

(119)  ug(z;) =~ 57

Uy (T5) ~

Onde wu, indica a derivada de primeira ordem da funcao u com relacao a variavel x e
(i), (i), (7i7) sdo denominadas as férmulas avancada, atrasada e centrada, respectivamente. Além
disso, a forma discretizada da derivada de segunda ordem com relagao a x é dada por:

Uj+1 — 2Uj + Uj—1
h? )

Uy (T5) =
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O Método de Diferencas Finitas Usuais é amplamente empregado para obter aproximagoes
numéricas das solugoes de sistemas de equacoes diferenciais. Todavia, hé casos em que o referido
método apresenta limitacoes e faz-se necessario o uso de métodos ditos nao usuais. Em nosso
trabalho faremos uso de um método NSFD para recuperarmos a dispersao do ambiente continuo,

como proposto na Secao (|1.2]).

1.5 Diferengas Finitas nao Usuais (NSFD)

O processo de modelagem NSFD inicia em 1989, com a publica¢ao de Mickens [10] e atualmente
é uma valiosa ferramenta para, entre outros, a Andlise Numérica. De acordo com Mickens [13],
o esquema de Diferengas Finitas nao Usuais (Nonstandard finite difference, NSFD ), é uma
generalizacao do método de Diferencas Finitas Usuais para obter aproximagoes das solugoes
de equagoes diferenciais. A propriedade mais importante é, na maioria dos casos, a completa
auséncia de instabilidade numérica que, em geral, os esquemas usuais em Diferencas Finitas apre-
sentam. Para Manning [9] é vantajoso usar NSFD devido a eficiéncia e melhor aproximacao

das solugoes no esquema discretizado.

Se 0 modelo em estudo envolve Equacao Diferencial Ordinaria (EDO), a discretizacao da
derivada, no modelo Nonstandard, deve ser generalizado de modo a incluir estruturas da forma:

du Uj_H — Uj
kP L 1.35
dx ¢(h, o) ( )
onde u; é uma aproximacao para u(z;), o representa possiveis parametros da equagao dife-

rencial e ¢(h, o) é uma fungao que satisfaz a condicao:
¢(h,o) = h+O(R?). (1.36)

Ou seja, ¢(h,0) — 0 quando h — 0. Alguns exemplos para ¢(h, o) sdo dados por:
1—e°h

h, sin(h), -1, 1—eM,
o

Para o nosso trabalho usaremos o modelo NSFD para a derivada parcial de segunda ordem:

Clzi Uil — 2’LL]' + Uj—1
da? ™ Y(h,o)

(1.37)
onde v é uma funcao que satisfaz:

Y(h,0) = h? + O(h%).
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Huang e Sergey [0] deduziram um esquema de Diferencas Finitas nao Usual derivado dos
métodos de Mickens [13] para a equacao do calor, cujo objetivo era melhorar os resultados
numéricos para h grande (ndo muito préximo de zero). A seguir veremos os esquemas NSFD
deduzidos por Huang e Sergey para uma Equagao Diferencial Ordinédria (EDO), que nos ajuda a
entender a construcao e eficiéncia do método, em seguida mostraremos um modelo nonstandard
para o esquema totalmente discretizado da Equacao de Onda Unidimensional implementado
pelos referidos pesquisadores, o qual nos inspirou a deduzir o nosso modelo NSFD para o

problema da dispersao investigado em nosso trabalho.

Esquema NSFD para EDO

Considere o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI) :

du
o Au; u(0) = ug (1.38)

Cuja solugao é dada por:

a(t) = uge M.

Entao temos:

<jt+x> a(t) = 0. (1.39)

Faremos um comparativo entre Diferencas Finitas Usuais e NSFD para o problema (|1.38]).
Esquema com Diferengas Finitas Usuais
ParaO0<t<T eusando t, =0, t;=T1, h=

Onde o modelo numérico de Diferengas Finitas Usuais para o PVI em estudo é dado por:
Uj+1 = (1 — )\h)u] (1.40)

Note que, para h grande (nao tao préximo de zero), ao contrario da solug¢ao analitica, o

esquema em Diferencas Finitas Usuais nao converge para zero quando j — oco. Ou seja:

(Zﬂ)a # 0. (1.41)
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De fato, pois para h grande e sabendo que tj4+1 = t; & h, teremos:
d d
h Kdt + )\> uoe)‘tj] = h Lﬁuoe)‘tj + )\uoe/\tj}
= h [uoe_xtjﬂ ~ ue™ + )\uoe_)‘tj]
h
= uge M (e_kh -1+ h)\) # 0. (1.42)
Ou seja, o modelo numérico para Diferengas Finitas Usuais nao é exato.
Esquema com NSFD
Um esquema exato NSFD para o problema(|1.38]) , é obtido usando:
d . _ .
o WHU (1.43)

dt

®n

Onde ¢y, é uma funcao que depende de h e satisfaz as condi¢oes do método de Mickens [11],

3] .

A funcado ¢y para o problema (|1.38) é assim obtida:

Uit — U
% = —)\’LL]' =  Ujy1 = (1 — )\gbh)uj. (1.44)
Como uj41 = e*)‘huj e para u; # 0, temos:
\h 1— e—Ah
(1—Agn) =€ = o= (1.45)
Dessa maneira, o esquema NSEFD para o problema (|1.38]) é exato, isto é:
4 Na=o (1.46)
— u=0. .
dt
De fato, pois
d —Atji1 _ —At;
on | (= + A ) uoe™ on | -2 S uge ™
dt on
1— €7>\h
= wge Mt —yge M 4 < \ ) Auge A
= uge Mie M _yge M e M — yge e M
= 0. (1.47)
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Agora vamos comparar graficamente as aproximacoes com Diferencas Finitas Usuais e com
NSFED para a solugao do problema com A =7, ug=1et €[0,2]. Para h tendendo a zero,
os esquemas NSFD e Usual convergem para o modelo continuo, veja a Figura . O grafico
em verde representa a solugdo no ambiente continuo ao passo que os graficos em vermelho e preto

representam as aproximagcoes nos modelos NSFD e Diferencas Finitas Usuais respectivamente.

Observe que para h grande o esquema usual apresenta problemas em representar o modelo
continuo. Para h = 0.3 a aproximacao no modelo NSFD é melhor do que a do esquema usual,
como podemos observar na Figura . Se tomarmos h = 0.4 notamos que o modelo usual
nao representa o continuo para t préximo de zero, veja a Figura . A medida que h cresce,
o esquema com Diferencas Finitas Usuais deixa de representar a solugao do PVI, como podemos
observar nas Figuras e onde temos h = 0.5 e h = 0.6 respectivamente. Contudo,

mesmo com h crescendo, o modelo NSFD permanece estavel.

(continua)
—— NsFD
—— DF{usual)

(cantinua)
08 —— NSFD

—— DF(usual)
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2+

0.1+

! ' o T T T T —

T T T F
0 0z 0.4 0.8 og 1 12 1.4 1.6 18

(a) Para h = 0.02 (b) Para h =0.3

Figura 1.2
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(continua)
—— NSFD
0.8+ —— DF(usual)
0.6
0.4
0.2+
0 T g < O
024
0.4 T T T T T T T T T
[ 02 0.4 06 08 1 12 14 18 18
(a) Para h =0.4
;
(continua)
—— NSFD
08+
—— DF(usual)

(b) Para h = 0.5

(continuo)
—— NSFD
—— DF{usual)

A/
V

(c) Para h =10.6

Figura 1.3

Nascimento, Antonio Carlos Lima

PPGME



Introducao 24

Esquema NSFD para Equacao de Onda 1-D

Considere o sistema para equagao de ondas unidimensional:

Ugt = V2 Uy, O<z<L; 0<t<T (1.48)
u(0,t) = Uy, w(L,t)=Ur; 0<t<T (1.49)
u(z,0) = f(x), u(z,0)=g(x); 0<zx<L (1.50)

Para o modelo totalmente discretizado com Diferencas Finitas Usuais, sejam:

0%u w(xi, tivr) — 2u (zi, t5) +u (x5, t5-1)
@(fﬂi,tj) = = 2 ’ . (1.51)
8211, u(x; 1,t-)—2u(xi,t~ +u :L'Z'_l,t'

Onde v é a velocidade de propagagdo de onda. Além disso, o esquema numérico Usual é dado

por:
wijr1 = 2(1 = si)uij + Sitlip1,j + SiUli—1,j — Ui j—1. (1.53)

2
Com 0O0<hl<l e si:<) v2.

Para deduzir o esquema NSFD, usamos a seguinte solucao para a equagao de ondas:
a(x,t) = 0T = /1. (1.54)

27
Onde v = % com A o comprimento de onda , w = 27 f a frequéncia angular e f o nimero

de oscilacoes por segundo. A velocidade de propagacao de onda é dada por v = A\f = ol

Como iy = —w?eM®e™ ™ o iy, = —y2eD%e ! temos que:
0 2 O° 2 2,2
~ iyx ,—iwt yx ,—iwt __
— =V — |t = —we e + v yTe e =0. 1.55
<8t2 2 > 7 (1.55)
w?
Onde usamos  v%y2 = —272 = w?
v
Observagao 1 Quando v =1, temos w = .
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Sejam
dif(w,t) = f(@ +h,t) =2 (2,0) + f (@ = h,1). (1.56)
dif(t) = flat+1) = 2f(2,0) + f(w,t = 1), (1.57)
Assim, substituindo (1.54) em (L.56) e (1.57)), obtemos respectivamente:
d2 [e"(wf‘”t)} = 2¢"07=“) (cos(yh) — 1). (1.58)
& [e@'WHﬂ = 26107~ (cos(wl) — 1). (1.59)
Como iz, t) = (=Y gsegue que:
UATAN 2 22
7TV u(z,t) =0 = ﬁu(m,t)(cos(wl) —1)—w ﬁu(m,t)(cos('yh) -1)=0
2
= u(z,t) <(cos(wl) -1)— 2)2%(COS(’)/h) - 1> =0
2 —
2l leos@h 1) (1.60)

Para obtermos um esquema exato com respeito a @ trocamos s; em

1.53

(cos(wl) — 1)

por p; = (

cos(y;h) — 1)

w
com 7v; = —. K obtemos o esquema NSFD para a forma totalmente discretizada do sistema

(%
[T9) — (T50) dada por:

i1 = 2(1 = pi)uij + pittiv1j + pittio1,j — Ui j-1-

A
Usando a identidade:  cos(A) — 1 = 2sin? <2> , podemos escrever:

sin? “l)
b ((Cc;s(%__% T <%?h> '
2

(1.61)

(1.62)

w
Quando 0 < h,l < 1 usamos a aproximacao sin(q) ~ ¢ para |¢| < 1, e da relagdo v = —,
v

obtemos:

wl\ 2
2 WA AR212 212
pi & = = = 5;.

<7h>2 = ~2]2 V212 h2
2

(1.63)

Esse modelo NSFD para a equagao da onda no ambiente totalmente discretizado serviu de

inspiracao para o nosso modelo N SF D para o ambiente semi-discreto investigado neste trabalho.
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Capitulo 2

Semi-discretizacao com Diferencas

Finitas Usuais

Neste Capitulo, para o sistema espacialmente discretizado — , faremos a Anaélise
Espectral, provaremos a Observabilidade de seus autovetores e mostraremos a perda de Observa-
bilidade Numérica. Em seguida, vamos provar a Observabilidade Uniforme das solugoes a baixas
frequéncias, por meio de filtragem das solucoes. Para isso aplicaremos as técnicas multiplicativas

utilizadas por Infante e Zuazua [4].
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Considere o sistema hiperbdlico dado por:

o 2t 2 F U
h? ’
ug = uj4+1 =0, tE(O,T),

0<t<T, j=0,...,J+1

u(0) = uo 4, U;(O):Ul,j, 7=0,...,.J+1

h=L/(J+1), JeN, wv=1

ro=0<z1=h<ax=2h<---<zxzj=Jh<zyj1=1L

Onde (2.1) — (2.3 é um sistema espacialmente discretizado com J equagoes diferenciais lineares,

com fungoes u1,...,uy, pois, ug = ujt1 = 0. E ugj, u1; sao aproximacoes para as condicoes de

contorno, bem como u;(t) é uma aproximacao de u(x;,t), solucdo do modelo continuo. Além

disso, ' ¢ ” denotam as derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente, em relacao ao

tempo.

A energia do sistema (2.1)) — (2.3) é dada por:

J 2
h Uiz (t) — wi(t
B, = 1 [ru;<t>|2 i |t =4 ] . (2.4
j=0
2.1 Analise Espectral
A solucao do sistema — ([2.3) via Séries de Fourier é dada por:
J
u(t) = Z {ak sin ( )\k(h)t> + by, cos ( )\k(h)tﬂ Ok
k=1
onde ay, by, sdo os coeficientes de Fourier.
O problema de autovetor é dado por:
Pi+1 — 295 + @i ,
- hzj ’ = Ay J=1...,J (2.5)
vo=¢s+1 = 0. (2.6)
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Semi-discretizagcao com Diferencas Finitas Usuais 28

Proposicao 2.1.1 Os autovetores e seus autovalores associados de (2.5) — (2.6) sdo dados,

respectivamente por (2.7)) e (2.8).

k .
golw‘:sin< 7er]> Gk=1,..., . (2.7)
4 . o (kmh
)\k = )\k(h) = ﬁsul (M) s k= 17 .. .7J. (28)

Demonstragao:

Seja uj = ¢;((t), entao podemos reescrever a equagao (2.1)) como:

_i+6(t) = 29¢(t) + @j—1€(2)

©;¢" () - =0. (2.9)

Usando o método de separagao de variaveis, obtemos:

"(t 1 11— 2p; i
CC((t)) — ; (pj+l };’;]—’_90] ! :—)\7 VtE [O;T]v j:]-av‘] (210)
J
Ou seja
Qi+l — 205+ @j1 ,

- h; J = Apj  j=1,....J. (2.11)
")+ X)) = 0 vt € [0,T]. (2.12)

Para solugoes nao triviais e A > 0. A solugdo do problema de autovetores (2.11)) é

k .
Ok :sin( 7?) Gk=1,..., (2.13)

e seus autovalores associados sao dados por:

4 ., (kmh
)\k:ﬁsm <2L>’ Vk=1,...,J. (2.14)

De fato, substituindo (2.13)) em , e sabendo que x4+ = x; + h, temos:

. ~sin <kﬂ($i+ h)> + 2sin <k7TLIJ> ~sin (km(xi_ h)>
sin ( 7 J) Ak . (2.15)

h2

Vale a seguinte identidade:
. (kn(z; £ h) (k7 kmh . (kmh kma;
sin (L) = sin ( T ) eos | - + sin I Jeos{— ) (2.16)
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Usando a identidade (2.16]) na igualdade (2.15)) e fazendo as devidas simplificagoes, temos:

kmx; kmx; krmh
iy () 2 () ()
L ko
[~
2sin ( 7;:6]> [1 — cos (T)}

- : (2.17)

kmh kmh
Usando a seguinte igualdade: 1 — cos < T > = 25sin? <7r>

Podemos escrever (2.17) como:

k; .
. 4 sin ( TEEJ> sin? <IZZL)
sin < 7 J) Ak : (2.18)

k .
Dividindo ([2.18]) por sin (?), obtemos os autovalores do problema ([2.11):

4 kmh
Ao = —sin? | —). 2.19
k Sin (2L> ( )

Agora, de (2.12) temos uma equagao diferencial ordindria de segunda ordem homogénea,

cuja solucao é dada por:

¢(t)y = aksin<\/gt>+bkcos(\/gt>, k=1,...,J vtel|0,T]. (2.20)

onde ayg, by, sao coeficientes de Fourier. Do principio da superposicao segue o resultado. m

Denotamos por gap entre autovalores consecutivos, a distancia entre os mesmos. Note que,

para k fixado, teremos:

21.2
Ao(h) — %f h —> 0. (2.21)

o qual é o k—ésimo autovalor do sistema continuo. Assim, para o modelo continuo, temos o

gap constante:

kE+1)m kr
Vit = v/ = BT AT (2.22)

Porém, para o ambiente semi-discreto com Diferengas Finitas Usuais, o gap é da ordem de

h, pois temos:

7T2 T
S77hG+ 1) = VA () = V() > [Z - O(h)} cos ( (2.23)

2L 212"

No terceiro Capitulo, falaremos com mais detalhes sobre o gap entre autovalores consecutivos,

nos ambientes continuo e semi-discreto.
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2.2 Observabilidade dos Autovetores

Lema 2.2.1 Para quaisquer autovetores gy, ;, associado ao problema ([2.5)—(2.6)), vale a sequinte

identidade:
J 0 0 2
h LT ’ 2.24
N Ry (224)
7=0
4 ., (kmh
com Ag(h) = 73 sin <2L> VkE=1,...,J.
Demonstracgao:
Multiplicando W na equagao 1} e somando com j =1,...,J, obtemos:
1 J A J
~on2 > (i1 =205+ 951) (i1 — 9j1) = 5 D (i = 9io1)e;. (2.25)
j=1 j=1
Note que

(i1 — 205 + 0j-1) 5 (pj+1 — @i—1) = 7 (lejr1)* — lpj—1?) — 27(pj+1 — @j—1)¥;-

(2.26)
Usando a igualdade (2.26) na equacao ([2.25]), temos:
J J
Zﬂ |‘PJ+1’ — |pj- 1| JF Z] Pj+1 — Pj-1)pj = Z] Pj+1 — Pj—1)P;-

7j=1
(2.27)

Além disso, valem as seguintes igualdades:

J J
Y i (el = lei1l?) = =2 leil* + (J + Dl [ (2.28)
j=1 =1
J
> i —9i) Z%%H (2.29)
j=1
Aplicando (2.28)) e (2.29) em ([2.27)), resulta:
SCES I Ay
h2 Zl eil” — el Z%%H =3 > i (2.30)
j=1
Agora, multiplicando a igualdade (2.5) por ¢; e somando em j =1,...,J, temos:
12 J

—33 2 (P — 20+ 0 )@ =AY lesl (2.31)

J=1 J=1
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Note que vale a seguinte igualdade:

(pjr105 — los1%) - (2.32)

J
= 1

J
(Pjt1 — 205 + pj—1) j =2
1 j=

J

Aplicando a igualdade ([2.32)) em (22.31)), podemos escrever:

J J
2
72 > (16il* = @jrres) = A>_ lesl* (2.33)
s =1

Normalizando o autovetor tal que:

J
RY il =1. (2.34)
j=1
De (2.33]) segue que:
5 J 5
32 el =AY leil? = 5D e (2.35)
j=1 j=1 j=1
h2 9 J ) J
5 |:h2 - )\} dleil? = D e (2.36)
=1 =1
h? [ 2 4
ﬁ I:hz — )\] = ; Pj+14L5- (2.37)

Substituindo () em 1} e sabendo que 23‘121 l¢;j|> = 1/h, obtemos:

11 (J+1), o, h2[2 A2 [ 2
= |= - S oA = — |2 - 2.38
12 [h TR T I ih | R? (2.38)
Assim, segue que:
(J+1), ARA T 2 h? [ 2 1
- = 2|2 e 2.
g 1% (w2 N T 2N (2:39)
Fazendo as devidas simplifica¢oes em (2.39)), temos:
h(J+1) 9 A2h2
T'w‘]' = )\—T : (2.40)
Como h(J + 1) = L, podemos escrever a ultima igualdade como:
L ©J ‘2 )\h2
— = =A|1l——|. 2.41
21 h [ 4 (2:41)
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Por outro lado, vale as seguintes identidades:
J
2 Z — Pjpit1) = Z s — <Pj+1\2- (2.42)
j=0
2 < 4 A
2 Z l05l* = wir1p5) = A _leil* =5 (2.43)
7=1 7=1
De (2.42)) e (2.43), podemos escrever:
2
%“ =\ (2.44)
De (2.41)) e de (2.44) obtemos o resultado:
J 90 2
Yj— Fi+1
= 24
il DM (245)

2.3 Prova da Perda de Observabilidade Numeérica

Lema 2.3.1 Para qualquer autovetor ¢y, com autovalor \i, associado de (2.5) —

identidade vale:

<PJ+1 903

>

(2.6) a seguinte

= AZ |51 (2.46)
j=0 j=0
se pr e @ sao autovetores associados com autovalores A\, # \; seque que
J
> (#rj — rja) ey — i) = 0. (2.47)
§=0
Demonstracao:
Multiplicando a equagao (2.5)) por ¢; e somando de j =1,...,J, temos:
J J
(pj+1 — 2<P + @j-1)
Z J ] I ©j :)\Z|(pj’2. (2.48)
J=1 j
Podemos reescrever a ultima igualdade como:
4 (¢ 90 )®; d (¢;
P D D AZIW (2.49)
7=1 7j=1
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Usando as condicoes de contorno obtemos:
J (¢ <P )¢ (¢ ¥
+1 1
> e S lem el S 250
j=0 j=0
De onde segue o resultado:
d ¥ Pj
+1
Yo = AZ il (2.51)
7=0 7=0
Por outro lado, pela ortogonalidade os autovetores com distintos autovalores, segue que
J
> (@rs = ki) (@1 — 1) =0, (2.52)

j=1

O seguinte Teorema nos diz que a constante C(T, h) da versao semi-discreta da Desigualdade

de Observabilidade em (1.17), ndo permanece limitada. Isso leva & perda de Observabilidade

Numérica.

Theorem 2.3.2 Para todo T > 0, temos:

E
sup _En0) — 00 com h — 0. (2.53)
uJGSh E‘ dt
Onde Sy, € o conjunto das solugdes de (2.1]) — (2.3)).
Demonstragao:
Seja u solugao de (2.1) — (2.3) associada ao J— ésimo autovetor, dada por:
uy(t) = cos ( )\J(h)t> ©wJ. (2.54)
Temos que:
T 2 2 (T 2
uy _|Pag )
/0 ﬂ dt = ‘T ‘ /0 ‘COE( AJ(h)t)) dt. (2.55)
Do Lema ((2.2.1)), podemos escrever ([2.55]) como:
4 — \sh? r 2
/ ) ‘ dt = —* hz ‘M /0 (cos ( /\J(h)t>’ dt. (2.56)
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Usando o Lema , escrevemos:

J 2 J 2
h o | Prit1 — <PJ]+1 28
=3 > [)\JSDJ,]" + [ =hY_ (2.57)
3=0 3=0
Assim, segue que
T 2 4— )\ h2 T )
ug J
S at = =2 B 0) [ Jeos (VAS)E)| . 2.58
|15 522 En0) [ Jeos (VA0 (2.58)
Logo,
En(0 2L 1
n(0) (2.59)
fo ‘ ’ dt T4 agn2 f |cos (Ash2)|2dt
Com h — 0 temos
T
/ ‘cos ()\Jh2) }2 dt — T/2.
0
Entao:
En(0) AL
= . 2.
Wiy TE= A (2:60)
—| dt
h
Usando o fato de que h = L/(J + 1), temos:
h h
Ash2 = 4sin? (‘];L) — 4sin? (;T n SD — 4 cos? <22) 54 com h—0.
(2.61)
Portanto, de (2.60) e (2.61)), segue o resultado:
E
1]15())2 — 00 com h — 0. (2.62)
—| dt
|
u
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2.4 Observabilidade Uniforme: Filtragem das Solucoes
via Método Multiplicativo

Utilizaremos os préximos resultados na demonstracao do Teorema ([2.4.8), o qual garante a
Observabilidade Uniforme das solugoes do sistema em estudo, para um subespago gerado pelas

baixar frequéncias.

Lema 2.4.1 (Positividade da energia)
Para qualquer uj = u;(t) solugao do sistema . temos:

E(t) > 0. (2.63)
Demonstragao:
E imediato. Pois,

h U w; |?

1 —
= O3 |l | ] (2.64)
7=0
|

Lema 2.4.2 (Conservagao da Energia)

Para todo  h >0 eu;, solu¢io do sistema (2.1)—(2.3), temos  Ej(t) = E(0), vt € [0,T].

Demonstracgao:

De fato, multiplicando a equagao (2.1)) por hu’(t) e somando com

7=1,...,J, teremos:
T [ (u 2u +uj—q)
hZu”’ hZ[ 41 = 2 Jl]u;:o. (2.65)
: j:l
"ol 1d 2
Desde que  ujuj = 2dt|u I© e wjp1—2uj+uj—1 = (ujy1—u;)+(uj—1—u;) , podemos
reescrever como:
J J J
h d h h
5267 P2 ﬁzuﬁl_u] h—ZuJ 1 — uj)uy = 0. (2.66)

Como () =0 = yy(t)=0 e us1(t) =0 = ,(t) =0. Entao

valem as seguintes igualdades:

J J
Z(W-&-l — uj)u Z Uj1 — Uj)u ‘- (2.67)
j=1 7=0
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J J—1 J
D (ujor —uj)uh = (uj —wjg)ulyy =Y (w5 — i)y — (ug — wge)uy.
j=1 §=0 j=0
(2.68)
Fazendo uso das igualdades e podemos escrever (|2.66[) como
J J J
h d h h
B > g ju|? — 72 Z Ujy1 — ~ 13 D (g — wjp)uy — (wg — wgpa)ulpy = 0.
j=0 j= j=0
(2.69)
Podemos simplificar (2.69)) para:
n
) Z il + }TZ i1 = u) (W = uj) = 0. (2.70)
j=0

1
Note que  (ujt1 — uy)(ujq — uj) = oW |(wjs1 — uj)|2. Tal igualdade permite escrever
(2.70) como:
J J 2
d | h 712 h Ujp1 — Uy .
b Z uil? + 3 Z - = 0. (2.71)
7=0 7=0
Ou seja,
d
@Eh(t) =0, t € 0,T]. (2.72)
Logo
En(t) = Ep0), t € [0,7). (2.73)
Portanto a energia Ej; é conservativa no tempo. ]
Lema 2.4.3 Para todo h > 0 e u solu¢do de (2.1)) — (2.3 temos:
Z/ e am = L e e
J+1 h 0 9 0 h
onde
J Ujt] — Uj
Xa(t) =1 ju <J+123‘1> : (2.75)
j=0
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Observacao 2 Note que a identidade (2.74]) é a andloga discreta da identidade para a equag¢do
de ondas do continuo (1.7) — (1.9)) obtida por multiplicadores que levam a (2.76|) (veja [5] para

mais detalhes).

/ / (el + i 2) ditds + x(DIF = 2 / g (L. 1) [2dt. (2.76)

onde

L
X(t):/o Tugurde. (2.77)

Veja que a principal diferenca entre 1) e 1} estd na discretizacdo de fOL fOT lug |2 dtdz,
a qual é dada por hzj 0]0

j ]—i—l que ndo € positiva definida.

Segue a prova do Lema ([2.4.3)).

Demonstragao:
Multiplicando 1) por jhw e somando de j = 1,...,J e integrando em (0,T),

temos:

J J
) T C Uil — uj_ldt h T Ujt1 — QUJ' +Uj—1 Uil — Uj—1 g = 0
2 ) I —h2 02 T -
j=170 j=1"0

(2.78)

Analisaremos separadamente cada somatério da igualdade anterior.

Usando integracao por partes teremos:
T T U
. j+1 — Uj—1
WS [ = B S g ) - z AT
j=1"0 j=1

J T
h : .
= xu(®) [y - B Z/o Jujul g + jujul_]dt. (2.79)
j=1
onde
B
=3 § :u;'j(“jﬂ — 1),

Das condigoes de contorno do sistema - teremos:

A (T P (T hm [T
_22/ J“j“j+1dt+22/ Jujujdt = 22/ Jujuadt
j=170 j=170 j=0"0
h (T
—1—22/0 j+1uu]+1dt
=0
h~ [T
= QZ/ Wity dt. (2.80)
=070
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Portanto, retornando a (2.79) teremos:

ST
oWl — U1
hZ/O juj—E—dt = Z/ il dt. (2.81)
j=1

Por outro lado, seja

J T Ujr1 — 205 +Uj—1 Ujy1 — Ujq
Si=hY_ i o j 5 dt. (2.82)

<.
Il
-

J
h — Uj—1
Sl = ﬁ E / (‘u]_;,_l‘ — |u] 1| dt —h E / ]uj J= dt

h J T ) J T )
= o | bt 5> [t Par
j=1"9 j=1
h J T h J T
_ﬁ / jujuj+1dt+}LQZ/ jUju]'_ldt. (283)
j=170 j=170

Usando as condicoes de contorno de — - podemos escrever:

S1 = 912 Z/ J’“J+1’ dt — o2 Z/ |u]| dt
h T
+2h2/0 (J + D)|ug?dt — — Z/ Jujuj1dt + — 2 Z/ (j 4 D)ujpru dt.
ho & (T o h , )
= %Z/O J'“ﬂ'ﬂ'dth/o sl Pt - 2h2Z/ Pt
h
+2h2/ (J+1) |UJ| dt + — Z/ wjujrdt.

(2.84)

Usando as seguintes igualdades:
h J T ) h J T ) h J T 9
5> [ dluaPa =53 [CihwPa = <33 [Clufe 2s)
2h? —~ J, 2 &~ /s 2~ /s
j=0 j=0 =0
J T J T
hZ/ |u;|2dt hZ/ i1 |?dt. (2.86)
j=0"0 j=0"0

Dali, segue,
h J T ) h J T h J T )
ST = _WZ/O |u]| dt + }122/0 Ujuj-}-ldt— QhQZ/O ‘uj—&-l‘ dt
J=0 J=0 J=0
J+1Dh [T
+(2h2)/ |u g |2dt. (2.87)
0
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Logo,
J T 2 T
h Ujp1 — Uj L uy |2
S, = —= R / =21 dt. 2.88
! 2 ;O /0 h T3 ) I (2.88)
Portanto, de (2.81) e (2.88)) segue o resultado. [ ]

Lema 2.4.4 (equiparticao da energia)

Para quaisquer h > 0 e u; = u;(t), solugcdo de (2.1) — (2.3)), temos:

J T J T ) 2
0 [Cwpanys [ o f < o (289
j=1"0 =070
onde ;
vp(t) = hZu;uj
j=1
Demonstracgao:

Multiplicando a equagao (2.1) por huj, integrando em (0,7") e somando de j = 1,...,J

teremos:

T T T —2u; + u;
hZ/ u;!ujdt—hZ/ < e ]_1)ujdt:0. (2.90)
j=179 j=170

Note que valem as seguintes identidades:

J T J J T
hZ/ wjujdt = hZu&uj 17— hZ/ ]u&]th. (2.91)
j=170 j=1 j=170

h

J
Jj=

J
(wjr = 2uj +ujm1) = —hy Juj— o’ (2.92)
1 j=0

Aplicando (2.91) e (2.92) em (2.90]) obtemos:

J T J T ) 2
—hZ/ |u;|2dt+hz/ Lh“f dt+v(t) [T = 0. (2.93)
j=1"0 j=0"0
onde ;
vp(t) = hZu}uj.
j=1
|
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Corolario 2.4.5 Para qualquer solugdao de (2.1)) — (2.3)), vale a sequinte igualdade:

4 T 112 1 T
hjzo/o [ujdt = TEW(0) + Sun(t) |p - (2.94)
onde
hs [ e o [110) = ui(0)
En(0) = 22;[|uj(0)| + | ; 4 ] (2.95)
)
vn(t) = h)_ ujuy. (2.96)

Demonstracgao: E uma consequéncia direta do Lema 1) da equiparticdo da energia.

Basta somar e subtrair o termo:

J T
2h2/ || dt.
j=0"0

Lema 2.4.6 Para qualquer solugao de (2.1) — (2.3) com autovalor A suficientemente grande,

vale a sequinte desigualdade

J J
R g —uf? < AR il (2.97)
j=0 j=1
Demonstragao:
Consideremos:
u=u(zj,t) = Z axe™ oy ;. (2.98)
k| <VA
. kﬂ.%'j .
com pp =+ A e Y ; =sin ) Assim,
u'= Y ipgare® oy = ipgu(a;,t). (2.99)
|k SVA
Entao:
he Y =P =k > pqlu(eii) —ulag, ). (2.100)
k| <VA k| <VA
Fazendo

So=h Z pilu(jine) — uzg, t)>.
skl <VA
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segue que
2

J
So o= hY | D arppe (o i — rg)
T=0 [ |<VA

J
= > > lawPuke® eor i — oyl
I=0 | | <VA

J
+Z > akapie T por i — o) (P — o)
T=0 | e | £ | <VA

(2.101)
Da ortogonalidade dos autovetores @y e @, para pp # [ temos:
> (engr1 — ery)orja — i) = 0. (2.102)
|k | | <VA
Assim, segue que:
J
he Y g —dP = b)Y i op o — ol
k| <VA 7=0 || <VA
J
= Y > larlPuke b lor ;. (2.103)
7=0 x| <VA
Onde A\, é um autovalor associado ao autovetor ¢y, .
Dai temos:
J
he > g =P = B> JarP e Ak o
k| <VA 3=0k=1
J
= h Z Z ui)\kh2|ak,u,ke“ktg0k,j|2. (2.104)
j=0k>1
Tomando A suficientemente grande, de modo que Hi)\k < A obtemos:
J
he > (g — P < AR U] (2.105)
|| <VA j=1
]
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Lema 2.4.7 Para todo h >0, t € (0,T) e u solugdo de (2.1) — (2.3]), temos:

AR*  3AR?
|Ox(t)] < Eh(t)\/L2—16+ T6n (2.106)

onde A1 > 0 € o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, A € o maior dos autovalores entre

o desenvolvimento de Fourier e

J U U AR?
i1 — U1
On(t) = h) uj []< J 5 J )— < u]}. (2.107)
j=1
Demonstracao:
Temos que
AR?
04(1)] = hz [ (uf“ = 1) - uj] . (2.108)
Aplicando a desigualdade de Holder obtemos:
1 1
J 2 [ J i i 1) 2\ 2
1 1
o) < [R> |u;.|2 STFEE T oy (2.109)
j=1 j=1
AR?
den=——.
onde 7= ——
Por outro lado, fazendo
J 2
J (w1 — uj—1)
Qo—hzl By
]:
temos que:
J -j2
Qo = hz Z\%‘H —wja|? 4 nj(ujpn — wjo1)uj + 77216?] :
j=1t
J —].2
= hy. 1 = ug) + (= wj 1) +nj(ujen —ujo1)u; + ?721@} :
j=1t
J —].2
= h), 7 (Wit = ui)? + 2z —ug) (uj — wjmr) + (uj — ujo1)?|
j=1t
+ nj(ujer — uj—1)u; + n’ul] . (2.110)
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Aplicando a desigualdade de Young, obtemos:
- o
J .
Q < hY, 712w — uj)? + 2(uj — uj 1))+ mi(ujen — uj1)uj + 77210?] :
j=1t
() 72
< hz 5(uj+1 — Uj)2 + E(UJ — uj_1)2 + 77juj+1uj — njuj_luj + nQuﬂ .
j=1t
N s 7’ 2, .22
< hz E(Uj_t,_l —uj)* + E(U‘j —uj—1) +nuj — TIUjUj+1:| .
j=tt
2 ( 2
J+1
< B | (ujen —uy)? + (wjr1 — wy)® +n°u? — W%H] :
(2.111)
Usando o fato de que h?j2 < h?(j+1)2 < h?*(J+1)?=L%e h = T Sesue que:
J
Qo < hz [(J + 1) (ujp1 — uy)? +n?uf — nujujer + |nllug® = [nllug]?] -
" J
1—
< hL? Z e \n\hz —ujujpr) + (0 + )R> ul.
j=1
T 1y 2 2 J
+1
< hoy | whz (; R R
7j=1 7j=1
o |nlh? Uj+1 — Uj 2 d 2
< (L5 hz T (P IR Y b (2.112)
§=0 j=1
Usando a versao semi-discreta da desigualdade de Poincaré, obtemos:
2 2 2 2
h . _ .
QO —_ u]+1 u] 1) +77U] S L2 _ ‘77| + n + ’77‘ h u]+1 U’J . (2113)
2 A1 - h
7=0
AR? 1
Note que |n| = — < —. Assim,
8 2
A’n* AR*  AR? [(AR? 3AR?
= 1)< . 2.114
W Il = T+ 8<8+>16 (2.114)
Portanto, temos que
2 2 2 J 2
u1+1 1) o [nlh®  3Ah Uj+1 — Uj
1< (12— h 2.115
o —< > 6 ; h (2.115)
Logo,
1 1
J 2 2 2 J 2|2
h 3AR Wit — U
Hi<|n & 2l By | 2.11
ot < (W3-l | | (22 - T S ) | (2,116
j=0 =0
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Usando a desigualdade de Young obteremos:

J 2
In|h?  3AR% | h o | ujy1 — uy
) <4/ L2 - —— = " =7 . 2.11
SAG] _\/ 5+ o |22 || + z (2.117)
Pleo lema (2.4.1)), temos:
AR*  3AR?
On(t)] < Eh(t)\/L2 ~ 6 T e (2.118)

Teorema 2.4.8 Considere 0 < 8 < 4. Entdo existe T(S) > 2L tal que para todo T" > T(B)

existe uma constante positiva C(T, 8), de modo que, para h — 0, vale:
L T uy 2
En0) < C(T,B) |2 7‘ dt| . (2.119)
2o I h
ondek=1,...,J eu € solugio de (2.1) — (2.3) na classe de solugdes Sp(B). Além disso,

(1) T(B) /oo quando B /4 e T(B) 2L quando 0

1

T 3L quando BN\ 0

(i) C(T,B)

Demonstracgao:

Do lema (12.4.3)), somando e subtraindo

J T
h 2
j=0"0
obteremos:
J T 2 J T T
h Ujp] — Uj L wy|?
D R el L) DY MU R OY e AL
=070 j=0"0 0
(2.120)
Reescrevendo a ultima igualdade
hd~ (T s L [Tus2
TEh(0)+QZ/ () yuy — WP)dt + xa(t) |5 = 2/ -] dt.
j=0""0 0
(2.121)
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Das condigoes de contorno, segue que:

h [T ) v L [T usp?
/ / _
TE(0) — 4;0/0 (41 — u)2dt + xn(t) |T = 2/0 4 (2.122)
Do lema (12.4.6)):
AR (T uy |2
TE( uldt 2 ar. 2.12
(0 420/0 P <t [k (2123)
Usando o corolario (2.4.5)), obtemos :
AR? 1 L (Tuy2
TE0) — 2 (TEW(0) + 2on(t) [T) + xat) |7 < / vt (2.124)
4 2 2 )y I'h
Podemos reescrever a equacao anterior como:
AR?
T(1-=-) B0 +0u) [f < 5 ( ‘ dt. (2.125)
AR?
onde O (t) = xn(t) — ?I/}l(t). Do lema (2.4.7)), segue que:
AR? ARt 3ARE L [T uy 2
T (1= 25 ) Bn0) = 2B0(0) /L2 - S+ 2ot < 2 [ |22 ar, 2.126
( 4 ) n(0) h )\/ 6 16N 2 /ﬁ h (2.126)

2
Assim temos, para Ah? = e A\ > 277? na classe de solugoes Sp,(3) de lj — 1 , teremos a

seguinte desigualdade de observabilidade uniforme:

Eh“DjECX]lﬁ)[SLAT ijfcu}. (2.127)
onde
(T, B) = ! (2.128)
T<1—§> —2\/L2 (1+;f2> o
e

(2.129)
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Mostramos que o sistema (2.1)) — (2.3) é observavel para uma classe de solugdes Cp,(3)
gerada pelos autovetores associados aos autovalores de (2.5) — (2.6)), tais que Ah? < 3. Mais

precisamente:

Cr(B) == u(t) = Z [ak sin( )\k(h)t> + b cos< )\k(h)tﬂ oF,  ap, by €R
A(h)<Bh~2
(2.130)

Vimos, no primeiro Capitulo (Apresentacao do Problema), que a dispersao para -
aponta para o resultado obtido no Teorema (2.4.8). Entao, é relevante conjecturar que, se
conseguirmos um esquema numérico que retome a dispersao do modelo continuo, poderemos
obter a Observabilidade Uniforme para todas as solugoes do sistema hiperbdlico em estudo, isto
é, sem a necessidade de filtrar as altas frequéncias. Nos préximos dois Capitulos deste traba-
lho, encontram-se nossos principais resultados referentes ao problema da dispersao no modelo

espacialmente discretizado da equagao de onda 1-D.
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Capitulo 3

A funcao 1;, do Método NSFD

Neste capitulo mostraremos como obter a funcao ), que nos permite, no modelo semi-
discreto, recuperar uma propriedade importante do ambiente continuo: O gap constante entre
autovalores consecutivos. Com esse resultado, resolvemos o problema da dispersdao no ambiente

espacialmente discretizado para o sistema hiperbdlico em estudo.
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Considere o seguinte esquema semi-discretizado NSFD .

2 Uj+1(t) — 2u;(t) + uj—1(t)

uj(t) =v m , te(0,7),5=0,...,J+1 (3.1)
h

uo(t) = ugy1(t) =0, te (0,7) (3.2)

ui(0) =y, uj(0) = uj, j=0,...,J+1 (3.3)

Onde ' e ” denotam as derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente, em relacao
ao tempo e Yy nossa funcao Nonstandard. O sistema — possui J equagoes diferen-
ciais lineares nas incognitas u, ..., uy, pois, das condi¢bes de contorno, ug = uyr; = 0. Além
disso, uj = u;(t) é aproximagao para u(x;,t), sendo u a solucao no caso continuo, desde que as

0

condigdes iniciais u;(0) = uj e u}(0) = ujl», j=0,1,...,J 4+ 1 sejam aproximagoes dos dados

iniciais do problema continuo.

Introduzimos a malha:

ro=0<z1=h<ao=2h<---<axy=Jh<zjy1=0L.

L
C =jh, 7=0,1,2,...,J+1 ,JeNeh=—.
om CC] j ) .7 ) -y S ) + 9 € J + 1
No sistema semi-discreto NSFD (3.1)) — (3.3)), a velocidade de propagagao de ondas é v =1,

logo temos w = 7y (ver observagao (1]}, na pagina 24).

Para o esquema semi-discreto em Diferencas Finitas Usuais, isto é, com h? no lugar de vy,
no sistema (3.1)) — (3.3]), devido as solugdes espurias a altas frequéncias, ocorre uma anomalia
numérica na dispersao. Tal anomalia é devida ao gap (distancia) entre os autovalores consecu-

tivos, que tende a zero quando h tende a zero, como mostraremos oportunamente.

Note que o sistema de autovetores e autovalores é dado por:

@il — 20+ @i
h2

wo=¢jr1 = 0. (3.5)

= \gj, j=1,...,J (3.4)
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Os autovetores e autovalores de (3.4]) — (3.5]) sdo, respectivamente:

4 . 5 (kmh .
)\k(h) = ﬁSIH <M>, ]—1,,J (36)
jThk
gpkzgpég = Sil’l(]ﬂ-L ), j:]_,...,J, k:]_,,J (37)

. krx
Em particular os autovetores coincidem com as autofuncgoes sin <L do continuo, pois

x; = jh. Por outro lado, para k fixado,
Ae(h) — —— h — 0. (3.8)
o qual é o k—ésimo autovalor do sistema continuo. Assim, para o modelo continuo, temos:
_(k+1)m krow
V )\k:-i-l V Ak = I I - L’ (39)

ou seja, 0 gap entre autovalores consecutivos no modelo continuo é constante, nao depende

da frequéncia.

No entanto, para o ambiente semi-discreto, o gap entre autovalores consecutivos é da ordem

de h, onde temos:

Gl m whk\  w’h
2L2h(J +1) > VA1 (B) = VAx(h) > [L O(h)} cos ( 5T ) 572 (3.10)
Demonstragao:
De fato,
2. (mh(k+1) . (Thk
Vakg1(h) = VAR(R) = 5 [sm <2L> sin <2L>] i
= 2 fsin (T2 Y 1) sin (T mhk
= s 5T cos | o sin | 57 ) cos { 57 _
2 Th\| , 7 whk
< Zhh- mh T mhR - '
< h‘l COS(2L>‘+LCOS<2L> (3.11)

Como L = h(J + 1), podemos escrever:

whk\ 7 (k—(J+1))hn
Cos <2L > = cCoS (h + 5L .
L (((J+1) = k)hT
= sin ( oY . (3.12)
Além disso, temos que:

2 wh 72h

— 11— — || < —. .

h’l cos (2L>‘_ 512 (3.13)

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



A funcao vy, 50

Entao, deduzimos:

m2h T (J+1)—k)hn
— < — 4 —si . .
VAks1(h) = VAk(h) < opz + Lsm< 577 > (3.14)
Desde que
J+1-k<)j <= k>J+1—3. (3.15)
para algum j € N temos:
w?h  7w%jh 2
- g — = —h(j+1). .
VN1 (R) — V(R) < 577 T 932 spzhi+1) (3.16)

Isso mostra que o gap entre as raizes de quaisquer dois autovalores consecutivos, no modelo

semi-discreto usual, é da ordem de A com um fator multiplicativo que cresce quando j cresce.

Por outro lado, mostra-se que o gap permanece limitado inferiormente pelos baixos autova-

lores. Isto é,

9 7h rhk\  7%h
_ > —sin | — oL ] 912
VA1 (h) =V A(h) = Tsin (2L> o8 < 2L > 212

h
s mhk w2h
O lado direito da inequacao (3.17)) converge para % (o gap do continuo) quando h tende a

zero e k permanece limitado, ou se k nao é limitado mas hk — 0.

Portanto, de (3.16|) e de (3.17)), segue o resultado. |

Ou seja, no modelo semi-discreto em Diferencas Finitas Usuais, o gap entre os autovalores
consecutivos depende de h. Isso causa anomalia numérica na dispersdo. Assim, a medida que
a frequéncia aumenta, h tende a zero e, consequentemente, a distancia entre os autovalores
do modelo semi-discreto torna-se menor, perdendo a propriedade constante do modelo continuo.
Para recuperar a propriedade do continuo no ambiente espacialmente discretizado, faremos

uso de um esquema NSFD com a seguinte fungao v dada por:

4 h km
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Note que, fixado k em (3.18)), temos:

Agora mostraremos como obtivemos a funcao vy,.

Considere  u; = !0+ solugao do sistema semi-discreto (3.1) — (3.3).
A equacao (3.1)), com v =1 é dada por:

Uir] — 2U5 + Uj_q
uf — =~ 1 -7l — . (3.19)
(3
Temos que:
uj = iwe! T W) uj = —w?elrztwt) — —w?uy, wjyy = ey (3.20)

Entao, podemos reescrever a equagao (3.19)) como:
ei'yh — 24 efi'yh
<w2 | ) uj = 0. (3.21)

(o

Desde que u; # 0, devemos ter

iyh _ 24+ —ivh
PR ) (3.22)
Yp

Como  e*™" = cos(yh) £ isin(yh), reescrevemos ([3.22)) como:

—wyy, = 2(cos(yh) — 1) = —4 sin? <72h> . (3.23)
Assim, temos
4 h
W = o sin2 (é) . (3.24)

Mas estamos tomando a velocidade de propagagao de ondas v = 1, isto acarreta que w = 1.

Entao podemos escrever (13.24]) como:
4 h
@bh = 5 sin2 <’Y2> . (325)

Para esta escolha de vy, nosso esquema NSFD recupera o gap constante do modelo continuo,

como mostraremos na Proposicao (3.0.1)).
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~ 4 h k
Proposigao 3.0.1 Para ¢y, = —; sin® (72) s Y =% = %, o gap entre os autovalores
Y
consecutivos no ambiente semi-discreto NSFD para a equagdo de onda 1-D do sistema (3.1) —

(3.3), nao depende de h, recuperando a propriedade constante do continuo.

Demonstracgao:

De fato, para k =1,2,...,.J, temos:

Ax(h) = iSin2 <k:7rh> = 1 sin? <I<:7rh) =~ (3.26)

Desde que v = = %, concluimos que:

(3.27)

Consequentemente, o gap entre autovalores consecutivos no ambiente semi-discreto NSF D

é constante, pois temos:

(k+1m  kn T
h) — R = —— 2 - = 2
vk (h) =V Ak(h) 7 7 7 (3.28)
Portanto, recuperamos a propriedade do continuo no ambiente semi-discreto. [

A Anélise de Dispersao tem papel importante na investigagao da Observabilidade das solugdes
do sistema em estudo, pois ela nos dé um indicativo de que podemos obter ou nao a Obser-
vabilidade Uniforme das solugdes. Para o problema estudado por Infante e Zuazua [4], foi
provada a Observabilidade limitada a uma classe de solugoes para as baixas frequéncias, uma
vez que o método Usual de Diferencas Finitas apresenta solugoes espurias a altas frequéncias,

como indicado em sua dispersao.

Com o resultado da Proposigao (3.0.1)), a dispersao do modelo semi-discreto NSF D coincide
com a do continuo, sanando a patologia numérica que ocorre na dispersao com Diferengas Finitas
Usuais. O método NSFD apresentado neste trabalho elimina o problema da dispersao do
modelo numérico usual e nos dé forte indicativo de que podemos mostrar a Observabilidade

Uniforme para todas as solugoes do sistema em estudo.
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Analise de Dispersao

Neste Capitulo faremos Anélise de Dispersdo no ambiente continuo e numérico. Além disso,
vamos comparar os métodos de Diferencas Finitas Usuais e §— Esquema Usual com os métodos

NSFD e 8 — NSFD para a dispersao do problema em estudo.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Analise de Dispersao 54

4.1 Analise de Dispersao: Ambiente Continuo

Neste trabalho, o sistema hiperbdlico investigado no ambiente continuo é dado por:

Upp = UQUM;, O<ax< L, 0<t<T, (4.1)
w(0,t) = u(L,t) =0 0<t<T (4.2)
u(z,0) = up(z), w(z,0) =ui(z), 0<z<L (4.3)

o qual admite uma tnica solu¢io u = u(z,t) € C([0,T]; Hi(0,L)) n C1([0,T]; L*(0, L))
quando (ug,u1) € HL(0, L) x L?(0, L).

Em nossas andlises, a equacao de ondas no ambiente continuo é:
Ust — UQUM =0.

Onde estamos tomando v = w/vy = 1. Logo, no caso continuo investigado, temos w = . O

grafico da Figura (4.1)) explicita a condi¢ao Fisica v = 1 na dispersao do modelo continuo:

100

_| gama-omega (continua)

a0 -

OMEGA
<]
o
1

Figura 4.1: Grafico da dispersao para w = v no ambiente continuo

Vimos, no terceiro Capitulo, que o gap entre dois autovalores consecutivos, no ambiente

continuo, é constante. Isto é:

k+1 k
Vi1 =V = (L)F—L?T =

Porém, para o método de Diferencas Finitas Usuais o gap entre autovalores consecutivos é

(4.4)

SIE

da ordem de h. Isso causa uma anomalia numérica na dispersao como veremos a seguir.
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4.2 Analise de Dispersao: Diferencas Finitas Usuais

Diferente do que ocorre na dispersao do ambiente continuo, onde temos w = <, no esquema

semi-discreto em Diferencas Finitas Usuais temos w # . Mais precisamente:

2 h
w = :I:E sin <PY2> % 7.

Demonstracao:

De fato, para u; = ¢!z twt) - golucdo néo trivial de:

U — Ujp1 — 2uj +uj—1 0
J h2 - :
E como temos:
uj = ei(vxj +wt) )
u;-’ = —w2uj.
z; =~ jh.
Tjt1 =~ (j:tl)h = jh:l:h = xj:I:h.
ujyr = ey,

Segue de (4.7)) que podemos escrever (4.6]) como:

h2

—wQuj— j j i_) — —w2—( ) -

Como u; # 0, entao devemos ter:

9 (e”h -2+ e_”h)
h2

Como
h
cos(yh) = 2 cos? <é> — 1.

Entao

2,2 4.2l 2 (h
wh—4sm<2> e w—j:hsm<2>.

(4.5)

(4.6)

(4.9)
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Observe que, fixado v, temos:
i i |2 i (Y0
im w= lim |[=sin|—= ]| =".
h—s0 h—0 | h 2 i

Assim, espera-se que o grafico da dispersao para o ambiente semi-discreto para Diferencas Finitas
Usuais seja semelhante ao do continuo para h suficientemente pequeno. Contudo, devido ao gap
nao constante do referido método, temos uma anomalia numérica, a qual podemos observar no
grafico da Figura (4.2)), onde plotamos a reta do continuo e a curva do método de Diferengas

Finitas Usuais.

100

gama-omega (continua)

90 | —— Diferengas Finitas Usual

80
704

] s
60 ++++++

50 +

OMEGA

o 10 20 30 40 &0 &0 70 80 j=ln] 100
GAMA

Figura 4.2: Comparativo entre a dispersao do modelo continuo e a do ambiente

semi-discreto com Diferencas Finitas Usuais

Para baixas frequéncias os graficos sao semelhantes, porém a altas frequéncias ocorre um
distanciamento entre os graficos o do continuo e do semi-discreto. Tal anomalia numérica é
devida a proximidade entre os autovalores consecutivos que tende a zero a medida que h tende

a zero, como mostrado no terceiro Capitulo, ou seja:
2

T
212

T T 7T2
G = V) - VR 2 [T - 0] cos (;Lg“)—%z (4.10)

Portanto, o gap entre os autovalores consecutivos depende de h. Isso causa anomalia

numérica na dispersao. Esse problema nao ocorre quando usamos o método NSFD com nossa

funcao v, como mostraremos a seguir.
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4.3 Analise de Dispersao: Modelo NSFD

Para recuperar a propriedade (4.4) do continuo no ambiente espacialmente discretizado, faremos

uso do esquema NSFD com a seguinte fungao vy, deduzida no terceiro Capitulo:
4 h k
¢h:,y28m2<7>’ 'y:%:%, k=1,...,J. (4.11)

Para essa escolha de v, temos:

W — Ujr1 — 2uj +uj

=0. 4.12
™ (4.12)
Com
2 . (~h
w = wp(y) = £—=—=sin <> . (4.13
Demonstracgao:
De fato, de (4.7) e de (4.12]), podemos escrever:
eh — 9 4 emirh
(—w2 | " ) uj = 0. (4.14)
Como u; # 0, entao devemos ter:
ivh _ 2+ —ivh
—w? = (e ) —  —wy, = 2(cos(yh) — 1).

(3

Usando a seguinte identidade:

h
cos(yh) = 2 cos? (é) —1.

Segue que
—wkyy, = —4sin? (th)

(4.15)

Portanto
2 ’yh)
w==* sin | — | . 4.16
Vin ( 2 (4.16)
]
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Para o modelo semi-discreto NSF D, diferente do que ocorre no esquema com Diferencas

Finitas Usuais, temos a seguinte igualdade:

w = £y
Demonstracgao:
De fato:
2 g <7h>
w=——sin| — | .
Vb 2
Desde que
2 h
Wn = += sin <7> .
ol 2
Segue que

(4.17)

(4.18)

Esse resultado nos permite recuperar a dispersao do continuo no ambiente semi-discreto

NSFD.

Na Figura (4.3)) podemos verificar que o grafico da dispersao NSF D e do continuo coincidem.

gama-omega (confinua)

80 | —— NSFD

OMEGA
o
o
1
o

Figura 4.3: Dispersao do modelo continuo e NSFD

Nascimento, Antonio Carlos Lima

PPGME



Analise de Dispersao 59

Na Figura (4.4) plotamos os gréficos da dispersao nos modelos do continuo, NSFD e Dife-

rencas Finitas Usuais.

gama-omega (confinua)
80 | —— Diferengas Finitas Usual

4| —— MSFD

OMEGA
o
o
1

+ 0

Figura 4.4: Comparativo entre Diferencas Finitas Usuais e NSFD

Ou seja, a dispersao com o método NSF D utilizando a fungao 1y, coincide com a dispersao
do modelo continuo. Isso nao sé elimina o problema da dispersao, que ocorre no modelo usual,
como é um forte indicador de que se pode mostrar a Observabilidade Uniforme para todas as
solucoes do sistema hiperbédlico em estudo. Portanto, conseguimos alcangar o objetivo proposto

neste trabalho.

Com o objetivo de melhor explicitar nossos resultados acerca da dispersao, vamos compara

as estruturas f—esquema Usual e 6—esquema NSF D, adaptado para o nosso problema.

4.4 Analise de Dispersao: Modelo #-esquema Usual

Para o numero real 6 € [0,1/4], o modelo #-esquema Usual é dado por:

IR, Yo -
O(ulyy +ulf_y) + (1 — 20)f — 7 ;?2) L (4.19)

Note que para 6 = 0 retornamos ao caso de Diferencas Finitas Usuais analisado anterior-

mente.
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Substituindo (4.7) em (4.19)), temos:

_ Wit — 2uy F U

O(—wuji1 — w?uj—1) — w?(1 — 20)u; e = 0. (4.20)
2_ivh 2_—ivh 2 ey — 2u; + ey
O(—we"u; —we”MMuy) — w (1 — 20)u; — % = 0. (4.21)
; —i etvh 4 e—h _ 9
—w?0(eMM 4 em MYy — W (1 - 20)u; — ( 2 > uj = 0. (4.22)
Podemos reescrever a ultima igualdade como:
2 h)—2
—w? (20 cos(yh) + 1 — 20) — <COS(ZZ)>] uj = 0. (4.23)
Desde que u; # 0, temos
2 h)—2
—w? (20 cos(vh) + 1 — 26) — <C°S(Z2)> —0. (4.24)

Usaremos a seguinte identidade:

h
cos(yh) = 1 — 2sin? <é> .

Assim, segue de (4.24):

h —4sin? <’Y2h>
—w? <—49 sin (72) + 1) | —2=L ] =0 (4.25)

Note que podemos escrever

1 = sin® <72h> + cos? <72h> . (4.26)

Aplicando (4.26) em (4.25) e fazendo simplificacoes, obtemos:

w? ((—40 + 1) sin? <72h> + cos? <72h>> = W. (4.27)

B2
Portanto, a dispersao no modelo §—esquema Usual é dada pela igualdade (4.28)).

w=+2 . (4.28)
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4.5 Analise de Dispersao: Modelo 6-esquema NSF'D

Adaptando o modelo #—esquema para o nosso modelo NSF' D, temos:

_ Wit — 2uy F U

(07

Note que para 6 = 0 retornamos ao caso NSFD analisado anteriormente.

O(ujyq +uj_q)+ (1 —20)u; =0. (4.29)

Procedendo de maneira andloga ao caso #-esquema Usual, segue:

_ Uj4+1 — 2Uj + Uj—1

Oy + 1)) + (1 — 200! = 0. (4.30)

Un,
—w? (20 cos(yh) + 1 — 20) — <2€OS(;h)_2>] uj = 0. (4.31)
h
Como u; # 0 temos:
—w? (20 cos(yh) + 1 — 26) — <2C°S(;h)_2> = 0. (4.32)
h

Usaremos a seguinte identidade:

h
cos(yh) = 1 — 2sin? (WQ) .

Segue que:
h
h —4sin? </Y2>
—w? (—49 sin (72) + 1) | —=2 ] =0 (4.33)
Fazendo simplificagoes, obtemos:

w? ((—40 + 1) sin? <72h> + cos? <7h>) = W. (4.34)

. (vh)
9 Sin ?
w==+ . (4.35)

Vi \/(1 — 46) sin? <72h> + cos? <72h>

A dispersao no modelo f#—esquema NSFD é dada pela igualdade (4.35]).

A seguir faremos um comparativo entre os métodos §—esquema Usual e o NSFD.

Nascimento, Antonio Carlos Lima PPGME



Analise de Dispersao 62

4.6 Comparativo entre os modelos #-esquema Usual

e f-esquema NSF'D

Temos para os modelos #—esquema Usual e #—esquema NSF D respectivamente:

9 sin <'y2h>
w = iﬁ .
. vh ~vh
\/(1 — 40) sin? (2> + cos? (2)
9 sin <72h>
:t\/lﬁi .
" \/(1 — 40) sin? (’y2h) + cos? (7:)

Na Figura (4.5) temos plotados os graficos da dispersao do continuo, f-esquema Usual e

(4.36)

(4.37)

f-esquema NSFD para 6 = 1/5. Note que a dispersao do modelo #-esquema Usual permanece
acima da dispersdao do modelo continuo e a dispersao #-esquema NSF'D acima da #-esquema

Usual.

220

gama-omega (continua) x
theta_FD (theta = 1/5) X
theta_NSFD (theta = 1/5) x

200

180 |

X
160 x
1 X
140 — » o
J 0?
< 120 - x oo
i J x o
= x o
< 100 x -]
o
X o
20 - x 0
] Xg 9
60 Egoo
wo] 58
u55
-

Figura 4.5: Grafico para § = 1/5

Agora, para § = 1/10, a dispersao do modelo #-esquema Usual passa a ficar a baixo da
dispersao do continuo, ao passo que a dispersao #-esquema N SF'D permanece acima da dispersao

do continuo, como mostra a Figura (4.6)).
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120 —

100 o

&80 H

OMEGA

B0

204

gama-omega (continuo)

1| — theta_FD ttheta = 1110

—— theta_NSFD (theta = 1/10) x

10 20 30 40 &0 &0 70 a0 a0
GAMA

Figura 4.6: Gréfico para 6 = 1/10

100

Como esperado, a medida que 6 tende a zero, a dispersao do modelo #-esquema Usual tende

a dispersao do modelo semi-discreto em Diferencas Finitas Usuais, enquanto que a dispersao

do modelo 8-esquema NSF'D tende a do modelo semi-discreto NSF'D, que coincide com a do

ambiente continuo. Para ver isso graficamente veja a figura (4.7), onde usamos 6 = 1/50.

100

a0+

80 o

70+

B0 o

50

OMEGA

] gama-omega (continuo) x:

—— NSFD x g o
4| —— Diferengas Finitas Usual -]

—— theta_FD (theta= 1/50) x 5 o
A|—— theta_NSFD (theta = 1/50) 5 5 o

% 2292?
g2¥
-
5 ¢
¥5q9"
o Q
§8°
g
g
. g
o
|
||
o
|
L]
T T T T T T T T T

o 1o 20 a0 40 &0 G0 70 a0 =)

GAMA

100

Figura 4.7: Grafico para Diferengas Finitas Usuais, NSF'D, #-esquema Usual,

f-esquema NSFD, 0§ =

1/50

A seguir, seguem as conclusoes do presente trabalho, bem como as perspectivas para futuras

investigacoes.
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Conclusoes

Neste trabalho usamos o método numérico NSF D, no qual aplicamos uma fungdao que nos
permitiu sanar a anomalia numérica da dispersdao do ambiente semi-discreto. Ao recuperar a
dispersao do modelo continuo, obtivemos um indicador de que pode-se mostrar a Observabilidade
Uniforme para todas as solucoes do sistema investigado. Para trabalhos futuros pretendemos
analisar a Observabilidade do problema estudado; adaptar o método aqui implementado para o
modelo com Elementos Finitos; analisar a Observabilidade para malha de passo nao constante

no ambiente semi-discreto; investigar o modelo totalmente discretizado da Equacao de Onda.
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