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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solucoes radiais positivas para
problemas elipticos semi-lineares em IRY. Esses resultados sdo devidos a H.
Berestycky e Lions [9]. Além disso, em alguns problemas, obtemos a existéncia de
solugoes do tipo ground state. Para a obtencao de solucao nesse dominio, usamos

o método variacional.

Palavras-chave: Equacoes elipticas semi-lineares, minimizacao, solucoes

ground state.
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Abstract

In this paper, we study the existence of positive radial solutions for semilinear
elliptic problems in R, this result follows from H. Berestycky and Lions [9]. We
also determine the existence of ground state type solutions in some problems. To

obtain solution in this domain, we use the variational method.

Keywords: Semilinear elliptic equations, minimization, ground state

solutions.
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Introducao

Um dos primeiros matematicos a relacionar uma equagao diferencial a um
problema de minimizacao foi Euler no século XVIII, que, apds estudar de forma
sisteméatica problemas que exigiam a minimizacao de uma grandeza associada
a uma familia de curvas, observou que a curva minimizante deveria satisfazer,
em cada caso, a uma equacao diferencial. Estudando os trabalhos de Euler,
Lagrange inventou um método analitico que chegava ao mesmo resultado, o
qual foi chamado de método das variacoes e a equacao diferencial associada ao
problema de minimizagao passou a ser chamada de equacao de Euler-Lagrange.
Desta maneira, a solucao do problema passa a ser o estudo de pontos criticos
de tais equagoes. Se tivermos a garantia de que essas equacoes admitem ponto

critico, esse ponto conduzird a solugao da EDP original.

Esta dissertagdo é um estudo do artigo [9] de Berestycki e Lions, que foi
publicado em 1983. Neste artigo os autores mostram a existéncia de solugoes nao

triviais, para algumas equacoes elipticas semi-lineares da forma
—Au=g(u) em RY, (1)

com N >3 e g:IR— IRé uma funcao continua e impar, que satisfaz algumas
condicoes. Este tipo de equagao aparece, por exemplo, quando procura-se “ondas
solitdrias ” (estados estaciondrios) em equagoes nao lineares do tipo Klein-Gordon

ou Schrodinger, respectivamente. Precisamente, considere a seguinte equacao nao



linear de Klein-Gordon

by — AP + a*d = f(D), (2)

com & = &(t,z) uma funcio complexa definida em t € IR, 2 € RY e ¢ é uma

constante real. Suponha que

f(oe”) = f(o)e”, Vo,0 € R (3)

Portanto, pode-se assumir que f : IR — IR é uma funcao real continua e impar.

A equagao (2) corresponde a densidade lagrangiana
1 1 a?
Ly = 5\@!2 + §|A45|2 + §|925|2 — F(|2]),

com

Flo) =/0Qf<s> ds, 0c R

Entao, procurando uma onda solitaria em (2) do tipo “onda estaciondria”, isto
é, @ da forma

O(t,x) = emtu(x),
comw € Re u: R— IR, tem-se
Dy — AP+ a*d = f(P) & —we™u— ™ Au+ a’e™u = ™ f(u)

& —Au+(a® —wu = f(u)
fazendo m = a® — w?, obtem-se
—Au+mu= f(u) em R (4)

Note que u = 0 é sempre uma solugao trivial de (4), no entanto, Berestycki e

Lions estavam interessados nas solugoes nao trivias, isto é, u # 0.

Em termos de u, o funcional energia S(u) associado ao problema (4) é dado
por
1 2 m 2
S(u) = Lo dr == |Vul|* de + — u® dr — F(u) dx. (5)

IRN
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Os estados estacionarios das equagoes nao lineares de Schrodinger levam a

problemas semelhantes. De fato, considere a equagao

com @ : RxIRY — C e f satisfaz a propriedade de simetria (3). Entao, procurando

por ondas estacionarias, isto é,
D(t,x) = e "u(x),

tem-se

iDy — AP = f(P) & i(—ime ™) — e Au = e f(u)

logo, obtém-se a equagao (4). Fazendo em (4), g(u) = f(u) — mu, tem-se o

problema eliptico semi-linear (1).

No Capitulo 1, dessa dissertagdo, estudamos o problema (1) da seguinte

maneira:

—Au=g(u) em RY,

u€ HY(IRY), u #0, %)

com ¢ : R— IR satisfazendo:

1) —oc0 < limﬁg limﬂ:—m<0'
(8 lim ;
s—0+ S s—0t S

_ N +2
69 o< T 20 <0, com 1=

¢
(g3) Existe ¢ > 0 tal que G(¢) = / g(s) ds > 0.
0

Os principais propoésitos, nesse capitulo, sao estabelecer a existéncia de solugao
ground state para o problema (3). Uma solugao w de () é, por defini¢ao, ground

state se S(w) = u, com

u = inf{S(u);u é solucao fraca de (B)} (7)



Denota-se por S : H'(IRY) — IR o funcional energia associado a (%), definido

por

S(u) = %/]RN Vuf? dz — /]RN G(u) do (8)

com G(z) = / g(s) ds. Além disso, defini-se uma solugao fraca de (8) como
0
sendo uma funcao u € H*(IRY) que satisfaz

VuVo do = / g(u)v dr, Vv e H'(RY),
IRN

RN

Problemas do tipo () surgem em varios contextos da fisica (aproximagao
classica em mecanica estatistica, falso vacuo na cosmologia, 6ptica nao linear,
propagagao de laser e etc). Elas s@o chamadas de equagoes de campo escalares
euclidianas nao-lineares (veja [5],[22], [30], [31]). Em um contexto totalmente

diferente, uma solugao de () também pode ser interpretada como uma solucao

nao trivial estacionaria para a equagao do calor

com ) = (t,z),t > 0 e x € RY. Tais problemas surgem na biologia,
especialmente na teoria da dinamica populacional (Ver [6], [27], [28], e [51]).
Além disso, o problema unidimensional (N = 1) para () foi estudado por [24]
e [48], enquanto que em dimensoes superiores, os resultados de existéncia foram
obtidos por [41], [46] e [50]. O primeiro estudo geral deste tipo de equagoes é
devido a [55]. Um resultado geral para a existéncia de solugoes groud state é

dado por [29].
No capitulo 2, estudamos o problema (1) da forma
—Au=g(u) em RY,
u € DY2(IRY), u #0,
e com g : Ry — IR satisfazendo as seguintes hipdteses:

— 9(5) N+2
(61) 9(0) =0 ¢ Tm =3 <0, com 1=



(G2) Existe ¢ >0 tal que G(¢) > 0;

(G3) Seja (o = inf{¢ > 0;G(¢) > 0}. Se g(s) > 0,Vs > (p, entdo lim @ =0.

s—+oo S

Neste capitulo, mostramos existéncia de uma solucao classica positiva,
radialmente simétrica e decrescente em relacao ao raio para o problema em
questao. E importante ressaltar que, o problema (R) surgiu na tentativa de
estudarmos o caso conhecido na literatura por massa zero, isto é, ¢’(0) = 0. Esta
situacao surge em certos problemas relacionados com as equagoes Yang-Mills
(veja [31] e [32]). No Capitulo 1, verifica-se que a condigao ¢'(0) < 0 é quase
“necessaria” no sentido de que se ¢’(0) > 0, entao (f) nao tem solugao radialmente
simétrica. No entanto, ¢’(0) > 0 ndo é exatamente a negagao de ¢’(0) < 0. Logo
o Unico caso restante, essencialmente, é o caso limite com ¢'(0) = 0 (este caso

também ¢ estudado em [10]).

Ha também importantes e conhecidos trabalhos sobre problemas elipticos
semi-lineares em dominios limitados de IRY. Referimos os artigos [2], [4], [15],
[42] e [45] para a existéncia de solucoes positivas e (3], [4], [17], [18], [19], [20],

[35] e [45] para a existéncia de um numero infinito de solugbes distintas.

Para uma melhor abordagem desses problemas em dominios limitados,

recomendamos os livros [39], [49] e [52].

E evidente a falta de compacidade em problemas elipticos cuja condicao
de fronteira é um dominio nao limitado. Portanto, uma primeira aproximacao
natural em relagao ao problema (%8) seria usar os trabalhos acima (em dominios
limitados) e aproximar uma solu¢ado do mesmo por uma solugdo de um problema
analogo na bola Br = {x € RY,|z| < |R}, ou seja, primeiro solucionamos o

problema

—Aug = g¢g(ug) em Bpg,

URr = 0
OBR

e depois fazemos R — +00. No entanto, um dos obstaculos para essa abordagem



¢ a auséncia (a priori) de uniformidade nos limites (isto é, em relagdo a R) no
trabalho acima. Este método é, contudo, desenvolvido em [8], embora exija

alguma restricao de natureza técnica sobre o termo nao-linear g.

Ressaltamos que tanto o artigo base desta dissertagdo [9] como em [11]
contornaram a falta de compacidade usando um resultado devido a Strauss [47]

para fungoes radialmente simétricas.

Tanto no capitulo 1 como no capitulo 2, usamos métodos variacionas com a

restricao apropriada para obtermos compacidade.

Este trabalho contém dois capitulos e cinco apéndices, os quais estao

estruturados da seguinte maneira:

No Capitulo 1, seguindo [9], estudamos existéncia de solugao classica para o
problema (J3) que é ground state, positiva, radialmente simétrica, decrescente em

relacao ao raio e com decaimento exponencial, via método variacional.

No Capitulo 2, baseado também em [9], investigamos solucao para o problema

(R) via método variacional.

No Apéndice A, apresentamos os resultados de compacidade devido a Strauss
[47].

No Apéndice B, apresentamos alguns lemas radiais uteis sobre o decaimento

uniforme no infinito de certas funcgoes radiais.

No Apeéndice C, apresentamos propriedades basicas da simetrizacao de

Schwarz.
No Apéndice D, apresentamos alguns funcionais de classe C! em H'(IRY).

No Apeéndice E, apresentamos alguns resultados gerais que foram utilizados

nesta dissertacao e que sao importantes para a compreensao da mesma.



Notacoes

B: fim da demonstracao.
e (.t.p: quase todo ponto.

Au = Zfil g%: operador Laplaciano aplicado a funcao w.

Vu = <§—;‘1, Ju ): gradiente de wu.

ceey 8$n

Bpg: bola aberta de centro em 0 e raio R.

| Br|: medida de lebesgue da bola Bp.

Quando nao houver confusao sobre as variaveis, colocaremos somente u ao

invés de u(x).

at =max{a,0} e a” = max{—a,0}

10



Capitulo 1

Existéncia de solucao ground

state

Neste capitulo, mostrou-se a existéncia de uma solucao classica para o
problema (B) que é positiva, radialmente simétrica, decrescente em relagao ao
raio e com decaimento exponencial juntamente com suas derivadas a menos de

ordem 2.

1.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo, verifica-se a existéncia de solugao ground state para o seguinte

problema eliptico semi-linear em IRY:

—Au=g(u) em RY,

u € H'(RY), u #0, %)

com N >3 e g:IR— IR denotando uma funcao continua e impar com ¢(0) = 0,

que satisfaz as seguintes condigoes:

(g1l) —o0 < li_mﬁ< m@:—m<0;

s—s0+ S s—0t S

Q

11



. 9(5) . N+2,
(82) —o0 < sl—l>%1+? <0, com [= N _ o

¢
(g3) Existe ¢ > 0 tal que G(¢) = / g(s) ds > 0.
0

Lembrando que uma solu¢ao w de () é, por defini¢do, ground state se
S(w) = u,
com
u = inf{S(u); u é solugao de (P)}, (7)

onde S : H'(IRY) — IR é o funcional energia associado a (), definido por

sun::%z;¢vm2¢r—/gvauodx

com G(z) = / g(s) ds. Além disso, uma solugao fraca de (3) ¢ uma funcao
0

u € H'(RY) que satisfaz

VuVo dz = / gu)v dr, Vv e H'(RY),

RN RN

O principal resultado deste capitulo é o teorema seguinte que consiste na

existéncia de solugao ground state para o problema ().

Teorema 1.1 Suponha N > 3 e que g satisfaz (g1)-(g3). Entio (V) possui

uma solucao u tal que:

(i) u>0 em RY;

(i) u € radialmente simétrica: u(x) = wu(r), onde r = |x| e u decresce com

respeito a r;

(iii) u € C?(RY);

12



(iv) u junto com suas derivadas a menos de ordem 2 tem decaimento exponencial
no infinito

|D%u(z)| < Ce%l*l z e RY,

para algum C,5 > 0 e para |o| < 2.

Vejamos alguns exemplos tipicos de problemas que satisfazem as hipoteses do

Teorema (1.1).
Exemplo 1. Considere o problema
—Au+mu = Mulf'u em RV,
u€ HY(RY), u#0,
com A e m constantes positivas e p > 1.

Esse problema foi estudado por S. Pohozaev [43]. Ele mostrou que (B;)

: ~ N+2 _ ~ : ~
possui uma solugao se, e somente se, 1 < p < =5 = [ e nao possui solugao se

p> % = [. De fato, neste exemplo a funcao g : R— IR ¢é dada por

g(u) = Aul’ ™ u — mu,
como 1 < p < [, observe que

—o00 < lim 9(s) = lim (A\s*' —m) = —m < 0, (1.1)
s—0t S s—0t

temos também que

p—lg
oo < tim 2 — i (M> = lim (i—ﬂ) =0 (L2)

S—+00 sl s——+00 sl Ss——+00

e por fim, basta tomar um ¢ > 0 tal que

60 = [ " g(s) ds = / (AP —ms) ds = (jfﬁ - %) S0 (13)

Portanto, (1.1)-(1.3) satisfazem respectivamente (g1)-(g3). Diante disto, aplica-

se o Teorema (1.1) para obter uma solucao de (;). Por outro lado, se

13



N +2

>
P=N=
pela identidade de Pohozaev, que serd apresentada na segao (1.2) deste capitulo.

= [ o resultado de nao existéncia de solugao para este caso é justificada

O método de Pohozaev consiste em maximizar o funcional I : H*(RY) — IR
dado por
A

I(u) = —— ulPt dx
W= [

sobre o conjunto

1
{ue HY(RY) : 5/ |Vu|2dx+%/ udr = 1}.
RN RY

Tomando o funcional J : H*(IRY) — IR definido por

1
J(u) = 3 /]RN |Vul*dz + %/IRN u?dz.

Como os funcionais I e .J possuem derivada de Gateaux continua em H*(IRY),
a proposigao (D.1) (ver apéndice D, pagina 66) nos garante que os mesmos sao
de classe C'. Segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja apéndice

E, pagina 75), que

Sendo

I'(u)p = A/IRN |ulP"tug dv e J'(u)p = /]RN VuVe¢ dz+m u¢ dx.

IR,N

segue que

J(u)p=0I'(u)p = /]RN VuVe dx + m/]RN up dr = 0\ /]RN |ulP" ug dx

- VuVe dr = O\ /

lulPtug dz —m u¢ dx
IRN N

R RN

= —/ Augp da::9/\/ lu|P~ ug dx—m/ ug dx
RY RY RN

14



= —Au+mu =0 P, u>D0.

Portanto, esta restrigao faz com que apareca um multiplicador de Lagrange 6

e através do qual obtém-se uma solucao positiva de
—Au + mu = 0 uP.

1
Fazendo © = ou com o = 07»—1 > 0, tem-se

—Au+ mu = AP = \uP.

op~1

Assim, necessariamente tem-se § > 0. Vale ressaltar que o problema (3;)
também foi estudada por [12], [13] e [21] os quais demostraram que tal problema

possui infinitas solugoes distintas.
Exemplo 2. Considere o seguinte problema

—Au +mu = Mulu — plulf 'y em RY,

ue€ HY(IRY), u #0. )

com A\, i1, m constantes positivas, p#qge 1l < p,q.

Neste exemplo, a funcao g : IR— IR é dada por
g(u) = MulP u — plu|t u — mu.

De maneira analoga ao exemplo 1, vamos verificar se a funcao ¢ satisfaz as
hipéteses do Teorema (1.1). Observe que tanto para o caso 1 < p < ¢ < I,

como para o caso 1 < ¢ < p < [, as condicoes (gl) e (g2) sao validas. De fato,

tem-se
: g<8) I p—1 q—1 _
—00 < lim == = lim (A" —pus?™ —m) =—m <0, (1.4)
s—0t S s—0t
e
A
Coo < tim 2 gy N ) (1.5)
s—+oo &l s—+oo \ §l7P sl—a sl=1

15



Portanto, em ambos os casos, (1.4) e (1.5) satisfazem respectivamente (gl) e
(g2). Enquanto a condicao (g3) sera satisfeita, em ambos os casos, se existir um

¢ > 0 tal que

¢
G = / o(s) ds

¢
= /(A\s\pls—u|s|qls—ms) ds
0

_ A Cp-f—l_ H Cq+1_%c2>0'

p+1 qg+1
Caso contrario, se G(¢) < 0 para todo ¢ > 0, pela Identidade de Pohozaev,

veremos que (P2) ndo possui solugdo (veja item (a) pagina 19). Dessa forma,
a condigao (g3) é necessaria e suficiente. Em [47] mostrasse a existéncia de um

nimero infinito de solugdes nao triviais para (Ps), se 1 < ¢ < p < . E por

N+2 -~

fim, 0 caso ¢ < F5 <

p serd tratado na proxima secao, onde verifica-se a nao
existéncia de solugoes nao triviais para (82), novamente por meio da identidade

de Pohozaev (veja item (d) pagina 21).

1.2 Condicoes Necessarias

Esta secao esta organizada da seguinte forma: na primeira subsecao
apresentamos a Identidade de Pohozaev e mostramos que toda solugao de (°B)
satisfaz esta identidade; na subsegdo (1.2.2) mostramos algumas consequéncias
da identidade de Pohozaev e também, que as condigoes (gl)-(g3) sao

“quase” necessarias para a existéncia de uma solugao do problema ().

1.2.1 Identidade de Pohozaev

Varias condicoes necessarias para a existéncia de uma solugao do problema

('B) podem ser obtidas a partir de uma identidade que parece ser devido a [43].
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Tal identidade é de fundamental importancia para mostrar que, entre outras
coisas, solugoes de () dadas pelo Teorema (1.2) que veremos na préxima se¢ao

¢ de ground state.

Se u é solugao fraca do problema (3), entao u juntamente com suas derivadas,

suficientemente pequenas no infinito, satisfazem necessariamente

N —2
—/ Vulde =N [ Gu) do (1.6)
2 Ry RN

onde G sempre denotara a fungao

Daremos um argumento informal explicando (1.6). Inicialmente, defina dois
funcionais

T(u)—/]RN Yl dr, V)= [ G(u)de

RY
(Por analogia, 37'(u) e V (u) correspondem a energia cinética e energia potencial,
respectivamente. Assim, S(u) = 3T (u) — V(u)).

Considere a seguinte mudanca de varigvel em IRY: para ¢ > 0 defina
ug(x) = u(%). Obtemos que

_ 1 Ty |? . 2 N N2
T(ug)—UQ/]RN)Vu<U>‘ dr = N|Vu|a de =0 T(u)

o? JR

S(uy) = =T (uy) — V(uy) = 5 T(u) — o™ V(u).

Agora, se u é solugao de (), pelo menos informalmente podemos interpreta-la

como um ponto critico do funcional S. Portanto,

d N -2
—S(uy) =0<<= —/ |Vul®> dv — N G(u) de =0
dU 2 RN RN

o=1
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que é precisamente (1.6).

O argumento dado acima nao é rigoroso, pois precisamos saber se no espaco
que o funcional energia S estd definido nos garante que S € C'. Além disso,

precisamos mostrar que

estd bem definida.

Agora, provaremos que qualquer solucao de () satisfaz a identidade de

Pohozaev. Isso serd obtido como um corolario da proposicao seguinte.

Proposicao 1.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha g : R— R uma funcao
t

continua tal que g(0) =0, G(t) = / g(s) ds e u satisfaz
0

~Au=g(u) em D'(RV),
onde D’(]RN) ¢ 0 espaco das distribuicées sobre RY. Assuma, além disso, que

u € L (RY), Vu e L*(IRY), G(u) € L*(IRY).

loc

Entao u satisfaz

2N
Vul* de = —— G(u) dx 1.6
| e de =25 G (1.6

Demonstracao: Ver apéndice E, pagina 70.
|

Corolario 1.1 Suponhamos que g satisfaz (gl) e (g2). Entao qualquer solugao
de (P) satisfaz a identidade de Pohozaev.

Demonstragao: O resultado segue imediatamente a partir da proposigao (E.1),
pois se u € H'(IRY) resolve (), entéo pelo argumento utilizado na secao (1.4.1)

(pagina 41) u € L2 (IRY), enquanto o Teorema (D.2) na apéndice nos garante

loc

que G(u) € L*(IRY).
]
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1.2.2 Algumas consequéncias da identidade de Pohozaev

e algumas condigoes necessarias.

Mostramos agora que as condigoes (gl)-(g3) sdo “quase” necessérias para a

existéncia de uma solu¢do do problema (%3).

(a) Suponha que a hipétese (g3) seja falsa, entdo G(s) < 0, para todo s > 0.
Tomando u uma solugao positiva de () tal que g satisfaz (g1) e (g2), pelo

Corolério (1.1), temos que

N—2
G(u dx:—/ Vul|* dx > 0,
| G =37 [ vl

uma contradi¢ao. Assim, hip6tese (g3) é uma condigao necessaria.

(b) Para justificar a hipdtese (g2), consideramos um caso de poténcia pura, o

problema (B;) (Exemplo 1). Observe, que neste exemplo,
g(u) = Mulf'u — mu

com A\,m > 0. Se u satisfaz (P;), entao multiplicando (P;) por u e em

seguida, integrando em IRY, tem-se

—/ uAu dx:/ g(u)u dx
RY RN

mas

—/ ulAu dr = VuVu dx —/ u% dx :/ |Vul? dz,
RN RN om¥ 0N RN

lembrando que OIRY = (). Assim,

/ |Vul? dx:/ g(u)u dx,
RY RN

como ¢ satisfaz as condicoes (gl) e (g2), pelo Corolario (1.1) temos que u

satisfaz a identidade de Pohozaev, logo

2N
/ g(u)u do = / Vul* do = ——— G(u) dz
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dai,
2N

/ AulPu — mu)u dx =
]RN

observe que

G(u) = /g(s) ds:/ A|s|P~ts — ms ds
0 0

AsPTE ms?
B p+1 2

APt ma?

p+1 2

2N AuPtt 2
/ AufP™ —mu)u do = —— / SR :
RN N - 2 ]RN p + ]. 2

ou seja,
1 N -2
A - / |u|P! dmzm/ u? dz > 0.
p+ ]_ 2N RN N RN

Como A e m sao constantes positivas, tem-se

u

0

logo,

! N_2>0<:> <N+2—l
p+1 2N PN ™—"

Portanto (1) nao possui solugdo quando p > [. Também, sabemos da
literatura [43], [13] e [47] que quando p < [, (P1) admite infinitas solugoes

radiais. Portanto, (g2) (hip6tese de crescimento sub critico) é necessaria.

(c) Por fim, afirmamos que (gl) é “quase”necessaria no sentido que, se ¢'(0) >
0, entdo () ndo possui solucdo radial. De fato, se u € H'(IRY) §é
radialmente simétrica, entao por um resultado de [36] existe uma constante

C(= C(N)) > 0 tal que

_N-1
lu(z)| < Cla|™ 7 ||lull gy,
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e, na verdade, |u(z)| = o(|z|~"2" ) no momento em que |z| — +00. Sejam
m = ¢'(0) e ¢(r) = m — g(u(r))/u(r). Entao, considere o caso N = 3 e
assumindo g € C? numa vizinhanga de 0, tem-se ¢(r) = o(r~!) quando

r — +o00. Com efeito,

2 2

9(5) = 9(0) + g/ (0)s + ¢"(0) 5 = ms + ¢ (0) >

Dali,
(u(r)*

g(u(r)) = m(u(r)) + ¢"(0)

implicando em

a(r) = m = 25— (o).
resultando em
u(r)

q 1
. g()2

Enquanto u satisfaz a equacao linear
—Au+q(r)u =mu em IR

No entanto, isto é impossivel, pois contradiz o resultado de [36] o qual
mostra que o operador linear de Schrodinger —A + ¢(r) nao possui
autovalores positivos associados a auto-funcoes em L2(1R3) sob a condicao
de que ¢(r) = o(r7!). Portanto, a hipdtese (gl) é “quase’necessaria no
sentido de que para algumas dimensoes especificas o resultado nao é valido

para a obtencao de solugoes radiais.

Observe, no entanto, que ¢'(0) > 0 ndo é exatamente a negagao de
(gl). O tnico caso restante, essencialmente, é o caso “massa zero”, com
¢'(0) = 0. Entao a questdo de existéncia torna-se muito mais complexa e
muitos fenémenos diferentes podem ocorrer, dependendo da estrutura de g.

Estudaremos este caso na Capitulo 2.

(d) Como foi dito no exemplo 2 na segao (1.1), iremos utilizar a identidade de

Pohozaev para mostrar que o problema (35) ndo admite solugao nao trivial
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N
quando ¢ < N o < p. Relembrando que neste exemplo a funcao g é dada
por

g(u) = Mul~ u — plu "™ u — ma,
com A\, i, m sdo constantes positivas, p # g e 1 < p,q. Se u satisfaz (2),

prosseguindo da mesma maneira que foi visto no tépico (b), obtemos

2N
/]RN g(u)u dx = N_3 /) G(u) dx

implicando que,

2N

/ A ulP~ ' — plul 'y — mu)u de =
IRN
contudo, observe que

G(u) = / g(s) ds =/ (Als[P~'s — u|s|9™ s — ms) ds
0 0

_ A uPtl — 1 Wl — @uz
p+1 g+1 2
logo,
/ AulP~ u — plul 'y — mu)u d
RN
equivale a
ﬂ / Lup+1 _ Lutﬂrl — EUZ dz| ,
N =2/ gxn \p+1 q+1 2
ou seja,

1 N-2 N-2 1
/]RN {)\(p—i-l_ 9N )|“|p+1+“( ON _q+1)’“|q+1} de = A.

com
m

_m 2
=N lRNu dx > 0.

A

Como A, 4 e m sao constantes positivas, tem-se

1 N -2 N +2

— >0<—=p< =[.
p+1 2N P=NT3
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N-2 1. _N+2
IN g+l T 17N

N +2
Portanto, se ¢ < N3 < p conclui-se que a equacao (P2) nao admite

solugao nao trivial.

(e) Uma outra consequéncia da identidade de Pohozaev é o seguinte coroldrio:

Coroldrio 1.2 Se u é uma solug¢ao qualquer de (B), entao

Demonstracao: Tem-se

com

T(u):/lRN Vul? dz e V(u):/lRN G (u)dz,

pela identidade de Pohozaev, segue que

N -2 , N-2
V(u)—/]RNG(u) o=~ [ 190 do = S T,
dai
1 N —2 1

1.3 O método de minimizacao restrita

Nesta segao, demonstramos um resultado de existéncia de solu¢ao para ()
que é positiva, radialmente simétrica e decrescente em relacao ao raio r > 0. E
também, que em dimensao N =1 ou N = 2, o método de minimizacao restrita

(1.9) (veja pagina 27) nao possui solugoes.
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1.3.1 Existéncia de solucao.

Um método natural para resolver () seria obter os pontos criticos do
funcional energia S associado ao problema no espaco H'(IRY). Na verdade
este método foi usado em [47] para alguns casos particulares e em [25] para
alguns resultados de existéncia para dimensao N = 2. No entanto, as primeiras
dificuldades encontradas nesta abordagem é o fato de S nao ser limitado
superiormente e nem inferiormente em H'(IRY). De fato, por (gl) tome £ > 0

com € —m < 0 entao existe § > 0 tal que

0<]8\§5:>@<6—m<0

tome p € C°(IRY) tal que 0 < p < d e / |V|? dz = 1. Defina ¢;(x) = p(tx),
IR,N
logo

©t
Gl = [ g(s) ds <.
0
com s € [0, py]. Assim,

1

Sler) = 5T(p) = Vier)
1 ) i
= 3/ Wefd- [ G

> 1/ Vu|* d t2/ Vo|* d t
— xrT = — T = —

logo, S(yp;) — +o00 quando t — +o00. Portanto, segue que o funcional S néo é
limitado superiormente. Por outro lado, sob a hipétese (g3), existe w € H'(IRY)

tal que
V(w) = / G(w) dz >0
]I{N
(esta afirmagao sera justificada na demonstracao do Teorema (1.2)). Utilizando

mudanga de varidvel da segao (1.2.1), isto é, we(x) = w(%), tem-se

S(w,) = %T(wg) V() = %UMT(w) — oMV (w). (1.7)
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Fazendo 0 — 400 em (1.7) e usando o fato que V(w) > 0, tem-se

1
. . . N[ o _
O'ETOO S(w,) = O'ETOO [0 (QUZT(w) V(w))} 00
e portanto, S nao ¢ limitado inferiormente.

Portanto, em vez de procurar pontos criticos de S, vamos considerar um
problema de minimizacao restrita. Antes, porém, precisamos modificar a fungao

g de tal modo que V seja de classe C* em H'(IRY).

Defina uma nova funcao ¢:IR— IR como segue:
(i) Se g(s) > 0 para todo s > ¢, defina g =g;

(ii) Se 3 so > ¢ tal que g(sg) = 0, defina

Para s < 0, g é definida (como g) por g(s) = —g(—s). Assim, g satisfaz as
condigoes (gl)-(g3). Observe que, pela defini¢ao (ii) de g, se existe so > ( tal

que g(so) = 0, entao

g 0
s> 8y = lim [9(s)] = lim — =0.
S§——+00 |3|l s§——+00 |3|l

Mas, se nao existe tal sy entao, pela definigao (i) de g, g(s) > 0 para todo s > ¢

e assim,
0< tm FO o g Bl 5 Gl
s—+00 ‘S|l s—+o00 ’5’1 s—400 ’S’l
pela hipdtese (g2), obtém-se
0< lim 19(5) < lim 19(5)] <0

logo,




O limite para s — —oo é andlogo. Portanto, a funcao g satisfaz

L 16(s)
s—+oo |5|l

=0. (1.8)

Além disso, solugdes do problema () com g sdo também solugoes de () com

g. Com efeito, definamos
Q={recR":u(x) > s},

apos regularizarmos u, temos que u sendo continua implica que €2 é aberto. Se
2 é ilimitado, existe uma sequéncia (z,) € € tal que |z, | — +oo implicando que

u(z,) > so. Pelo Lema Radial (B.1) (veja Apéndice B, pagina 61), tem-se

N-1
so < [u(zn)| < COnlan|™ 2 [Jull g wyy,  2n] > an

segue que

. _N-1

0<s9< nEToo Cn|zn|™ 2 HuHHl(IRN) =0
logo,
00 ={r € RY : u(z) = s}
e
—Au(z) = g(u(z)) =0, Vre,

portanto,

—Au(x) =0 em (.
Fazendo

max u = u(zo) e m&nu = u(Ty), wo,To € 0N,

pelo Principio do Méximo Forte (veja Apéndice E, pdgina 80) tem-se u(z) = so
em €, absurdo. Logo, Q = ). Portanto, |u| < so. Assim, no caso (ii) acima, a
solugao u de () com g satisfaz |u| < sg, entao g(u) = g(u).

Logo, sem perda de generalidade, substituiremos g por g. No entanto,

manteremos a mesma notacao g. A partir disto, reescrevendo (1.8), g satisfaz
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a condi¢ao mais forte

. lg(s)l N +2 :
Snglm 5T =0 com l:m. (g2 bis)

Aplicando o Teorema (D.1) (Ver Apéndice D, péagina 68) segue que

Vi) = [ Gw) do

estd bem definido, é de classe C' em H'(IRY) e

V'(u)p = /]RN g(w)¢ dz, u,¢ € H'(RY).

Por outro lado, pelo Lema (D.1) (ver Apéndice D, pégina 67), o funcional
T: HY(IRY) — IR dado por

T(u) —/ |Vul? dov, Vu e H'(IRY)
]1:{1\1
estd bem definido e é de classe C* em H'(IRY), com

T (u)v =2 VuVo dz, Yu,v € H'(IRY).

RN
Segue que o funcional energia S é de classe C' em H'(IRY).

Considere o seguinte problema de minimizagao restrita:
min{T (w);w € H'(RY), V(w) = 1}, (1.9)

introduzido por [23]. O problema (1.9) nos garante uma solugao de (). De fato,
se u resolve (1.9), entdao desde que o funcional energia S seja de classe C* em

H'(IRY), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe um 6; tal que
T (u) = 6,V'(u), (1.10)
isto é, (pelo menos no sentido das distribuigoes)

2 VuVe dr = 91/ g(u)o dx

RY RY
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segue que

[ (caunods=o [ swods

com 0 = 6,/2 e portanto,
—Au = 0g(u) em IRY, (1.11)

Mostra-se, a seguir, que necessariamente > 0. Assim, fazendo

X

Uy () =u (;) ,o >0,

tem-se

T(ug) = oV 2T (u) = T'(ug)d = ™ >T'(u)¢ (1.12)

V(ug) =oNV(u) = V'(u,)p =o"V'(u)é (1.13)
substituindo (1.12) e (1.13) em (1.10), tem-se

01

T'(us) = ;V/(uo)

prosseguindo analogamente, como na equacao (1.10), obtemos
4 N
—Au, = ;g(uo) em IR".
Logo, escolhendo o = v/0, obtem-se uma solucéo de ().

Teorema 1.2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema (1.1) o problema de
minimizacdo (1.9) possui uma solucio u € H'(RY) a qual é positiva, radialmente
simétrica e decrescente com relagao ar = |x|. Além disso, existe um multiplicador
de Lagrange 6 > 0 tal que u satisfaz (1.11). Assim u,, para o = Vo, é uma
solugcao de ().

Demonstracgao: Dividiremos a demonstracao do teorema em 5 etapas:

1. Mostrar que conjunto W = {w € H'(IRY), V(w) = 1} é nao vazio;

28



2. Selecionar uma sequéncia minimizante adequada;
3. Estimar a priori a sequéncia minimizante;
4. Passagem ao limite;

5. Conclusao.

Etapa 1. Mostraremos que o conjunto W nao é vazio. Observe que a hipdtese
(g3) sera usada somente nesta etapa. Seja ¢ > 0 tal que G(¢) > 0. Para R > 1,
defina

¢ se lz] <R
wr(z) =¢ ((R+1—-7r) se r=|z|€[R R+1]
0 se |z| > R+ 1.

e defina também, X, como a fungao caracteristica de By, dada por

1 se x € Bgyi,

XB (l‘) =
o 0 se ¢ Bgry.
Observe que
/ lwg[* da :/ ’11)1%’,|2/’\1§;R+1 dx +/ |wR|2XBR+1 dr < 0o
R Bri1 RY\Br1

/]RN |VwR|2 dx :/B ]VwR|2XBR+1 dx + /IRN\B \VwR|2XBR+1 dr < 00
R+1 R+1

Assim wg, Vwg € L*(IRY) e, portanto, wr € H'(IRY). Usando |.| para denotar a

medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel do IRY, verifica-se que

V(wg) = G(wg) dx

Bpry1

= /BR G(wg) d:er/ G(wg) dz

Bry1\Br
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v

G()Bal ~ 1B\ Bal (a6

0<s<(

> GOR B = (14171 = 1) (oo 606

GBI - ((1 x) 1Bl |Bl|> (s 6091

Logo, V(wg) > 0 quando R — 4o0. Entao, considerando wg tal que wg,(z) =

RN

v

WR (f) , tem-se

Viwno) = |

RN

G(wre(2)) do :/ G(wg)o™ dx = oV (wg).

RN
Entdo, considerando o = (V(wg))™ ¥ > 0, obtém-se V(wg,,) = 1. Portanto, W ¢

nao vazio.

Etapa 2. Nesta etapa, selecionaremos uma sequéncia minimizante adequada.
Existe uma sequéncia (u,) C H'(IRY) tal que V(u,) =1 e
lim T(u,) = I =inf{T(w);w € H(RY), V(w) =1} > 0.

n—-+o00

Como u,, € H'(IRY), temos que (|u,|) é uma sequéncia em H'(IRY) e também,

que

n—oo

lim T(|u,|) = lim / IV |u,||? dz = lim/ |Vu,|? do = lim T(u,) = I
n—oo IRN n—oo IRN n—oo

[un]
V(ju,|) = /]RN G(|uy,|) dx = /]RN/ g(s) ds dx

_ / / " gls) ds du + / / ) ds do
[un<0] JO [un>0]

= / / —ds) dx+/ / g(s) ds dx
[un<0] J0 [un>0] J0

= / / g(t) dt de + / g(t) dt dx
[un<0] JO [up>0] J0O
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I
N

[e=]

/ g(t) dt dx

= G(uy) dz
]RN

(un)

I
<

Il
—

portanto, a sequéncia (|u,|) € H'(IRY) satisfaz
lm T(Ju,|) =1 e V(Ju,|) = 1. (1.14)
n—oo

*
n

(ver apéndice C). Obtemos, u* € H'(IRY), V(u) =1e

Assim, denotando (u)) como um rearranjamento esférico de Schwarz de |u,,|

I< / (Vi |? de < / |Vu,|? dov <= I < T(u) < T(uy,).
RY RV

*

Portanto, (u*

) é também uma sequéncia minimizante. Substituindo (u,) por

*

*), no entanto, mantendo a mesma notacao, assumiremos de agora em diante

(u
que, para todo n, (u,) é nao negativa, esfericamente simétrica e nao crescente
com r = |z|.

Etapa 3. Nesta etapa, faremos estimativas para (u,), isto é, mostraremos que

[tn] g1 vy € limitada. Defina, para s > 0,

g1(s) = (g(s) +ms)" e gas) = g1(s) — g(s),

e para s < 0, estenda ¢g; e go como fungoes impares. Assim, g = g; — ¢go com

g1,92 > 0 em IR,. Afirmasse que

N+2
g1(s) =o(s) com s -0 e lergO 918(l5) =0, com [ = N 3 i— 5 (1.15)
e
g2(s) = ms, Vs > 0. (1.16)

Com efeito, se g(s) +ms < 0 entao (1.15) é imediata, pois g; = 0. Agora, se

g(s) +ms >0, com s > 0 entdo gi(s) = g(s) + ms, dai

i 9208) gy 98) £ ms (®+m> — —m4+m=0
s—0 S s—0 S s—0 S
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lim 9L8) g 9 Ems <@ + ﬂ) — 0.

§—00 Sl $—00 sl 5—00 Sl 3171

Observe que para o caso s < 0, o processo é andlogo e portanto, (1.15) é valido.

Para verificar (1.16), observe que para todo s > 0, temos

92(5) = g1(s) — g(s) = (g(s) + ms)™ — g(s) > (g(s) + ms) — g(s) > ms.

Por (1.15), para todo & > 0, existem ¢, m > 0 tais que

91(s)

S

0<s<d =

< me

91(s)

sl

0<m<s= !

<e<= qi(s) <es

aplicando (1.16) em (1.17), obtemos
g1(s) <ega(s), 0<s<é.

Existe uma constante 6’5 > 0 tal que

91(8) - 592(8) S 08(5[7 d S S S m,

fazendo

C.
5 gagﬁ(gl(S) —£ga(5))

tem-se

g1(s) < C.o! + ega(s) < éesl +ega(s), 6 <s<m.

Assim, por (1.19), tem-se

g1(5) < ega(s) < (e +C)s' +eg2, 0<s<4.

Enquanto por (1.21), tem-se

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)



E finalmente, por (1.18), tem-se
gi(s) <es' < (e+C.)s' +ega, s>m>0. (1.24)
Portanto, por (1.22), (1.23), (1.24) e fazendo C. =2+ C. >0, tem-se

91(s) < C.s' + ega(s), Vs > 0. (1.25)

z

Agora, defina G;(2) = | ¢i(s) ds, com i = 1,2. Integrando (1.25), temos

S—

/ gi(t) dt < @/ t! dt+5/ ga(t) dt, Wt >0, (1.26)
0 0 0

implicando em
G1(s) < Cls|'"™ + eGy(s), Vs € R. (1.27)

_ C

com C, = -

Agora, como a sequéncia T'(uy,) | I, entdo a sequéncia ||V, || 12 gy
¢ limitada, isto é, existe uma constante C; > 0 tal que ||[Vu, || 2qrv) < C1. Do
teorema de imersoes de Sobolev (veja Teorema (E.8), Apéndice E), existe uma

constante Cy > 0 satisfazendo
1
2

ol oy < Collin oy = Ca ([ 9l de ) = Call Vg < Co

com 2* =[]+ 1 = ]3—1172 e C3 = C1C5. (A constante C3 é positiva e também

independe de n). Escrevendo V(u,) = 1, tem-se

1:/IRNG(un) dx = /]RN/Oung(s) ds dx
= [ ] @) - aats) ds o

— /]RN G1(uy) d:v—/IRN Go(uy) dx

implicando que

G1(u,) dox = Go(uy) dr+1 (1.28)

RY RY
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por (1.27) e fazendo € = 3, temos que (1.28) implica em

/ Go(u,) de+1 = / G1(uy) dx
RN RY

. 1
< C/ |, |2 dx+—/ Go(uy,) dx (1.29)

SIS

1
_ 2
Ol gy + §/RN Ga(uy) da
segue que
/N Ga(uy,) dx < QC’%HunHiZ*(RN) -1<Cy (1.30)
I35

com Cy = 2C; C2 — 1. Agora, integrando (1.16) obtemos

Go(uy) = / ga(s) ds > / ms ds = @ui,
0 0 2

em seguida, integrando a desigualdade acima em RY e por (1.30), obtemos
m

u? dr < / Go(uy,) dr < Cy
2 IRN RN

e a partir disto, podemos provar que [[u,|| ;i vy € limitado. Observe que

e, = [ (V0 + 00 o = ooy + [ o do < C,
R R

com C5 = 012+%C4. Novamente pelo Teorema de Imersoes de Sobolev, concluisse

que [|[un || 1oy € limitada para qualquer p, 2 <p <2*, N > 3.

Etapa 4. Passagem ao limite. Inicialmente observemos que u,(z) — 0 quando
|| — 400 uniformemente com respeito a n. De fato, sabemos pelas etapas
anteriores que wu, é radial, nio crescente e limitada em L?(IR"), segue do Lema

Radial (B.3) (ver Apéndice B) que

_N N \: _N
)] < Jal (g ) Tl < Clal %, 0 20,

com C independente de n. Agora, como u,, ¢ limitada em H'(IRY), pode-se extrair

uma subsequeéncia de u,,, novamente denotada por u,, tal que
u, —u em H'(IRY). (1.31)
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Seja u, : Bp — IRentao u, € H'(Bg) e também limitada, logo (a menos de
subsequéncia)

u, —v em H'(Bpg),
dai
(Un7¢)H1(BR) — (U7¢)H1(BR)> Vo € C(Br).
Podemos supor que
¢ € CF(Br) = ¢ € CX(RY),

mas por (1.31)

(un7¢)H1(RN) - (unu d))Hl(BR) — (u7 ¢)H1(1RN) - (U’gb)Hl(BR)'
Portanto,
(U, @) (Br) = (v, @) (Br), Vo € C°(Br),

implicando que u =v em Bpg, logo

u, —=u em H'(Bg), VR > 0.

Como HY(Bg) < LY(Bg) é compacta para 1 < ¢ < 2*. Segue que
U, — u q.t.p Bg,

a menos de subsequéncia, para R = i, defina recursivamente u,,, a subsequéncia
tal que

jlirgo Up,; =u q.t.p em B;(0)
de modo que uy, . ¢ uma subsequéncia de u,,;, entao a subsequéncia u,; ¢ tal

que
Up,;(z) = u(z), quando j — oo,Vz € R".
De fato, z € IR entéo existe i € INtal que z € B;(0), observe que para j > i,

temos que u,,; € subsequéncia de u,,;, logo

lim w,,;(z) = lim u,,;(z) = u(z).
j—o0 j—o0
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Portanto, existe u, (a menos de uma subsequéncia), tal que
U, = u qt.pem R
Observe que esta convergéncia nos garante que v € H'(IRY) é radialmente
simétrica e nao crescente com relacao ao raio r > 0.
Agora, seja Q(s) = s? + |s|'t1. A partir de (1.15) e (1.16), obtemos

Gl (S)
Q(s)

Sabemos também que

— 0 quando s — 400 e quando s — 0. (1.32)

sup Q(uy,) de = sup/ (u? + |u,|™) do
IR,N

n RN
= sup </ u? dr —|— |, | dx)
IR

— Sup(||un||L2 oy + el 2oy ) 27 = 11

<
Portanto,
sup Q(uy,) dr < 400; (1.33)
n RN
Gi(u,) = Gi(u) q.t.p RY; (1.34)
un(z) = 0 quando |z| — 400, uniformemente em n. (1.35)

Por (1.32)-(1.35) o Lema de Compacidade de Strauss (ver apéndice, Lema A.1)
nos garante:

Gi(uy,) doe — G1(u) dx (1.36)
RY RY

quando n — +o00. De (1.28), tem-se
n—+oo JIRN n—+oo JIRN
por (1.36) e em seguida aplicando o Lema de Fatou, a equagao acima implica em
G1(u) dx > Ga(u) dx + 1.
RN RN
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isto é,
V(u) = / G1(u) dx —/ Go(u) dx > 1. (1.37)
RY RN
Por outro lado, sendo a norma uma funcao semicontinua inferiormente e o fato

de que u, — u em H'(IRY), implicam que

T(u) < lim T(u,)=1.

n——+oo

Queremos mostrar que V(u) = 1. Suponhamos por contradi¢ao que V (u) > 1.

Entao, usando a mudanca de varidvel u,(z) = u(%) e tomando o = [V (u)] v,

tem-se

V(ug) =NV (u) =1

com 0 < o < 1. Além disso,
T(uy) = oV 2T (u) < o™ 721

No entanto, pela defini¢ao de I, tem-se I < T'(u,). Mas, isto implicaria que I = 0,

dai T'(u) = 0, isto é, u = 0 contradizendo o fato que V' (u) > 0. Dali,
V(u)=1 e T(u)=1>0.

Portanto, u é solu¢ao do problema de minimizagao (1.9).

Etapa 5. Conclusio. Desde que V e T sdo de classe C' em H'(IRY), existe um

multiplicador de Lagrange 6 tal que %T’(u) = 0V'(u), isto é,

VuVp da:zﬁ/ g(u)p dx, Yo € HY(IRY).

RN RN

Observe que € # 0. De fato, se § = 0 teriamos

/]RN |Vul? de = 0. /]RN glu)u dz =0, Yo € H(RY).

implicando em u = 0, no qual é impossivel, pois V(u) = 1. Vamos mostrar que
¢ > 0. Suponha por contradi¢ao que # < 0. Observe que V'(u) # 0 (V'(u) =0

resultaria que g(u) = 0 quase todo ponto em IRY, implicando que u = 0, desde
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que ¢(s) # 0 para s > 0 pequeno, contradizendo V' (u) = 1). Considere a funcao

w € D(IRY) (o espaco D(Q) é denominado o espaco das funcdes testes em Q) tal

que
V'(u)w = lim Viu+ew) = Vi(u) > 0,
e—0 g
para € > 0 suficientemente pequeno vale
V(u+ew) —V(u) >0,
ou seja,
V(u) < V(u+ew). (1.38)

Por outro lado, tem-se

lim T(u+ew)—T(u)

e—0 g

=T'(uw)w = 6,V'(u)w < 0,
pois 61 = 20 < 0. Entao, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, vale
T(u+ew)—T(u) <0,
isto é,
T(u+ew) < T(u). (1.39)
Fazendo v = u + ew com ¢ suficientemente pequeno, segue de (1.38) e (1.39) que
1=V <V@w)eTw) <T(u)=1.

Novamente, por uma mudanca de variavel, definisse

V() == v <£> )

g

com o = [V(0)]"% e o € (0,1) tal que V(v,) = 1 e T(v,) < I, o que é um

absurdo, pela definicao de I. Portanto, 6 > 0.

Entdo u satisfaz, ao menos em H'(IRY) no sentido fraco, a equacio

—Au = 0g(u) em RY
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e fazendo u (7)) = u (\%), obtemos

0
= e

e portanto, u ;5 ¢ uma solugao fraca para ().

(uyg) = —Auyg = g(uy) em RY

Observacao 1.1 Em dimensao N = 1e N = 2, no método usado na etapa 3 para
obter a limitagdo da sequéncia (u,,) apresenta falhas (lembrando que a dimensao
considerada neste trabalho ¢ N > 3). Na verdade, o método de minimizacao
restrita (1.9) ndo possui solu¢ao quando N =1 ou N = 2. A razdo desta falha é
que nestas dimensées, o fato de |Vu| ser limitada em L?*(IRY), por si s6, ndo nos
garante uma limitacao de u no espaco L'*(IR") (I < +00). De fato, analisaremos

separadamente cada caso:

Caso (i): N = 2. Por uma mudanga de varidvel, tem-se a seguinte relagao
T(us) =T(u), V(us)=0V(u).

Entao,

inf T(u)= inf T(u).
{V(u)=1} {V(u)>0}

Agora, suponhamos por contradi¢ao que ug é solugao de (1.9), tem-se

V(ug)=1 e T(ug) = {VI(%I;O} T(u).

Portanto, ug é um “minimo interior” para T'(u); assim 7" (up) = 0 e dai uy = 0,

uma contradi¢ao, pois V' (ug) = 1.

Caso (ii): N = 1. Neste caso, temos a seguinte mudanga de varidvel,
T(uy) =0 'T(u), V(us) = oV (u).

Escolhendo w € HY(RY) tal que V(w) = 1. Recordando que

A N
s—0t 8
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vejamos que existe 0y € (0,1) tal que V(6pw) =0 e V(fw) > 0 para 6y < 6 < 1.
Assim, V(fw) — 0T quando § — 6. Fazendo o(f) = [V (6w)]™ temos que
V(Owy ) = 1. Agora,

T(Owyg)) = [0(0)] ' T(0w) = 6>V (w)T (w).

Fazendo 6 — 0, isto mostra que {Vgn)f }T (u) = 0. Uma contradicao.
u)=1

1.4 Propriedades adicionais da Solucao.

Denotamos por u = u(z), V& € IRY, a solucdo para o problema ()
obtida pelo teorema (1.2). Para concluirmos a demonstracdo do Teorema
(1.1), consideraremos a regularidade de u na subsecao (1.4.1) e o decaimento
exponencial da mesma, obtido na subsegao (1.4.2). Por fim, na subsecao (1.4.3)
mostramos que u possui a¢gdo minima entre todas as solugoes possiveis de (),

isto é, que u é uma solugao ground state.

1.4.1 Regularidade.

Nesta subsegao, mostramos que a soluc¢ao obtida pelo teorema (1.2) é classica.

Notemos que a condigao (g3) nao é usada na demonstracao deste fato.

Lema 1.1 Sob as condicies (g1), (g2 bis), se u € H'(IRY) ¢ uma solugio de

(B) esfericamente simétrica, entdo u € C*(RY).

Demonstracao: Seja g : IR — IR uma funcao continua e impar que satisfaz as
condigoes (gl) e (g2 bis) (veja pagina 27). Tomando m,d,e > 0, por (g2 bis)

existe uma constante C' > 0 tal que

u<i<l = #<5<0+w42 (1.40)
s<u<m = W ocoputs (1.41)
u

40



m<u = =L <eu'<CHuv, (1.42)

de (1.40) a (1.42), obtemos que

=

‘%‘ < C+ |u|72 (1.43)

Sendo u € H'(IRY) a solugdo de (B), temos que u satisfaz a equacio

—Au = g(r)u em RY, (1.44)
o)
a@) ==
Por (1.43), tem-se
lq(z)] = ‘% < C 4+ Ju|7. (1.45)

Como u € HY(IRY) e N > 3, pelo Teorema de Imersoes de Sobolev, tem-se
u € L?" (IRY). Note que

2=

4 N
N—-2 2’

segue de (1.45) que

/ |q(x)|% dx </ |u|ﬁ% dx :/ lu|* dr < oo,
RN RN RN

portanto, q € L%(]RN ). Agora, usando o resultado de [14] (ver apéndice E,
pagina 80, lema (E.4)), obtemos que u € L? (IRY) para 1 < p < co. Fixado

loc

R > 0, como W'P(Bg) — C%(Bg), para p > N, tem-se u € L (IR"). Logo,

loc

g(u) € L2, (RY). Assim para estimativas L?, u € W2P(IRY) e consequentemente,

loc loc
u € CV*(IRY), a € (0,1).
Observe que, pelo fato de u(x) = u(r) = u(|z|) ser uma funcdo radial, o
laplaciano Au é dado por

N -1
r

—Au = —Uyp, — Uy

com

Lde

Sy O g
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De fato, como

r=la) = (af 4o a3)?
temos
Tai = 5 T T
Q(I%—l—---—i—x%)? r
Logo,
ou Or T;
’U/m = — = r——
Y Or 0x, r
e

2
Ty r—t\  ad 1 2?2
uxixi _urr__+ur 2 _urr_2+ur - T )
TrTr T T
donde,

N N N
—Auy=— E Uz, =
i=1

7 1 2?2

—Upyp E _2_ur E —— = | = —Upr —
- r -
=1

=1
como u satisfaz a equacao

~Au=g(u) em RY

tem-se (no sentido fraco)

— Uy — <NT_ 1) ur = g(u), 1€ (0,400)

novamente usando a teoria de regularidade, segue que u,, é continua em (0, +00).

Denotando v(r) = g(u(r)), vamos mostrar que u,, também é continua em r = 0.

Observe que v é continua em [0, +00). Reescrevendo (1.46) como

d
—d—(erlu,n) =N ly(r)
”

e, em seguida, integrando de 0 a r, obtemos

T
N, = —/ sV tu(s) ds,
0
implicando em

(1.46)



Fazendo uma mudanca de variavel s = rt, tem-se

1 r 1
N / (rt)N "o (rt)r dt = —r/ tN o (rt) dt,
0 0

ou

Observe que

1 1 N 1
, _ _ t v(0)
N-1 - N-1 = — = —=
11_1% i t" " o(rt) dt —/0 t" " (0) dt = NU(O) TN
Pela simetria radial, temos que u,(07) = —u,(07), no entanto, como w, existe

(pois, u € C*(IRY)), temos que u,(0") = u,(07). Dai, devemos ter u,(0) = 0.

Assim,
T u,(r) — u,(0)
urr(0) = iy r =0 T N

Além disso, pela equagao (1.46), tem-se

My, (r) = lim ((1 _ ) W))

li
r—0 r—0

Logo, u,, é continua em [0, +00). Portanto, u € C?(IRY).
|

Proposigdo 1.2 Se u € H'(IRY) N C*(RY) ¢ uma solucio de (%B) dada pelo
Teorema (1.2), entio u(x) > 0 para todo x € RY. Além disso, u é decrescente

em relagdo ao raio r, ou seja, u'(x) < 0 para todo r > 0.

Demonstracgao: Por hipétese, u satisfaz
—Au = g(u) em RY,
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com u > 0. Tomando C' > 0 suficientemente grande de modo que, para todo u,
Cu+ g(u) >0,

ou melhor, para todo s € IR,

Cs+g(s) >0,

entao

—Au+Cu=Cu+g(u) >0

implicando em

—Au+ Cu >0, em Bg.

Se existir xy € Bp tal que u(zg) = 0 (minimo nao positivo), pelo Principio do
Maximo Forte tem-se u = constante em Bpg, que é uma contradicao, pois u Z 0.

Portanto, © > 0 em IRY.

Agora, seja r > 0 arbitrario e definamos

v(z) = u(x) — min u(z), x € B,.

De —Au = g(u) > 0, tem-se
—Av=—-Au=g(u) > 0em B,.

Além disso,

v(z) = u(x) — HeliBn u(z) >0, Vz € B,.

Notemos que, pelo principio do maximo fraco, para xy € 0B,, temos

v(zg) = u(xg) — C1ﬂ(r€1}91r1u(:1:) =0.

Segue entao do Lema de Hopf (veja Apéndice E, Lema E.3), que

ou ov
a—n(fco) = 8_77(%) <0,

com 7 denotando a normal unitéria exterior e sendo u radialmente simétrica,

tem-se



como r > 0 foi considerado arbitrariamente, concluisse que u'(r) < 0, Vr > 0.

Assim, u é decrescente em relagao ao raio r > 0.

1.4.2 Decaimento Exponencial

O decaimento de u, | D“u| no infinito é provado no préximo lema.

Lema 1.2 Sob as condicoes (g1), (g2 bis), se u é uma solu¢ao radialmente

simétrica de (B), entdo
|D%u| < Ce %kl 2z e RY
para algum C,§ > 0 e para |of < 2.

Demonstracao: O decaimento exponencial de u no infinito decorre de um

argumento padrao de equagoes diferenciais ordindrias (ver [47]).

Pelo Lema (1.1) tem-se u = u(r) é de classe C?(IRY) e consequentemente,
satisfaz a equacdo (1.46). Fazendo v(r) = r"z u(r); segue que v = v(r) satisfaz

(N_ ].) N-3 N—-1

Uy = 9 r2u+r o2 u,
(§
p — N=DOV=3) s (N1 s (N2 s v
4 2 2
4 T
_ (N=D(N=3) ¢ wa y g(u) [ xa
= 172 (T U) _u (T u)
[ D=3 )],
472 U ’
fazendo
g(u(r)) (N —1)(N —3)




obtemos

Para r suficientemente grande, isto é, r > rq, tem-se

b

>
2

q(r) + %

(lembrando que pelo Lema Radial (B.1) na apéndice temos u(r) — 0 quando

r—0).

Seja w = v?, entdo w = w(r) verifica

1 >
SFWrr =V VVpr,
2 T
ou seja,
1 9 b 9 b
§wrr:vr+ q(r)+r—2 viv=uv, + Q(T)+7"_2 w.
Assim, para r > ry tem-se
Lo, mw muw
2 =T 2 — 27

implicando em

Wy > mw e w > 0.
Agora, seja z = e V™ (w, + /mw). Observe que z = z(r) verifica
2 = eV (—y/m) (w, + Vmw) + eV (w,, + Vmaw,) = e V™ (w,, — mw),

logo 2z, > 0 e portanto, z é uma funcao nao-decrescente em (ry, +00). Se existe

r1 > 1o tal que z(ry) > 0, entdo para todo r > r; tem-se
2(r) > 2(r1) > 0 & w, + Vmw > [2(r1)]eV™,

onde w, +w+/m nao é integravel em (r1, +00). No entanto, v? e vu, sdo integraveis
perto do infinito (para u € HY(RY)), de modo que w, e w sejam integraveis, uma
contradicao. Portanto,

2(r) <0 para r > r.
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Isto implica que

(e\/’%w>r = V" mw + eV w,
= V"™ (Vmw +w,)
- eVmr, Vmr,
_ vy
portanto,
<e\/mrw)T = e2Vmr, < para r > ry. (1.47)

Agora, definindo f(r) = eV w(r), com r > r1, por (1.47) tem-se f ndo-crescente,

isto é,

f(r) < f(r) =C < eV w(r) < C.
Portanto,

w(r) < Ce™vVmr
Agora,
Ce VM > u(r) = v? = (r¥u(r))2 =V u(r))?

segue que

lu(r)] < Or'Fe para 7 > 11, (1.48)

para certas constantes positivas C' e ry.

Para obtermos o decaimento exponencial de u,., observe primeiramente que

u, satisfaz

(M), = =N g(w), (1.49)

Portanto, usando (gl) e o decaimento exponencial de u é facil ver que para r

suficientemente grande, isto é, para r > ry tem-se

mafu] < lg(u)] < malul,
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com my > my > 0. Dali, integrando (1.49) em (r, R), usando (1.48) e fazendo
r — +00 e R — 400 mostramos que existe o limite de 7V, quando r — +oo0,
por (1.48) este limite s6 pode ser zero. Integrando (1.48) em (r, +00) temos que
u, tem decaimento exponencial. Por fim, o decaimento exponencial de u,, (e

assim |D%u(z)| para |a| < 2) segue imediatamente da equagao (1.46).

1.4.3 Acgao minima entre as solugoes de ().

Pelo resultado de [23] a solucao de () obtido pelo método de minimizagao
restrita na se¢ao (1.3) possui uma importante propriedade de minimizar a acao
entre todas as solugoes de (). A prova desse fato, que agora apresentamos,
baseia-se essencialmente na identidade de Pohozaev. Portanto é crucial, saber

que qualquer solucao de (%B) satisfaz esta identidade.

Teorema 1.3 Seja u a solugao de (B), obtida no Teorema (1.2). Entao para

qualquer solugao v de (P) tem-se

0<S(u) <S(w).

Demonstracao: Seja @ a solugao de (1.9) obtida no Teorema (1.2), de modo
que

V@) =1 e T(u)=min{T(w);w e H'(RY),V(w) = 1}.

Entao, como vimos anteriormente, existe um multiplicador de Lagrange 6 > 0 tal
que

— AT = 0g(u) em RRY,

e por hipétese, u = u(x) satisfaz

), vz e RY.

o &

u(x)—%—a(
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Pela Identidade de Pohozaev, tem-se

T(u) = ——=V(u), (1.50)

com as relacoes de mudanca de variavel entre u e %, obtemos

T(u) = 0" T(q) (1.51)

N4

V() =02V (w) =02, (1.52)
Substituindo (1.51) e (1.52) em (1.50), obtemos

N-2_

6 = WT(U)

Pelo corolario (1.2), o funcional agdo S para uma solugao de () é dada pela

expressao

Su) = +T(u).

Assim, substituindo (1.51) na equagao acima, obtemos

N-—2 —2

1w -+ @] -+ (55 T e

Sw) = 2N N

1
N
Portanto, s

S(U):%<%) " @y, (1.53)

Agora, seja v uma solugao arbitraria de (3), por (1.50) temos
0<T()=———=V(v). (1.54)
implicando que V' (v) > 0. Definindo

V() == v (g) com o = [V(v)]_%,

temos o > 0 tal que



dai
vo(x) € W = {w € HY(IRY), V(w) = 1}.

Usando a defini¢ao de o e por (1.54), obtemos

;= [ET@)}_}V - (%)ﬁ T ()] (1.55)

Por outro lado, pelas relagoes de mudanca de variavel ente v e v,, temos
T(v,) = o™ *T(v),

entao usando (1.55), segue que

N-2

ﬂ%%=K¥53)N[ﬂwJW

e, portanto,

Do corolario (1.2), tem-se

N-2
1 1 (N—=-2\~ _N
s = 310 = () T (1.56)
Sendo @ solugao do problema de minimizagao (1.9) e V(v,) = 1, tem-se
0<T(u) <T(vy)
implicando em
0 < [T(@]* < [T(u)]7,
isto é,
1 (N-2\'~ v 1 (N=2\'~ .
— (== o < — [ = el
o<y (Gv) " r@ =g (557) T e
e dai, usando as expressoes (1.53) e (1.56), obtemos
0 < S(u) < S(v).
|
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1.5 Demonstracao do Teorema (1.1):

Pelo Teorema (1.2), existe uma solucdo u € H'(IRY) de (B) que é positiva,
radialmente simétrica e decrescente com rela¢ao ao raio r > 0. Do Lema (1.1),
obtemos que u € CQ(RV) e, consequentemente, u > 0 em IRY e decrescente em
relagao ao raio. Além disso, o Lema (1.2) nos garante que u juntamente com suas
derivadas a menos de ordem 2 possuem decaimento exponencial no infinito.

Observagao 1.2 Por outro lado, pelo Teorema (1.3) concluimos que @ definido
em (7) estd bem definida. Além disso, se u € uma solu¢ao de (B) dada pelo

Teorema (1.2), seque do Teorema (1.3) que S(u) =, ou seja, u € ground state.
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Capitulo 2

O caso massa zero.

Como vimos na segao (1.2) do capitulo 1, quando ¢’(0) = 0 temos um caso
limite do ponto de vista dos resultados de existéncia. De fato, vimos que, quando
¢'(0) > 0 ndo ha solugbes para o problema (), enquanto para ¢'(0) < 0,
aplicamos o Teorema (1.1). Chamamos o caso ¢'(0) = 0, o caso massa zero.
Nesta secao, provamos um resultado de existéncia que é mais geral do que o

Teorema (1.1), pois também inclui situagoes onde ¢'(0) = 0.

Neste capitulo, considerasse N > 3 e o espago de Hilbert

D(RY) = {ue L* (RY): Vue L*(RY),i=1,2,..,N}, 2"=_——

N —2
1
ooy = ([ 19 )
IR,N

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito do espaco DLQ(]R,N),

munido da norma

recomendamos a referéncia [52].

Diferente do Capitulo 1, definisse ¢ : IRy — IR uma funcao continua

satisfazendo:

_ — 9(s)  N+2
(61) 9(0) =0 ¢ Tm =3 <0, com 1=
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(G2) Existe ¢ >0 tal que G(¢) > 0;

(G3) Seja (o = inf{¢ > 0; G(¢) > 0}. Se g(s) > 0,Vs > (p, entdo lim 9()

s—+oo S

= 0.

Teorema 2.1 Sob as hipdteses (G1)-(G3) existe uma solugio u positiva,
radialmente simétrica e decrescente com relagao ao raio r > 0 que satisfaz a
equacao

—Au = g(u) em RV,
tal que w € DY2(IRY). Além disso, u é uma solugdo cldssica, isto é, u € C*(IRY).
Demonstracao: Inicialmente, precisamos modificar a funcao ¢ da mesma

maneira que fizemos na segao (1.3) do Capitulo 1. Defina g : IR — TR como

segue:
(i) Se g(s) > 0 para todo s > (, defina g = g;
(ii) Caso contrario, se 3 5o > ( tal que g(sg) < 0, defina

g(s) em [0, s0]

0 para s> so.

Para s <0, g é definida (como g) por g = —g(—s). Novamente denotaremos por
g a fungao truncada g. Lembrando que g é impar e satisfaz as mesmas condigoes

que g e que solugoes de (K) com g sdo também solugoes de (K) com g.

Esta demonstragao, baseia-se no método de minimizacao restrita, tal como foi

visto sec¢@o (1.3) do Capitulo 1. Portanto, considere o problema
min{7T (w); w € DY*(IRY), |G(w)| € LY(IRY), V(w) = 1} (2.1)
com

T(w) = /}R Vulde e V)= [ Gw) dx

IRN

Dividiremos a demonstracao deste teorema em 3 etapas:
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5a. Existéncia de uma solugao para o problema de minimizacao (2.1);
5b. Existéncia de um multiplicador de Lagrange 6 > 0;

5c. Regularidade da solucao de (R).

Etapa 5a. Existéncia de uma solu¢ao para o problema de minimizagao (2.1);

Tomando a mesma funcao wgr usada na Etapa 1 da demonstracao do Teorema
(1.2) (pagina 28), observe que wr € D*(IRY). De fato, como wr € H'(IRY),
temos que Vwg € L?(IRY), entdo basta verificar se a funcao wy € L* (IRY). Pelo
Teorema de Imersoes de Sobolev (veja apéndice E), para N > 3, existe uma

constante C tal que

|wrll 2 rvy < Cillwrl] g ryy < oo

Assim, o conjunto
A= {we D*(RY); |G(w)| € L'(RY), V(w) =1}
é nao vazio. Seja (u,) € D“?(IRY) uma sequéncia minimizante para (2.1), isto é,
up € A e T(uy)d I =inf{T(w);w e A} quando n T +oc.

Podemos sempre supor, como na Etapa 2 do Teorema (1.1), que (u,) é nao
negativa, radialmente simétrica e nao crescente (De fato, se (|u,|) é uma sequéncia
minimizante, entao (u)) também é, onde (u) é a simetrizagao de Schwarz de |u,|;
Note que nio hé dificuldade em definir a simetrizacdo de Schwarz em D"?(IRY),

pois é andloga & definicdo de simetrizacao de Schwarz em H'(IRY)).

Assim, [|uy[|pr2ryy €, portanto, [[u,| 2« gv) permanecem limitadas (resultado

obtido na Etapa 3 do teorema (1.2), pagina 31-34).

Ap6s o truncamento de g, pela hipotese de (G3), existe uma constante M > 0
tal que
lg(w)| < [s[', [s] > M.
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Por outro lado, pela continuidade da funcao g, existe uma constante Cy > 0 tal

que
9(s)] < Ca, [s] < M.

Portanto,

(G3 bis) lg(s)| < Cy + |s]', s € R

Em seguida, integrando (G3 bis) em (0, u,,), temos
Glun)l < Colun] + (Co + 1)un|”

denotando wy o volume da bola unitaria, integrando em By a desigualdade acima,

obtemos

/ Glun)| do < CQ\BR|+/ (Co+ Dlun 2 da
Br Br

< CywyRY + (Cy +1) [sup/ | |* dx] :
B

R

fazendo C3 = Cowy e Cy = (Cy + 1) [Sup fBR || dg;], segue que

Br

Além disso,
|un| < B(r), (2.3)

em que ((r) é independente de n e

lim B(r) =0.

T—+00
De fato, pelo Lema Radial (B.2) (Apéndice B pégina 62), temos
2-N
un(@)| < Cnla|[ 2 [lullpre@y), |z| =1,

com C}y denotando uma constante que depende somente de N. Observe que,

como || V| 2 gy ¢é limitada, existe uma constante Cs > 0 tal que

2
[ullpraery = (/N [Vul® dl’) = Vullr2(rry < Cs
R
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e, tomando a = (N — 2)/2, tem-se

Cylz| ™ <r~®, r>0.

Assim,

lun ()| < Cyr™®

dessa forma, a > 0 depende apenas de N e C5 apenas de ||Vul|;2gy), a qual é

limitada. Portanto, fazendo 5(r) = Csr~¢, tem-se f(r) — 0 quando r — +o0.

Agora, como V(u,) = 1, temos

/ G(uy,) dr =1 —/ G(uy) dx
RN\Bgr Bgr

por (2.2), obtemos
RY\Br

Definindo g* = max{g,0}, ¢~ = (—¢)" de modoque g =gt —¢g~, g7, g~ >0

Gio) - | “gt(s) ds, Galz) = / "g7(s) ds.

Por (2.4) e por (2.5), obtemos
]RN\BR ]RN\BR
Como u,, é nao crescente, isto é,
0 <up(r) <u,(R), ser >R, neN,

por (2.3) e para R suficientemente grande, existe 6 > 0 tal que

0 < u,(r) < B(R) <6, uniformemente em n, (2.7)
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parar > R, n € Ne (R) — 0 quando R — +oo. Da condigdo (G1), dado

arbitrariamente € > 0, existe 6 > 0 tal que

(e 4+m)

Gi(s) < o

Is|, V|s| <8, 2" =141,

com m > 0, logo por (2.7), temos

(e 4+m)

o [un(r)”, v =R, neN. (2.8)

0 < Gi(ua(r)) <

Além disso, podemos supor £(R) — 0 quando R — +o00. Portanto,

/ G ()] dx < M/ i
RN\Bg 2 RN\ Bgr

uniformemente em n para alguma constante Cg > 0. Isto juntamente com (2.2),

¥ dr < @;—*m)c& (2.9)

mostra que |G (uy,)| é limitada em L'(IRY).

Sendo (u,) limitada em D"?(IRY), podemos extrair uma subsequéncia de (uy,),
a qual ainda denotamos por (u,), tal que u, — u fracamente em D“?(IRY) e tal
qual na pagina 35 podemos supor que u, — u q.t.p em IRV. Observe que esta
ultima convergéncia implica que u é nao negativa q.t.p em (]RN), radialmente
simétrica e nao crescente. Agora, usando (G3 bis), para qualquer R, desde que

u, ¢ limitada em H'(Bg), temos
/ Gi(uy) doe — G1(u) dx (2.10)

Br Br

quando n — +o00. Por (2.9), tem-se

/ |G1(up)| doz — 0 (2.11)
RV\Bg

quando R — 400, uniformemente com respeito a n. Entao por (2.10) e (2.11),

obtemos que

Gi(uy,) doe — G1(u) dx. (2.12)
RY RY

De V(u,) =1 e por (2.5), temos

RY RN
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segue que

n—o0 J RN n—o00 J RN

usando (2.12) no primeiro membro da equacao acima e o lema de Fatou no

segundo membro, tem-se

Gi(u) dx > 1+ Go(u) dx,
RY RY

ou seja, V(u) > 1 e também, G;(u), G2(u) € L'(IRY). Por outro lado, sabemos
que

T(u) < lim T(u,) =1

n—-+o00

Assim, como na demonstragao do Teorema (1.2), concluisse que V' (u) = 1, isto é,

u € AeT(u) = 1. Portanto, u é solugdo do problema de minimizagao (2.1).

Etapa 5b. Existéncia de um multiplicador de Lagrange 6 > 0;

Agora, vamos provar que existe um 6 # 0 tal que
—Au = 0g(u) em R,
Observe que u € H'(IRY) em qualquer regido
C.={r e RV, e<|z| <1/e}

para 0 < ¢ < 1. Denotando por D}? o espaco de fungoes radiais em D2

observamos também que u é uma solugao para o problema de minimizacao
min{7T(w);w € D w=uc (RV\C.),V(w) = 1}.

Este é um problema cléassico no calculo das variagoes, com 1" e V' funcionais

de classe C' em H'(C.). Portanto, existe uma constante 6 tal que
—Au = 0g(u)
no sentido de D'(C.), para todo € > 0. Isto é,
—Au = 0g(u) em D'(RY\ {0}).
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Para ver que a equagao acima é satisfeita na origem, usamos um resultado de [21]
sobre singularidades de solugoes elipticas semi-lineares. De fato, se u € H'(B)
satisfaz

—Au = 0g(u) em D'(B\{0})

e g verifica a condigao (G3 bis), entao a equacao também é aplicdvel na origem:
—Au=60g(u) em D'(RY).

A possibilidade # = 0 é descartada pelo fato que V(u) = 1. Também, podemos
eliminar o caso # < 0, pelo mesmo argumento usado na etapa 5 do Teorema

(1.2)(pagina 37). De fato, se w € D(IRY) ¢é tal que

/ g(uw)w dxr >0
]R,N

entao para 0 < 0 e £ > 0 suficientemente pequeno, a funcao v = u + cw satisfaz
V(v)>V(u)=1 e T(v) <T(u).

No entanto, como vimos por uma simples mudanca de varidvel isso é impossivel,
consequentemente, u € D(IRY) N H (IRY) satisfaz —Au = Og(u) em IRY, com

loc
0> 0.

Etapa 5c. Regularidade da solugao de ().

Usando uma mudanga de varidvel, encontramos que u 5 na qual denotamos
novamente por u nesta secao, é uma solucao positiva, esfericamente simétrica e

nao crescente de (). Escrevendo () como
—Au = q(z)u em RY,

onde ¢(z) = g(u(x))/u(z). Por (G3 bis), ¢ € Lf\off(]RN) Desde que u €
Hl

loc

(IRY), encontramos a partir de um resultado de [19] que v € L* (IR") para

loc

1 < p < 0o0. Argumentado como antes, vemos que u € CQ(RV).
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Apeéendice A

Lema de Compacidade de Strauss

Recordamos aqui um resultado de compacidade (usado na segao (1.3)) devido

a Strauss [55].

Teorema A.1 Seja P e (Q : IR— IR duas funcoes continuas satisfazendo
P(s)
Q(s)

Se u, : RY — R ¢ uma sequéncia de fun¢ées mensurdveis tal que

— 0 quando |s| — +oo.

sup /]RN |Q(un(x))| doe < +o00

e P(uy(z)) = v(x) quase sempre em IR, quando n — +oo. Entdo para qualquer

conjunto de Borel B limitado temos
/ |P(un(z)) — v(z)| dr — 0 quando n — +oo.
B

Se além disso assumirmos que

P(s)
Q(s)

e uy(z) = 0 quando |x| — +00, uniformemente em n, entio P(u,) converge para

— 0 quando |s| -0

v em L'(IRY) quando n — +oo.

Demonstragao: Veja [9], pagina 339. m
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Apendice B

Alguns Lemas Radiais

Enunciamos aqui, alguns lemas radiais tteis sobre o decaimento uniforme no

infinito de certas fungoes radiais. O primeiro é devido novamente a Strauss [55].

Lema B.1 Seja N > 2. Toda funcdo radial uw € H'(IRY) € igual ¢.t.p. em RY a
uma fungao U(x), continua para x # 0, tal que

(1-N)

U@)| < Cnlz[ = fJullpwyy, 2] = an, (B.1)

com Cy e ay dependendo somente da dimensao de N.

Demonstracao: Veja [9], pagina 340. -

Em seguida, enunciamos um lema radial (da mesma maneira que o lema
anterior) para o espaco D“?(IR"). Lembramos que D“?(IR") denota o fecho de
D(IRY) para a norma

T / Vel? dr.
]I{N

Entdo (ver [52]) pela desigualdade de Sobolev, DV2(IRY) «— L*'(IRY), para N > 3,

2N
com 2¥ = ——-

N -2
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Lema B.2 Seja N > 3. Toda funcio radial u € DV?(IRY) € quase sempre igual

a uma fungao U(x), continua para x # 0, tal que
2-N
U(2)] < Cnlz| 2 lullprz@yy, 2] =1, (B.2)

com C'y depende somente de N.

Demonstragao: Veja [9], pagina 340. -

Lema B.3 Se u € LP(RY), 1 < p < 400, é uma fungdo radial nio crescente

(isto é, o < u(x) < u(y) se |x| > |y|), entao tem-se

Demonstracao: Veja [9], pagina 341.

Denotamos por H!(IRY) o subespaco de H'(IR) formado por funcoes radias.

Um importante corolario do Lema (B.1) é
Teorema B.1 A imersio H}(IRY) — LP(RY) é compacta, para 2 < p < 22.

Demonstragao: Veja [9], pagina 341.
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Apéndice C

Alguns resultados sobre

simetrizacao de Schwarz

Recordamos aqui, sem provas, as propriedades basicas da simetrizacao de
Schwarz. Primeiro, vamos lembrar a definicdo do rearranjamento esférico (ou

simetrizac¢ao) de uma funcao.

Seja f € L'(IRY); entdo f*, a funcio simetrizacio de Schwarz de f, é uma

fungao mensuravel, radial e ndo crescente (em r) tal que para qualquer o > 0,

pf" = a} = pflfl = af,

com u a medida de Lebesgue. E obvio, que

| e[ Py as

para toda fungao continua F' tal que F'(f) é integravel.

Referencia: Veja [9] pagina 341.

Uma propriedade fundamental de f — f* é a seguinte:
Desigualdade de Riesz. Seja f,g € L*(IR"); entdo
fle)g(@) de < | f(2)g"(2) da. (C.1)
RN RN
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Desta desigualdade otemos

£~ —9*||L2(1RN) <|f _9||L2(]RN)7 f,9€ L2(IRN)' (C.2)

Outro consequéncia importante da desigualdade de Riesz é o seguinte resultado:

Seja u € DM?(IRY) se N > 3 (respectivamente, em H'(IR") para qualquer N).
Entdo u* € D“?(IRY) (respectivamente, para H'(IRY)) e tem-se

/IRN \Vu*(z)| dx < /]RN |\Vu(z)|® de (C.3)

Este resultado é essencialmente conhecido (veja [34]), mas com requisitos de
regularidade forte. Lieb fez uma demonstracao simples e mais geral usando
somente a desigualdade de Riesz e a propriedade de simetria da solucao
fundamental da equagao do calor (veja [38]). Embora o resultado tenha sido
estabelecido apenas o caso de funcdes em H'(IRY), o caso u € D"?(IRY) segue de

um simples argumento de densidade.

Referencia: Veja [9] pagina 342.
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Apendice D

Alguns funcionais de classe C!

em H!'(RV)

Enunciamos aqui algumas afirmacoes sobre o carater de certos funcionais

definidas em H'(IRY).

Antes disso, faremos uma breve revisao sobre diferenciabilidade de funcionais

em Espacos de Banach.

Definicao D.1 Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — IR,
dizemos que I possui derivada de Gateauxr no ponto u € X quando existe um

funcional Ty € X' tal que
lim I(u+tv) — I(u) — Tyv
t—0 t

=0, YwelX.

A Derivada de Gateaux no ponto u, quando existe, é unica. Vamos denota-la

simplesmente por DI (u).

Definicao D.2 Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — IR,
dizemos que I possui derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um
funcional T € X' tal que

11m[(u+v)—](u)—Tv

=0.
w0 o]l x
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A Derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é unica. Vamos denota-la

simplesmente por I'(u).

Definicao D.3 Sejam X um espaco de Banach e U um aberto em X. O
funcional I € CY(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e é continua em

U.

Observagao D.1 (a) A derivada de Gateaux é dada por

DI(u)v = lim futto) = I{u)

t—0 t

(b) Se I é diferencidvel a Fréchet entao € diferencidvel a Gateaux.

Proposicao D.1 Seja X um espaco de Banach e U uma aberto em X. Se I

possui deriada de Gateauz continua em U entio I € C*(U,R).

Demonstracao: Seja u € U e DI(u) a derivada de Gateaux em u. Definindo
a funcao f : [0,1] — Rpor f(t) = I(u + tv), pelo Teorema do Valor Médio (ver
Teorema (E.6) na Apéndice E), existe ¢t € (0, 1) tal que

FQQ) = f(0) = f'(to),

isto é,
I(u+h) —I(u) = DI(u+ tov)v. (D.1)

Assim, subtraindo DI(u)v de ambos os membros da equagao (D.1), obtemos

|[I(u+h)—I(u) — DI(u)v| = |DI(u+ tov)v — DI(u)v|

< |[DI(u+tov) = DI(u)|xvllx.  (D.2)

Desde que I possui derivada de Gateaux continua em U, entao dado € > 0, existe

d > 0 tal que, para qualquer ||h|| < §, tem-se
|DI(u+ tyv) — DI(u)||x < €.
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Entao, segue de (D.2) que

[(u+h) = I(u) = DI(u)v| < eljv]x.

Dai concluimos que [ possui derivada de Fréchet continua. Portanto, I €

O (U, R).

Lema D.1 Seja T : HY(IRY) — R o funcional dado por
T(u) :/ Vul? de, Vue H'(RY)
IRN
estd bem definido e ¢ de classe C* em H'(IRY), com

T (u)p = 2/]RN VuVe dr, Yu,¢ € H'(IRY).

Demonstracao: Observe que T esta sempre bem definido para qualquer que

seja u € H'(IRY). Além disso, para u, ¢ € H'(IRY) e h # 0, tem-se

T(u+ ho) — T(u) 1
h 7 ( V(u + ho)|? dx—/N|Vu|2 dm)
_ 1 ( V(u+ hé)V (u + ho) dm—/ Va2 dm)
h -
1
= 7 ( Vuve dz + h2/N Vol daz)
Portanto,
DT(u)¢ = lim Tlut hi) — T _ | Vv da.

Logo, T possui derivada de Gateaux para todo u € H 1(]R,N) Pela Proposicao
(D.1), é suficiente mostrarmos que DT é continuo em H'(IRY). Com efeito, dado
uy € H'(IRY), seja (u,) uma sequéncia e H'(IRY) tal que u, — up em H'(IRY).
Para ¢ € H'(IRY), com 10l g1 vy < 1,

| DT (uy)p — DT (ug)p| = V(u, —ug)Vo dx

< /IRN IV (u, — o) || V0| da

’H{N
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Da desigualdade de Holder (veja apéndice E, teorema (E.7)), tem-se

DT ()0 - DTl < ([ 1900~ w)l? dac)é ([, o ac)

< lun = UOHHl(]RN)'

Portanto,

DT (un)=DT (uo)||(gnmevyy = sup DT (un)d—DT (uo)d| < [Jun—2o|| 1wy,

Hd’”Hl(]RN)Sl

mostrando que DT é continuo e, com isso, T € C'(H*(IRY);IR). Além disso,

T'(u)p = DT (u)p = 2 VuVeo dr, Yu,¢ € H'(IRY).

IRN
|

Teorema D.1 Seja Q um dominio limitado, reqular em RY, com N > 3. Seja

g € C(IR) satisfazendo g(0) =0 e

_ N+2
lim l9(s) < 400, [ = —+ (D.3)
s—+00 ‘s‘l

Entao o funcional
t
V(u)—/G(u(:v)) dx, com G(t)—/ g(s) ds
Q 0
¢ bem definido e de classe C' em H'(Q). Além disso, tem-se

(V'(u),v) = /Qg(u(:c))v(:c) dr, u,ve€ H'(Q). (D.4)

Demonstracao: Veja [9], pagina 343. -

Teorema D.2 Seja N > 3 e seja g uma funcgao continua em IR satisfazendo:

g(0) =0, a condi¢cdo (D.3) e

i 9O o (D.5)
s—0 ’S’
s#£0
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Entao, o funcional
V(u) :/ G(u(x)) dz
RN

¢ bem definido e de classe C* no espaco H'(IRY). Além disso,

V'), 0) = /}R g(u(@)e(e) dr, wv e H(RY)

Demonstracao: Veja [9], pagina 344.

69

(D.6)



Apeéendice E

Resultados Gerais

5.1 Identidade de Pohozaev

Repetiremos aqui o enunciado da Proposicao (E.1), para um melhor

entendimento.

Proposicao E.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha g : R— R uma funcao
t

continua tal que g(0) =0, G(t) = / g(s) ds e u satisfaz
0

—Au=g(u) em D'(RV),
onde D’(]RN) ¢ 0 espaco das distribuicoes sobre RY . Assuma, além disso, que

u € LS (RY), Vu e L*(IRY), G(u) € L*(IRY).

loc

Entao u satisfaz

2N

2 —
/]RN \Vu|* dx = N2 )i G(u) dx (1.6)

o)
loc

Observacao E.1 A condicio v € L (IRN) pode ainda ser enfraquecida.
Enquanto as condigies Vu € L*(IRY) e G(u) € L*(IRY) sdo necessdrias para que

a integrais em (1.6) facam sentido. Note também que por causa de u € L§S (]RN),

loc
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a teoria de reqularidade padrio (veja se¢io (1.4.1)) mostra que u € W2Y(IRY)

loc

para qualquer q, 1 < g < 400.
Demonstragao: Multiplicando a equacao
—Au = g(u)

por zVu, com z € IRY e integrando sobre By, com R > 0 arbitrario, obtemos

/B (—Aw)(2Vu) de = / o(u) (xVu) da. (E.1)

Br

Fazendo

(A) :/B (—Au)(xVu) dx

(B) = / 9(u)(xVu) d,

0

usando o fato que a—%(G(u)) = g(u)u; e denotando por n = (n',n? ...,n")

a

normal exterior unitaria, segue que
Al
B) = [ S G d
Br ]z:; 83:] J

Br 21 9Br j—1

= —N G(u) dz +/ G(u)xn dS,

Bpr O0BRr

— N[ Gude+r / G(u) dS, (B:2)

Bpr OBRr

Por outro lado, tem-se

() = /B—iuiu ”

i=1 j=1
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N N

_ / ZUZZ Oiju; + xjus; dr —/ Zum ijuj S
Br =1

Jj=1 9BR =1

_ : AT P
_ / [yvuy+za ( 5 >x]]daf: RaBRﬁnade

2
= / |Vul? dz — / Z [Vl ———0;; dx —I—/ Z |Vu| 7 dS, +

R] 1 3BR] 1
—R/ 8_u dS,
a8 | 0N
2
= / |Vul? dr— |W|2dx+§ |Vul?dS, — R Ou dsS,
B 2 Jpg 2 JoBg o8y |ON
2-N 2
= (—)/ Vultde+ 2 [ |vup de—R/ 9ul s, (8.3)
2 Br 2 Jong o8y | ON
Substituindo (E.2) e (E.3) em (E.1), obtemos
2N
/ |Vu|? do — —— G(u) de = (C) (E.4)
Br N_2 Br
com
2R oul’ 1
C———/ G(u de—l—/ —| = =|Vul* | dS,| .
©)=-5=3 [, ¢ m(an . \) ]

Vamos agora mostrar que (C) converge para 0 para pelo menos uma sequéncia

R,, — +00 adequadamente escolhida. Temos que

I(C)] <2R UaBR (IG(w)] + [Vul?) dsx] . (E.5)

As condigoes (gl) e (g2) implicam que existe uma constante C; > 0 tal que
lg(s)| < Culs|', Vs € R

e dai,

|G(s)| < Oyls|'™, Vs € R,
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com Cy = Cy/l+1 > 0. Portanto,
/ (IG(u)] + |Vul?) dz < +oo.
RN
Por coordenadas polares (ver apéndice E, Teorema (E.5)), temos

/Om VRN (IG@I+IVul’) dfﬂ} dR:/RN (1G(u)| + |Vul?) dz < +o0 (E.6)

Portanto, existe uma sequéncia R,, — +oo tal que

R, (IG(w)] + |Vul*) dS, =0 (E.7)

dBr,

quando n — +o00. De fato, se

lim R/ (IG(w)] + |Vul’) dS, =a >0,
0Bn,

R—+o00
terifamos a existéncia de um numero Ry > 0 tal que

R/ (IG(u)| + |Vul?) dS, > S, VR > Ry
0B, 2

e dai,

a [T 1
dR > — — dR =
_Q/Ro J) +o0

/Om [/aBRn (IG@)| + |Vul?) dS,

contradizendo (E.6). Entao, da desigualdade (E.5), temos que (C) converge para

0 se escolhermos R = R,, e se considerarmos o limite de n — +o00. Por outro

lado, fazendo
Ja(@) = |Vu(@) X, (2) € ha(2) = Glu(2))Xp,, (2),
temos que

fa(@) = [Vu(@)P, | ful = [Vul*Xp,, | < [Vul* € L'(RY)

ha(z) = G(u), |ha| = |G(u)Xp,, | < |G(u)] € L'(RY),
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pelo Teorema da Convergéncia Dominada (veja apéndice E), obtemos

/ |Vul? dz :/ \Vul*Xp,, dx :/ fn dx —>/ IVul? d
Br,, RN RN RN

RN RN

/B G(u) do = /}R Gu) X, dv = / he dz — | G(u) do

quando n — 4o00. Entéo, segue de (E.4), escolhendo R = R,, e passando o limite

n — +00, que
2N

2 —
/]RN\Vu\ dfo_z ]RNG(u) dx.

5.2 Multiplicadores de Lagrange para dimensao
infinita

Para a demonstracao do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para

dimensao infinita, é necesséario o seguinte lema:

Lema E.1 Seja X um espaco de Banach. Suponha que J, F : X — IR sdo de

classe C1. Se para algum xo € X podemos encontrar v,w € X tais que
J'(zo)v F'(wo)w # J'(wo)w F'(wo)v,
entao J nao tem um extremo local em xg, mesmo quando restrito a

M={zeX:F(x)=F(x0)}.

Demonstragao: Suponha zg,v,w € X como na hipdtese Consideremos ¢ :

IR? — IR? definida por
p(s,t) = (f(s,1),9(s,1)),
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onde f(s,t) = J(zo+ sv+tw) e g(s,t) = F(xo+ sv +tw), para cada (s,t) € IR.
Notemos que a fungdo ¢ ¢é de classe C' e que, se [J,(0,0)] denota a Matriz

Jacobiana de ¢ no ponto (0,0), entdo:

detl 1, (0,00 = | 7 T I F ey — T @) F(zo)o £ 0.
J(xo)w F'(xo)w

Segue entdao do Teorema da Funcao Inversa (veja [40]) que existe uma
vizinhanga V' de (0,0) e uma vizinhanga W de ¢(0,0) = (J(xg), F(zo)) tais
que ¢ : V — W é um difeomorfismo.

Seja Bs(xo) C X, com 0 > 0, uma vizinhanga de zo em X. Vamos mostrar
que existe yo € M N Bs(zo) tal que J(yo) > J(xo). Desse modo zp ndo pode ser
um maximo local de J restrito a M. Para tanto, tome 6’ > 0 suficientemente

pequeno tal que By(0) C V e, além disso,

)
§ < .
[ollx + [[w]|x

(E.8)

Assim, ¢ 50) ¢ um difeomorfismo entre By (0) e W = ©(By(0)) ¢ W. Como
s’

W é aberto, podemos tomar ¢ > 0 pequeno de modo que (J(zo)+e¢, F(xg)) € w.
Entao existe (sg,ty) € By /(0) tal que ¢(sg,t0) = (J(xo) + €, F(xp)), isto é,

(J(wo) + &, F(z0)) = (50, t0)
= (f(s0,t0), 9(50,%0))
= (J(xo+ sov + tow), F (o + sov + tow))

Dali,
J(zo + sov + tow) = J(z0) + € > J(x0)
F(xg 4 sov + tow) = F(xo)

I0)



Afirmamos que yo = zo+Sov+tow € MNBs(xg). De fato, como F(yo) = F(zo)
entdo yo € M. Agora, como (Sg,ty) € Bs(0), podemos usar (E.8) para concluir

que

llyo — zollx = |[[sov — tow||x

IN

[sol [v]lx + [to] [lwl]x
< [(so, to) [([[v]lx + llwl]x)

< §(llollx + lwllx) <3

Portanto, yo € Bs(zg). De J(yo) > J(zp) concluimos que xy ndo é ponto de
maximo local de J restrito a M. De maneira andloga podemos mostrar que
2o nao pode ser ponto de minimo local da restricao de J a M. Isso conclui a

demonstracao.

Teorema E.1 (dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um Espaco de

Banach, J,F € CY(X,R) e xg € X um extremo local de J restrito ao conjunto
M={xe X :F(x)=F(xo)}.
Se F'(x¢) # 0, entao existe 0 € IR tal que
J' (z0)v = 0F (z0)v
para qualquer v € X. O numero 6 é chamado Multiplicador de Lagrange.

Demonstracao: Fixemos w € X tal que F'(zo)w # 0. Desde que zp é um

extremante local de J restrito a M, do Lema (E.1) tem-se, para cada v € X,
J (o) vF (z0)w = J' (z0)wF' (xq)v

w
Tomando 6 = , obtemos o resultado desejado.
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5.3 Resultados de convergéncia

Lema E.2 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de L' tal que
(a) Para cada n, f,(x) >0 ¢.t.p em Q.
(b) sup/ fo(z) dx < co.

n Ja

Para cada x € Q ponha f(x) = lim f,(z). Entao f € L'(Q) e
n—oo

[ 1w e <iim [ ) v

n—0

Demonstracao: Veja [16] pagina 90.

Teorema E.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja

) uma sequéncia de funcées em LY(IRY). Suponhamos que
(fn) q fung P q

(a) fu(x) = f(x) ¢.t.p em Q.

(b) Existe uma fungio g € L*(Q) tal que para cada n, |f.(x)| < g(z) q.t.p em
Q.
Entao, f € L' e ||fn— flli — 0.

Demonstracao: Veja [16] pagina 90.

5.4 Fatos de Calculo

Nesta secdo, assumimos €2 um subconjunto aberto, limitado de IRY e 9Q é C.
Teorema E.3 (Integragao por partes) Seja u,v € C'(Q). Entdo

/umiv dx:—/uvxi dm—i—/ won; dS, (i=1,...,N)
Q Q aw

Demonstragao: Veja [26] pagina 628.
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Teorema E.4 (Formulas de Green) Seja u,v € C%. Entdo

ou
a Aud:z:/ — dS.
()/Q aq ON

b VuVou dr = — wAv d(L’—l— —U ds.
Q Q o0 o1

c uAv — vAu dr = u— —v— dS.
(€) /Q o On In
Demonstracao: Veja [26] pagina 628.

Teorema E.5 (Coordenadas polares)

(a) Seja f:RY — IR uma funcdo continua e somavel. Entdo

o= (L 75}

para cada ponto xy € RY.

) Lot
dr Br(w0) 9B (w0)

Demonstragao: Veja [26] pagina 628-629.

(b) Em particular

para cada r > 0.

Teorema E.6 (Teorema do Valor Médio) Dada f : Q — IR diferencidvel em
todos os pontos do segmento de reta aberto (a,a+v) e seja continua sua restri¢do

ao segmento fechado [a,a+v] C Q@ C RY. Eriste 0 € (0,1) tal que

N of
fla+v) = fla) =3 3 -(a+0v)- a;

onde v = (aq, ..., an).
Referéncia: Veja [40] pagina 138.

Teorema E.7 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP eg € L7, ondep > 1
e L+1=1 Entio, fg€ L' ¢ ||fglle < [Ifllzllgllss.

Demonstragao: Veja [7] pagina 56-57.
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5.5 Resultado de imersao

Teorema E.8 (Teorema de Imersoes de Sobolev) As sequintes imersoes

sao continuas:

HY(RY) — LP(RY), 2<p<oo,N=1,2; (E.9)
HY(RY) — LP(RY), 2<p< 2" N >3; (E.10)
DM(RY) — L*(RY), 2<p<2" N<3. (E.11)

Referéncia: Veja [52], pagina 9.

5.6 Principios de Maximo

Teorema E.9 (Principio de Maximo Fraco) Seja Q@ C RY wum conjunto
aberto e limitado, u € C*(Q) N C(Q) e L um operador diferencial eliptico de

sequnda ordem da forma
N N N
Lu=— g E AijUze; + E bity,
i=1 j=1 =1

com coeficientes a;j,b; continuos. Valem as sequintes afirmacaoes:

(a) se Lu <0 em Q, entdo max u(zr) = max u(z);
zeQ €002

(b) se Lu >0 em 2, entdo min u(x) = min u(x).
zeQ) €N
Demonstracao: Veja [26] pagina 327-329.
Lema E.3 (Um refinamento do Lema de Hopf) Sejam Q@ < RY um

conjunto aberto, u € C?(Q) e ¢ € L=(Q). Suponhamos que

—Au+cu>0 em £,

u>0 em €,
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com u ndo identicamente nula. Se para algum xo € I temos u(xg) = 0 e

satisfaz a condi¢ao da bola interior em xq, entao

Ou

87] (.CE()) < O,

com n denotando a normal unitdria exterior.
Demonstracao: Veja [26] pagina 519-520.

Teorema E.10 (Principio do Maximo Forte) Seja Q@ ¢ RY um conjunto
aberto, limitado e conero, u € C*(Q)NC(Q) e L um operador diferencial eliptico
de sequnda ordem da forma
N N N
Lu=— Z Z QjjUz;z, + Z bluxl
i=1 j=1 i=1

com coeficientes a;j,b; continuos. Valem as segquintes afirmacoes:

(a) se Lu < 0 em Q e existe 1 € § tal que u(x;) = max u(x), entdo u €
Tl
constante em €,

(b) se Lu > 0 em Q e existe xo € Q tal que u(ry) = min u(x), entdo u €
TS
constante em €.

Demonstracao: Veja [26] pagina 333.

5.7 Resultado de regularidade

Lema E.4 (Lema de Brezis-Kato) Seja Q um dominio em R e seja g :

Q x IR— IR uma funcao Carathéodory tal que para quase todo x € Q) vale

l9(z, u)| < a(z)(1 + |ul)

N/2

o (Q). Suponhamos que u € Hl’Q(Q) seja uma solucao fraca

com a fungdo a € L o

da equacao

—Au=g(.,u) em Q.
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Entio u € LY (Q) para qualquer ¢ < +o0. Seu € Hy*(Q) e a € LN?(Q), entdo

u € L9(Y) para qualquer ¢ < +00.

Referéncia: Brezis e Kato [14].
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