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Resumo

Nesta dissertagao, vamos mostrar a existéncia de uma solucao semi-nodal para

um sistema FitzHugh-Nagumo do tipo

—Au = f(x,u) —v em {2,
—Av = du — v em (),
u=v=0 sobre 02,

onde Q é um dominio limitado em RN, § > 0, v > 2V e f é uma funcio

superlinear de classe C' com crescimento subecritico.

Palavras-chave: Sistema Eliptico, Métodos Variacionais, Solu¢ao Nodal.
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Abstract

In this work, we show the existence of a semi-nodal solution to a FitzHugh-

Nagumo type system

—Au = f(x,u) —v em {2,
—Av = du — v em (),
u=v=>0 sobre 0f2,

where Q is a bounded domain in RV, § > 0, v > 2v/0 and f is a superlinear C"

class function with subcritical growth.

Key Words: Elliptic System, Variational Methods, Nodal Solution.
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Notacoes

o [P() ={u:Q— R émensuravel e |u|,;, < oo}

B =

i |u’L1}(Q) = (fQ |ul” dx) .
o L2(Q) = {u:Q — R é mensuravel tal que |u(z)| < C q.t.p em Q}.
® |Uulpwq) = |ul, = nf{C; [u(z)| < C q.t.p em Q}.

e 00, Q, |Q|:fronteira, fecho e medida de Lebesgue do conjunto £,

respectivamente.

o WP(Q) = {u e LP(Q); D*u € LP(Q) onde |a| < m}.

o lullymoey = (S0 1Dl ))
o W""(Q) = Cr ().
o HL(Q) ={ue L*Q); D*ue L*(Q) onde |a| < 1}.

o Hy() = C5°(9).

o ulluyioy = (Jo[Vulda)?

e Br(0): bola aberta de centro em 0 e raio R.

e Para D C H}(Q) e R > 0, tem-se, Br(D) = {u € H}(Q) : dist(u, D) < R}.

e C(Q) ={u:Q—R; D com |a] < m, sdo continuas em Q}.



CP(Q) ={u € C™(Q); supp(u) é compacto}.

C™(Q) = {u € C™(Q); D é limitada e uniformemente continua em Q}.
Cm2(Q) = {u € C™(Q); D*u é a-Holder continua}.

ut(z) = max {u(x),0}.

v~ (z) = min{u(x),0} .



Introducao

Nesta dissertagdo vamos mostrar a existéncia de uma solugao semi-nodal [Veja

a Definigao 0.1] para o seguinte problema

—Au = f(x,u) —v em Q,
(S) —Av = du — v em (),
u=v=0 sobre 0f2,

onde Q C RN, N > 1, 6 um dominio regular limitado, v, § > 0 sdo constantes reais

e f: QxR — R éuma funcio de classe C' verificando as seguintes condicoes:

(f1) f(z,0) =0, para quase todo = € €.

(f2) Existem ¢; € (0,A1),c2>0e0<p<2*—2se N>3ep>0se N=1ou

N = 2, tais que
|f(x,t) = f(z,9)] < (e + (|t +[s]") [t —s], Vt,seRexeQ,

onde \; denota o primeiro autovalor de (—A, H}(Q)) e 2* = 2N/N — 2
para N >3e2*=0c0se N=1ou N =2.

(fs3) Existe 6 € (2,2%) tal que

t
0<0F(x,t) < f(x,t)t, V|t| >0, onde F(z,t) :/ f(x, s)ds.
0

(f1) f é nao decrescente em t € R, para quase todo = € €.



Um exemplo de fungao que satisfaz (f1) — (f1) é dado pelas nao linearidades
da forma f(z,t) = a(z)|t|’t, onde 0 < p < 2* — 2 para N > 3 e p > 0 para
N =1ou N =2, onde a(x) € L®(f) é uma funcio continua em , nio negativa

e positiva sobre um conjunto de medida positiva em (2.

Com efeito, a condigao (f1) segue pois f(x,0) = a(z).0 = 0 quase todo z € €.
Para obter (f;), basta notar que para t > 0 temos f(z,t) = a(x) |t|" t = a(z)tP*?,
continua em [s,t] e derivavel em (s,t), assim, pelo Teorema do Valor Médio [ver
Teorema A.3 no Apéndice A] existe £ € (s,t) tal que

‘f(%t) — f(z,5)
t —

S

= [f(z, 9]

Logo,
[f(2,t) = flz,8)| = ' (2, O |t — ]
= a(z)(p+ 1) [ [t —s|.

Desde que ¢ € (s,t), tem-se |¢| < |s| + |t|. Logo,

[ (@,t) = [z, 8)| < laly (p+ 1) (Is| + [])? [t = s

<clp+D(Isl” + [t [t — s/

Portanto,

[f(z,t) = fz,8)| < (er +c(p+1) (Is]” + [¢[")) [t = 5],

onde ¢(p+1) > 0ec; € (0,\). Parat < 0 temos f(z,t) = a(x)(—t)Pt e os

argumentos sao 0s mesmos.

Mostremos agora que f satisfaz a condicao (f3). Note que

F(x,t) = /Otf(x, s)ds = /Ota(:r;)|s|psds

t
ga(x)/ |s[P*ds
0

2
[t (It["t) ¢

p+2

< a(z) = a(z)

p+2



Portanto,

0<OF(x,t) < f(z,t)t, V|t| > 0.
onde 0 =p+2 € (2,2%).
Mostremos a condicao (fy).

Considere t < s e note que p+ 1 > 1. Vamos ter os seguintes casos:

Caso 1) t,s > 0. Nesse caso, temos
f(z,t) = a(x)|t|Pt = a(x)tP*t e f(x,s) = a(z) |s|" s = a(z)s”T.
Assim, desde que t < s e a(z) > 0 temos
f(z,t) = a(x)t’*! < a(x)sP™ = f(x,s).
Caso 2) t,s < 0. Nesse caso, temos
Fo,t) = ala) (1t = a(@)(—0Pt ¢ F(, ) = a(e) 51" s = a(x) (~s)’s.

Desde que t < s < 0, temos —t > —s > 0. Assim, como p+ 1 > 1, tem-se

(=)t = (=spthe
a(x)(=t)"(~t) > a(z)(=s)"(=s),
pois a(z) > 0. Portanto,
fx,t) = a(z) (=)t < a(x)(—s)s = f(z,s).
Caso 3) s >0 et <0. Nesse caso, temos

f(z,t) = a(x) [t|Pt = a(x)(—t)’t <0 e f(x,s) = a(x)|s]’ s = a(x)s"T! > 0.

Assim,

fla.t) = a(@)(=t)"t < a(2)s"" = f(z,s).
Logo, a funcao f(z,t) = a(z)|t|’t com t € R, satisfaz as condigoes
(f1) = (fa)-



Neste trabalho, estudamos o artigo [2]. Esta classe de sistema aparece no
estudo de estados estaciondrios para o sistema FitzHugh-Nagumo [14, 24], que é
um sistema de reagao em difusao [Veja por exemplo G. M. Figueiredo [13] e F. J.
S. A, Corréa [10]] de duas varidveis derivadas a partir do modelo de propagagao
do impulso nervoso de Hodgkin-Huxley [18]. De uma forma conveniente ele pode

ser escrito como:
w = Au+ f(x,u) em Q,

vy = Av + du —yv em €,
u=v=>0 sobre 0f2.
As incégnitas u = u(z,t) e v = v(x,t) representam o potencial elétrico e a
concentracao de fon acoplada & membrana celular no ponto € RY e no tempo

t > 0, respectivamente.

Motivado por este fato, nos ultimos anos, muitos autores tém estudado
a existéncia de solugdo positiva para o sistema (.5), veja por exemplo, Chen e
Tanaka [11], Ren e Wei [25], Wei e Winter [29, 28|, Sweers e Troy [27] e suas
referéncias. Nos artigos acima referidos, a principal ferramenta usada para obter
a solugao positiva é o método variacional, desde que a existéncia da solugao para
esta classe de sistema pode ser obtida estudando a existéncia de solucao de um

problema nao local, que possui uma estrutura variacional.

Defini¢ao 0.1 Uma solu¢ao semi-nodal para o sistema FitzHugh-Nagumo (S) €

uma solugao (u,v) € HY(Q) x H} () com u* # 0.
Este tipo de solucao sera encontrada procurando pontos criticos nodais u para

o funcional J : H}(Q2) — R dado por

1 1
J(u):—/\Vu\de—l——/B(u)u dx—/F(x,u) dz,
2 Ja 2 Ja 0
isto é,
J'(u) =0eu* #0,

onde B : L*(Q2) — L*() seréa definido posteriormente.



O principal resultado deste trabalho [ obtido em [2] ] é o seguinte:

Teorema 0.1 Suponha v > 2V/8 e f satisfazendo (f1) — (f1). Entdo, o sistema

(S) possui uma solug¢do semi-nodal.
A motivacao para estudar esse tipo de solucao vem do caso § = v = 0, pois

nesta situacao, o sistema (.5) torna-se um problema escalar do tipo

—Au = f(x,u) em €,
u=>0 sobre 0f).

(E)

A existéncia de solugdao nodal para (E), isto é, uma solugao u € H}(Q) com
u® # 0, tem recebido uma atencao especial, temos uma rica literatura com artigos
interessantes, veja por exemplo, Bartsch, Weth and Willem [4], Bartsch and Weth
[5], Bartsch, Liu and Weth [6], Castro, Cossio and Neuberger [9] e suas referéncias.
Na maior parte dos artigos acima, os autores provam a existéncia de solucao nodal,

minimizando o funcional energia I, : Hj(©2) — R dado por

Ip(u) = %/Q|Vu|2dx - /QF(x,u) dx,

sobre o conjunto

’

M = {u e H(Q) : I,(u*)u* = 0}.

Apés algumas estimativas, é provado que existe u € M tal que I,(u) = 0. Este

ponto critico é chamado de solugao ground-state nodal para (FE).

No nosso caso, temos algumas dificuldades para repetir ou adaptar os
argumentos explorados nos artigos acima mencionados, pois o funcional J tem o
termo nao local fQ B(u)u dx, que implica nas desigualdades abaixo, quando u é

um ponto critico nodal para J,

J(ut)ut = — /Q Bu )utde >0e J'(u )u” = — /Q BwMu~dz >0. (1)



Em um artigo recente, Alves e Souto [1] estudaram a existéncia de solu¢ao nodal

para a seguinte classe de sistema Schrodinger-Poisson nao linear

—Au+ ¢u = f(u) em €,
(SP) —~A¢p=u? em (),
u,¢ =0  sobre 0.

Para o sistema (SP), podemos aplicar métodos variacionais para obter ponto

critico para o funcional energia I, : H}(2) — R dado por

1 1
Li(u) = 5 (||| da + Z/ﬂ%quaj —/QF(u) dzx,

onde ¢, € H}(Q) é a tinica solucdo do problema

—~A¢ = u? em Q,
¢ =0 sobre 0.

O funcional I;, também tem um termo nao local, ou seja, fﬂ odyu’dr. Para esta

classe de funcional, se u ¢ um ponto critico nodal, segue-se que

I(u /¢>u )2dz < 0 e I (u /¢u+ 2dz < 0. (2)

Usando essas informagoes, Alves e Souto, desenvolveram um novo método para

obter solu¢ao nodal para (SP).

Neste trabalho, nao podemos repetir a mesma abordagem encontrada em
[1], pois o sinal das desigualdades (1) e (2) sdo contrdrias. Motivado pelas
dificuldades acima, observamos que o método desenvolvido por Weth [30] pode
ser usado para o nosso sistema. Em [30], Weth provou um interessante Teorema
Abstrato, cujo o principal objetivo é encontrar ponto critico em cones de algumas
classes de funcionais. Nesse artigo, ele usou o resultado abstrato para mostrar a
existéncia de solucao positiva, negativa e nodal para a seguinte classe de equacao

biharmonica

Ay = f(x,u), Q

10



sujeito a condicoes de fronteira de Navier

u = Au = 0, sobre 0f)

ou com as condicoes de fronteira de Dirichlet

u = @ =0, sobre 0f2.
v

Para uma melhor compreensao, este texto estd escrito da seguinte forma:
No Capitulo 1 é feita a Estrutura Variacional do Problema, no Capitulo 2,
apresentamos argumentos variacionais e o método de decomposicao em cones
duais, bem como o Teorema Abstrato que terda fundamental importancia para
demonstrar o resultado principal deste trabalho. Finalmente no Capitulo 3

provamos o teorema principal deste trabalho.

11



Capitulo 1

Estrutura Variacional

Neste Capitulo, vamos apresentar a estrutura variacional de um problema nao
local equivalente ao problema (S). Recordemos que (u,v) € H}(2) x H}(2) é

uma solugao fraca de (5) se

/vuw dx —/f(a:,u)¢ dx —{—/v¢ dr =0, Yo € H}(Q)
Q Q Q

/Wmu dx —5/u¢ dx +7/m/1 dr =0, Yo € H}(Q).
Uma vez qlfe pretendemos usZr métodos Va?iacionais para obter a solucao fraca,
note [ver Lema A.1 no apéndice A] que para cada u € HJ (), o problema linear
—Av +yv = du em (),
v=0 sobre 0,

(Pr)

tem uma tnica solucao v € Hy(2) N H?(Q) que sera denotada por
vi=6(—A +7) 'u = Bu,
onde B = §(—A + ~)~! denota o operador solugao associado a (Pp).

Usando o operador B, observamos que (S) é equivalente ao problema nao

local

—Au+ B(u) = f(z,u) em (2,
u=70 sobre 0f2.

(P)

12



Dessa forma, observa-se que (u,v) € HJ(Q) x H}(Q) é solugao fraca do sistema

(S) se, e somente se, u é solucao fraca de (P) e v = B(u).

Recordemos que u € Hj(2) é uma solugao fraca de (P) se

/ VuVw dr = — / B(u)w dx + / f(z,u)w dz, para todo w € Hy(Q).
Q Q Q

Lema 1.1 A expressio ||u|® = [, |Vul*dz + [, B(u)u dz define uma norma em

H}(Q) equivalente a norma usual HUH?{MQ) = [, |Vu|*dz.

Demonstracao: Com efeito, desde que [, B(u)u dz > 0 [veja o Teorema A.1

no apéndice A] temos

ol = [ 1Vufde+ [ B de = [ [9ufds = Julfyye.

Logo
Jull = lull g3 ) -
Por outro lado, usando a desigualdade de Holder [veja o Teorema A.4 no apéndice

A] na segunda parcela do segundo membro e a continuidade do operador B,

obtemos
Jlul* < /Q Vul*dz + |1 B()] 2 [l 20y < /Q Vul*dz + C |U|i2(n) :
Da Desigualdade de Poincaré [veja o Coroldrio A.1 no apéndice A], segue-se que:
ngAme+qAmeg@Ame.

Portanto,

lull < Caflull gy q) -

1
Assim ||ul| = (/[ \Vul*dz + Jo B(w)u dz)? é uma norma equivalente & norma

usual de H}(Q2) e provém do produto interno

wm:Avmmm+LB@mm

13



Lema 1.2 O funcional J : H}(2) — R dado por

() = %/Q]Vufdx%—%/ﬂB(u)u dm—/QF(:U,u) do

associado a (P), estd bem definido e € de classe C' no espago H}(Q2) com derivada

J'(u)w:/QVqu dx —i—/QB(u)w dx —/Qf(x,u)w dr, ¥ u,w € H}(Q).

Demonstragao: Definindo os funcionais J; : H}(Q) = Re Jo: HY(Q) - R

por
Ti(u) = %/Q|Vu|2d:c—|—%/QB(u)u dx e Jo(u) :/QF(;U,u) iz,
temos
()] = /QF(:E,u) d| — /QUOuf(x,s)ds]

s/g /Ouf(:v,s>ds

1f(x, )] < e |t|+ e |t VteR. (1.1)

De (f1) — (f2) obtemos

Por (1.1), temos

/0 " flas)ds

§/ |f(x,3)|ds§/ (cl|s|+02|s|p+1)ds
0 0

G |U|2 C2 |U|p+2

2 p+2
Portanto, , ,
u p+
./f@@msgqm|+@m|,
0 2 p+2

para todo u € H}(Q) com 2 < p+2 < 2% ¢; € (0,\) e cu > 0.

Usando a imersao Hg(Q)) — L"(Q) para 1 < r < 2* [veja Teorema A.7 no

apéndice A], segue que para todo u € H}(Q)

/F(x,u) dx Sc—l/lu\2dx+ = /!u\p+2dx<oo.
0 2 Jo p+2Jo

14

| Ja(u)| =




Mostrando que J; estd bem definido. Do Lema 1.1, o funcional J; também estd

bem definido, assim J estd bem definido.

Afirmacgao 1.1 O funcional Jy € de classe C'(H} (), R).

Inicialmente, vamos calcular a Derivada de Gateux D.J;.

J(u+tvt) 2t/ |Vu| da:—l—/ VuVu dr+= /|VU| d:z:—l——/ w)u dx
+—/B( v dr+— /B( )udx+t/B( )de——/|Vu| dx
2 Ja 2 Jo 2 Ja
1
—— | B .
A (u)u dx
Assim,

Ji(u+tv) — Ji(u)
t

:/Vqu dm—i—f/ |Vv|2dx+/ B(u)v d:v+z/B(v)v de.
Q 2 Ja Q 2 Jo

Portanto,

DJi(u)v = %ir% AChs tUt) — Ni(w) = / VuVo d:v—l—/ B(uw)v dx, Yu,v € Hy ().
— Q Q

Isto é,

DJi(u)v = / VuVou dx + / B(u)v dz, Yu,v € Hy(Q).
Q 0

Uma vez que o produto interno é sempre continuo temos que DJ; (u)v = J{(u)v =

Jo VuVv de+ [, B(u)v da é continua, mostrando que J; é de classe ' (Hj(Q), R).

Afirmagao 1.2 O funcional Jy € de classe C*(H}(2),R).

Vamos agora calcular a derivada de Gateaux de J,. Para cada t € R com
0 < |t| < 1 e para cada u,v € H(), consideremos a fungao h : [0,1] — R dada
por h(s) = F(x,u+ stv). Observe que h'(s) = f(x,u+ stv)tv, h(1) = F(x,u+tv)
e h(0) = F(z,u).

Desde que h é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), do Teorema do Valor

Médio [ver Teorema A.3 no apéndice A], existe v € (0,1) tal que

h(1) = h(0) = K'(7),

15



de onde concluimos

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= |f(z,u+~tv)] |v].
De (1.1) obtemos:
|f (z,u +ytv)| [v] < er|u+ ~to| [v] + ¢ Ju +7tv|p+1 ]

< ¢y ul |v] + 1 o) + eC ulP ™ o] + e C [oPF? .

Da imersdo continua H}(Q) < L"(Q2), para 1 < r < 2* [veja Teorema A.7 no

apéndice A] tem-se u,v € LPT2(Q). Assim,
WPt e L (Q) e |u] € LPF(Q).
Da Desigualdade de Holder [ver Teorema A.4 no apéndice A] para % ep+2
eC lulP | 4 eC [oPT* e LY(Q).
Como ¢ |u||v], ¢ [v]* € L'(Q),temos
e [ul o] + ¢1 [u)* + eC JulP o] + eC P e LY(Q).

Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0 temos

flz,u(x) +ytyo(z))v(x) — f(x,u(z))v(x) pontualmente em (2.
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [ver Teorema A.5 no
apéndice A] obtemos

Jo F(x,u+tyw) do — [, F(z,u) dx
tn

lim Jo(u+ t,v) — Ja(u) — lim [

tn—0 tn tn—0

= lim | f(z,u+~t,v)v dx
Q

n—o0

:/Qf(x,u)v dx.

Mostrando que o funcional .J; é Gateux diferenciavel e,
DJy(u)v = / f(z,u)v dr Yu,v € Hy(9). (1.2)
Q

Afirmamos que D.Js é continuo.

Com efeito, considere (u,) uma sequéncia em H}(Q) tal que u, — u em
Hi(2). Da imersao continua Hg () < L"(Q) com r € [1,2*] [ver Teorema A.7
no apéndice A] temos

Up, — u em L7(Q).

Do Teorema de Vainberg [ver Teorema A.6 no apéndice A], existe (u,;) C (un) €
g € L"(2) tal que

Up, () — u(r) g.t.pem Q

up, ()] < g(x) q.t.p em Q.

Desde que f é continua,

[f(2, tn, (2)) — (2, u(@))] 7T =0 q.tp em Q.

Da desigualdade triangular, da condigao de crescimento (1.1) da funcdo f e da
limitacdo de |uy,, ()| por g(z) q.t.p em Q obtemos

2* 2%

| (@, tn, (2)) = @, u(@) [ < (| f (@, ()] + | (@, u@)]]7+

1 2%
< [e1 |ttn, (2) [ +2 [un, (@) e [u(@)+ea Ju(z) ]
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2%

< [e12|g(@)| + 22 |g(z) [P Pe

p+1 p2+*1
7]

IN

[2max{c12 |g(z)], 2¢; |g(z)
< [4max{er [g(x)] 2 [g(a) P} 750
k [max{ei [g(@)] 77 e |g(@) Y]

onde k > 0. Assim, k |max & |g(:L‘)|P2T*1 , G2 |g(m)|2}} € L'(Q). De fato, desde

IN

que g € L"(Q), com r € [1,2*] e 0 < p < 2" — 2 tem-se % € [1,2*]. Do

Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue [ver Teorema A.5 no apéndice

A] encontramos

‘f(a:,unj (x)) — f(x,u(m))‘ o — 0. (1.3)

LP (@)
Assim, para todo v € H(Q) tal que |Jv]| < 1, da Desigualdade de Holder [ver
2+ 2*

—=— e novamente

Teorema A.4 no apéndice A] nos expoentes conjugados FrD) P

das Imersoes Continuas [ver Teorema A.7 no apéndice A| temos

D Iafun,) = DA(wle] = [ () = Fla o do

Q

< |f(@un, (@) = flo,u@)] 2 ol e

< C|f(@, un,(x)) = f(z, U<x>)\L;1((Q)
Assim,
|[DJs(tr,) = DJo(u)]o| < C[f (2, un,(2)) = f(z, W@,z (1.4)
Portanto,
| DIz () — DJg(u)H(Hé @y = ”il”lgl [DJa(un,) — DJa(u)]v]
< Of @ wn, (@) = flau(@))] 2o 0 (L)

implicando que

lim DJy(un,) = DJa(u).

j—+oo
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Mostramos assim que o operador D.Jy é continuo e, deste modo, DJ, = J;, €

CY(H}(Q),R). Portanto, de (1.2) temos
DJy(u)v = Jy(u)v = /Qf(m,u)v dx Yu,v € Hy(S).
Assim,
J (u)v = /QVqu dx + /Q B(u)v dx — /Qf(:v,u)v dx Yu,v € Hy ().
|

Desta forma, vemos que se u é um ponto critico de J entdao o par (u,v) com

v = Bu, é uma solugao fraca de (95).
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Capitulo 2

Teorema Abstrato

Neste Capitulo, vamos apresentar argumentos variacionais e analisar o fluxo
de uma determinada EDO. Para essa analise, serd de fundamental importancia
estudarmos o método de decomposicao em cones duais, introduzido por Moreau
em [23] o que ¢é feito na primeira segao deste capitulo. Demonstraremos também
o importante Teorema Abstrato, esse estudo serd de fundamental importancia
para demonstrar o Teorema principal deste trabalho que sera feito no Capitulo

seguinte.

2.1 Meétodo de decomposicao em cones duais

Seja (H, (-, -)) um espago de Hilbert.

Definicao 2.1 e Um conjunto K C H é chamado de cone se para todo x € K
eA>0, \x € K.

e Dado um cone K, definimos seu cone dual por

K*={veH;{uwv) <0, YueK}.

O proximo resultado mostra que, dado um cone convexo e fechado IC, sempre
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é possivel decompor um vetor de H como uma soma de um elemento de IC e um

de K*.

Teorema 2.1 Seja K C H um cone convexo e fechado. Todo x € H pode ser

decomposto na forma
r=y+zondeyeKezek"

e ainda

(y,2) = 0.

Demonstracao: Se x € H e K C H é um convexo fechado, denotemos por
projg = infyex ||z — y|| a projegdo ortogonal de x sobre K. Recordemos [ver

Teorema A.9 no apéndice A] que a projegao satisfaz:
(x — projg,p — projg) <0, Vpe K.
Seja entao y = projg e z =z — y. Temos entao que
(r—y,p—y) <0, Vpek.
Escolhendo p = Ay (é possivel pois K é um cone), onde A > 0 é arbitrario, temos
-y, y—y)=A—-1)(z,y) <0, VA>0.
Logo (z,y) = 0. Assim
(z,p) = (z,p—y) <0, VpeEK,

ou seja, z € K*.

|

Alguns exemplos interessantes dessa decomposi¢ao podem ser encontrados em [7].
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2.2 Argumentos Variacionais

Seja H = (HJ(2), (-,-)) e consideremos o seguinte produto interno
(w,v) = / VwVv dx + / B(w)v dx, Yw,v € H (2.1)
Q 0

que da origem a norma |[|-||]. Consideremos o funcional energia J : H — R

associado a (P) e o operador A : H — H, dados por

J(u) :@—/QF(z,u) dx

Au) = (=A+ B)7' f(-u()). (2.2)
Lema 2.1 O operador A estd bem definido e é caracterizado por
(A(u),v) = / f(z,u)v dz, w,v € H.
Q

Além disso,

(A1) A = VU, onde ¥(u) = [, F(z,u) dx e existem constantes Cy,q2 > 0,
@ € (0,1) en > 2 tais que

(A(u),u) >n¥(u) —Cy, ue H (2.3)

[(Aw),0)| < (qu lfull + gz [l ol w0 € H. (2.4)

(As) A € compacto e localmente Lipschitziano. Além disso A(0) = 0.

Demonstracao: Mostremos primeiramente que o operador A estd bem
definido. De fato, por (f3), se u € H, entao f(-,u(-)) € Lﬁ(Q) Pela estimativa

LP constante no Corolario 2.21 de [16] temos
* 2%
(=4 B) (. u() € WA (9) NI, 7 Q).
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Uma vez que €2 é limitado, segue-se que
(=A+B)7' f(u(-) € Hy(?) = H.

Logo, A(u) € H e A estd bem definido.

Vamos mostrar agora a caracterizagao do operador A. Dado u € H temos de
(2.2) que
A(w) = (A + B)™ f(w,ulw) = w

ou seja, w € H}(Q) verifica o problema linear

—Aw + B(w) = f(z,u(z)) em £,
w =70 sobre 0f2.

Assim, dado v € Hj(f2), encontramos

/Q Vo dz + /Q Blw)v dx = /Q Fa ) da.

Portanto, usando o produto interno (2.1) obtemos

(Au), v) = /Q V(A(w) Vo de + /Q B(A(u))v da

:/Qf(x,u)v dr.

Para provar que A = VU ¢ suficiente notar que
(A(u), v) = Jy(u)v,

onde J, é o funcional que aparece no Capitulo 1.

A estimativa (2.3) segue de (f3). Basta notar que para algum 6 € (2,2%)
temos

OF (z,u) < f(x,u)u, parau € H,

assim,

/f(x,u)u de@/F(x,u) dx, parau € H.
Q Q
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Logo, obtemos para algum Cjy > 0
(A(u),u) > 0¥ (u) — Cy, Yu € H.
A estimativa (2.4) segue de (fy) da seguinte forma

(Au),v)] < / (@, u)| o] de

< / (ci [l o] + ez [u" o)) d.
Q

Usando a Desigualdade de Hoélder [ver Teorema A.4 no apéndice A] para os

2 2 L temos das imersoes continuas de Sobolev

expoentes 1 m

p+1 pt1
/ﬂ (c1 Jul |v] + ¢z |ul [v]) dx < e |u|L2(Q) |U|L2(Q) + G |U|L2*(Q) |U|L%(Q)

1
7 ol

< 1 ul ) [Vl 2oy + Cea [|ul
C1 1
N [ull o]l + Cez [Jul" o]

pois, desde que

U
M= min [jv]>= min #
vl 2(0)=1 u€Hy (Q2),u#0 ‘U|L2(Q)
¢ a caracterizagao variacional de A\ tem-se
o]

[[ul]
|u|L2(Q) < \/—)\—1 € |U|L2(Q) N

assim,

T 11
r2@) Vlez@) = 73

Note que 1 = §+ € (0,1), go = Cey > 0, e a estimativa segue.

Considerando agora (Aj), note que A(0) = 0. A compacidade de A segue de
(f2), juntamente com a compacidade das imersoes de Sobolev H}(Q) — L*(),

1 < s < 2*[veja o Teorema A.8 no apéndice A].
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Com efeito, desde que H}(Q) é reflexivo, da imersio compacta HJ(Q2) —
L*(Q), 1 < s < 2* tem-se que para toda sequéncia limitada (u,) C Hj(f)

existem (u,,) C (un) e u € H}(Q) tais que

Up, — u em Hy(Q)

Up;, — u em L*(Q),

além disso, fixando s; tal que (p+1)+1 < 53 < 2*, temos pelo mesmo argumento

em (1.5) que
HA(unj) - A(U)H = HJé<un]) - Jé(“’)H(Hé(Q))/

< C|f(x,un,) — flz,u) — 0

L1(Q)
ondery =s1/(s1—1) <s1/(p+1) <2*/(p+1).
Mostremos finalmente que A é localmente lipschitziano.

Fixando r > 0 e considerando u,v € B,(0) C H e usando a Desigualdade de

2* 2*

Holder [ver Teorema A.4 no apéndice A] nos expoentes STe

(i) obtemos

[{A(u) = A(v), w)] S/ﬁ\f(%%)—f(%@)llwl dx

< |flwu) = flz,0)] 2w

2% .
LPFT(Q) L2 =(+1) (Q)

Note que,
/ |f(£IJ,U) - f(w,v)|ﬁ dr < / (C1 —|-62(|u|p + |U|p))ﬁ |u _ U|ﬁ d
¢ Q

vy oy o
: / (k1 + Kol =7 + [o[»#7)) Ju — o[> da.
Q

* * 2% (p) 2% (p+1)
2 (p+1) 2°(p+1) = : 2*(p11)
Note que os expoentes %, % sao conjugados e que |u| 7T € L 2% (Q)

pois da imersao continua Hj(2) < L"(2) com r € [1,2*] obtemos

J

2% (p+1)
*

2%p

2% (p)
ol 7

dx = / lul*” dx < co.
Q
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Assim, da Desigualdade de Holder [ver Teorema A.4 no apéndice A] temos

|u‘P+1 2* p+1)
*p

()

/ ’u‘p+1dx < ‘Q‘p+1

P
.

Portanto,
2'p 1 %
/Q|U|P+1dx < Q7T |u|£2*(m.

Temos também que

[ el#ide < 105 [fu = ol g
Q o)

o 2%
= QP |u — v|§§3(m .

Portanto,
2% _p_ 2—*1
/Q lu —v|pridr < QP |u — v|§§*(m .
Assim,

p+1

2 — Zz 2
/ |f(z,u) — f(z,v)]pFTde < (Cl - cz(]u\fgi + |v Z;*im))) lu — v]LQ*(Q) :

Segue entao que
p+1

e = 1ol g, = ([ 150 - sl )

p+1

2%p 2%p 2%
(q+@mm; +w@:>) 4~ vl

IN

< (Cr + Collule gy + 1ol ) 1t = vl
ou seja

F@u) = o))z, = (Cot Callull ) + 082 ) = vl

LPFI(Q)

Novamente pela imersao continua Hj(Q) < L™(Q) com r € [1,2*] temos
< Y lull”,

|u|L2*
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[T

onde [Jul = ([, \Vul|? dz + Jo, Bw)u dz)

. De modo analogo obtemos

|U|]zz*((z) < Clg HUHP
wl e < Callul
LT =GFD) ()
(§]
= vl ey < C's flu—ol].
Assim,
[Fw) = f(2,0)] e < (Cr+ o€ ull” + CBlol)) C's lu = o]
e portanto

wl e < (Cr+ G(CTlullP + CB o])) € = vl ' ]

< (Cr 4 Co([[ull” + [[017) lu = ol wl],

ou seja,
[{(A(u) = A(v), w)| < (C1 + Co([[ull” + [[0]17)) lu = | [[wl] .
Entao, para w € H com ||w| = 1, e recordando que u,v € B,(0), temos
[A(w) = A()|| < Cllu = vl

mostrando que A é localmente Lipschitz.
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Lema 2.2 J satisfaz a condi¢ao Palais-Smale.

Demonstracao: Seja (u,) uma sequéncia Palais-Smale para J, isto é C' :=

SUDpen | (un)| < 00 e VJ(u,) = 0 quando n — oco. Entao

nC + o(1) ||un|| = nd(un) — (VJ(up), un)

=1L ) — (V). )
Bl ) — 2 A
.

=22 (A ) — 9(0)

-2
> 15 [l ~ Co

por (2.3), assim (u,) é limitada. Como A é compacto, podemos passar a uma
subsequéncia satisfazendo A(u,) — up € H. Uma vez que u, — A(u,) =

VJ(u,) = 0 quando n — oo, concluimos que wu,, — ug.
Observagao 2.1 Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se
(VI (un), un )| < VT (un) [ unl] < o(1) [|unl] -

Assim,

o() lJunll = = (VI (un), un ) -

O nosso objetivo é localizar pontos criticos de J estudando a dinamica da EDO
abaixo. Uma vez que A é localmente Lipschitz e continuo, o fluxo ¢ : G — H é

bem definido por

(2.5)
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onde G = {(t,u) :u e H0<t<T(u)} e T(u) € (0,00] é o intervalo maximal
de existéncia da trajetoria t — @(t,u) e p(t,o(s,u)) = ¢(t + s,u), para todo

t,s € [0,T(u)). No que segue, vamos escrever ¢' em vez de ¢(t, -).
Observagao 2.2 Notemos que a fungdio t — J(p'(u)) é mondtona decrescente
em [0,T(u)). De fato, note que

00 = (I ), ) ) = = (' 0), T )

=~ [VJE )|’ <o.

Definimos a seguir o conceito de conjunto limite

Definicao 2.2 Seja w € H. Chamamos de conjunto omega limite de u ao

conjunto
w(u)={ve H;It, = o0 epm(u) = v quando n — oo}.

Proposicao 2.1 Sejau € H. Entao
W= U e
0<t<oo t<s<0o0

Demonstragao: Seja v € w(u). Assim v € H e existe t, — oo tal que

¢ (u) = v quando n — co. Entao v € |J¢*(u) para todo s > t. Assim,

v E ﬂ U o (u).

0<t<oo t<s<oco

Por outro lado, se v € (Noeeno Uicsen ©° (1), entao para qualquer 0 < ¢ < oo,
tem-se v € J,o o, 9°(u). Agora, para cada n € N tome ¢, > t,_; com t, > n e

d(e'(u),v) < 1/n. Logo d(p'(u),v) — 0 quando n — oo. Portanto v € w(u).
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Proposicao 2.2 Se para algum v € H, {J(¢'(w));0 <t < T(u)} for limitado
inferiormente, entao
i) T(u) = o0;

i) existe t, — oo tal que {p™(u);n € N} € limitado em H e o conjunto dmega

limite de u

N U ¢w

0<t <00 t<8<00

¢ um subconjunto compacto nao vazio de H, constituido de pontos criticos

de J.

Demonstracao: i) Note que para 0 < s <t < T'(u) temos

assim,

o' (u) — ¢ (u)]] < / IV7(" (u))lldr

| (/ IV (" (u) || *dr )
([-reom)

[T(¢%(w) — J (" (u >>1%

onde foi usado a Desigualdade de Holder e a prépria equagao (2.5). Supondo que

I
I/~
\

U

\]
S~

V)

—~
~
|
(V)
N—
ol

T(u) < oo, entdao, o conjunto {p'(u);0 < ¢t < T(u)} é limitado. Dessa forma a
teoria das EDO’s [ver inicio da pg.18 de [17]] nos garantiria que T'(u) = 0o, 0 que
seria uma contradi¢do. Portanto T'(u) = oc.

ii) Uma vez que, para algum u € H, {J(p"(u));0 <t < T(u)} é limitado
inferiormente, entao existe uma sequéncia Palais-Smale (¢ (u)) para J. Isto é,

existe t,, — oo tal que,

VJ(p™(u)) — 0 quando n — oo
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C = sup [J (¢ (u))| < oo.

neN

Assim, do Lema 2.2, a sequéncia (¢ (u))nen € limitada.

Para mostrar que w(u) # (), vamos usar a sequéncia limitada (¢™ (u)). Como
A é compacto, segue que a menos de uma subsequéncia, A(¢' (u)) — ug quando
n — 0o, para algum uy € H. Dessa forma, note que

0 = lim VJ(p™(u))

n—oo

= lim (¢ (u) — A(p"™ (u)))

n—o0

= lim ¢" (u) — ug.
n—oo

Portanto, lim,, ., @' (1) = ug e ug € w(u).

Para mostrar que todo elemento de w(u) é ponto critico de J, note
primeiramente que J(¢'(u)) — d quando ¢ — oo, pois essa é uma sequéncia
mondtona decrescente e limitada. Entao, se v € w(u), existe t, — oo tal que

¢ (u) = v em H, quando n — co. Assim

J(p'(0)) = lim J(p'(p™(u))) = lim J(¢"™(u)) = d, para todo t > 0.

n—o0 n—o0
Dessa forma, para todo t > 0,

0 2

0= = J(¢' () = IV I )]

Aplicando ¢ = 0, obtemos que V.J(v) = 0 e v é um ponto critico para J.

Para mostrar que o conjunto w(u) é compacto, considere uma sequéncia
limitada (v,) de pontos criticos em w(u), isto é, ||v,|| < C, para n € N. Assim,

VJ(v,) = 0. quando n — oo. Note que

1
J(v,) = 3 ||vn||2 —/QF(x,vn) dx.
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Logo,

1
—C+

5 /QF(a:,vn) dx
1

1 2 Co +2
<—C—|——/ Un, d:l:—l——/ v [ da.
<50+ 5 [P+ =25 |

Das imersoes de Sobolev, existem C3, Cy > 0 tais que

|/ (va)]

IN

C2

2
2 Gl

1 c
()] < 5C+ 2y o +
Logo,
1 c1 9 Co
J(v,)| < =C+ —C5C — _C,CP? = K.
|(U)|_2 +23 +p+24

Logo, |J(v,)| < K, para todo n € N. Portanto,

sup |J(v,)| < K < 0.
neN

Assim, como J satisfaz a condi¢do Palais-Smale, entdo, (v,) possui uma

subsequéncia convergente e portanto, o conjunto w(u) é compacto.

Definicao 2.3 e Dizemos que D C H é positivamente invariante (sob ¢),

se ¢'(u) € D para todo u € D e todo t € [0,T(u));

e se D C H é positivamente invariante, definimos seu dominio de absorgao

por

A(D) :={u € H : ¢'(u) € D para algum ¢ € [0,T(u))} ;

Note que D C A(D) e que, se D C H ¢ aberto, entao A(D) é também um

subconjunto aberto de H. Definimos também

o Ay={ue€ H: :T(u)=0o0ep (u) = 0 quando t — oo} .
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Lema 2.3 Ay C H € uma vizinhanca aberta de zero.

Demonstragao: Seja ap = ((1 — q1)/2¢2)"/?. Entdo, para todo u € B,,(0)

temos por (A1) que
1
0
v = [ Lw
() /0 5 V(tu)ds

1
_ / (A(tu), u)dt
0
' +1
sA(mww+@wwp>MWt
! 1
S/(WWM+M“WW”HMW
0
! 2 2
:/(mwm+@wwmmwmﬁ
0

1
s/th@+@wmm
0

Assim, )
u
w(w) < 20 (g, + g )
2
u
> % (@1 + gop)
= ? (22
1 :
Logo
1 1 q1 + 1 -
) = gl = 00 > (5= 2 JulP 2 0 para 0 € By 0
Alem disso,
1 1
J(u) > (5—%2 )043 :=fo >0 para u € 0B, (0). (2.6)

Desde que J(0) =0 e J é continua em 0, existe r € (0, ag), tal que
J(u) < By, parau € B,(0) C H.

Agora, como J é nao cresce ao longo da trajetéria, se u € B,(0), entdo

J(pt(u)) < J(°u)) = J(u) < By para todo t € [0,T(u)). Logo, por (2.6),
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¢'(u) € Ba,(0) para todo t € [0,7(u)). Assim, J(¢'(u)) > 0 para todo

t € [0,T(u)), que implica pela Proposigao 2.2 que T(u) = oo e w(u) C By, (0)

é um compacto, nao vazio e formado por pontos criticos de J. No entanto, se

v € By, (0) for um ponto critico para J, entao
¢ +1
2

o que é possivel somente quando v = 0, uma vez que ¢; € (0,1). Portanto,

2 2 2 2
[o]I* = (A(v),v) < [[olI” (@1 + g2 [l0lI") < [Jvll” (g1 + gea”) = [l

w(u) = {0} para todo u € B,(0). Dessa forma, B,(0) C Ay o que implica na
igualdade Ay = A(B,(0)), basta notar que, para v € Ay, temos T'(v) = oo e
¢'(v) € B,(0) para t — oo, assim, Ay C A(B,(0)). A inclusao A(B,(0)) C A
segue pois, para cada v € A(B,(0)), existe ty € [0,T(v)) tal que ¢ (v) € B.(0) C
Ag. Pela definicao de Ay tem-se T(p(v)) = 0o e ¢'(p™(v)) = p!To(v) = 0
quando t — oo, assim, v € Ay e a igualdade é valida. Como B,(0) é aberto,

entao assim o é A(B,(0)). Portanto Ay é uma vizinhanga aberta na origem.
|

No que segue, localizaremos os pontos criticos nao triviais para J sobre 0.Ay.

Tem-se entao a seguinte Proposicao

Proposicao 2.3 0Ay é um fechado, positivamente invariante e inf,ega, J(u) >
0. Em particular, para todo u € 0Ay, w(u) € um compacto nao-vazio formado

por pontos criticos nao-triviais de J.

Demonstracao: Obviamente 0.4y é um conjunto fechado. A demonstracao

de que 0.4, ¢é positivamente invariante consta no Lemma 2.3 de [19].

Note que dado u € Ay, T'(u) = oo e existe t5 > 0 tal que para t > tg
tem-se p'(u) € B,y(0). Como J nado cresce ao longo da trajetéria, temos
0 < J(p'(u) < J(p*(u)) < J(u). Assim, J(u) > 0 para todo u € A,. Por
continuidade, segue que J(u) > 0 para todo u € Ay, ou seja, {J(u); u € 0Ay} é
limitado inferiormente. Assim, pela Proposicao 2.2, T'(u) = 0o, w(u) é compacto,

nao-vazio e formado por pontos criticos nao-triviais de .J, para todo u € 0.A.
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Pela ultima Proposicao, vemos que 0.4y é um bom lugar para se procurar
por solugbes nao triviais de (P). Porém, uma vez encontradas, a principio
nada sabemos sobre seu sinal. Para refinar nossa analise devemos introduzir
subconjuntos invariantes de H, cujas propriedades nos ajudem a localizar as

solugoes desejadas. Consideremos entao
K={ue Hiu>0qtp emQ} e -K={ue€ H;u<0qtp em Q}, (2.7)

que sao cones fechados e convexos. Sejam P e () as projecoes de H em K e —K
respectivamente e P*, Q* dadas por P* = Id— P e Q* = Id— () as projegoes de H
em K* e (—K)* respectivamente. Como foi mostrado no comego desse Capitulo,

sabemos que para todo u € H
(Pu,P'uy=0 e P'ue K* (2.8)

onde K* é o cone dual de K e analogamente para @) e Q.

No nosso argumento, vamos mostrar a invariancia de IC e —/C pelo fluxo ¢,
para isso, serd muito importante mostrar que K* C —K e que (—K)* C K. Isto

por sua vez, serd mostrado no préximo resultado como segue.

Lema 2.4 Se v € K* \{0}, entdo u <0 ¢.t.p em 2.

Demonstracao: Seja u € K*\{0}. Entao

(u,u) > 0.

Desde que o espago C' = {w € C'(Q);w = 0 sobre 9N} é denso em H, existe
uy € C tal que (u,u) > 0. Seja agora v > 2v/0 e h € C*(Q) com h > 0, existe

uma unica w € H [ver Lema A.1 no apéndice A] tal que

—Aw+Bw = hem?)
w = 0 sobre 0f2.



Além disso, pelo Teorema de Schauder [A.12 no apéndice A], tem-se w € C%%(Q),
e pelo Principio do Méximo devido a Figueiredo-Mitidieri [15][ver Teorema A.11
no apéndice A] temos w > 0 em Q e 2% < 0 sobre 9¢2. Como ¢ limitado, existe

e >0, tal que w + euy € K, onde w é a solugao de (2.9). Assim,

0> (u,w + eup) = (u, w) + € (u, ug) > (u,w) :/uh dx,
0

mostrando que u < 0 q.t.p em Q.
|

Observacao 2.3 Note que se u € H, temos u = Pu + P*u, onde Pu > 0 q.t.p

em ) e P*u € K*. Entao, pelo ultimo lema, P*u € —IC, isto €,
P'u <0, gt.p em Q.

Assim,

u= Pu+ P*u> P*u, q.t.p em Q.

Implicando que

P*u <min{u,0} =u~, ¢.t.p em Q,

ou seja,

Pu<u™, qtp em Q. (2.10)
Por outro lado, como Pu* <0 q.t.p em €2, temos
Pu+ Pu— Pu<0, qtp em (),
logo, u < Pu q.t.p em §2 e assim,
Pu > max {u,0} =u*, ¢t.p em Q,

isto €

Pu>ut, qtp em Q. (2.11)

A mesma argumentacao serve para mostrar que Qu < u~ e ut < Q*u, para todo

u€e H.
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Corolario 2.1 O operador A satisfaz as sequintes condi¢oes

(A3) (A(u),v) < (A(P*u),v), para todo u € H e v € K.

(Ag) (A(u),w) < (A(Q*u),w), para todo u € H e w € (—K)*.

Demonstragao: Como v € K* e w € (—K)*, entao v < 0 e w > 0 q.t.p em

Q. Por (f4) e pela Observacao 2.3, segue que

fa, P*(w)(@)) < f(a,u (2)) S0 < fla,ut (@) < f(2,Q"(w)(x)), qtp em ©

e assim

(A(u),v) = /Qf(x,u)v dzx < /Qf(a:,u_)v dzx < /Qf(x, P*u)v de = (A(P*u),v)

e

.} = [ fewwde< [ feaods < [ feQueds = @4Qu),u)

para todo u € H.
|

O préximo resultado mostrard que as condigoes (As) e (A4) implicam que K e

que —K sao invariantes tanto pelo operador A quanto pelo fluxo .
Lema 2.5 i) AK) C K e A(-K) C =K.

it) Para a > 0 suficientemente pequeno, o conjunto B,(K) (a-vizinhan¢a de K)

¢ positivamente invariante para o fluzo . Além disso, todo ponto critico

de J em B,(K) estd em K. O mesmo resultado vale para o cone —K.

i) K e =K sdo positivamente invariantes para .

Demonstragao: Toda demonstracao sera feita para K, pois para —K os

argumentos sao 0s mesmos.
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i) Observe que para qualquer v € H, ||P*ul| mede a distancia entre u e K.

De (A3) e (2.8) temos que se u € K

1P*(A(w)|I* = (A(u) — P(A(u)), A(u) — P(A(u)))

i1) Seja u € H, por (2.8), (A3) e (A1) temos
1P (A(w))||* = (A(u), P*(A(u)))
< (A(P"(u)), P*(A(u)))
< (qu|IP*ull + ga [|P*ul ") || P*(Aw))]l
o que implica, se ||P*(A(u))|| # 0,
1P*(A)] < [P ull + g [| Pl = [|P*ull (91 + g2 [|P*ul").  (2.12)
Dessa forma, se 0 < ||P*ul| < (%)5 = oy, entao
[P (Afu) || < ([P ull. (2.13)

Note agora que, se a < «p, todo ponto fixo de A em B,(K) pertence a K. De

fato, se u € B,(K) for ponto fixo de A, entdao ou u € K ou u € B,(K) \{K}.
Porém a segunda opgao nao ocorre pois do contrario, 0 < ||[P*ul| < o < oy, de

forma que por (2.13)
[P ull = [[P*(ACu) < [[P*ull,

o que é uma contradigao. Mostremos agora que B, (K) é positivamente invariante.
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Observe que, se v € A(0B,(K)), entdo v = A(u) para algum u € 0B, (K),
assim || P*u|| = dist(u, ) = a.. De (2.13), obtemos

1P*(A(u))|| = dist(A(u),K) < a,

ou seja,

dist(v,K) < «, para v € A(0B,(K)).

Logo,
A(0BL(K)) C int(B.(K)). (2.14)

Suponhamos por contradi¢ao que exista ug € B, (K) tal que ¢ (ug) € OB, (K)
para algum ¢ € [0, 7 (up)), onde ¢y é 0 menor positivo com tal propriedade. Como
B,(K) ¢é aberto e convexo, pelo Teorema da Separagao de Mazur|[ver Teorema
A.10 no apéndice A] segue que existe um funcional linear ¢/ : H - Re f € R
tal que (9" (ug)) = B e £(u) > B, para todo u € B,(K). De (2.14), segue que
A(p™(ug)) € B,(K), assim,

0

ot _, (" (o)) = £(=V I (" (u0))) = L(A(¢"(uo))) — B > 0.

Com isso, concluimos que existe ¢ > 0 tal que £(¢'(ug)) < [ para todo
t € (tg — &,tp). Assim p'(ug) ¢ B,(K) para todo t € (tg — €,t9), 0 que contradiz

a minimalidade de t;.

ii1) Segue do fato do item i7), uma vez lembrado que K = (1),., Ba(K) e que
—K =Nooo Ba(=K).

Seja agora a > 0 tal que as conclusoes do Lema 2.5 valham tanto para K quanto

para —K.
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Proposicao 2.4 Suponha que ezista ug € K tal que J(ug) < 0, entao J tem um

ponto critico nao-trivial em K. O mesmo resultado vale para —K.

Demonstracao: Desde que J(u) > 0 para todo u € Ay. Por continuidade,

estendemos naturalmente para todo u € Aj.

Como J(ugp) < 0, tem-se ug ¢ Ay. Além disso, como Ay é uma vizinhanca
aberta da origem, existe s € (0, 1) tal que suy € d.A; N K. Como dAy N K é um
subconjunto fechado e invariante, pela Proposigao 2.2, w(sug) C 949 N K é nao

vazio e qualquer de seus elementos sao pontos criticos de J e a afirmacao segue.
[ |

Denotemos agora
A, = A(BL(K))N0Ay e A = A(B,(—K)) N0A,.

Lema 2.6 A, e A_ sdo abertos relativos de 0Aq e disjuntos
Demonstracao: Como B,(K) e B,(—K) sao abertos de H, entdo assim o
sao A(B,(K)) e A(Bo(—K)) em H. Assim, A, e A_ sao relativamente abertos

em 0Ap. Suponha agora que exista u € A, N A_. Como u € 0Ay, entao
T(u) = oo e w(u) # 0. Ainda, como u € A(B.(K)) N A(B,(—K)), entao

w(u) C Bu(K) N By(—K). Uma vez que w(u) é formado por pontos criticos
de J, pelo Lema 2.5(ii) w(u) € KN —K = {0}. Consequentemente, ¢*(u) — 0

quando t — 00, 0 que contraria o fato de u € 0.A,.
|

O proximo resultado que chamamos de Teorema Abstrato, estabelecera condigoes

suficientes para a existéncia de trés pontos criticos nao triviais para J.

40



Teorema 2.2 (Teorema Abstrato) Suponha que (Ay) — (Ays) estejam satisfeitas.
Suponha ainda que exista um caminho continuo h : [0,1] — H com h(0) € K,
h(1l) € =K e J(h(t)) < 0, para todo t € [0,1]. Entdo J tem pelo menos trés
pontos criticos ndao triviais, sendo u; € K, us € =K eug € H \ (KU —=K).
Demonstragao: A existéncia de u; e uy segue da Proposicao 2.4 aplicada

a K e —K. Para obter us, observe primeiramente que h([0,1]) N Ay = 0. Seja
Q = [0,1]? e B C Q definido por

B ={(s1,52) € Q: s1h(s2) € Ao} .

Definamos

T :R? — Ay, (s1,82) = T(s1,52) = s1h(sa).

Como, h é continuo, entao T é continua. Desde que Aj é aberto, entao T—1(Ay)

é um aberto em R? tal que T71(Ay) NQ = B.

Assim, B é relativamente aberto em @) e

e ({0} x [0,1]) C B, pois 0h(s) =0 € Ay, Vs € [0, 1];

e ({1} x[0,1))NB =0, pois J(h(s)) <0, Vs € [0,1];

Usando o principio de continuacao de Leray-Schauder [ver Teorema A.13 no
apéndice A], pode-se provar [ver apéndice de [30]] que existe uma componente

conexa I de 9B, tal que

I'N([0,1] x {0}) D eI'N([0,1] x {1}) # 0.

Seja agora 'y = {T'(s1,s2) = s1h(s2); (s1,s2) € I'}. Como I' é conexo e T' é
continuo entao I'y é um conexo onde I’y C 04y e 'y N+ # (. Como pelo Lema
2.6, A+ sado abertos disjuntos de 0. Ay, entao 'y N A+ s@o abertos disjuntos de
Ig. Pela conexidade de Iy, existe u € T'y \ (A4 UA_). Uma vez que 0.Ap\
(A, UA_) é invariante, entao {p(t,u);t >0} C 0Ay \ (AL UA_). Como esse
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conjunto é fechado em 0Ay, entdo w(u) C A\ (A+ U .A_). Em particular,

wu) N (KU —=K) = 0 e assim, qualquer de seus elementos tem a propriedade

enuciada para ug.

Afirmacgao 2.1 De (f3), existem constantes positivas ki e ko tais que
F(z,t) >k |t|” — ks, parazecQeteR.
Demonstracao: De (f;), existe R > 0, tal que
0 < 0F(x,t) < f(z,t)t, paratodo |t|> Rex € Q.
Considerando F(x,t) # 0 e t # 0, vamos considerar os seguintes casos:

Caso 1 : t > R+ 1. Entao, de (2.16) temos

o que implica,

de onde segue,
flnt —0In(R+1) <InF(z,t) —InF(z, R+ 1).

Logo,

0
F _
1n<RL+1) SlnF(’(A, parat> R+ 1ex €.

z,R+1)

Como In é uma funcao crescente obtemos

0
t F(x,t) —
— | £ = t>R+1 Q
<R—|—1) F(x,R—i—l)’para R cre

ou seja
F(x,R+1)

Flz,t) 2 (R4 1)?

t' parat>R+1ex €.

42

(2.15)

(2.16)



Considerando min, g F'(z, R+ 1) = m > 0, observamos que m estd bem

definido, visto que F(-, R + 1) é continua e Q é compacto. Além disso,

tem-se
F(z,t) > (R:_n—l)et07 parat>R+1ex €.
Assim, fixando C = ﬁ > 0, temos
F(x,t)>Cit?, parat >R+ 1ecxcq. (2.17)

Caso 2 : t < —(R+1). Entao, novamente de (2.16) temos

flz,t) 0

< 2
F(x,t) = t’

—(R+1) —(R+1)
/ f(x,S) dS S / QdS,
t F(% 3) t S

o que implica,

de onde segue,
InF(z,—(R+1)) —InF(z,t) <Oln|—(R+1)| —0In]t.

Logo,

b F(z,—(R+1))
2 n F(z,t)

—(R+1)
t

In ,parat < —(R+1)ex € Q.

Como In é uma funcao crescente obtemos

—~(R+1)|” _ F(z,—(R+1)) _
> < — 1 Q.
‘ ; Fo.d) , parat < —(R+1)ex €
ou seja
F(x,— 1 _
F(x,t) > (z, ~(F+ 1)) t]’, parat < —(R+1) ez e

(R+1)f
Considerando min g F'(x, —(R+ 1)) = n > 0, observamos que 7 estd bem
definido, visto que F(., R + 1) é continua e Q é compacto. Além disso,

tem-se

F(x,t) > 5 t|°, parat < —(R+1) ez e

(R+1)
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Assim, fixando Cy = ﬁ > 0, temos
F(z,t) > Cylt)’, parat < —(R+1) e z € Q. (2.18)
Considerando k1 = min{C, Cs}, segue de (2.17) e (2.18) que,
F(z,t) > ki |t|’, para [t| > R+1ex €.
Dessa forma,
F(z,t) > ki |t|” — ko, para |t| > R+1ex €, (2.19)

onde ks é uma constante positiva arbitraria.

Considerando m = min F(x,t) com z € Q et € [-(R+ 1), R + 1], note que
m estd bem definido, pois F é continua e Q x [—(R+1),R+1] C RY x R é um

compacto, logo
F(z,t)>m, Vr € Qete[-(R+1),R+1]. (2.20)
Considere ko > 0 de modo que
ky > ky(R+ 1) —m.
Uma vez que [t < R+ 1, temos |t|° < (R+1)% e
ko > Ky Jt|” —

ou seja,

m >k |t)” — ko, Vt € [-(R+1),R+1].

Assim, de (2.20), obtemos
F(z,t) >k [t|” —ky, Ve € [-(R+1),R+ 1],z € Q. (2.21)
De (2.19) e (2.21) segue que
F(z,t) >k [t|” — ky, parat e R, z € Q.
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Lema 2.7 Se S ¢ H\ {0} é um conjunto compacto e S = {tu;u € S,t > 0}
entao

lim J(u) = —o0.
ucsS
lJull =00

Demonstracio: Seja (u,) C S uma sequéncia com ||u,|| — co. Entéo,
Up = tyUp, v, € S et, > 0.

Pela compacidade de S, passando a uma subsequéncia se necessario, v,, — v € S
quando n — oo. Desde que 0 € (2,2%), das imersoes compactas de Sobolev

HY(Q) — LY(Q2) obtemos a menos de uma subsequéncia
v, — v em L2(Q).

Do Teorema de Vainberg[Ver o Teorema A.6 no Apéndice A], existe g € L%(Q)

tal que a menos de uma subsequéncia

Up(z) = v(x), q.t.p em Q

[on()] < g(), q.t.pem Q.

Assim,

k1[|vn(x)|9 — |v(x)|9] — 0, q.t.p em Q.

Além disso, da desigualdade triangular obtemos
[ku {[on ()] = [o(@)|"] < ki(joa(@)]” + [o()]")
< Clg(x)” € LY(Q).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [Ver o Teorema A.5 no

Apéndice A]
/ ky |vp|dz — / ky [v]’da > 0.
Q Q
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Além disso, t, — oo, desde que [u,|| — co quando n — oco. De (2.15)

1
Tuw) = gta? ol - /Q Flo,uy) do

1
< gt ol = [ (ko o~ ko)
Q

1
= - / (e [onl? d — kot )
2 Q

2
= tne tn2_9—||vn|| — ]{31 |Un|9dl' — ]{fgt_0 |Q| .
2 Q "

Assim, J(u,) — —oo quando n — co. Como queriamos demonstrar.
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Capitulo 3

Demonstracao do Teorema

principal

Neste Capitulo, faremos a demonstracao do Teorema principal, para isso,
ultilizaremos algumas defini¢oes ja vistas, bem como o Lema 2.7 que nos ajudara
a termos condigoes para usar o Teorema Abstrato 2.2 demonstrado no Capitulo
anterior. O Teorema Abstrato, por sua vez, garantird a existéncia da solugao que

estamos procurando.

Teorema 3.1 Suponha v > 2V/8 e f satisfazendo (f1) — (f4). Entdo, o sistema

(S) possui uma solugao semi-nodal.

Demonstracao: No capitulo anterior, mostramos que A verifica (A1) — (A4),

onde A é definido em (2.2).

Afim de aplicar o Teorema Abstrato 2.2, vamos considerar hy : [0,1] — H\{0}

com s > 0, definido por
hs(t) = s(tv + (1 — t)u),

onde u € K e v € —K sdo linearmente independentes, H = H}(Q) e &K sdo os

cones de (2.7).
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Observe que para todo s > 0,
o hi(0) =sue€Kk;
o hi(l)=sv € —K;
Entao, aplicando o Lema 2.7 ao compacto
S={tv+ (1 —t)u,t €[0,1]},
vemos que se s ¢é suficientemente grande, temos
J(hs(t)) <0, Vtelo,1].

Dessa forma, pelo Teorema Abstrato 2.2, J possui pelo menos trés pontos criticos
Uy, Ug, uz, onde u; é uma solucao positiva, us é uma solucao negativa e uz € uma
solugao nodal de (P), isto é, uz € H} () \ {(KU—K)} e portanto o par (us3, B(us))

é uma solucao semi-nodal de (5).

48



Apeéendice A

Resultados Basicos

Teorema A.1 (Representa¢ao de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert com o

produto interno (-,-) . Dado g € H', existe um tinico uw € H tal que
(u,v)y = g(v), para todov € H.

Além disso,
[l = llgll -

Demonstracao: Ver [8] pg. 135.

Teorema A.2 (Agmon-Douglis-Nirenberg) Sejam Q C RN um dominio limitado

e feL(Q) comr>1. Seue€ H}(Q) € a solugdo fraca do problema linear

—Au = f(x) em Q
u=0 sobre 012,

entao u € W"(Q) e existe C' > 0,independente de u tal que

HuHWlT(Q) <C |f|LT(Q) :

Além disso, se f € WF"(Q) entdo u € W2 (Q).

Demonstracao: Ver [8] pg. 317.
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No Lema a seguir, vamos estudar a unicidade de solucao para o problema

—Au+yu = f(z) em Q
u=0  sobre 02,

(Par)

mostrando propriedades sobre o operador solucao, onde @ C RY é um aberto

limitado, f € L?(Q) ¢ uma fungao dada.

Lema A.1 O problema (Py;) possui uma tinica solugao u € Hy () N H%(Q) que

serd denotada por
wi= (=A+D)7 f = S(f),

onde S = (—A+~I)~! denota o operador solugao associado a (Pyr) e além disso

S L*(Q) — L*(Q) € linear, compacto, simétrico, continuo e positivo, isto €,

/QS(f).fdx > 0.

Demonstracgao: Por simplicidade, vamos considerar v = 0. Note que

<u,v>H8(Q) = / VuVv dx
Q

é o produto interno usual de H} (), o qual é um espago de Hilbert com a norma

ol = ( [ Fufas)”

Dada f € L?(Q2), consideremos o funcional g : H}(2) — R definido por

induzida

g(v) = /va dx.

Notemos da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

l9(0)| = ] [road<(][ |f|2dsc)é (f |v|2czac)é c
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Assim g esta bem definido e além disso, é linear pela linearidade da integral.
Para v € H} (), temos novamente da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e das

Imersoes Continuas de Sobolev que existe C' > 0 tal que

lg()l < [fl2 vle < [flp2 Cllvllgq)
mostrando assim a continuidade de g.
Portanto, pelo Teorema A.1 da Representacao de Riesz, segue-se que existe
um unico u € H () tal que

<“7U>H3(Q) =g(v), para todo v € H}(S),

isto é,
/ VuVov dx = / fv dz, para todo v € Hy(Q).
Q Q

Mostrando que u € H{(f2) é a tinica solugao fraca do problema (Py;). Além
disso, pelo Teorema A.2 de Agmon-Douglis-Nirenberg concluimos que u €
Hi () N H?(Q).

Assim fica bem definido o operador S : L?(Q2) — H3(Q) definido por S(f) = u
onde u é a tnica solugao fraca do problema (P,;). Note que o operador S é
linear e continuo. Com efeito, dadas fi, f» € L*(Q) e a € R, obtemos tnicas

U1, U € H&(Q) tais que S(f1> = U € S(fg) = U2, isto é

/ Vu Vo de = / fiv dz, para todo v € Hy(f) (A.1)
Q Q

/ Vus Vo dz = / fov dz, para todo v € Hy(Q). (A.2)
Q Q

Multiplicando a igualdade (A.2) por « e somando membro a membro a

desigualdade resultante com a igualdade (A.1) teremos

/VU1VU dx—i—a/VwVv dx:/flv dx—i—a/fgv dz, para todowv € HJ(Q)
Q Q Q Q
ou seja,

/ (Vuy Vo + aVus Vo) doe = / (fiv + afov) dv, para todo v € Hy(Q).
Q Q
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Utilizando as propriedades do produto interno no primeiro membro da igualdade

e a propriedade distributiva na segundo membro, obtemos

/ (Vuy + aVue)Vou dr = / (fi + afs)v dx, para todowv € H&(Q).
Q Q

Da linearidade do operador gradiente vem que

/ V(uy + aug) Vo dx = / (fi + afz)v dx, para todo v € Hy(R).
Q Q

Mostrando que S(f1 + af2) = S(f1) + aS(f2).

Vamos mostrar que S é continuo. Usando a solucao v como fungao teste na
definicao de solucao fraca, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e das Imersoes

Continuas de Sobolev, obtemos
2 2
ISy = Nellgey = | fuda

< |ulp2) 1120
<C Hqufé(m | flr2@ =C ||S(f)||H5(Q) 12 -

Assim,
IS 20y < Clf |2 »

mostrando que S ¢ limitado e por ser linear, é continuo.
Observacao A.1 Notemos que

S L*(Q) — Hy(Q) — L*(Q).

Onde H}(Q) — L?(Q) € a imersao compacta de HL(Q) em L*(Q). Assim, da

continuidade do operador S,
S L*(Q) — L*(Q)
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¢ um operador compacto.

O operador S : L*(Q) — L*(Q) ¢ um operador positivo, isto é:
(S(): P pay 2 0.
Com efeito, seja u = S(f) e notemos que

(S(f), 2 = W fre) = /Quf dr = /QVUVU dr = HuHiIé(Q) > 0.

Para finalizar, mostremos que o operador S : L*(2) — L*()) é um operador
simétrico, isto é:
<S<f)7g>L2(Q) = <f7S(g)>L2(Q)'

Sejam u = S(f) e v = S(g). Entao

/ VuVw, dx = / fw; dx, para todo w; € Hy(Q) (A.3)
Q Q

/ VoVws do = / gwsy dx, para todo wy € Hy (). (A.4)
Q Q

Considerando ws = u em (A.4) e w; = v em (A.3) resulta que

/guda::/Vqudx:/fvdaz.
Q Q Q

(S(f):9) 120 = (F:5(9) 121> Vs 9 € L2(Q).

Mostrando que

Definicao A.1 Dado um espaco de Banach X e um funcional I : X — R.
Dizemos que I possui uma Derivada de Gateauxr em uw € X quando existir um

funcional linear Ty € X' tal que

lim I(u+tv) — I(u) — Tyv

=0, para todo v € X.
t—0 t
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A Derivada de Gateaux no ponto u, quando existir, € unica. Vamos denota-la

simplismente por DI(u).

Definicao A.2 Dado um espaco de Banach X e um funcional I : X — R.
Dizemos que I possui uma Derivada de Fréchet em u € X quando existir um

funcional linear T € X' tal que

Iu+v)—I(u) —Tyv

lim = 0.
[v]| =0 |v]]

A Derivada de Fréchet no ponto u, quando existir, € unica. Vamos denota-la

simplismente por I'(u).

Definigao A.3 Seja A um aberto em X. Dizemos que o funcional I € C*(A,R),

se a Derivada de Fréchet de I existe e é continua em A.

Teorema A.3 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua. Se f for derivdavel em (a,b), entdo existe v € (a,b), tal que

£(b) = f(a)

Fo)==——

Um enunciado equivalente seria: Seja f : [a,a + h] — R continua, derivdvel

em (a,a+ h). Ezistet, 0 <t <1, tal que

fla+h)= f(a)+ f'(a+th) - h.

Demonstragao: Ver [20] pg.272.

Proposicao A.1 Seja I : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espaco
de Banach X. Se I possui uma Deriwvada de Gateaux continua em A, entdo

I € CYAR). Além disso, DI(u) = I'(u).
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Demonstracao: Consideremos u € A e DI(u) a derivada de Gateaux de [

em u. Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe ¢ € (0,1) tal que
[I(u+wv)—I(u) — DI(u)v| = |DI(u+ tv)v — DI(u)v| (A.5)

< |[|DI(u +tv) = DI(u)]|x vl (A.6)

Como [ possui Derivada de Gateaux continua em A, entao dado ¢ > 0,

encontramos ¢ > 0 tal que, para qualquer [|v|| < & temos
| DI(u+ tv) — DI(u)|y < €.
Segue entao de (A.5) que
[ (u+v) = I(u) = DI(u)v] <ellv]
de onde concluimos que I possui uma derivada de Fréchet e esta é continua.
[

Teorema A.4 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € LU(Q) com
1<pg<oo e%Jr%:l. Entao fg € L'(Q) e

/Q|f9\ dx < | f| o) 191 Laq) -

Demonstracao: Ver [8] pg.92.

Corolério A.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY um dominio limitado.
Sejau € WyP(Q) el < p < N. Entdo

|U|Lq(Q) <C |VU|LZD(Q) 5

onde C'=C(p,q,N,Q) e 1 SC]SP*:NN—_Z)If

Demonstragao: Ver [12] pg.266.



Teorema A.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Seja M um conjunto mensurdvel do RN e seja (f;) uma sequéncia de fungoes

mensurdveis tal que
filz) = f(z), q.t.p em M,

onde f é mensurdvel. Se existir uma fungao g € L'(M) tal que

|fi(x)| < lg(@)], qt.p em M,

entao

Jim [ = [ .

Demonstracao: Ver [3] pg.44.

Teorema A.6 (Teorema de Vainberg) Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes em

Li(Q) e f € LYQ) tais que
fi — fem LY(Q).
Entao, existe (f;,) C (f;) e uma fungdo g € LI(2) tal que

i (@)] < g(z) g.t.p em Q

fi (@) = f(x) q.t.p em Q.

Demonstracao: Ver [8] pg.94.

Teorema A.7 Seja Q C RY um dominio limitado com fronteira suave, as

sequintes 1mersoes

Hy(Q) — L*(Q)
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sao continuas, quando

2N *
2N _9x N >3
oo, N=1,2

Demonstragao: Ver [22] pg 75.

Teorema A.8 Seja Q@ C RY wum dominio limitado com fronteira suave, as

sequintes imersoes

Hy () = L*(Q)

sao compactas, quando

2N
== =2 N >3,
1<s<2"= N-2
oo, N=1,2

Demonstracao: Ver [22] pg. 84.

Como consequéncia dessas imersoes e desde que Hi (€2) ¢ um Espago de Banach
reflexivo, para toda sequéncia limitada (u,) C Hj(Q), existem u,, C (uy) e
u € HY(Q) tal que

Up, — u em Hy(Q)

Up; — u em L*(€2).

Teorema A.9 (Proje¢io sobre um conjunto convero fechado) Seja K um
subconjunto nao vazio convero e fechado do espaco de Hilbert H. Entdo para

cada f € H existe um unico elemento u € K tal que
If = ull =min | f -l = dist(f, K).
veEK
Além disso, u € caracterizado pela propriedade

veKe (f—uv—u) <0, Vv e K.
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onde u = projl..

Demonstracao: Ver [8] pg.132.

Teorema A.10 (Separa¢io de Mazur )Seja K um subconjunto convero com
interior nao vazio de um espaco vetorial L e seja E um subconjunto de L que
nao contem pontos interiores de K. Entao existe f em L' e um nimero real ¢ tal

que f(x) = ¢ para todo x em E e f(y) < ¢ para todo ponto interior y de K.
Demonstracao: Ver [21] pg.23.

Teorema A.11 (Principio do mdzimo) Se v+ A\ > V6, =y +2V5 < A < A e

u € solugao do problema

—Au+ Bu— Au= g(z) em Q,
u=0 sobre 02,

onde g € C(R2), g >0, g #0 e o parametro real A € restrito a certos intervalos,
dependendo de v, § e ). Entdo u > 0 em €, g—“ < 0 em 0L, onde % designa a
" "

dertvada normal exterior de u em OS).

Demonstracao: Ver [15] pg.838 — 840.

Teorema A.12 (de Schauder) Sejam Q C RY wum dominio limitado e f €

Co(Q). Entdo existe u € C**(Q) solugdo do problema linear

—Au = f(x) em Q,
u=0 sobre 012,

e existe C > 0, independente de u tal que
HUHCZQ(ﬁ) S C |f|co,a(§) .

Além disso, se f € CF"(Q) entdo u € CF+27(Q).

Demonstracao: Ver [8] pg. 317.
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Teorema A.13 (Principio de continuag¢io de Leray-Schauder) Seja D um
subconjunto aberto limitado de um espaco de Banach X. Seja a,b € R com
a < b e assuma que T : [a,b] x D — X ¢ compacto e continuo. Considere

p:la,bl x D — X definido por p(t,u) = u — T(t,u). Assuma que
o p(t,u) #0, 1t € la,b], ue€dD;
e deg(p(t,-),D,0) # 0, para algum t € [a,b];
Considere o conjunto
Sup = {(t,u) € [a,5] x D; p(t, u) = 0},
Entao eziste um subconjunto conexo limitado X, de Sqyp tal que

Yap N ({a} x D) #0

Yup N ({b} x D) # 0.

Demonstracao: Ver [26] pg.50.
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