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Resumo

Este trabalho consiste em uma anélise numérica tedrica do método de Newton em espagos
de Banach, conhecido como Método de Newton generalizado. A principal ideia do método é
transformar uma equacao de operadores num problema de ponto fixo equivalente.

Como o método é um processo iterativo analisamos sua convergéencia e ordem de
convergencia. Além disso, aplicaremos o método de Newton generalizado na resolucao de
sistema nao lineares, equagoes diferenciais ordindrias nao lineares e equagoes integrais nao
lineares. Para isto, essencialmente, generalizamos o conceito de derivada.

O método de Newton é uma poderosa ferramenta na obtencao de solugoes de equagoes dos
mais variados tipos. A principal vantagem deste método e sua versatil aplicabilidade é ter
convergencia quadratica. Além disso, o método de Newton também pode usado para mostrar
outros teoremas importantes na matematica, como por exemplo, o Teoremas de existéncia
e unicidade de solugoes para certas equacoes diferenciais e o Teorema da funcao inversa e

implicita, entre outros.

Palavras-chaves: Diferencial de Fréchet. Teorema do Ponto fixo. Método de Newton.
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Introducao

Este trabalho consiste em analise matematica tedrica do método de Newton em espagos
de Banach, conhecido como Método de Newton Generalizado. A principal idéia do método é,

dada a funcao f : X — X, encontrar a solucao da equacao de operadores

flx) =0 (1)

com X um espaco de Banach.

Nossa abordagem sera transformar a equacao (1) numa equagao de ponto fixo
x =Tz, (2)

com T : X — X dado por T'(z) =z — [Df(z)] " f(z).

O método descrito acima foi proposto inicialmente por Isaac Newton em 1669 para
encontrar raizes de fungoes polinomiais. Pouco tempo depois, em 1690 J. Raphson extendeu
o método para funcoes reais quaisquer. Por isso é muito comum, na literatura, o método
ser chamado método de Newton-Raphson. A consolidagao do método esta ligada a famosos
matematicos como J. Fourier, L. A. Cauchy entre outros. Em 1818, Fourier provou que o
método convergia quadraticamente desde que o ponto inicial fosse tomado em uma vizinhanca
da solu¢ao procurada, enquanto Cauchy (1829-1847) mostrou que o método se extende
naturalmente para fungoes para funcoes de varias variaveis e usou o método para provar a
existéncia de raizes de algumas equacoes. Em 1916, os matematicos Fine e Bennet deram mais
algumas contribuigoes para o método. Fine provou a convergéncia para o caso n-dimensional
sem a hipdtese de existéncia de solucao. Bennet estendeu o resultado para o caso de dimensao
infinita. Mais recentemente, em 1948, L. V. Kantorovich provou a existéncia de solucao e a
convergéncia do método para operadores 1" : By — Bsy, onde By e Bs sao espagos de Banach e
T é um operador diferenciavel qualquer.

O método de Newton é uma poderosa ferramenta na obtencao de solugoes de equacoes dos
mais variados tipos. A grande importancia desse método reside no fato de que sob algumas
hipoteses é garantida a convergéncia, a uma taxa relativamente alta, para uma solucao. O

método de Newton também é usado para mostrar outros teoremas importantes na matematica.



Por exemplo: teoremas de existéncia e unicidade de solucoes para certas equacoes diferenciais,
o teorema da funcao inversa e implicita entre outros.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma.

No capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados que serao utilizados neste
trabalho.

No capitulo 2, tratamos do conceito de diferenciabilidade em espagos de dimensao finita e
espagos de Banach, e os principais resultados sobre diferenciacao.

No capitulo 3, abordamos o método de Newton e suas principais propriedades utilizando
o teorema do ponto fixo de Banach.

No capitulo 4, aplicamos o método de Newton em equacoes integrais do tipo: Fredholm e

Volterra, lineares e nao lineares e equacoes diferenciais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, descrevemos os principais resultados usados neste trabalho.

1.1 Tépicos de Analise Funcional

Nesta secao, enunciamos e demonstramos alguns resultados de Analise Funcional que serao

usados no trabalho. Para mais detalhes consulte [2], [3] e [5].

Definicao 1.1 Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K, onde K =R ou C. Um produto

interno em X € uma aplicacao

(L) XxX = K
() — ((z,9))

que satisfaz as sequintes propriedades para quaisquer z,y € X e a € R :
i) ((z,y)) = 0;
i) (z,7)) =0 =0
iii) ((ax,y)) = a((z,y))
w) ((x+y,2)) = ((z,2)) + ((y,2))
(v) ((z,9) = ((y, 7))

Definicao 1.2 Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K onde K = R ou C. Uma norma

em X € uma fungao real

Ill: X — R

z = |l
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que satisfaz as sequintes propriedades para quaisquer v,y € X e a € R:
i) |lzll = 0;
i) |z =0z =0
iii) o] = |o||z]|
w) [z +yll < llzll + llyl-

Defini¢ao 1.3 Um espaco vetorial X munido com uma norma |.|| € chamado de Espaco

Normado, o qual denotamos por (X, ||.||)-

A convergéncia em Espacos Normados é dada pela seguinte defini¢ao.

Definicao 1.4 Seja X um espaco normado. Dizemos que a sequéncia (x,) de elementos de

X converge para x € X se
lim ||z, —z|| =0< Ve > 0,3np € Nyn > ng = ||z, — 2| <e
n—oo

As vezes, usaremos a nota¢do x, — .

Seja X um espago normado. Uma sequéncia (x,) de elementos de X é chamada sequéncia

de Cauchy se
lim ||z, — 2,|| =0 Ve > 0,3ng € Nym,n > ng = ||z, — 2] <e
n—oo

Podemos observar que toda sequéncia convergente é de Cauchy, mas nem toda sequéncia

de Cauchy é convergente. Veja[6].

Definicao 1.5 O espaco normado X € um espago de Banach se, e somente se, toda sequéncia

de Cauchy de elementos de X converge para um elemento de X.

Definicao 1.6 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. Dizemos que L : X —Y é

um operador linear se
L(ou+v) = aL(u)+ L(v), VYu,ve X,aeK
Quando Y =R, o operador linear L chama-se funcional linear.

Definicao 1.7 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. Dizemos

que T' € um operador limitado se existe uma constante C' > 0 tal que, para todo u € X,

[Tul] < Cllull.
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Definicao 1.8 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. Dizemos

que T € um operador continuo se dado € > 0,36 > 0 tal que, para u,v € X,
|lu—v| <dé=||Tu—Tv| <e.
Se 0 = 0(¢) dizemos que T € uniformemente continuo.

Teorema 1.1 Sejam X e Y espacos normados. Se X tem dimensdo finita, entdo todo

operador linear T : X —'Y € limitado.

A prova deste teorema pode ser encontrada em ([5], pg 96, teorema 2.7-8).

Teorema 1.2 Sejam X eY espacos normados e T : X — Y linear. Entao T € limitado se,

e somente se, T' € continuo.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em ([5], pg 97, teorema 2.7-9)

Definicao 1.9 Dizemos que um operador T : X — X € uma contracao com constante de

contraticidade o € [0,1) se
| Tu — Tv||x < aflu—v|x,Vu,v € K.
O operador T € chamado nao-expansivo se
|ITu —Tv||x < ||lu—2|x,Vu,ve X.
e Lipschtiz continuo se existe uma constante L > 0 tal que
|Tu —Tv||x < L||u—vl|x,Vu,v € X.

Assim, temos as seguintes implicagoes

Contracticidade = nao-expansividade
= Lipschitz continuidade

= continuidade.

Considere o espaco vetorial £(X,Y’), espago dos operadores lineares continuos com as

operagoes usuais. Entao temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3 Sejam X e Y espagos normados. Entao, L(X,Y) é um espago normado, com
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a norma dada por

Tx
7] = sup [T} _ sup || Tz (1.1)
zeX—{0} ||l lz||=1

para todo T € L(X,Y).

Temos agora a definicao de Espago de Hilbert.

Definicao 1.10 Dizemos que um espaco com produto interno € um espaco de Hilbert se € um

espaco normado completo.

Observe que todo Espaco de Hilbert é um Espago de Banach porém a reciproca nao é

verdadeira, pois existem Espacos de Banach cuja norma nao provém de um produto interno.

Definigao 1.11 Sejam H, e Hs espagos de Hilbert com produto interno ((,)) e T : Hy — Hj
um operador linear limitado. Chamamos T* : Hy — Hy de operador adjunto de T se vale a

sequinte propriedade:
(Tu,v)) = ((u, T*v)), Yu € Hy,v € H,. (1.2)

Teorema 1.4 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert com produto

interno ((.)) e norma ||.||. Dado ¢ € H', eziste um tnico f € H tal que
< ¢,v > = ((f,v)), para todo v e H.

Além disso,

1l = lllla
Prova: Consideremos a aplicacao
T:-H — H
(1.3)
f = Tf,

definida por
<Tf,v > u=((f,v)) para todo v € H.

Tf:H — R ¢ claramente linear e continua, pois

| <Tfv>mu|=((Fo)l <[fllallvla,

o que implica que T'f € H'.
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Assim, T : H — H' estd bem definida e € linear, pois dados f,g,v € H e o, 8 € R temos:

<T(af+pBg)v> = ((af +Bg,v))
= a((f,v)) + B((g,v))
= a<Tfiv>4+<Tg,v>

= <alf+pTg,v>,

o que implica que T'(af + Bg) = oT f + Tg provando a linearidade de T. A seguir provaremos
que
1T fllerr = flla,Vf € H (1.4)

De fato, dados f,v € H de (1.3) vem que

| <Tfv> | <fllulvlla = NTHla < fla- (1.5)

Por outro lado, notemos que se f # 0 (ndo identicamente nula), entdo

f

117 = ((f. 1) =<Tf, f>=<Tf, ik Al
S Wflla swp | <Tfo>|=|fIITF]m.
veH |jy|=1
ou seja,
1l < NTflw- (1.6)

Observe que se f =0 a desigualdade (1.6) seque trivialmente. Combinando (1.5) e (1.6)
obtemos o desejado em (1.4).

Assim, a aplicacao T : H — H' é uma aplicacdo linear isométrica, portanto injetora.

Resta-nos provar que

TH =H', (1.7)

isto €, T é sobrejetora. Com efeito afirmamos que
TH ¢é um espaco fechado de H' (1.8)
pois se (T,,) C TH € tal que Tvv — w em H', entao pelo fato de
v, —vull = |Tv, = Tvul|lzr — 0 quando v, — oo,

seque que a sequéncia (v,)yen € de Cauchy em H e portanto € convergente, digamos, existe
v € H tal que v, — v em H. Pela continuidade da aplicacio T : H — H' resulta que

Tv, — Tv em H' e, portanto face a unicidade do limite em H', concluimos que w = Tv € TH,
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o que prova (1.8). Logo se mostrarmos que
TH ¢é denso em H' (1.9)

entdo, por (1.8) e (1.9) resulta que TH = TH = H', ou seja, TH = H', ficando provado
(1.7). Logo, basta mostrarmos (1.9). Seja entiao & € H" tal que

<&Tf >Hr H = 0,Vf e H.

Queremos provar que £ =0 em H". Com efeito, como H € reflexivo (posto que é Hilbert)

seque que H" = H. Assim, £ € H" = H o que implica que

<Tf.&>pu=((f,8))=0, Vfe€H.

Em particular se f =& obtemos

(&) =gl =0
o que implica que & =0, o que prova o desejado.

Na demonstracdo anterior usamos uma consequéncia do seguinte teorema (para maiores
detalhes consulte [3]).

Teorema 1.5 (Teorema de Hahn-Banach-2° Forma Geométrica) Sejam E um espago vetorial
normado, A, B C E subconjuntos convexos de E, disjuntos e nao-vazios. Se A for fechado e

B for compacto, entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido estrito.

Corolario 1.1 Sejam E um espago vetorial normado e F' um subespaco vetorial de E/. Se para
toda forma f € E' tal que < f,x >= 0,Vz € F se tem f =0 (isto é, < f,x >=0,YVx € E)
entio F € denso em E (ou seja, F = E).

1.2 Solucoes de Equacoes Lineares

Um dos problemas computacionais centrais da andlise funcional linear é a solucao de
equacoes lineares. Este problema surge também no estudo de equacoes de operadores nao-
lineares, uma vez que alguns métodos de ataque de equagoes nao-lineares sao baseados na
resolucao de uma equacao linear aproximada ou uma sequéncia dessas equagoes.

Em um espago de Banach X o problema de resolver uma equacao linear pode ser dada da

seguinte forma: Seja L : X — X um operador linear limitado e x € X tais que

Lx =y, (1.10)
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Para algum y € X. Se existir algum elemento z, sera chamado solugcao da equagao linear
(1.10).
E conveniente introduzir a no¢ao do produto (ou composigao) de operadores (nao

necessariamente lineares) de X em X, entao o produto PQ é o operador definido por

para todo z € X.

A equacao escalar linear ax = y é resolvida para a # 0 multiplicando ambos os lados por
— e obtendo x = —y.
a

Essa idéia pode ser estendida para operadores lineares limitados.

Definicao 1.12 Se L : X — X wum operador linear limitado, e existe um operador linear
limitado L= tal que
L'L=LL"1'=1,

com I é no operador identidade. Entao L~' é chamado de operador inverso de L.

O inverso de um operador linear limitado, é portanto, uma generalizacao da nocao de
inverso de um escalar diferente de 0.

Operadores lineares nao-nulos, no entanto, nao precisam ter inversos: por exemplo, a

(50

¢ limitada, linear e nao-nula em R? mas A nao possui inversa.

matriz

Se L™ existir, entdo a equagdo (1.10) tem uma tnica solugao
v=L""y (1.11)

para cada y € X, e
[l < Iyl (1.12)

Se a equacao (1.10) tem uma tnica solugdo x para cada y € X dado, isso define um
operador linear L; pela correspondéncia x = Liy. Se L; ¢ limitado, entao L~! existe e
L' =1L,.

O teorema fundamental que fornece condigoes necesséarias e suficientes para existéncia de
um operador linear limitado inverso de um operador linear limitado L : X — X é o seguinte,

e baseia-se na observacao de que se |1 —a| < 1, entao

it =Y a (1.13)
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A demonstracao do seguinte teorema encontra-se em ([10], pg 50, teorema 10.1).

Teorema 1.6 Seja L é um operador linear limitado em X. L € um operador invertivel, com
inverso LY, se somente se existe um operador linear limitado K : X — X tal que K~ existe

e

Il - KL|| < 1. (1.14)
se L~ existe, entdo .
L'=Y (I-KL'K (1.15)
) 1]
117 < 1= Tyt (1.16)

1.3 Teorema do ponto fixo de Banach

Nesta secao, consideramos equacoes de operadores da forma
u="T(u), ueX (1.17)

com X é um espaco de Banache T : X — X.
As solugoes da equagao (1.17) sdo chamadas de pontos fixos do operador T. O resultado
mais importante da teoria de solugoes de tais equacgoes para o operador T que sao uma

contracao é o conhecido Teorema do ponto fixo de Banach.

1.3.1 Teorema do Ponto fixo de Banach

Teorema 1.7 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam X um espaco de Banach e
K C X um subconjunto nao-vazio, fechado. Se T : K — K é uma contracdao com constante

de contraticidade o € [0,1). Entdo, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(1) Existéncia e Unicidade: Existe um tnico u € K tal que

T(u) = u.

(2) Convergéncia e Estimativas do erro: Para algum uy € K, a sequéncia u, C K
definida por
Uns1 = T(up), n=0,12,... (1.18)

converge para u:

|un, — ullx — 0 para n — oo.
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Para o erro os sequintes limites sao vdlidos:

aTL

Jon = wllx < £ o — wllx (119
a

|tun — ullx < - @||Un—1 — Un||x (1.20)

lwn — ul|lx < allup—1 —ul|x. (1.21)

Prova:
Sendo T : K — K, a sequéncia {u,} estd bem definida. Inicialmente mostraremos que

{u,} € uma sequéncia de Cauchy. Usando a contratividade da aplicagio T temos
[tn = tngmllx < @1 = thpymallx <. < a@flug — uml|x. (1.22)
Agora, temos que
luo—tm||x = |Juo—us+us—ustus—... 4ty 1—um || x < |Juo—ur||x+]|ur—uz||x+. . 4| thm_1—tn||x-

(1.23)

Usando novamente a contratividade do operador T, agora em (1.23), concluimos que

[uo — umllx < lug — wl|x + o®[lug — wl[x + o®[Jug — wllx + ... + ™ [Jug — ua[|{1.24)
< (I+a+a+a®+ .. +a™ |ug —url|x (1.25)
m—1 1
C J=——, pois 0 < a < 1, temos:
OTTLOZOé 1_a,p0150 a < 1, temos
7=0
Ug — U
o — i < 10—l
—

Logo de (1.22) e da desigualdade anterior temos

an

|tn, = Ungm || x < o — ua|x- (1.26)

l—«
Passando limite em (1.26) com n — 0o, seque que

n

lm ||u, — Upym||x < lim |luo — u1||x =0, (1.27)
n—oo n—oo

-«

pois a € [0,1). E portanto, {u,} € uma sequéncia de Cauchy. Como K é um subespago
fechado de um espaco de Banach X, existe u € K tal que lim wu, = u.

n—oo

Resta mostrarmos agora, que u € um ponto fixo de T, assim passando limite em u, 1 =

T(u,) quando n — oo, e observando que sendo T um operador contrativo, ele também é
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continuo seque que T(u,) — T'(u), e da unicidade de limite concluimos que T'(u) = u.

Suponha que uy,us € K sao pontos fixzos de T. Entao uy = T(u1) e ug = T(ug), e
up — ug = T(uy) — T(ug).

Portanto,

lur = wsllx = T (1) = T(us)||x < allur — usllx
= (1 —a)|luy —us||x <O0.
Como « € [0,1) segue que

Hu1 —UQHX < 0= u = us.

Portanto, um ponto fixo de um operador contrativo é unico.
Provaremos agora, as estimativas do erro. Passando limite quando m — oo em (1.26)

obtemos a estimativa (1.19). De
[un = ullx = T (un—1) = T(w)llx < aflun —ullx
obtemos a estimativa (1.21). Esta estimativa junto com
[n—1 = ullx < [lun1 = unllx + [lun = ullx

implicam na estimativa (1.20).

O Teorema 1.7 tem a seguinte generalizacao:

Teorema 1.8 Seja X um espaco de Banach e T : X — X um operador continuo em X. Se

T™ € uma contracdao para n > 1 entao T tem um unico ponto fixo.

Prova: Sejam f; € X qualquer e f = lim T" f;. Entdo pela continuidade de T' tem-se
n—oo
Tf= lim TT"f;.
n—oo
Mas, T" ¢ uma contragao e logo
IT"Tfi = T[] < o[ T Tfi =T fi|| < o< ([T h = fi]

com o < 1.

Portanto,

1T = fll = lim [[TT"fy = T" fy]| = 0,
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ou seja, Tf = f.
Para provarmos a unicidade, observe que se'l’ tem mais de um ponto fizo entao T™ também

terd, o que € uma contradicao pelo Teorema 1.7, pois T™ é uma contracgao.

Assim, para resolvermos o problema

flz)=0 (1.28)

para algum operador f : X — X podemos transforma-lo num problema de ponto fixo

equivalente a (1.17) definindo
T(u) = u—F(f(u))

com F': X — X um operador satisfazendo

Como os problemas sao equivalentes temos que a solu¢do do problema de ponto fixo (1.17)
¢ solugao do problema (1.28) e vice-versa. Além disso, o processo iterativo (1.18) é um método

de aproximagao para resolucao da equagao (1.28).

1.4 Aplicacoes do Teorema de ponto fixo de Banach

Nesta Segao apresentaremos algumas aplicagoes importantes do Teorema de ponto fixo de

Banach ( para mais detalhes consulte [1], [8] e [10]).

1.4.1 Equacao nao-linear em espaco de Hilbert

Como uma aplicacao do teorema de ponto fixo de Banach, consideramos a existéncia e

unicidade de solucao de uma equacao nao-linear em um espacgo de Hilbert.

Teorema 1.9 Seja H um espaco de Hilbert. Assuma que T : H — H ¢é fortemente mondtona

e Lipschitz continuo, isto €, existem duas constantes cy,co > 0 tais que, para vi,v, € H
((T(v1) = T(va),v1 = v2)) = er]|on — wo%, (1.29)

1T (v1) = T(w2) || < ealjva = wal]- (1.30)

Entao, para qualquer b € H, existe um unico uw € H tal que

T(u) = b. (1.31)
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Além disso, a solugdo u depende Lipschitz continuamente de b: se T'(uy) = by e T'(ug) = b,
entao .
Jur — uz|| < C_Hbl — by|. (1.32)
1

Prova: A equagao T'(u) = b é equivalente a
u=u—0[T(u)— b
para qualquer 6 # 0. Definamos um operador Ty : H — H pela férmula
To(v) = v —0[T(v) — bl.

Vamos mostrar que para # > 0 suficientemente pequeno, o operador 7Ty é uma contragao.

Escreva
Ty(v1) — Ty(v2) = (v1 — v2) — O[T (v1) — T'(vy)]-

Entao,
I T5(v1) = To(v2) I* = [lr = val* = 20((T(v1) — T(va, v1 = v2))) + 07| T (v1) — T(w2) %,
Usando (1.29) e (1.30) obtemos
I1To(v1) = To(v2)|* < (1 — 220 + ¢16%)[[or — v,

Para 0 € (0,2c2/c3)
1 —2c00 + 160 < 1

e Ty é uma contragao. Entao, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, Ty tem um tnico ponto
fixou € H.

Portanto, a equagao (1.31) tem uma unica solugao.

Agora provaremos a dependéncia Lipschitz continua da solucao.

Sejam T'(u1) = by e T'(ug) = b, obtemos
T(Ul) — T(UQ> = bl — bQ.

Entao,
(T(u1) = T(uz))) = ((br — ba, ur — ua)).

Aplicando (1.29) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

cilluy — up||* < |Ib— 1 = ball[lur — ual],
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o que implica (1.32).

No que segue, aplicaremos o Teorema de ponto fixo de Banach para resolucao de integrais

do tipo Fredhom e Volterra.

1.4.2 Equacao integral de Fredholm

Nesta Segao provaremos existéncia e unicidade da equagao de Fredholm linear de segunda

espécie dada por ,
o) = 12)+ X [ bz ey (1.3

com as fungoes k : [a,b] X [a,b] = R e f: [a,b] = R continuas.
Para tratarmos as questoes de existéncia e unicidade vamos escrever (1.33) como uma

equacao de operadores da seguinte forma:

() = flx) + AK[p](x)

b
com K é definido como K|p](z) = / k(x,y)e(y)dy.

Agora, se considerarmos o opera(ilor T : C([a,b]) = C(]a,b]) dado por

Tlel(z) = [+ AK[g](z)

temos que o problema de determinar existéncia e unicidade da equagao (1.33) é equivalente

ao problema de determinar um unico ponto fixo de T', ou seja, obter ¢ tal que
To=p s p=f+AKe.

Vamos aplicar o Teorema do ponto fixo de Banach. Como o espago C([a,b]) é um espago
de Banach com a norma do supremo || - ||« devemos prova que o operador T' é uma contragao.

Para isto, escrevemos
[To1 = T'pa|loc = A Kip1] = Kp2] o

Como k(x,y) continua tem-se |k(z,y)| < M em [a,b] X [a,b] ¢ K é um operador linear tem-se

|Kpa] () = K[po](2)] [ K1 — 2 ( \</ [E(2, 9)ller(y) — @2(v)|dy

< M/ lo1(y) — ea(y)ldy < M(b— a)lle1 — sl

Logo,
[1Ke1] = K[po]llo < M (b= a)ller — @2l
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e obtemos
1To1 = Tpalloo < [AIM (b= a)ller — @2

Portanto, para

1
Al < ———— 1.34
A < 3= (1.34)
temos que 7" é um operador de contragdao e a equagao (1.33) tem uma tnica solu¢do em
C([a,b]). Além disso, as sucessivas aproximagoes ©1, @2, ..., ©n, .. .desta solugdo sao dadas
por

ponia (1) = F(z) + A / K, 9)on(y)dy

com ¢ qualquer funcao continua.
Ressaltamos que o método das sucessivas aproximacoes s6 podera ser aplicado na equacao
(1.33) para || satisfazendo a condicao (1.34).

1.4.3 Equacgao de Fredholm nao linear

Nesta secao provaremos existéncia e unicidade da equagao de Fredholm nao linear de

segunda espécie dada por
b
o) = A [ blay. o))y =0 (1.35)

com a fungao nucleo k : [a,b] X [a,b] — R uma fun¢ao Lipschitziana na terceira varidvel, ou

seja, existe B > 0 tal que k satisfaz a condicao

‘k(l’,y, Sl) - k(xay?SQ)‘ < ﬁ|sl - 32‘-

Analogamente, podemos escrever a equagao integral (1.35) na forma de uma equacao de

operadores do seguinte modo:
Tlel(z) = AK[#]

b
com K dado por K[y|(x) = / k(x,y, p(y))dy.

Novamente devemos provar que o operador 7' é uma contracao. Como k ¢ lipschtiz na

terceira variavel tem-se

b
| K[p1](z) — Klpa] ()] < /Ik(m,ymol(y))—k(ﬂs,y,wz(y)ﬂd@/

b
< 6/ o1(y) — wa()ldy < B — @)1 — 02l

Logo,
[T01 = T'p2]loc < [AIB(b — a)llo1 — P2l
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Portanto, para |[\| < temos que 7" uma contragao e a equagao (1.35) tem uma unica

o
pb—a)

solucdo em C'([a, b]). Além disso, as sucessivas aproximagoes @1, ©a, ..., @n, - .. desta solugao

sao dadas por .
Pn1(r) = f(x )+A/ k(2,y, on(y))dy

com ¢ qualquer funcao continua.
Ressaltamos que o método das sucessivas aproximacoes s6 podera ser aplicado na equagao

(1.35) para || suficientemente pequeno.

1.4.4 Equacao integral de Volterra

Nesta secao provaremos existéncia e unicidade da equacao de Volterra linear dada por

p(r) = f(zx) + A/I k(x,y)e(y)dy (1.36)

com as fungoes k : [a,b] X [a,b] = R e f: [a,b] = R continuas.

Vamos aplicar o Teorema da contragao de Banach para mostrar que a equagao (1.36) tem
uma unica solugao para qualquer A e nao suficientemente pequeno como no caso da equagao
de Fredholm. De fato, considere o operador T": C([a,b]) — C([a,b]) dado por

Tlel(z) = [ + AK[¢](2)

com Kp](z) = / zk(x,y)w(y)dy. Entao,

xT

|K[p1](z) — Klpa](z)] = |K[p1 — pa] (x)] S/ k(z,y)|e1(y) — w2(y)ldy

< M [ ei(y) — p2(y)|dy < M(x —a)||er — 02|

Assim,

K[K[p])(@) - K[K[el(@)] < / k(2. 9) | K1) () — Kool (9)ldy
< M/ M(y — a)llo1 — palloodly
< M2||gol—soz||oo/x<y—a>dy
a)? ¢

(o -
< Mo - el
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Procedendo sucessivamente até n obtemos

Klee) - K@) < Lo g

(b—a)"
< M"—lp1 — ¥al;
n:

o que implica
(b—

1T 01 — T"paloc < A"M TH% — ¥2]]oo-

Portanto, para qualquer A e n suficientemente grande tem-se

(b—a)"

AT M
n!

e, portanto T' é uma contragao para n suficientemente grande, entao pelo Teorema 1.8 T tem

um unico ponto fixo. Portanto, a equacao (1.36) tem uma unica solugao.

1.5 Equacoes diferenciais em espacos de Banach

Seja X um espaco de Banach e considere o problema de valor inicial

{u/(t): f(tu(t)) em [to,b] (1.37)

U(to) = Ug

com ug € X e f: [to,b] x X — X é continua e Lipschitz na segunda variavel:
|f(t781) - f(ta 82)| S /6|81 - 82|'
O problema da equagao diferencial (1.37) é equivalente a equagao integral
t
u(t) = ug —I—/ f(s,u(s))ds. (1.38)
to

Note que (1.38) é da forma u = T'(u) e (1.38) é uma equagao integral de Volterra nao
linear.

Deste modo, temos o seguinte o processo iterativo:

un(t) = ug —i—/t f(s,up—1(s))ds. (1.39)

Para mostramos a existéncia e unicidade de (1.37) usamos a forma equivalente (1.38) e

aplicamos o Teorema de ponto fixo de Banach. Para isto, considere X = C([to,b]) com a
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norma do maximo || - ||, entao

tE(to,b]
< Bbllur — uzl|s

ITuy = Tl < maX/t |f (s, u1(s)) = f (s, ua(s))| ds

Se b < 1 temos que T' é uma contragao ¢ (1.39) tem uma unica solugdo. Como (1.38) e

(1.39) sao equivalentes temos que o problema de Cauchy (1.38) tem uma tnica solugao para
Bb<1.

Em resumo,

Teorema 1.10 (Teorema de Picard-Lindelof em espaco de Banach) Suponha que f :

[to, b] = X € continua e Lipchitz com rela¢ao na sequnda varidvel:

|f(ta Sl) - f(t752)| < B|$1 - 82|

com 3 € uma constante independente de t.

Se fb < 1, entao o problema de valor inicial (1.37) tem uma unica solug¢do continuamente
diferencidvel u(.) em [to, b].

Além disso, qualquer valor inicial uy tal que ||ug — uills < b, 0 método iterativo (1.39)

converge para a solug¢do u(t), ou seja,

max ||u,(t) —u(t)|| = 0 quando n — oo.
l[t—to||<b



Capitulo 2

Calculo em espacos de Banach

Neste capitulo, faremos uma breve introducao do Calculo em espaco de Banach. Os
conceitos e resultados tratados neste capitulo serao importantes para generalizarmos o Método
de Newton, pois precisaremos generalizar o conceito de derivada para espagos de Banach. Além
disso, para provarmos a convergencia do método aplicaremos uma versao do Teorema do valor
médio em espacgos de Banach.

Para melhor entendimento da generalizacao do conceito de derivada, primeiro, trataremos
o caso em R™. No caso do Célculo integral, s apresentaremos os resultados para fungoes do
tipo f : [a,b] — X.

Nao ¢ nosso objetivo fazer um estudo detalhado do Calculo em espaco de Banach, para

maiores detalhes consulte [1].

2.1 Calculo Diferencial

Definicao 2.1 Seja f : [ — R, I um intevalo aberto. Dizemos que f € diferencidvel em
xg € I se, e somente se existe um operador linear L : R — R dada por L(h) = ah com

a = f'(xy) tal que para todo € > 0 existe 6 > 0 satisfazendo
|h| <& = [f(zo+ h) = f(zo) — L(h)| < €]h], (2.1)

equivalentemente,
m |f(xo +h) — f(xo) — L(h)]

=0. 2.2
|h|—0 |h| (2:2)

Observagao 2.1 Podemos mostrar que L € unica.

Ressaltamos que a definigdo de derivada dada em (2.1) (ou (2.2)) ¢ a mais adequada para
obtermos a generalizacao do conceito, pois nao usa a divisao por um elemento do espaco, mas

pela norma do elemento.

20
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Observe que no caso unidimensional, a aplicacao linear L é o diferencial da funcao f em
xg. Por esta razao, usaremos a notagdo L = D f(xg).
Vamos generalizar o conceito de derivada para uma fungao f : U C R™ — R™ usando (2.1)

(ou (2.2)). Esta definigdo de diferenciabilidade foi dada pelos matematicos Fréchet e Stolz.

Definigao 2.2 Sejam U C R™ um aberto e xg € U. Dizemos que uma funcao f: U — R™ ¢é
fortemente diferencidvel em xq, se existe um operador linear D f(xo) : R" — R™ tal que dado
€ > 0 existe 6 > 0 satisfazendo

[hll <& = [|f(z0 + h) — f(z0) = Df(zo)(h)]| <ellh]l, VheR", (2.3)
equivalentemente,

i W @0+ h) = flao) — L(A)]]
|| =0 I

= 0. (2.4)

O operador D f(xq) é chamado derivada de f.

Observagao 2.2 O operador Df(xg) também ¢é chamado de Derivada de Fréchet ou

diferencial de f em xo e denotado por f'(x¢) ou df (x¢), respectivamente.

Teorema 2.1 Seja U C R™ um aberto. Se f : U — R"™ € diferencidvel em xq € U entdo a

aplica¢ao D f(xq) € unica.

Exemplo 2.1 Seja L : R™ — R™ uma transformacao linear, entao DL(xy) = L, Vo € R™.
De fato, dado € > 0 tem-se

[ L(zo + h) = L(xo) — L(R)[| = [|L(x0) + L(h) — L(xo) — L(h)|| = [|0]] < €[[A]].
Entao, para qualquer 6 > 0 tem-se
[l <116 = [[L(zo + h) — L(xo) — L(R)[| < €[[n]].
Logo, pela uniciadde, DL(xy) = L.

Teorema 2.2 Se f:U C R" — R™ ¢ diferencidvel em um ponto xy interior de U entao f é

continua em xg.

Prova: Como f diferencidavel em x( temos que dado € > 0 existe 9; > 0 tal que

[ = ol < 0v = [[f(2) = f(w0) = Df(wo)(x = wo) || < el — ol
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Tomando € = 1 tem-se

lz = o[l < 01(1) = || f(2) — f(wo) = Df(zo)(x — wo)|| < [l — ol (2.5)

Por outro lado, como todo operador linear definido num espaco de dimensao finita é

limitado, entao existe uma constante M; tal que
1D f (o) (x — o) || < Mylx — o (2.6)
Mas, pela desigualdade triangular tem-se

1f(x) = flo)l = [lf(2) = f(x0) = Df(xo)(x — wo) + D f(x0)(x — o)]|
< f (@) = Fwo) = Df(wo)(w — wo) | + [ Df (o) (x — o).

Agora, aplicando (2.5) e (2.6) obtemos
||z = ol <0 = [[f(x) = f(xo) | < M|z — o

com M =1+ M;. Isto mostra que f satisfaz a condicao de Lipchitz.

Agora, escolhendo § = min <61, %) concluimos que

[z — o] < 6 = [|f(x) = flxo)ll < e

E a continuidade de f em xy estd provada. |
Na seguinte definicao generalizaremos o conceito de derivada de direcional.
Definicao 2.3 Sejam U C R™ um aberto, vy € U ponto interior, u € R" e f : U — R™.

Dizemos que f tem derivada direcional em xy na direcao do o vetor u se dado € > 0, existe

0 >0 tal que

w0 +tu) — f(x0) — Duf(20)
t

0<]t\<(5=>Hf(

‘ <€, VteR, (2.7)

ou equivalentemente, se existe o sequinte limite:

f(xo +tu) — f(xo)
- .

Observacao 2.3 Usamos também as sequintes notacoes para derivada direcional: a—(xo),
u
f/(xO; u): fu(fo)

Quando u = e; para j = 1,2,--- ,n, as derivadas direcionais de f em z, na diregao dos



2.1 (Célculo Diferencial 23

vetores canonicos sao chamadas derivadas parciais de f em xy. Neste caso, as notacoes mais

usadas sdo D, f(zg) ou ﬁ(960).
ax]’

O seguinte resultado afirma que todo operador linear definido em espagos normados de

dimensao finita pode ser representado por uma matriz. Sua demonstragao pode ser encontrada
em [6].

Proposicao 2.1 Sejam X e Y espacos de dimensao finita com dimX = n,dimY = m e
m,n = 1. Sejam {ey,ea,...,e,} € {b1,ba,... by} bases de X e Y, respectivamente. Entdo
o operador T : X — Y € linear se, e somente se, existe uma matriz A,,x, tal que para

n
T = E aper temos que
k=1

n
com fB; = Z ai;o;, A= (aij),a; € K1 <i<n,1<j<m. Além disso, T é continuo.
j=1

Usaremos o Teorema 2.1 para provar o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Se f: U C R" — R™ € diferencidvel em um ponto xq interior de U entao as

deriwadas parciais D; f;(zo) existem parat=1,...,nej=1,...,m e Df(x) € dada por
Dy fi(wo) ... Dyfi(wo) hy
Df(x)(h) = : : :

com h = (hy,..., hy).

Prova: Como Df(zg) : R* — R™ é um operador linear pelo Teorema 2.7 temos que

D f(xo) pode ser representada por

Df(xo)(h)=| + . : (2.8)

Al - O h,,

Como f diferenciavel em xy temos

lim [ f(zo 4+ h) — f(x0) — D f(xo)(h)]

= 0.
1Bl —0 ||l
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Tomando h = te; e escrevendo (2.8) em termos das componentes, obtemos

fiy (o +tes) = fi(wo) — aiit] _
|t|—0 |t]

0,

com a;; o (4,7) elemento da matriz Df(xy), dado pela i-ésima componente do vetor
Df(x).e; = D f(xo) aplicado no j-ésimo vetor canonico e;.

Portanto,
lim fi(wo +te;) — f(xo)
[t|—0 t

—CLij :O

Logo, D; fi(xo) existe e pela unicidade da derivada parcial, concluimos que D, f;(zo) = a;;.
|

Observacao 2.4 Para f : U C R" = R o Teorema 2.3 afirma que

Matriz jacobiana

Sejam U C R™ um abertoe f : U — R™. Se as derivadas parciais das fung¢oes componentes

fj de f existem em zy podemos formar a seguinte matriz

Difi(zo) .. Dnfi(zo)
(Difi(z0)) = : " :
lem($0> anm(x0>

chamada matriz jacobiana de f no ponto xy. Se f for diferenciavel em xq entao pelo Teorema

mxn

2.3, a matriz diferencial coincide com a matriz jacobiana, ou seja, D f(zo) = (D; f;(xo)). Se f

¢é diferenciavel em xg o determinante

Dy fi(xo) ... Dnfi(wo)
Jf(xo) = : :
lem(x()) anm(x0>

é chamado Jacobiano de f em z.
Sejam U C R™ um aberto e L(R™,R™) espaco vetorial das aplicagoes lineares de R™ em
R™. Se f: U — R™ é uma funcao diferenciavel em cada ponto em U entao podemos considerar

a funcao diferencial D f dada por

Df:U — L(R"R™)

To — f' (o)
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CcOo1m
Df(zy) : R —  Rm™

h  — Df(xo)(h)

Exemplo 2.2 Sejam f(z,y) = (2* + y*, xy) e xo = (a,b) entdo

Df(z) = [2@ Qb]

b a

Logo, para h = (h, k) tem-se Df(xo)(h) = (2ah+2bk,bh + ak).

O seguinte Teorema caracteriza o diferencial de uma fungao diferenciavel em termos da

derivada direcional:

Teorema 2.4 Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™. Se f ¢ diferencidvel em xq, entao a

deriwada direcional de f em xy na direcao do vetor u existe e

Df(xo)(u) = Dy f(xo)

Observagao 2.5 A existéncia de todas as derivadas direcionais em xo ndo implica a
diferenciabiliade de f em xo. De fato, podemos mostrar que a funcao f : R*> — R dada

por
2

flx,y) = x2$+yy2 se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

nao € diferencidvel em (0,0), mas tém todas as derivadas direcionais em (0,0).

2.1.1 Funcoes de classe C"

Teorema 2.5 Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™. Se as derivadas parciais das
fungoes componentes D, f;(xo) de f existem e sdo continuas em U, dizemos que a fungdo f €

continuamente diferencidvel ou de classe C*(U).

Se as funcoes componentes D, f;(xg) sao diferenciaveis em U, ou seja, podemos calcular
suas derivadas parciais Dy(D; f;(z0)), entao definimos as derivadas parciais de sequnda ordem
de f. Analogamente, podemos definir as derivadas parciais de ordem r, r € N de f.

Dizemos que uma fungao f é de classe C"(U) se, e somente se, cada funcao D; f;(x¢) é de
classe C""Y(U) em U.

Teorema 2.6 Sejam U C R™ um aberto e conexo e f : U — R" de classe C*'(U). Se Df(x)

¢ lipschitz continua em x € U com constante L > 0. Entao, para quaisquer x + h € U tem-se

1o+ h) = f(x) = DF@)B < 5 bl
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2.1.2 Diferenciabilidade em espacos de Banach

Nesta segao apresentaremos o conceito de diferenciabilidade em espacos mais gerais, em

particular espacos de Banach.

Definicao 2.4 Sejam X e Y espacos de Banach, U C X aberto. Dizemos que a fung¢ao
f:U —Y € Fréchet diferencidvel num ponto xq € U se existe um operador linear limitado

Df(zo) : X = Y tal que € > 0 eziste § > 0 satisfazendo
|hl] <& = [|f(zo + h) = f(z0) = Df(wo)(R)|| < €l[h]|, VheU.

equivalentemente,

lim | f(zo +h) — f(xo) — D f(x0) ()]

= 0.
[l =0 Al

O operador D f(zy) é chamado derivada de Fréchet ou derivada forte de f em xy.

Se f é Fréchet diferencidavel em todos os pontos de U dizemos que f é diferencidavel em U.

Nesse caso, a aplicacao
reUw Df(x) € L(X,Y)

é chamada a diferencial de f em U e representada por Df.

Observacao 2.6 Observe que para o caso de dimensao finita, na Definicao 2.1, estd implicito
que diferencial D f(xo) € uma aplicagao linear continua, pois tal continuidade € garantida pelo

Teorema 1.1.

O seguinte teorema é uma definicao alternativa de derivada de Fréchet.

Proposicao 2.2 A funcao f € Fréchet diferencidvel em xy se e somente se, existe E €
L(X,Y) tal que
r(h) = f(zo+ h) — f(xo) — E(h) (2.9)

com lim Hr(h)H

= 0.
Ihll=0  [[R]

Prova: Suponha que f é Fréchet diferencidavel em xzy entao, existe o operador linear

continuo D f(xg) tal que

i 1o 1) = £(20) = Df ) ()]

— 0
(= 2|l

Seja r : X — Y definida por

r(h) = f(xo + h) — f(x0) — Df(20)(h).
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Entao,
(W)l _ [/ (xo + h) = flxo) — Df(xo)(A)]
[|A]] 172 ’
o que implica R
) r(h)|l
||/111||I£1>0 2 = 0. (2.10)

Portanto, F = D f(xy).
Reciprocamente, suponha que existe £ € L£(X,Y") tal que a equagao (2.9) satisfeita e

Gt )~ S~ EG)]
=0 R[] o 7]
Entao, f é diferencidvel em x, e logo, existe D f(xg) e E = D f(x0). [

Exemplo 2.3 Seja X um espag¢o de Banach e f : [a,b] — X. Se f é diferencidvel em t,

entao, pela Proposicao 2.2, tem-se
f(t) = f(to) = f/(to)(t — to) + E(2)

E(t
com lim (*) .
t—to T — T

O teorema a seguir nos assegura o importante resultado que diferenciabilidade implica em

continuidade. A prova é similar a do Teorema 2.2 e serd omitida.

Teorema 2.7 Seja f: U — Y com U um aberto de X. Se f é diferencidvel em xo € U entao

f € continua em x.
Exemplo 2.4 Se L : X — Y ¢ um operador linear entdo, Vro € X, DL(xo) = L.
A prova € andloga ao caso n-dimensional e serd omitida. Note que nao estamos dizendo

que DL e L sao idénticas, mas que DL tem o mesmo valor que L para todos os pontos x.

Exemplo 2.5 Seja H um espago de Hilbert com produto interno ((.,.)). Considere a fungdo
f:H — R dada por

f@) = l=[]* = ((z,2)).

Entao, f é Fréchet diferencidvel em xo € H e D f(xo)(h) = 2 ((xo, h)).
De fato, note que

(o + h) = f(wo) = Df(xo)(R)| = [llxo + Al* = [lzol[* = 2((z0, 1))]
= [((xo + h,zo + ) — [|zo]|* = 2((z0, 1))
1212,

FEscolha 6 = \/e.
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Note que f nao € diferencidvel em xy = 0. Suponha, por contradicdao, que f é diferencidvel

em xg = 0. Entao,
E(h) | r(h)
— T =
ALl [l

para E € L(H,R). Substituindo h por —h temos que

E(h)  r(h)
P T,
1 ——
h
o que implica ||h|| = %, o que é um absurdo!

Exemplo 2.6 Seja H um espago de Hilbert com produto interno ((.,.)). Se f: H — R ¢

Fréchet diferencidvel em xq. Entao,

Df(xo)(h) = ((Vf(x0), h)). (2.11)

De fato, seja Df(xg) : H— R a diferencial de Fréchet de f em xo. Como D f(zq) € H’,
pelo Teorema da Representacdo de Riesz (veja Teorema (1.4)), existe um elemento V f(zy) €

H tal que D f(x0)(h) = ((Vf(x0), h)), Vh € H.
O elemento V f(zy) é chamado gradiente de f em xy. Note que Vf: H — H.

Definiremos agora a generalizacao do conceito de derivada direcional para espagos Banach,

chamada de Derivada de Gateaux.

Definicao 2.5 Seja X e Y espacos de Banach. Dizemos que a fungdo f: X — Y ¢é Gateaux
diferencidavel em xoy € X na diregao de h se, para xo,h € X, existe § f(xo; h) € Y tal que dado
€ > 0 existe 6 > 0 satisfazendo

it < 6= Hf<””° *”? — f(@o) _ df (o, )| < e,
equivalentemente,
t—0 t

Se §(zo; h) existe para todo h € X e a aplicagao df (xg) : h — 0(zo; h) é linear e continua,

entao df (zo) é chamada derivada de Gateaux de f em x.

Observagao 2.7 A terminologia sobre a derivada de Gateauzr nao € uniforme. Alguns autores

nao assume a linearidade de df (xo).

No caso de dimensao finita, mostramos que a diferencial de uma funcao diferenciavel é
caracterizado em termos da derivada direcional (veja Teorema 2.4). O seguinte Teorema é a

generalizacao deste resultado para espacos de Banach:
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Teorema 2.8 Se f : X — Y € Fréchet diferencidvel em vy € X entaio [ é Gateaux
diferencidvel em xy e D f(xo)(u) = 0 f(xo;u),Vu € X.

Prova: Como f é Fréchet diferencidvel em xy, entao existe um operador linear limitado
Df(xp) : X = Y tal que dado € > 0, existe § > 0 satisfazendo

17l <6 = [|f(zo+ h) = fzo) = Df(zo)(h)|| <ellh]|,Vh € X.
Como vale para todo u € X, podemos tomar h = tu, comt € Re u € X,t # 0. Assim,

[tull <0 = [|f(zo + tu) — f(x0) — Df(xo)(tu)|| < elltul|, Vhe X.

Portanto, para [t| < — e ||u|| # 0 obtemos

1f (w0 + tu) = (o) =t Df (o) (tu)|| < elt]|ull

pela linearidade de D f(xg), o que implica

] <

— Df(x0)(u)

< €lull

H flao + tl;) f (o)

Portanto, tomando 6; = —— temos que f é Gateaux diferenciavel em xq e § f (2o, u) = D f (o).

|
Exemplo 2.7 Sejam X = C*([0,1]) e Y = C([0,1] com a noma do mdzimo || - ||. Considere
dz
— 27
flz)==x e
Assim,
d d
f@o+th) = f(wo) = (w0 + th)*— (o +th) — a5 %

Entao, a derivada de Gateaux € dada por

S(aw; )] = 1]+ 220 2]

O préximo Teorema é a generalizagao do Teorema 2.5 em termos da derivada de Gateaux,

sua prova pode ser encontrada em [4, p. 123]:

Teorema 2.9 Assuma que df (z) existe numa vizinhanga de xy € X. Se x — df (x) é continua
em o (como fungio de X — L(X,Y)) entao D f(xy) existe.
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2.1.3 Regras de diferenciacao

Agora, enuciaremos algumas regras de diferenciacao. Se nao especificarmos o tipo de

derivada, entao o resultado é valido para a diferencial de Fréchet.

Proposicao 2.3 (Regra da Soma) Sejam X e Y espacos normados. Se f,g : U C X — Y
sao diferencidveis em xq, entao para quaisquer escalares o e 3, af + Bg € diferencidvel em xg

D(af + Bg)(wo) = aD f(xo) + BDg(xo)

Proposicao 2.4 (Regra da Cadeia) Sejam X,Y e Z espacos normados. Seja f : U CY — Z
eg: W CX =Y comgW)CU. Assuma que uy é um ponto interior de W, g(ug) em
ponto interior de U. Se f é Fréchet diferenciavel em xy e g é Gateaux diferencidvel em g

com g(ug) = xo. Entdo, fog é Gateaux diferencidvel em g e

0(f 0 g)(uo; h) = Df(x0)(0g(uo; h)).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.8 Seja X = Y = C(la,b]) com a norma do mdzimo. Assuma que g €
C([a,b]),k € C(la,b] x [a,b] x R). Entao, podemos definir o operador G : V. — W pela

formula .
G(u)(t) = g(t) +/ k(t,s,u(s))ds

Este operador é chamado operador integral de Urysohn.

Seja ug € C([a,b]) tal que

O . 5,u0()) € Ol 8] x [0, ).

Entao, G € Fréchet diferenciavel em ug e

b
(G'(ug)h)(t) :/ %(t, s,ug(s))h(s)ds, heV.

2.1.4 Derivadas Parciais

No que segue, vamos generalizar do Teorema 2.5 em termos das derivadas parciais de f |

sua prova pode ser encontrada em

Definicao 2.6 Sejam X; ,X5 e Y espacos de normados e f : X1 x Xo = Y. Para as € X,
fizxo, se fi 1 x1 — f(x1,a2) tem derivada de Gateauz (ou Fréchet) em a; € Xy entao df(a;)
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(ou D fi(ay)) € chamada a derivada parcial Gateauz (ou Fréchet) de f em (a1, as) com relagdo
a primeira varidvel e representada por dy f(a1,az) (ou Dy f(aq,as).
De modo andlogo, podemos definir a deriwada parcial dsf(ay,as) (ou Daf(ay,as)) com

relacao a sequnda varidavel.

Se df (ay, as) existe entao existem d; f(a1,az) e daf(ay,az) e

df(al, ag)(hl, h2) = df1 (al, a2)<h1) + dfg(&l, ag)(hg). (212)

Para termos a reversa desta afirmagao precisamos de mais hipdtese, como mostra o seguinte

Teorema:

Teorema 2.10 ([4], p. 124) Suponha que d; f(ay,as) no ponto (ay,as) e daf(ay,as) existem
numa vizinhanga do ponto (ay,as) e a aplicagao dof : X1 x Xo — L(X5,Y) € continua em
(a1,a9) . Entao, df(ay,as) eziste e vale (2.12).

A prova desta proposicao e a demonstracao que a existéncia de derivadas parciais em um

ponto nao implica a existéncia da derivada de Fréchet ou Gateaux.

Corolario 2.1 ([1], p. 225) SejamA C X; x Xy um aberto e f : X1 x Xo — Y. FEntdo,
f € CYA) se, e somente se, f1, fo» € C1(A).

2.2 Calculo Integral

Sejam X um espaco de Banach e f : [a,b] — X. Considere uma particdo qualquer dada

por
P={a=ts<t; <...<t, 1 <t,=0b}

e os numeros ¢; € [tiy1,t;]. Considere At; = t;11 — t;, ||A|| = max{Aty, Aty,...,At,_1} e a
soma de Riemann )

=0
que é um elemento do espago X.
Definicao 2.7 Se o limite

lim S, =1
[|A][—0 (/)

existe em X para toda particio P e quaisquer ¢; € [tivq1,t;], 0 <i < n—1, dizemos que f ¢é

integravel em [a,b] e usamos a notacao

I:/abf(t)dt.
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Teorema 2.11 ([12], p. 87) Se f(t) é continua ou continua por partes em [a,b] entao f(t)

¢ integrdvel em |a, b].

2.2.1 Regras de integracgao

Teorema 2.12 ([12], p. 88)
(a) / af(t)dt = a/ f(t)dt com a € R;
b b b
) [ 10 +9wit= [ @+ [ g0

(c) /acf(t)dt+/cbf(t)dt:/abf(t)dt com ¢ € (a,b);

@ | [ r0d] <60 max o,
@ | [ s < [isona

Teorema 2.13 ([12], p. 91) Sejam X um espaco de Banach e e f : [a,b] — X. Se f(t) é

continua por partes em |a,b] e continua em tq € [a,b] entao a fungdo

F(t) = /atf(r) dr

¢ diferencidvel em ty e DF(ty) = f(to).

2.2.2 Teorema fundamental do Calculo

Sejam X um espacgo de Banach e f : [a,b] — X continua em [a, b]. Dizemos que a funcao
continua G : [a,b] — X é uma primitiva de f(t) se DG(t) = f(t),Vt € [a.b].
Podemos mostrar que duas primitivas de f(¢) diferem por uma constante e que qualquer

primitiva de f(¢) é da forma
t
G(t) = / f(r)dr + xg

com zo um elemento fixo de X

Teorema 2.14 ([12], p. 92) Sejam X um espago de Banach e f : [a,b] — X. Se f € de
classe C*([a, b]). Entao,

[ 5D =0 - fa)

para todo t € [a,b).
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Teorema 2.15 Seja X um espaco normado, Y um espago de Banach e f: X — Y. Suponha
que f tem derivada de Gateaur em todos os pontos do segmento que une os ponto a e b em
X na dire¢io deste segmento, isto €, f(a+t(b— a);b — a) existe ¥t € [0,1]. Se a aplicagdo
t—df(a+t(b—a);b—a) é continua em [0, 1] entdo

£ = fla) = (b— a)/o 5F(a+t(b— a):b— a)dt.



Capitulo 3
Método de Newton generalizado

O teorema do ponto fixo de Banach contém a maioria das propriedades desejaveis de um
método numérico. Sob as condicoes desejadas, a sequéncia de aproximacoes estd bem definida,
e converge para solucao do problema original. Além disso, sabemos que a taxa de convergéncia
¢ linear (veja expressao (1.21)), e também temos uma estimativa de erro a priori (veja (1.19)).
Esta estimativa pode ser usada para determinar o niimero de iteracoes necessarias para termos
uma boa solucao aproximada.

Neste capitulo, descrevemos o método de Newton analisando suas principais propriedades.
A nossa abordagem serd aplicagao direta do Teorema do ponto fixo de Banach (veja Teorema
1.7).

3.1 Caso unidimensional

Dada a funcao real f : R — R estamos interessados em encontrar as raizes reais da equagao
f(z)=0, z€eR. (3.1)

Para aplicarmos o Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema 1.7) vamos reformular o

problema (3.1) na forma

r=T(z), zeR (3.2)

e gerar uma sequéncia de aproximagoes da solugao do seguinte modo:

Existem muitos modos de escolhermos a fungao T'(x), por exemplo T'(x) = x —¢o f(x) para

alguma constante ¢y # 0. Uma outra escolha poderia ser

T(x)=x— %, f'(z) #0. (3.4)

34
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Métodos que usam o teorema do ponto fixo sao chamados Métodos iterativos, em particular
para a escolha (3.4) temos o conhecido Método de Newton.
A forma geral das fungées T'(x) para f : [a,b] — R continua e £ é uma solugao da equagao
f(z) = 0 é dada por
T(x)=xz+ A(x)f(x) com A(&) #0.

Graficamente, uma raiz da equagao (3.2) é a abscissa do ponto de intersecgao da reta y = x

e da curva y = T'(x), como mostram as seguintes figuras:

f(x)

Figura 3.1:
- (p(l‘)
i =
| {wx} » €
/{ iE‘o 3.31 3;2 z

Figura 3.2:
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Naturalmente, a convergéncia dos métodos iterativos depende das propriedades da funcao
T'(x). Para aplicarmos o Teorema da Contra¢ao de Banach (Teorema 1.7) devemos mostrar
que T é uma contracao. Além disso, outras condicoes adicionais, como no caso do método de
Newton, garantem maior rapidez de convergéncia.

No seguinte resultado apresentaremos as condigoes minimas necessarias que garantem a

convergéncia do processo iterativo (3.3).

Teorema 3.1 Suponha que T(zx) pertence ao espaco C'([a,b]) tal que sup |T'(z)] < 1.
z€la,b]

Entao, o problema (3.2) tem uma unica solugao & e a sequéncia (xy) gerada pelo processo

iterativo (3.3) converge para .

Prova: Vamos mostrar que T' é uma contracao e aplicar o Teorema 1.7.
De fato, como T € C'([a,b]) seque do Teorema do Valor Médio que, para xy, x5 € [a,b],

existe ¢ € (x1,x2) tal que
T (21) = T(z2)| = [T"(c)] |21 — o.

Portanto,
| T(21) = T(22)| < sup |T'(x)||z1 — 22| < |21 — 2],

z€[z1,22]

pois sup |T'(x)| < 1 por hipdtese. Logo, T é uma contragdio e pelo Teorema da contrag¢do o
pmblﬁ%ﬁ(&@ tem uma tunica solugdo & e o processo iterativo (3.3) converge para &. [ |
Observe que, com as hipdteses do Teorema 3.1, temos que a ordem de convergéncia do
processo iterativo (3.3) é linear (veja (1.21)). Para a escolha de T'(z) dada em (3.4) temos
que a ordem de convergéncia serd quadrética.
De fato, convergéncia dos métodos iterativos sera mais rapida quanto menor for o valor de
|T"(€)|. Observe que
f(x) ["(x)
(f'(z))?
e, logo, se /(&) # 0 tem-se T"(§) = 0, pois f(£) = 0 (para mais detalhes consulte [11]).

Em resumo,

T'(x) =

Teorema 3.2 Seja f € C*([a,b]) com f'(x) #0 em [a,b]. Suponha que existe uma constante

0< A< tal que @) ()
) f"(x

Entao, a equagio f(x) =0 tem uma unica solugao x = & em [a,b] e a sequéncia (xy) C |a, b

gera pelo processo iterativo

f(xr)

T TR T )

k>0
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converge para & com xqg € |a,b] arbitrdrio.
Além disso, a ordem de convergéncia do processo iterativo (3.2) € quadrdtica, isto €,
lim ek—;rl =C
k—o0 €L
com C'" uma constante.
Prova: Como f € C?%([a,b]) com f'(z) # 0 em [a,b] temos que T(z) = x — ff/((m)) e
x
"
T (z) = ) /") sao continuas em |a,b]. Além disso,

(f'(2))?

f(x) f" ()

Tl = ‘ F )y

‘ <A<l
por hipotese. Logo,

sup |T'(z)] < 1
z€[a,b]

e pelo Teorema 3.1 a equagao f(x) =0 tem uma unica solug¢do & € |a.b] e o processo iterativo

(3.2) converge para €.

Além disso,

_ f(xr) _ f ()
Tpy1 —§ =T —§ — () = €py1 = € — Flan)

Aplicando a série de Taylor e efetuando alguns cdlculos elementares obtemos

Chtl _ 1 f"(ag)
6% 2 f'(xk)

para algum oy, € [z, x| Assim,

| L ey 1 (me) a1
— = — = — = — = O

k—o00

3.1.1 Interpretacao geométrica do método de Newton

Nesta secao faremos a interpretacao geométrica do método de Newton. Para isto, considere

0 processo iterativo

f(xr)
f(wg)

T = T(wg) = 23 —
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Observe que pode ser escrito na forma

Thy1 — Tk = — f,(xk) & f(@e) (@ — a) = = flze) & flae) + f (@) (2r — 21) = 0.
f'(@)

Fazendo zpy1 = = e Li(x) = f(xx) + f'(xr)(z — x) temos que Li(x) é a aproximagao
linear (reta tangente) da funcdo f(x) numa vizinhanga de x. Portanto, o ponto x,; tal que

Ly(zgs1) = 0 é iteragao do método de Newton, como mostra a seguinte figura:

5
Figura 3.3:
3.2 Caso multidimensional
Nesta secao trataremos o problema de encontrar a raiz da equacao
flz)=0 (3.6)

para f : R" — R™. Em termos das fungbes coordenadas f(z) = (fi(Z), fo(Z),..., fu(Z)) a

equagao (3.6) torna-se o seguinte sistema de equagoes:
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filzy, ... x,) =
fg(l’l, . ,fL’n) = (37)
falzy,...,zy) = 0

No caso unidimensional, geometricamente o processo iterativo do método de Newton
significa aproximar f(z) pela reta tangente Li(z) numa vizinhanca de de xj, ou seja,
f(z) ~ Li(x). Usaremos esta ideia para generalizar o método para o caso multidimensional.

Sejam f ¢ de classe C1(U) e € a solugao da equacao f(x) = 0 entao para z numa vizinhanca

de £ tem-se
0=f(&) = flz)+ Df(x)(€ —x)
Isto sugere o seguinte processo iterativo:

Df(wg) wp1 = Df(x) vp — f(21)

ou na forma alternativa

Tpr1 =z — [Df(z1)] 7 fzr) (3.8)
o of, ofs of:
or, Ory, " O,
Df(xy) = : oo
Ofn Ofn Ofn
Oy dry T Oty /) g,

Do ponto de vista computacional, é conveniente escrever (3.8) como
Tpy1 = Tp, + 0Ty, (3.9)
sendo dxj, a solugao do sistema linear
D f(xp)dzy = —f (k). (3.10)

Portanto, o método de Newton é um processo iterativo que a cada iteracao resolve um
sistema linear. Além disso, observe que a cada iteragao devemos garantir de a matriz jacobiana

D f(xy) ¢ inversivel.
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3.2.1 Convergéncia local

Vamos provar um resultado de convergéncia local para o método de Newton. Isto significa
que o resultado vale para a aproximagao inicial xg suficientemente préxima de . Usaremos o

seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em [1].

Lema 3.1 Sejam U C R™ um aberto e f : R" — R"™ de classe C*(U). Suponha que:

(i) Df(x) € lipschitz continua em U, isto é, existe uma constante L > 0 tal que
IDf(x) = DfW)ll < Lilz —yll, Vo,yeR™

(ii) Para z € U fixo, existe [Df(z)]™ .
(ii) Emiste uma constante B > 0 tal que ||[Df(2)]7}|] < 8.

Entao, Vx € B(z,r) ={y e R"; |ly—z|| <r} com 0 <r < L_CB e 0 < ¢ < 1 uma constante

fixza, Df(x) € nao singular e satisfaz

@) < -2

Teorema 3.3 Sejam U C R™ um aberto e convexo e f : R* — R"™ de classe C'(U). Seja
£ € R tal que f(§) = 0. Considere B(§,r) ={y e R"; |ly = ¢&|| <r} CU.

Suponha que:

(i) eziste [Df(E)]™

(ii) emiste uma constante > 0 tal que ||[Df(z)]7'|| < 8 em B(E,r).

(ii) Df(x) € lipschitz continua em B(&,r), isto €, existe uma constante L > 0 tal que
IDf(z) = Df Il < Lz —yll, Yo,y e B(E,r).

Entao, existe € > 0 tal que Vx € B(&, €) a sequéncia (xy) gerada por (3.8) estd bem definida,

converge para & e satisfaz

lewall LB
lel? = 21— ¢)

=0,1,--- (3.11)
2
para alguma constante fixa 0 < ¢ < 3

) - 2 )
Prova: Provaremos por inducao. Para 0 < ¢ < 3 fixa considere

e—min(r C)
= 7L_5 .
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Aplicando o Lema 3.1 com z = £ e x = z temos que D f(z() é nao singular e satisfaz

B

DS ()] I <~

(3.12)
Portanto, a aproximagcao x; gerada por (3.8) estd bem definida e satisfaz

v1— & =120 — & — [Df(w0)] " f (o).

Assim,
1 —§& = w0 —&— [Df(xo)] 7 [f(w0) — f(E)]
D f(x0)] 7' [f (o) = f(§) = Df(20)(§ — )]

e, logo,

llz1 = &Il < IDf ()] ] [If (o) — f(&) — Df (0)(€ — wo)l.

Usando (3.12) e aplicando o Teorema 2.6, obtemos

L 2

o que implica que (3.11) é vélida para k = 0.

|z = €] <

Como ||z —&|| < L_CB temos que

o =€l < 5y koo —&l1 < llaw — €ll <

Suponha, por hipdtese de indugao, que (3.11) vale para k, entao

Tpp1 — & = xp— & — [Df(xp)] " fap)
= xp—&— [Df(xe)] [ f(zr) — f(E)]
— Df(xk)] f(@e) = f(E) = Df () (€ — )]

Aplicando o Lema 3.1 com z = £ e © = z, temos que D f(xy) é ndo singular e satisfaz

p

D) <

(3.13)

Usando (3.13) e aplicando o Teorema 2.6, obtemos

[|Zks1 = €||_2( )II o, — &|I*

o que implica que (3.11) é valida para k + 1.
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Como ||z — &|| < Liﬁ temos que

c
ka+l_€“§2< |z — &l < Jox — €] < e

21 —¢)

Note que, pelo Teorema 3.3 temos que a convergéncia do método de Newton é quadratica.

3.3 Meétodo de Newton generalizado

Nesta secao queremos encontra a solucao da equacao de operadores
f(x)=0 (3.14)

para f: X — Y com X e Y espaco de Banach.
Analogamente, como no caso multidimensional, sejam f Fréchet diferenciavel em X e £ a

solucdo da equagao f(x) = 0 entdo para x numa vizinhanca de £ tem-se

0=f(&) = f(z)+ Df(x)(€ - ).

Isto sugere o seguinte processo iterativo:

Df(x)(wrs1) = Df(vr) () — fl)

ou na forma alternativa
w1 = ap — [Df ()] 7 (f (21). (3.15)

Novamente, do ponto de vista computacional, é conveniente escrever (3.15) como
Tpr1 = T + 0xg (316)

sendo 0z}, a solucao do sistema linear

Df(x4)(0ar) = —f(a). (3.17)

Como Df(x)) é um operador linear temos que encontrar dzj implica em resolver um
problema linear. Portanto, o método de Newton generalizado é um processo iterativo que a
cada iteracao envolve a resolucao de um problema linear.

No que segue vamos a convergéncia e da ordem de convergéncia do método de Newton

dado pelo processo (3.15):
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Teorema 3.4 Sejam X e Y espago de Banach e & uma solu¢io da equagdio f(x) = 0 e
B, r) ={ue X; ||lu—¢|| <r} uma vizinhanga de . Suponha que:

(i) f: X =Y € Fréchet diferencidvel em X.
(i1) emiste [Df(€)]™" e € um operador linear continuo na vizinhanca B(&,r).

(ii) Df(x) € localmente Lipschitz continua na vizinhang¢a B(&,r), isto €, eziste uma

constante L > 0 tal que
IDf(z) = Df(y)ll < Lllz —yll Va,y € B ).

Entao, existe uma constante € > 0 tal que ||zg — || < €, a sequéncia (xx) gerada pelo
processo interativo (3.15) estd bem definida e converge para &.

Além disso, para alguma constante ¢ tal que ce < 1 temos as sequintes estimativas do erro:
k41 — &l < ellr — €I (3.18)

[l = &Il < (ce) /e (3.19)

Prova: Como [Df(£)]™! existe e ¢ um operador continuo em B(&,7) temos

co= sup [[Df(x)7!| < oo.
z€B(&,r)

Considere o seguinte operador T : B(&,r) — B(&,r):

T(z) =z —[Df(2)] " (f(2)).

Note que T'(§) = £. Assim, para z € B(&,r) temos
T(x) =T() =z =&~ [Df(@)] 7 (f(x)) = [Df(@)]7'[f(€) — f(z) = Df(x)(z = €)]. (3.20)
Aplicando o Teorema 2.15 obtemos
FO - 1) =€~ [ Dt e 321

Combinando (3.20) e (3.21) tem-se

T(a) — T(€) = [Df ()] [(g—m | it stg—a) it - Dy - o)
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Portanto,

17 (z) = Tl < I[DF @) IS —fv)ll/0 [Df (2 + (& = x)) = Df(x)|| dt.

Usando que D f(x) é localmente Lipschitz obtemos

17 (z) = TN < I[Df ()] ] ll= — €| /0 Ltz —&lldt.

Logo,
Co L

IT(@) = Tl < = [le = €] (3.22)

2 —
Escolhendo € < 7 tal que B(&,¢) C B(£, 7). Deste modo,
Co

Entao (3.22) torna-se
1T (z) =&l = 1T(z) =TIl < alls = &ll, = € B(&e). (3.23)
Assumindo que o chute inicial zy € B(£, €). Entdo, (3.23) implica
1 =&l = [IT(0) = &Il < ellzo — &[] < ae <e.

Portanto, z; € B(&,€). Repetindo sucessivamente este argumento obteremos x;, € B(&, ¢)
para todo k > 0.

Para mostrarmos a convergéncia de (z) considere

[znis =&l = [[T(xn) = &ll < allee =€l R =0

lee =€l < a¥flzo — ¢

Como a < 1 temos klim o® =0, o que implica
—00

lim z, = €.
k—o0

¢
Retornando a (3.22), faga ¢ = OT e note que ce = a < 1. Entao, temos a estimativa

lwr = &Il = 1T (2x) — €] < clla — €17,
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o que prova (3.18).

Agora, multiplicando ambos os membros por ¢, obtemos:

cllzrry — €Il < (cllzw — €I

Aplicando o argumento recursivo, como em (3.24), obtemos

cllex — €]l < (cllzo — £[)™,

o que prova (3.19). |
O Teorema 3.4 mostra claramente que o método de Newton ¢é localmente convergente com
convergéncia quadratica.
A principal desvantagem dos resultados dados no Teorema 3.4 é que precisamos conhecer a
raiz €. O seguinte resultado, conhecido com Teorema de Kantorovich elimina esta dificuldade.

Sua prova pode ser encontrada em ([1]).

Teorema 3.5 (Kantorovich) Suponha que:

(i) Seja f : X — Y € Fréchet diferencidqvel em U C X wum aberto convero de X com

derivada D f(x) € Lipschtiz continua, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que
IDf(z) = Dfy)ll < Lllz—yll, Vr,yeX.

(ii) Para algum xo € U, [Df(x0)]™" existe e é um operador linear continuo de Y em U e
tal que h = abL <1/2 para algum a > ||[Df(xo)] || e b = [I[DSf (0)] =" f (o). Sejam

11— (1—2n)'/?

1+ (1—2h)Y2
al '

al

t*

sk
, U0 =

(iii) Escolha xo tal que que B(xy,7) C U com r =t* —b.
Entdo, a equacdo (3.14) tem solucio & € B(xy,7) e a solugdo & € unica em B(ug, ™) NU.

Além disso, a sequéncia (xy) converge para & e temos a sequinte estimativa do erro:

[1— (1—2n)Y2]
2ka L ’

lze =€l < k=0,12,...



Capitulo 4

Aplicacoes do método de Newton

generalizado

Neste capitulos aplicaremos o Método de Newton generalizado em problemas cléssicos da

Andlise Funcional.

4.1 Sistemas nao lineares

Considere o sistema nao linear

€1 fl(mlaz%'” 7*1777,)
f o _ fg(.fl,ﬁj'g,"‘ 7xn) :0
Tp fn(xl>$27"' 73311)

Sabemos que D f(x) é urr;a matriz n x n com elementos D;f;(z) e D*f(z) é um arranjo
“—. Se usamos a norma do maximo temos

n X n X n com elementos

L;jOXk
n
af;
IDf ()l = max 7 |52
) — ,CL']
j=1
€ n
0? f;
D?*f(z)|| < ma L.
10 ) < max Y |
Para aplicarmos o Teorema de Kantorovich devemos ser capazes que limitar as normas
acima.
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Exemplo 4.1 Encontre a solugao do sistema
49? — 3/2
f r\ _ x—|2— y / _ 9
y dr* +y —3/2

o1, )

Solugao: Note que

FEscolhendo

temos

Dflw) = ( :13.2 ?2 ) ) = ( %2%46 )

Agora, resolvendo o sistema linear

1 32 drg \ [ —2.54
32 1 50 0.46
drg | [ 0.1095238
Yo 0.1095238
Continuando o processo obtemos

rp )\ 0.5095238 ) xz \ [ 0.5000714
Y1 0.5095238 |’ Y2 0.5000714

4.2 Equacoes integrais nao lineares

obtemos

Considere a equacao integral nao linear

u(t):/o k(t,s,u(s))ds (4.1)

sobre o espago U = C([0,1]). Assuma que k € C([0,1] x [0,1] x R) e de classe C* com relagao
ao terceiro argumento.

Considere um operador F': U — U dado por

F(u)(t) = u(t) —/0 k(t,s,u(s))ds, te|0,1],
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Note que a equacao integral pode ser escrita na forma
F(u) =0.
O método de Newton para o problema ¢ dado por
Upsi1 = Up + 0Ty,
com dz, solucao do problema linear
DF(uy)dz, = —F(uy,).

Vamos calcular DF (u):

F(u+ hv)(t) — F(u)(t)

DF()(t) = lim . (12)
— }Lli% hvh(t) — /o [k(t,s,u(s) + hu(s)) — k(t, s, u(s))]ds (4.3)
= o(t)+ /0 WU(S)CZ& (4.4)

Portanto, dz,, é solucao da equacao integral linear:

5a(t) — /O W(sn(s)ds——unaw /0 k(t, 5, un(3) Jun(s)ds. (4.5)

4.3 Equacoes diferenciais ordinarias de 1¢ ordem

Considere o problema de Cauchy

dy
y(0) = c.
Considere o operador
d
Ply) = = = f(t.y). (47)

para P : C'([0,7]) — C([0,7]).

Suponha que y € C([0,7]) e f é continua em [0, 7] e diferencidvel com respeito a y. Entao,
para yo = yo(t) temos que DP(yy) : C*([0, 7]) — C([0, 7]) ¢ dada por

DP(y) = & it w1, (4.9
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com

Bltn®) =) o<t<n (49)

y=vo(t)

Portanto, dy,, é a solucao dos problemas lineares:

(4.10)
Yo =¢
Definindo
dym (T
o) = —Plum) = -2 fit,,(0) (4.12)
(4.10) torna-se
A () B
a + A (1) 0, (F) = vy (2) (4.13)
0m(0) = 0.
Sabemos que a solug¢ao do problema de valor inicial (4.13) (veja ([9])) é obtida do seguinte
modo:
Seja

t
An(t) = /0 am(s)ds, 0<t<T. (4.14)

Multiplique os dois lados de (4.13) por exp”=(®) para obter

d
%(eprm(t) Oym(t)) = exp™ Do (1), 0<t<T (4.15)

Integrando ambos os lados de (4.15) temos
t
ym(t) = / expAm®=Ant g, (s)ds, 0<t< T (4.16)
0

O processo iterativo do método de Newton das aproximagoes v, (t) da solucao de (4.6) é

dado por
Ym+1(t) = Ym (t) + 0ym(t).

Logo,
t
Yma1(t) = ym(t) + / expAn(&=An® y (s)ds, 0<t<7T, m=0,1,2,..., (4.17)
0

onde v,,, A,, sao dadas por (4.11) e (4.14) respectivamente.
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Exemplo 4.2 Considere o problema de valor inicial

dy 2
~_n =
g~ (LFy)=0 (4.18)
y(0)=0
Observe que
dym, 9
am(t) = 2ym(t), vm(t) = ar (1 + )
Logo, para yo(t) =t temos
vo(t) =12, Ap(t) = *
Assim, por (4.17) tem-se
t 2 2
yi(t) =t +/ e 1 s% ds. (4.19)
0

A integral (4.19) ndo tem uma primitiva dada em termos de fungoes elementares. Porém,
podemos aproximar o integrando por uma série uniformemente convergente e obter
265 47

= -t =4+ —4+.... 4.2
y1 (%) t+3+15+105+ (4.20)

O resultado (4.20) poderia ser substituido em (4.17) para obtermos ys(t), porém os cdlculos
sao mais complexos.

Para 7 < w/2, o problema (4.18) tem uma unica solu¢do dada por
y'(t) =tg(t), 0<t<T (4.21)

Comparando a serie (4.20) com a serie de Maclaurin da solugdo tg(t) temos

et = B i< <np
— = — <t<7t<nm
4 h 61 ' 2835

Portanto, y,(t) serd uma boa aproximacdo para y*(t) para t suficientemente pequeno.

4.4 Equacoes diferenciais de 2 ordem

Considere oo problema de 2% ordem

{ u'(t) = g(t,u(t), te(0,1)
u(0)=u(1)=0

Suponha que a fungao f : [0,1] x R — R continua e de classe C'' com relagao ao segundo

argumento.
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Seja
U= C?([0,1]) = {v € C?0,1];v(0) = v(1) = 0}

com a norma ||.||c2(1). Defina

fQu)(t) = u"(t) — g(t,u(t)),t € [0,1].

Pode-se demonstrar que

aof



Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho desenvolvemos o Caélculo Diferencial em Espacos de Banach, afim de
generalizar para o mesmo, a parte tedrica do Método de Newton, concluindo assim que a
diferenca que existe para o caso de dimensao finita para o de dimensao infinita é dado pelo

conceito de diferenciabilidade, estrutura e elementos dos espacos.
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