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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais e motivacao

Na Fisica dizemos que “onda € uma perturbacdo que se propaga no espago ou em qualquer
outro meio”, isto €, se por alguma razdo as moléculas das substancias que compdem o meio, se
deslocam da posicao de equilibrio e vao transmitindo a sua energia em moléculas vizinhas, por
meio da interagdo molecular desencadendo um deslocamento progressivo, entdo nessas condi-

coes temos a onda.

As ondas sdo classificadas em dois grandes grupos, que sdo: Ondas Mecanicas e Ondas Ele-
tromagnéticas. As duas classificacdes dependem da composi¢ao do meio em que elas se propo-
gam. Quanto a direcao de propagacao, elas se classificam em unidimensionais, bidimensionais

e tridimensionais.

O interesse pelo estudo de ondas remota desde o século XVI. O primeiro registo que se tem,
foi o livro “Monumental Principia” publicado em 1687 de Isaac Newton (1643-1727). Nesse
livro ele estuda a Mecanica como sendo um modelo para a investigacdo matematica da natureza.

Em seguida, muitos outros cientistas tais como Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) , Jean le

1



1.1. Consideragdes gerais e motivacao 2

Rond d’Alembert( 1717-1783), Leonhard Euler (1707-1783) e Daniel Bernoulli (1700-1782)
se interessaram pelo estudo do problema da corda vibrante, surgindo assim, a necessidade de
modelar matematicamente a vibrag¢do da corda, de onde passamos a ter o estudo da equagdo de
onda[21].

Primeiramente vamos tentar entender os conceitos de observabilidade e controlabilidade a

partir das seguintes perguntas:

e Obsevabilidade: Assumindo que ondas se propagam em conformidade com uma dada
equacdo de onda e com apropriadas condi¢des de fronteiras, pode-se garantir que a ener-
gia total possa ser estimada (independentemente da solu¢do) em termos da energia con-
centrada em uma sub-regido do dominio ou até mesmo de sua fronteira onde ocorre as

oscilacdes para um dado intervalo de tempo?

e Controlabilidade: E possivel que as solucdes de um problema de propagacdo de ondas
possam ser direcionadas de um estado inicial para um estado final por meio de um meca-

nismo de controle atuando sobre o sistema?

No trabalho de J.A. Infante e E. Zuazua[8], os autores abordaram o problema no continuo,
onde trabalharam com a questdo da energia nos seus aspectos conservativos, observabilidade e
também a andlise semi-discreta. Para compreender melhor, consideremos o sistema conserva-

tivo de propagacao de ondas em 1-D

Ut — Uge = 0, cm (Oa L) X (OvT)> (11)
uw(0,t) =u(L,t) = 0,¥t>0 (1.2)
'LL(,O) :u0(~),ut(',0) = Ul(‘),VI' S (O,L) (13)

Como podemos observar, este sistema estd bem posto no espago da energia H}(0, L) x
L*(0, L), isto é, para qualquer (ug,u;) € Hy(0,L) x L*(0, L), existe dnica solugio u €
C ([0,T]; H3(0, L)) N C* ([0, T); L*(0, L)). A energia do sistema acima é dada por

L

L

1
/uidm+§/ut2dx, (1.4)
0

0

e(t) =

N —

a qual € conservativa ao longo de tempo, isto &,

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 3

e(t) =¢(0),VO <t <T. (1.5)

O problema de observabilidade da fronteira do sistema (1.2)-(1.3) consiste em uma desigul-

dade inversa para a respectiva energia associada, a qual é dada da seguinte forma

£(0) < C(T)/|u$(L,t)|2dt. (1.6)

Como o sistema € conservativo, esta desigualdade de observabilidade nos diz que a energia
total da equagdio da onda € estimada por meio da tensdo u,(L;t) medida na norma L?(0;T).
Notemos que € uma importante propriedade pois temos “controle” total sobre o sistema por
meio de um tUnico termo. Esta estimativa é conhecida como problema de observabilidade da
fronteira e a melhor constante C € chamada de constante de observabilidade, ver Lions [7]
e Komornik [20] em trabalhos cldssicos sobre a teoria de controle em equacdes diferenciais
parciais. Em particular, os autores tratam da equivaléncia existente entre a controlabilidade e a

observabilidade por meio do Método de Unicidade Hilbertiana.

Por outro lado, no inicio do anos 90 do século passado, alguns pesquisadores dedicaram
seus estudos ao tratamento numérico (tedrico e computacional) da teoria de controle. Entre
os principais trabalhos destacamos os de R. Glowinski et al. [13, 14, 15]. Tendo em mente
que controle implica em observabilidade, nesses trabalhos os autores identificam uma impre-
cisdo numérica no problema de controle para equacdo de ondas 2-D quando discretizadas no
contexto do método das diferencas finitas e de elementos finitos. Esse fato suscitou uma série
de questionamentos e os autores inferiram que tais métodos geram solugdes numéricas espu-
rias que nao estariam presentes na contrapartida do continuo e que uma andlise mais profunda
seria necessaria para identificar as causas dessas anomalias numéricas. Precisamente falando,
qualquer dinémica numérica semi-discreta gera oscilagdes espurias a alta frequéncias que nao
sdo proprias do respectivos modelo continuo. Elas devem convergir fracamente para zero na
medida em que o pardmetro de discretizac@o espacial h tende para zero e, essa medida, é con-
sistente com a propriedade de convergéncia numérica. Porém, em se tratando de representagdes

semi-discretas para desigualdades do tipo (1.6), um limite uniforme para a constante C'(7") é

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



1.1. Consideragdes gerais e motivacao 4

necessdrio para que ndo se ocorra uma degeneracdo da mesma com o limite 7 — 0. No entanto,
isto ndo acontece para dindmicas numéricas elementares como € o caso das diferencas finitas
e de elementos finitos (standard).Prova-se que a constante de observabilidade em estimativas

numéricas semi-discretas do tipo

ug(t) — UJ(t) '2 . 1.7)

T
£n(0) <CTh/
0

sofre de “blow-up” quando A — 0. Nessa dire¢do, as conjecturas levantadas por R. Glowinski
et al. [15, 13, 14] foram resolvidas no trabalho de Infante e Zuazua [8]. Nesse artigo, os
autores fizeram uma andlise detalhada para o problema da perda de observabilidade numérica
em diferencas finitas e elementos finitos no contexto das semi discretizagdes e esse trabalho se
tornou uma das referéncias em andlise numérica tedrica para a teoria de controle em equagdes

diferenciais parciais.

Pretendemos estudar o problema que diz respeito a uma representacdo numérica semi-discreta,
na qual somente a varidvel espacial € discretizada, para um importante problema no contexto da
Teoria de Controle em Equacgdes Diferenciais Parcias, a saber, o problema de observabilidade
ou desigualdade inversa para energias que representam sistemas de equacdes de ondas acopla-

das.

Tomando por base ¢-esquema dado por

Uj+1—2Uj + Uj—1

(1—20)u?! + 6(u, +uf_y) - = 0t>0=12..J (8
Uo(t) = O,Uj+1 = O,t >0 (19)
uij(0) = ud,u;(0) = ul,j=1,2,.,J (1.10)

Os autores D.S.Almeida Junior, A.J.A. Ramos e M.L. Santos em [3] conseguiram identificar
de modo preciso o operador numérico espurio introduzido que é responsdvel pela perda de
observabilidade numérica, tal como caracterizado na introduc@o. O esquema acima foi objeto
de estudo nos trabalhos de Loreti e Mehrenberger [22, 23] em conexdo com a observabilidade

uniforme do método "two-grid". Eles mostraram que a energia de (1.8)-(1.10) é dada por

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 5

J 2

h / ’ ’ Uiyl — Uy

52 [|Uj|2—9|uj+1—“j|+ —J+h ’ ] ) (L.11)
7=0

e, em [22], os autores destacaram que 5% satisfaz
h < U w; |?
. p—yy
5‘2(75) > 52 [(1 — 46?)|uj|2 + % ] ) (1.12)
3=0

e portanto a positividade de £ (¢) vale para § € [0,1/4]. Os autores destacaram também que
o esquema (1.8)-(1.10) estd inspirado em uma aproximacao dispersiva para a equacdo da onda

dada por
Ut — 0h2uttmx — Uge = 07 (113)

e nesse sentido o operador h2uy,, para qualquer 6 € [0, 1/4] caracteriza uma inconsisténcia

numérica.

Diferentemente de Loreti e Mehrenberger [22], nds mostramos que a energia de (1.8)-(1.10)

¢ dada precisamente em func¢do de 6 por

2 2
1— 40 b3 J
2 9

Jj=0

’
uj-‘r u]—i—l

. (1.14)

7=0

e sua positividade permanece vdlida para § € [0,1/4]. Além disso, através de um célculo

simples, mostra-se que EY(t) é a energia para a equagdo dada por

Ulf + 2u/ + U//'/i 1—460 ”
j+1 4] j=1 _ y h2Ahuj —Apuj=0,j=1,...,J, (1.15)

onde as equacdes acima contém um termo extra do tipo dispersivo dado por 1_T4eh2Ahu;’ para
todo 6 € [0,1/4]. Em particular, tomando # = 0 resulta nas equagdes de diferencaas finitas

— Apu; = 0 e tomando 6 = 1/6 resulta na equagdo de elementos finitos (u; , + 4u; +
w;_)/6 — Apu; = 0 (ver [8]).

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



1.1. Consideragdes gerais e motivacao 6

Aqui, diferentemente da aproximacgdo dispersiva (1.13), podemos concluir que (1.16) esta

inspirada em outra aproximacao dispersiva da equacao de ondas dada por

1—46

Ut — ThQUttm — Uy = 0. (1.16)

Tendo em mente que somente para § = 1/4 obtemos uma consisténcia numérica, ou seja,
livre do termo espurio e uniformemente observdvel para todas as solu¢des de Fourier, somos
induzidos a pensar quel_T‘wthhu; para todo 6 € [0, 1/4] geram as oscila¢des espurias de alta
frequéncia e a respectiva perda de obvervabilidade uniforme. Assim, (1.16) € uma equacao
dominantemente dispersiva para 6 € [0, 1/4[. Além disso, esse termo gera no cendrio multipli-

cativo o termo extra dado por

2

J T ’ ’
1 Yy
(9— Z) B j/ w dt. (1.17)
j=0 0

De acordo com os resultados de Infante e Zuauzua [8], os modos espurios sao

/ / 2

GRS f Ujgy — U W2 r Ujp1 — Uy
I A= I A 1.1
: / e~ j_o/ | at (1.18)
s -

0

correspondendo aos valores § = 0 e § = 1/6, respectivamente.

Finalmente, podemos notar uma importante diferenca entre as equagdes (1.13) e (1.16). To-
mando 6 = 0 em (1.13) o termo extra desaparece e ndo detectamos a presenca de h’u;,, ao
nivel do continuo, fato que ndo acontece em (1.16) onde prevalece u;; — %Quttmum = 0 que,

naturalmente, € inconsistente com u;; — u,, = 0 para h fixado.

No sentido exposto acima, acreditamos que abordagem em resolver o problema da obser-
vabilidade uniforme para o esquema constitui-se em uma importante contribui¢do em andlise
numérica tedrica, porque torna explicito o operador de natureza dispersiva numérica que gera

as modos espurios para qualquer 6 € [0, 1/4].

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capitulo 1. Introducdo 7

1.2 Objetivos e organizacao da dissertacao

A dissertagdo estd dividida em cinco capitulos. No capitulo I, fizemos a introdugdo do traba-
lho e a fundamentacgdo teorica que consistiu em apresentar o caso cldssico da equagdo de onda

e alguns resultados de Infante e Zuazua [8].

No capitulo II, apresentamos o sistema acoplado de duas ondas conservativas. Tratamos
resultados importantes, tais como, a questdo da observabilidade uniforme no cendrio continuo e
aproximacao por diferengas finitas. Estes resultados ja foram apresentados por J. C. Pantoja em
[24].

No capitulo III, apresentamos o nosso problema que consistiu em aplicar o € esquema ao
sistema de ondas acopladas estudado em [24]. Nesse sistema, estudamos a influéncia dos pa-
rametros h e 6 sobre a representacdo numérica para a observabilidade e controlabilidade do

sistema.
Os pontos importantes abordados no capitulo III sdo:
e Identificacdo precisa dos termos de sobre-estimacdo que afetam as propriedades de ob-

servabilidade. Isto foi feito usando o método de energia devidamente adaptado para esse

ambiente numérico;

e Construcdo da energia numérica e procedendo com devidas adaptacdes seremos capa-
zes de identificar os operadores numéricos artificiais que o método introduz para valores

especificos do parametro 0;
e Construcdo do espectro numérico e a série de Fourier das solu¢des semi-discretas;

e Construcdo d desigualdades de observabilidade para o espectro semi-discreto e identifi-
camos entdo, sob que condi¢does ocorre a perda de observabilidade do espectro e conse-

quentemente a perda de observabilidade das solugdes dos sistemas semi-discretos;

e Filtragem das solucgdes esptirias e construcao da observabilidade uniforme.

No capitulo IV, construimos a observabilidade uniforme usando desigualdades do tipo Ingham.

Finalmente, no capitulo V, apresentamos as conclusdes e perspectivas futuras.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



CAPITULO 2

Sistema de equacdo de ondas acopladas

Neste capitulo vamos apresentar o sistema hiperbdlico de ondas acopladas estudado por D.

S. Almeida Junior, J. C. Pantoja Fortes e M. L. Santos em [24], destacaremos alguns resultados

importantes discutidos neste neste trabalho.

2.1 Sistema acoplado

Consideremos o sistema 1-D de duas equacdes de ondas acopladas dado por

Ut — Uy +av = 0, em(0,L) x (0,7),
Uy — Vg +ou = 0, em(0,L) x (0,7),
w(0,t) = u(L,t) =0,v(0,t) =v(L,t) = 0, 0<t<T,
u(z,0) = ug(x), u(xz,0) = wu(x), Vr € (0,L)
v(x,0) = vo(z), v(z,0) = wvi(x), Vo € (0,L),

2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)
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onde a constante o > () acopla as equacdes de onda representadas por v € v. Em andlise mate-
matica, esses sistemas aparecem nos trabalhos de M. Najafi[12,17] e em suas referéncias. Em
sua quase totalidade, os trabalhos de analise matematica sobre o sistema acima dizem respeito a
estabilizacdo espacial. O sistema acima, também foi objeto de estudo de D. S. Almeida Junior,
J. C. Pantoja Fortes e M. L. Santos em [24]. Ele estuda o problema de observabilidade, tanto

para o modelo continuo, como para aproximagao de diferencas finitas semi-discretas.

O sistema (2.1)—(2.5) é bem posto no espago da energia (H} (0, L) x L?(0, L))?, isso significa
que, denotando de U = (u,uy,v,v;) temos que Uy € (H}(0,L) x L*(0,L))?, existe tGnica
solugdo U € (C([0,T]; H}(0,L)) N C'([0,T); L*(0,L)))?. Sobre existéncia e unicidade de

solugdes consulte [26].

Passamos agora a apresentar alguns resultados importantes obtidos em [24], os quais norte-

aram esta dissertacao.

2.2 Resultados no cenario continuo

A energia do sistema (2.1)—(2.5) é dada por

L L L L L

1 1
/ufdx—i— /uidx—i—§/vfdx+§/vidx+a/uvdx. (2.6)
0 0 0 0

0

e(t) ==

N —
N | —

de onde tem-se que

e(t) =¢(0),Vt € [0,T7. (2.7)

Desacomplando o sistema (2.1)—(2.5), passamos a ter dois sistemas distintos dados por

,lvbtt - ¢xac - Oé’QZ) = 07 cm (Oa L) X (07 T)7 (28)
0(0,8) = (L) = 0, 0<t<T, (2.9)
w(xvo) = wO(x)7 wt<x7 0) = wl(x)7 Vo e (07L)7 (210)

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



2.2. Resultados no cenario continuo 10

com 1) := u — v e outro dado por

¢tt - ¢:m: + CY¢ = 07 cm (Oa L) X (07 T>7 (211)
$(0,t) =¢(L,t) = 0, 0<t<T, (2.12)
¢<I70) - ¢0($), th(an) = (;51(5(3), \le € (O>L>7 (213)

com ¢ := u + v. Esses sistemas s@o conservativos e as suas respectivas energias sao dadas por

1 L 1 L L
;§/¢w+§/%M—%/Wm, (2.14)
0 0 0

/@M+ /&m+ /¢M (2.15)

as quais sdo também conservativas. Note que £(t) := (e1(t) + e2(t))/2, de fato

—_

et) = gler+e)(t)

[\

L
= %/(ﬁ+wﬁww%mf+ﬁ+a&)m (2.16)
0

e usando o fato de u = (¢ +v)/2 e v = (¢ — 1) /2, concluimos que

L L L L
1 1

/u dz + / uldr + §/vt2da;+ §/v§dx+oz/uvdx. (2.17)

0 0 0 0

De acordo com esse desacoplamento, as propriedades que objetivaram os estudos em [24],

l\DIr—A
l\DIH

foram feitas nos sistemas desacoplados (2.8)-(2.10) e (2.11)-(2.13) e, ao final, as propriedades

foram compostas por meio das fungdes ¢ :=u —ve ¢ :=u+v.

Antes de mostrar o resuldado sobre a desigualdade de observabilidade, o autor em [24],

mostrou a positividade da energia. Portanto, segue o teorema

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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Teorema 1. Seja U = (u,u;,v,v) a solugdo do sistema (2.1)—(2.5). Entdo, para todo o <

72/ L* temos que

272

L L
2 L2
e(t) > l[/uidw—l—/vidw} >0, Vt € [0, 7], (2.18)
0

0

onde £(t) é a energia dada em (2.17).

Prova:Veja a demonstracdo em [24].
|

O teorema dado a seguir, diz respeito a uma particular desigualdade de observabilidade para o
sistema (2.1)—(2.5).

Teorema 2. Seja U = (u,u;,v,v) a solugdo do sistema (2.1)—(2.5). Entdo, para todo o <
72/ L* existe Ty > 0 tal que para todo T' > Ty existe C(T, ) > 0 tal que a seguinte estimativa

vale

T L T
E(0) < C(T, ) {a//u + v d:cdt—l—g/ui(L,t)dt—l—g/v (L,t) dt} (2.19)
00 0

w2 — al?

onde £(t) é a energia dada em (2.17) e C(T, a) = T — al?) — 2L
2 —«al?) —2Lw

Prova: Veja a demonstracao em [24].

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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2.3 Aproximacao por diferencas finitas semi-discreta
Para o sistema em (2.1)—(2.5), temos a seguinte aproximacao por diferencas finitas :
ui(t) — Apuy(t) +avi(t) = 0, j=1,2,...,J,0<t<T, (2.20)
v}/(t) — Apvj(t)+ou;(t) = 0,7=12,...J,0<t<T, (2.21)
u(t) = ug1(t) =0, vo(t) =vyna(t) = 0,0<t<T, (2.22)
u;(0) = ul, w3 (0) = uj, v;(0) =07, V}(0) = vj, j=0,1,2,...,J+1, (2.23)
onde
‘ — QU . . — 2. .
M) = O 2 Ty 220 £ )
A energia de (2.20)—(2.23) é dada por
£ (t) _ QXJ: |u/(t)|2+ ujJrl(t) — J(t) 2+ |U/(t)|2+ j+1<t) _U](t> ?
" 2 & [T h y h
+  20u,(t)v; (t)} : (2.25)

a qual € conservativa. Para simplificar a andlise do problema, do mesmo modo como no caso
continuo, consideramos os dois sistemas associado a (2.20) - (2.23). O primeiro € obtido fa-
zendo ¢;(t) := u;(t) + v,(t) de onde obtemos

Oi(t) = Ano(t) +agt) = 0,j=1,2,...J, 0<t<T, (2.26)
bo(t) = dya(t) = 0,0<t<T, (2.27)
6;(0) = ¢5, ¢;(0) = ¢j,=0,1,2,...J +1. (2.28)
e o outro ¢ obtido para v;(t) := u;(t) — v;(t), de onde segue que
Yi(t) — Aptpi(t) —anhi(t) = 0,7=1,2,...J, 0<t<T, (2.29)
¢0(t) = ¢J+1(t) = 07 0<t< T? (230)
i (0) =5, ¥5(0) = v, j =012, J+1 (2.31)
A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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As suas respectivas energias sdo dadas por

J
€2h ZSZ{

j=0

¢j+1(t) — ;)|
h

+ al;(t) ﬂ : (2.32)

%‘H(t) — () |?
h

J
51h :gZ{

J=0

— oz@b]?(t)} : (2.33)

e estas energias também sdo conservativas. Tal como no continuo, a energia de (2.20)—(2.23)

também preserva a positividade, como podemos ver na seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 1 (Positividade da Energia). Para qualquer » > 0 e (u;,v;)Vj, solu¢do de (2.20)—
(2.23) temos

N Uj+1(t)h— v;(t)

ujr1(t) — uy(t) ‘2

2
- } >0,Vt>0 (2.34)

2 —al?h J
En(t) > T§Z {
=0

desde que o < 72/L? com £(t) dada em (2.25). Ver demonstragdo em [24].

Os dois resultados seguintes, sdo referentes a desigualdade de observabilidade das equacdes
desacopladas em (2.29)—(2.31) e (2.26)—(2.28) respetivamente.

Teorema 3. Seja ; a solugdo do problema (2.29)—(2.31). Entdo, para todo o < 72/ L? existe
To > O tal que T' > T existe C(T, ) > 0 que é independente de h, onde h > 0, a seguinte

desigualdade de observabilidade detém

R A 2 I h 0
j+1
€1h()<CTa[ZZ/< ) 5/7 ] (2.35)
J=07 0
onde £1;,(0) é a energia em (2.33).
Prova: Veja a demonstragdo em [24].
[

Teorema 4. Seja ¢; solugdo do problema (2.26)—(2.28). Entdo, para todo 1" > 2L existe
C(T) > 0 que é independente de h, com h > 0, segue

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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o’
- dt], (2.36)

onde e9;,(.) é aenergiaem (2.32) e C(T) = 1/(T — 2L).

Usando os dois resultados anteriores, chegamos ao seguinte resultado que podemos conside-
rar como sendo um dos principais resultado em [24], que € a desigualdade de observabilidade

para o sistema (2.20)—(2.23) sem usar técnicas de filtragem.

Teorema 5. Seja (u;,v;) a solugdo do sistema (2.20)—(2.23). Para todo o < 72/L? existe

Ty > 0 tal que, para todo T > Tj existe a costante C'(T', ) > 0 tal que, para todo h > 0, temos

h? J7 ' 1 u; 2 h3i ’ v 1 — U 2
En(0) < C(T,a)[— /( thx J) dt + — /( ths J) dt
1) h 1) h
U L ’ uy|? vy |?
+ ahZ/(u?—i—v?)dt—l—E/(# + # )dt], (2.37)
=079 0

Para toda solugdo (u;, v;) de (2.20)—(2.23).

Prova Veja a demonstracao em [24].

Todos os resultados aqui apresentados foram norteados para o desenvolvimento da dissertagao.
No préximo capitulo, os principais pontos a serem abordados sdo:

e A construcio da energia numérica do 6 - esquema;

e A construcdo do espectro numérico e a série de Fourier das solucdes semi-discretas;

e A Desigualdade de observabilidade para o espectro semi-discreto.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



CAPITULO 3

Semi-discretizacao via #-esquema

Neste capitulo, apresentamos o nosso principal problema, que € um sistema hiperbdlico

de ondas acopladas. Este sistema resultou da discretizagdo do sistema (2.1)-(2.5) usando o

0 — esquema. Pretendemos estudar sobre as propriendades de observabilidade e controlabili-

dade com 6 € [0,1/4]. Faremos também, algumas comparacdes com os resultados obtidos no

capitulo anterior.

3.1 Apresentacao do problema

Consideramos o seguinte sistema

Sou; (t) — Apuy(t) +av; = 0,j=1,2,..,J0<t<T
59v;/(t)—Ahvj(t)+ozuj = 0,j=12,...,.J;0<t<T
up(t) = uyp1(t) = 0,00(t) =vya(t) = 0,0<t<T
u;(0) = uo,u;-(O) = u},vj(O) =%, 0(0) = vjl- j=0,1,2,...,J,J+1,

3777

15

(3.1)
3.2)
(3.3)
(3.4)
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sendo dy a combinagdo linear convexa dada por

dov;(t) == (1 — 20)v;(t) + 0(vj1 + vj_1)(1). (3.5)

Essa combinagdo linear convexa também ¢é conhecida como 6-esquema.

3.2 Conservacao e positividade das energias semi-discretas

Nesta se¢do, vamos mostrar as propriedade de conservacdo da energia e as suas respectivas

propriedades de positivade.

Para facilitar o estudo nesta se¢@o, vamos definir ;(¢) := (u;+v;)(t) e w;(t) := (u;—v;)(%).

Entao, desacoplando as equacdes (3.1)-(3.4) podemos reescrever da seguinte forma:

Sop; (1) = Angpj+ap; = 0, j=1,2,..,J (3.6)
wo(t) =wssi(t) = 0;0<t<T (3.7)
0;(0) =% 0;(0) = @jj=0,1,2,..,J,J+1, (3.8)
€
Sow; (1) — Apw; —aw; = 0, j=1,2,...,J (3.9)
CU()(t) :LUJ+1(t) = 0;0<t<T (3.10)
0;(0) =w’,w;(0) = wjj=0,1,2,...J,J+1 (3.11)
Proposicao 2. As energias de (3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11) sdo dadas respectivamente por:
h J 0 o 2 T
! ! ! y 1 - y
) =5 [lsojl2 — Ol — il + ‘% talg . G1)
Jj=0 i
0 h ap ! "2 wj+1_wj2 2_
en(t) =5 D |lwil* = Olwjyy — i + |2 —alwyf?| (3.13)
j=0 i

A. Sancho Noé
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Capitulo 3. Semi-discretizacdo via #-esquema 17

com 6 € [0,1/4], além disso, temos que 4, (t) = &9, (0) e €5, (t) = &5, (0), Vt > 0, isto &, os

sistemas 3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11) sdo conservativos.

Prova: Para determinar as energias de (3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11), devemos multiplicar as

equacoes (3.6) e (3.9) por hgp;- e hw;-, respectivamente, e somar com j = 1, ..., J. Entdo, segue

J

J
hZ 800505 — Z(Ah%)so; +ah Y gip;=0. (3.14)

Usando (3.5) na equagdo anterior, obtemos a seguinte equacao

J J J
R (1= 20)0; + 0005 + 95 )l —h Y Appje +ah Y g0, =0, (3.15)

J=1 J=1 J=1

Desenvolvendo os termos da equacdo (3.15) de forma separada e levando em conta as con-

di¢des de contorno, obtemos o seguinte:

J
Y [ = 20)¢; + 001 + 25 1)),
j=1
J J
=(1=20)h Y @0 +0h> (001 + 0, 1)¢;
j=1 Jj=1
J J J
= (12001 > G0l + 00 @0t + 00 @]
j=1 j=1 J=1
J J J
= (L=20)h) @05 +0hY @ia0; + 00 905
=0 =0 =0
J J
(1 - 20) d, ., d
- == hzd—t o3P +0ny " 2 (950195).
=0 3=0
Analogamente
! o 290 + o
—hY(Anpi)e; = —hZ e
j=1

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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h < b !
—3 Z i1 = )85+ 33 D (85— 9im1)e;
: ] 1
n J
= D (P — j + 2 (Pjt1 — @5)Pi41
h2 h? 4
j=0 7=0
By
T2 Z 90]+1 (@it — #;5)
! d
Z d_ 90]+1 )
(3.16)
além disso, temos também
J ah <
oh Y ey = S L
: 2 dt
J=1 3=0
Portanto, obtemos
hdJ "2 rof §0j+1_S0j2 2-
§d_z (1 —=20)[p;]" +20(p;0,41) + T +alp;l*| = 0
:O J
; .
hd Pj+1 — P
§d_z [|(pj|2_29(|(70j|2 90]90]—&-1)—’_ % +a|90]|2 = O
usando o fato de Z] oloil? = Zj:o 01|, definimos
I o o 2
’ / i+1 — i
) =5 [M)j —Olpi —l* + ||+ a|goj|2] . (3.17)
7=0
Veja que
d o ) )
dt51h< ) =0 —&1,(t) = £7,(0), (3.18)

portanto, a energia £/, € conservativa.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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Usando o mesmo procedimento na equacao (3.9), chegamos a seguinte energia

J

h ! / !
ehn(t) = 5 Z [|Wj’2 —0lw;q — Wj|2 +

J=0

Wi+l — Wy

h

2
- a|wj|2] : (3.19)

Proposicao 3. A energia de (3.1)-(3.4) é dada por:

J 2
h ’ ’ / / / ’ Ujr1 — Uj
=3 [|“j|2 + |Uj|2 —Oluj ., — Uj|2 = 0lvj4q — Uj|2 %
=0
2
v< p— .
+ %”J + 2aujv]}, (3.20)
além de satisfazer % () = £%(0),vt > 0.
Prova: Usando o fato de ) (¢) := 3 (&9, (¢) + £%,(t)), entdo temos
0 Ly 0
en(t) = B [£70(t) + €5, (1)]
L o e
, , =
= 3 Z [|%0] — 0l — s + % + alg;l?
7j=1
w, JR— w. 2
ol = Oy — w4 | - ozlelz}, (3:21)

e sabendo que ¢;(t) := (u; + v;)(t) e w;(t) := (u; — v;)(t), concluimos que

2

J
h ’ ’ ’ U — U,
= > {U‘P + |07 = Oluj g — wil? = Olvs,, — v + %
7=0
+ % + ZanUJ}. (3.22)
Dai temos que
d 1d 1d

portanto, a energia é conservativa.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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Lema 1. (Positividade da energia) A energia £, () do sistema (3.9)-(3.11) preserva a positivi-

dade desde que o < 75 ‘el c [0,1/4]. Mais precisamente

h J 7T2—04L2 w»l—w-Q
£9.(0 >3 > 1 -40)w - s —| | =0t >0, (3.24)
s
7=0
Prova: Reescrevendo a energia em (3.13), obtemos o seguinte,
h < Wivg —w;|?
9, (t 52[1—29 |w|2+29ww]+1+ % —a]wj\zl,
7=0
de onde segue pela desigualdade 2ab > —a? — b?, que
h < [ w w; |2
1 1 1 i+1 — i
(1) > 530 | 2 = Ol = Bl | L a\wﬁ]

Jj=0 L

h [ Wit — Wi

= 3 Z (1-— 29)|w;|2 - 29|w;|2 + % - a|wj|2]

j=0 L

h < [ Wirg — w; |2

= 52 |- )yl | —a|wj|2] .
j=0 L
Seja
Uj+1 — U

(3.25)

J 2
Yl <y
§=0 j=0

que € a versao discreta da desigualdade de Poincaré [8]. Aplicando (3.25), no terceiro termo do

somatorio anterior, obtemos,

[ W w; |? L? |w w; |?
6 / i+ — Wi j+1 — W
Eon(t) > aO—

(1 — 40)|w;|* + ;

|
o] =
-

<
Il
=)

i 2
’ 7T2 — ozL2 Wiyl — Wy ]
)

I
o | =
M-

i
[e)

2

portanto, para § € [0,1/4]ea < T LQ, obtemos o resultado desejado.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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Lema 2. (Positividade da energia) A energia €Y, () do sistema (3.6)-(3.8) preserva a positivi-

dade, isto €,

2
Pj+1 — Py
h

51h

l\le‘

+ am\?] : (3.26)

J
> [ (1—40)|¢;]* +

7=0
desde que 6 € [0,1/4].

Prova: Da mesma forma, como na demonstragdo anterior, obtemos

h < [ ' ' Wiy] — Wi 2
eln(t) > 52 (1= 20)gj[* = Olg;|* — Ol + | =252 + alwyl”
Jj=0 L
h al w w; |?
_ "2 "2 J+1 — Wy 2
= 5;) (1 —=20)[p;]" = 20]¢,]" + — Jr04|Wj|]
h Tl Wity —w;|?
= 52 (1—49)|90j|2+ % +oz|wj|2], (3.27)
Jj=0 L

e portanto a energia é positiva para 6 € [0, 1/4].

Proposicio 4. (Positividade da energia) Para qualquer & > 0 e (u;, v;) solugao de (3.1)-(3.4)

2

J 2 2
, i /1 ™ — ol Ujp1 — Uy
269 (t) > h;[(1—40)(\uj| + |v;] )+( = ) j - j
2 L2 . . l?
n (W ﬂg ) UJ+1h Uj ] (3.28)

desde que o < ”2 e £9(t) é a energia em (3.20), 6 € [0,1/4] Vt > 0.

Prova: A energia em (3.20) pode ser reescrita da seguinte forma:

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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J 2
h o Uit — U
) = 52{1—29 |u|2—1—|v|)+2¢9(uu]+1+vv]+1)+%
7=0
+ % —|—20zujvj}. (3.29)

Usando a desigualdade dada por 2u;v; > u? — v , aplicando em (3.29) obtemos

269(t) > h

S
I M“
(e}

(0= 20+ 16— 610 Bl Ol bl

2
— alui|* — aly]?]. (3.30)

2
Uj+r — Uy

h

Yj+1 — Y

* I

. ~ J J
Por outro lado,tendo em consideragdo que h » _7_ |u; ?=h > im0 Uit |2, obtemos

2e9(t) > Z { (1 = 20)(Juj|* + |v3]?) — 20u;|* — 20|v;|?

2
+ u]—i-lh U UJ-Hh vil oz|uj|2 _ Oé|2]j|2:|
J o — s |2
> hZ[l—zw (luj]* + |v;|?) + %
7=0
U. _U 2
+ % —a|uj|2—a|vj|2]. (3.31)
temos que combinando (3.31) e (3.25), obtemos
0 4 "2 712 Uj41 — Uy ’ Uj+1 — Uj ’
2e,(t) > hz (1—49)(]uj] +\vj\ )+ T T
§=0
_ aL_Z Ujr1 — Uy 2_ L2 vj —v; i
2 h 2 h
4 L2\ |u w; |2
, , 1 — U
> hY {(1—49)(|uj12+\vj|2)+ (1—04;) =

§=0
L2 2
T

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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J

’ ’ 7T2—O{L2
> nY - P+ + ()
=0

w2 — al? 2
- () |
T

Ujt+1 — U

h

Yji+1 — Y

h

(3.32)

Portanto, temos a positividade de energia desde que o < 75 ce0<0<1 /4.

3.3 Observabilidade uniforme: sem filtragem numérica

Nesta secao mostraremos um resultado uniforme de observabilidade numérica no contexto

da semi-discretizacio sem a necessidade de efetuarmos a técnica de filtragem numérica.

Lema 3. Para qualquer i > 0 e w; solugdo de (3.9)-(3.11), temos:

dt

7 T
ah 49 h3
T 0) + aff + 5 S [ loper st = =0ty /
Jj=0 0

T

L[ +,. L J

— dt + — — dt 3.33
0

onde
J J
1—20)h s Oh L /
2 = % g Jwi(wipr — wj—1) + 5 E J (Wi wjog) (Wier — wjca).
j=1 J=1
1 — Wj—1

Prova: Multiplicando a equacao (3.9) por j Wit , temos

g T Jg T
hZ/] (Sp )22 “ﬂ ldt—hZ/jij “’”12“’3 A el
0 J=17y

j=1

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



3.3. Observabilidade uniforme: sem filtragem numérica

24

J
—ah Z

J=1

T
/ ]wj“’f“ Citlg = 0. (3.34)
0

Temos que:
;T
h Z/] //(JJJ+1 Wij— 1dt
J=17 2
W~ [
=3 D0l = 20)w; + O(wpp +wi )] (@i — wj)dt
j:l 0
T T
(1—20h X [ & Oh <~ [ . .
= TZ jwj(wj+1—wj'_1)dt+?z ]<wj+1 +(A)j71)(u)j+1—wj_1)dt
=179 i=17
T
(1-20)h < s (=200 ,
= 5 Z]%‘(%H ijl)‘o 9 Z J%(%H W 1)dt
j=1 =19
T
Oh <~ ., Oh [, , ,
+ 72](%“ + w; 1) (Wit1 — wj-1)lo _72/1(%41"‘%—1)(“%1 wj_q)dt
j=1 =19
(1—20)h <= [ oh <~ [
= ol =SS [ -tk alf = TS [ algal - el P
Jj=1 0 Jj=1 0
T
(1—20)h < J+1 Oh
= 29| 5 Z w] J+1dt—|—9hz |w|de— |wJ| dt
j:l 0
120k [ ’ O <~ [
W -
= ( 4) Z/ 3“h 2| dt Z/\w|2dt+9h2/|w|dt
=07 J=0 7 7=0 7
T
1)0h /
0
onde
. (1—20)h Oh <
Tip = 9 ZJW Wil — Wj-1) oy, = 7 ]—i—l +w] (Wi — wj-1)
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além disso, temos também

h J
~3 2

g=1

T
/j Apwj)(wjsr — wj_q)dt
0

bem como

; T
; h
—ahZ/jij]H 5 Citlgr = —0‘7
Jj=1 0
J
ah
— 72
j=1

Portanto, obtemos

(1 29 I
gy - L2 [ |

J=1 0

/

‘*’ Wit1 T Wy

3 oL h &
ap ' 12
+ Hhé /|wj|dt—7/|wj|dt+§é/
7=07 0 7=07%

>

Jj=1

dt+

(3.35)

>

Ty
~opz | S dlwseal? = oy
0

J=0

hs [
EZ/J%(%H—%—Q
j:10
hos [ (J+1)h [
2 2
=0
W [
EZ/ijj—Hdt
j=00
T T
by /“’J“ “i dt—é/’ﬂrdt,
2 2 h
7=07% 0

T
/j Wjwjprdt + — Z/ J+ Dwjw,idt
0

Jlo

T
/ijj+1dt.
0

Oh <~ [
h2/|w;|2dt
7=0 0

A 2
Wi+l — Wy
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g T

(07

72/ w]+1dt
=17

de onde segue que

J T ’ J T
(1—20)h? W, (1—20)h ,
|1 : Z/ J+1h I\ dt 5 hZ/yijdt
j=1 0 j=0 0
g T T y T
+9h2/\w;|2dt+—2/ wjﬂh é dt+%z wjwiy1dt
3=07 J=07 =17
oL r L r
. 2
:7/|WJ|2dt+§/]%‘ dt. (3.36)
0 0

.. T ro - .
Adicionando %ijo Jo (@lw;[* + 20w;w;,,)dt em ambos membros da equagdo anterior,

obtemos
ah Jo7 Jor
14, 0) + b+ G S [l 4w e+ 003 [ - il
j=0 0 =0 0
(1 29 W T W oL I I
_ _ w j ’ 9
Z/ 7/|WJ’ dt+§/ h’ dt(3.37)
7=07 0 0
além disso, note que
W [ b T
o o
72/[|wjy2+ijj+1]dt= IZ/|wj+1+Wj|2dt, (3.38)
=07 =079
bem como
L _on
oh) / [eoj? — wjewj 1] Z Iwm w2, (339)
j=0 0 Jj=0 0
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e de (3.37), (3.38) e (3.39) obtemos

’ !/ 2
Wit T Y
h

g I g L
ah 1—46)h?
Te5,(0) + g + 4 Z/ |wjs1 +w;Pdt = (T) Z/ dt
0 0

j=0 Jj=0

T
QL /9 L Wy 2
0 0

|
Lema 4. Para qualquer h > 0,0 <t < T, a < 7?/L? e w; solugdo de (3.9)-(3.11), temos
2
20 < L=—5e5,(0), (341)
onde
J J
0 = L2 S s par =0y + TS 1 ) — y0)
=1 j=1

Prova: O termo 2! (t) pode ser reescrito da seguinte forma

<

(1- 29 Oh &
wh(t) = Z i(wjp1 —wjo1) + o Zj(wj-',-l + wj_ ) (wjr1 — wj-1)
Jj=1

LW — W;_ ’ ’ ’
= hzt]%[ewjﬂ + (1 =20)w; + Ow; 4]
j=1

_ 0
= mi,jaibj,

com
Wil — Wi—1 !

a; =1——, bj=w

e m sao as entradas da seguinte matriz
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[ 1-92 0  0... 0
6 1-920 6... 0

0 0 1-—20

Portanto, temos a desigualdade dada por

()

<

J J
0> maag)2[h > m biby)e. (3.42)

ij=1 ij=1

Além disso, com base nas condi¢des de contorno, temos que

J
h) o mlbb

1,j=1

€

J
h Z m,ﬁjaiaj <h

1,j=1

J
> lail
j=1

IN

= h

= h

/7

[(1— 29)|W;‘|2 + 9(‘*};‘+1 + W;‘—l)wj]

-

j=1

-

i
o

[(1 = 20)|w;|* + 20ww; 4], (3.43)

J
h .
1 > Plwi — wjaal’
j=1

J
ﬁ '2| 1 — Wi Wi — ws |2
4 J Wi+l — Wi T Wi — Wi
J=1

J

h .

1 > Pllwi — wil’ + |wj — wina P 4 2w — wj) (wy — wj1)]
=1

h J

1 > Pllwiar — wil? + |wy = wima P 4 |wjn — wil® + lw; — wj1 )
j=1

h J

1 > P Rlwier — wjl® + 2lw; — wia ]

j=1

5 2, I :
hZ[EMH —wil" + S lwy —wjal
j=1

J .2 . 2

j U+1)
h2[5|%+1 —w;* + 7 |wj1 — wj ]
=0
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J
Z 1)?wjpr — wy|*.

Jj=0

wl:

Observe que j2 < (j + 1)? < (J + 1)?, entdo segue que

2

>

Wit1 — W

h

A

J J
h Z mfvjaiaj < 3 Z )2h?
ij=1 =0
-y

7=0

<

WJ+1 W

(3.44)

além disso, de (3.43) e (3.44), usando a desigualdade de Young e a energia definida em (3.13),

obtemos,

< 2
|z < 52[1—29)|w|2—|—29w%+1+% ]
=0
< lgzh tag Z’%‘z (3.45)
e pela desigualdade (3.25), segue
i 2 J o — w0 2
Al < ol o (L) 3]s
L J=0
[ a(L\* 2x°
Portanto, o resultado segue pela lei de conservacdo de energia.
|

Teorema 6. Seja w; solugdo de (3.9)-(3.11). Para todo o < 7?/L?, existe Ty > 0 tal que
T > Ty, existe C(7T, a) > 0 que € independente de i e h > 0 temos a seguinte desigualdade de

’ HLT LT
il "2 - _J
dt+2/|wjydt+2/ h
0 0

A. Sancho Noé PPGME - UFPA
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22 L
w2 — al?

Prova: De (3.33) e (3.41) segue que

onde Ty =

T
2L | oh ! W<
Te5;,(0) — mggh tT Z/ jwjr +wyPdt < T >
0 =0

7=0
0L ’ L ’
2
2w dt - 2 ‘ﬂ’ dt
0 0

de onde obtemos

T
B Wi — Wil 0L ., Lywy?
e5,(0) < C(Tva)/ ZZ ]Hh : +7]wJ|2+§‘#’ dt (3.47)
0 7=0
com C(T, ) = —T(WQWQ_L%)H%%.
|

Teorema 7. Seja ;, solucdo de (3.6)-(3.8). Para todo T > 2L, existe C'(7') > 0 que € inde-

pendente de h, tal que h > 0, temos a seguinte desigualdade de observabilidade

T

0

1 (0 / [
0

) % ) }dt, (3.48)

7=0

+

no|

com &%, (t) dado em (3.12) e C(T) = 1/(T — 2L).

Prova: Usamos os mesmos procedimentos da demonstragdo anterior e devemos tomar em

consideragdo a energia em (3.12).
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Teorema 8. Sejam (u;,v;) solugdes do sistema (3.1)-(3.4). Para qualquer o < 72/L?, existe

To > 0 tal que T > Ty, entdo existe C (T, «) > 0, com h > 0 temos a seguinte estimativa:

T ’ ;12 / ;12 J
h3 TP—T v,
82(0) < C(T,« /{ ]+1h il ]+1h J —i—oth(u?—i—vf)
0 7=0 7=0
0L L 2 2
+ (|uJ|2+|vJ|) —(‘u—}j +‘%’ ”dt. (3.49)

w2 — al?
T(m? — al?) —272L

onde C(T', o) =

1
Prova: Usamos o fato de €9 (t) = 5(5% +e5,) ().

3.4 Analise espetral semi-discreta

Nesta subse¢do, vamos apresentar as solugdes dos sistemas desacoplados via série de Fourier

e, por fim, apresentaremos a solucao do sistema (3.1)-(3.4) via série de Fourier.

Proposicao S. A solucdo do sistema (3.9)-(3.11) via série de Fourier é dada por:

) =3 [ak in (ﬁt) + by, cos (ﬁt)] S k=1 ..J:Vt>0,  (3.50)

j=1

com ¢F = (Ok1, Pr2s --os Pi,y), ONde ¢y j = sin (k”(’) ai € by, s@o os coeficientes de Fourier e

42 sin2 kmh «a
)\’;(h)_ h 49(2L)k7rh
sin® (57°)

Prova: Tomando w; = T'(t)¢;, substituindo na equagdo (3.9), obtemos

SoT" (t)p; — My T(t) — gy T(t) =0, j = 1,2, ... J. (3.51)
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Por meio de separacdo de varidveis, temos o seguinte

T(t) 1

7??%5_ ——[ZXh¢)%—(1¢U]5ggg'—— —A > (3.52)
de onde segue que
—[App; +agi] = N oo, j=1,2,...,J (3.53)
T"(t) + A\T(t) = 0;¥t>0. (3.54)
Subistituindo com (3.5) em (3.53), obtemos
. -2 . _ B

o }?2] Gt 0(¢jt1+dj—1) = [+ A" (1—20)]¢;, (3.55)
$o=¢sj41 = 0 (3.56)

knx;

e tendo em consideracdo as condi¢es de contorno, segue que ¢y ; = sin ( T ), com j =

1,...,J, J + 1, satisfaz as condi¢des do problema. Observe que

Gr,o = sin (kgxo) = sin (?) =0 (3.57)
k krL
Byt = Sin ( 7”2”1) — sin <%) — 0. (3.58)

kmx;

Substituindo em (3.55) por sin ( 7 >, segue

o k7‘(‘(Ej+1 2 . <k7rxj> o (kﬂ'(ﬂ]'_1>
sin (47522 ) 4 250 (452) — sin (P o {Sm <k:7mj+1>+sm (kmg-lﬂ

h? L

| —
= [+ A(1 — 20)] sin ( 7er3) . (3.59)
sabendo que

sin(z;_1) = sin(z; — h) = sin(x;)cos(h) — sin(h) cos(z;), (3.60)
sin(z;41) = sin(z; +h) = sin(x;) cos(h) + sin(h) cos(z;), (3.61)
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temos
sin(z; — h) +sin(z; + h) = 2sin(x;)cos(h). (3.62)
Com o ultimo resultado, aplicamos na equacao (3.53), de onde concluimos que
A sin? (@) —«a
ANo(h) = & 2L k=1,..,J 3.63
e () 1 — 460 sin® (%) ( )
com 6 € [0, 1/4]. Por outro lado, a solugéo de (3.54) é dada por
TY(t) = aysin (\/)\,;) t + by, cos <\/)\,;> t,k=1,..,J,Vt > 0. (3.64)
Portanto, concluimos que a solugdo de (3.9)-(3.11) é dada por
J
wh(t) =>" [ak sin (,/A,;t) + by, cos <\/)\,;t>] O k=1,..,JVt>0, (3.65)
j=1
com ©* = (.1, Pr2, - Pr.t) € i, € by, s30 0s coeficientes de Fourier.
Proposicao 6. A solucdo do sistema (3.6)-(3.8) via série de Fourier € dada por:
J
o)y =>" [ck sin ( A;t) + dj cos < A;ft)] O, k=1,..,JVt>0, (3.66)
j=1
A sin?(Erhy 4 o
onde cy, e dj, sdo os coeficienes de Fourier e A (h) = 22 ( ?LQ) —
1 — 40 sin*(57)
Prova: A demostracdo € analoga a da proposi¢do anterior.
|

Das duas proposicdes anteriores, temos que

Proposicao 7. A solucdo do sistema (3.1)-(3.4) via série de Fourier € dada por:

J
uf(t) = %Z [ak sin (\/)\T;t> + by cos <\/)\T;t> + ¢ sin ( )\Zt) + dy, cos ( Aﬁt)} o
=1

(3.67)
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vl (t) = %Z [ck sin ( A;t) + dj cos ( A;t) — agsin (ﬁt) — by cos (ﬁt)] oF

7j=1
(3.68)
kmh
sin + «
onde ag, bg, ci, e dj, sdo os coeficienes de Fourier, A} (h) = iz S (5) — e A\ (h) =
1 — 46 sin®(420)
4 sin? (&) —
1 — 460 sin®(42h)’
Prova: Basta usar as duas proposicdes anteriores e considerar v = ;r Yev="7 ; )
|

Os dois lemas seguintes desempenham um papel importante para obter uma observabilidade
uniforme na fronteira do sistema (3.1)-(3.4). Esses lemas se referem a observabilidade de fron-

teira dos espectro associados aos sistemas desacoplados (3.6)- (3.8) e (3.9)- (3.11).

Lema 5. ( Observabilidade dos autovalores) Para qualquer ¢* = (¢p.1, @r.2, ..., @r.s) solugdo

do problema espectral relacionado ao sistema (3.9)- (3.11)-vale a seguinte identidade

2

—p12
2(1+ A=0R2)L | (3.:69)

T A—[(1—40)A + alR?

¢J+1 ¢J

h

2

% sin? (’“QLL}Z) -«

1 — 46 sin? (’“QLL}L) '

onde )\, (h) =

¢]+1 ¢]
2

Prova: Multiplicando a equag@o (3.53) por j ———— e somando para j = 1, ..., .J; temos

—h Z ¢]+1 2¢] + ¢] 1 ¢]+l

J
¢j—l . ¢j+1 - ¢j—1
7o —an o P et -

J

AR G (L=20)6; + 0(djs1 + dj-1)]

j=1

{—%1 g gbj‘l} . (3.70)

Ap6s simplificagdes temos,

hz ¢]+1_2¢]+¢J 1¢J+1;¢J 1
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P
= —ﬁzjnasjm [$5-11% ng bi1 = $5)
=1
- h22|¢3|2 ) |¢J|2 h2 Z¢J+1¢J’
bem como
G — 6 ah <
—athij% = _72j¢j(¢j+l_¢j—l)
j=1 J=1

ah < ah <
= _72j¢j¢j+1+72j¢j¢j—l
J

ah
- Z]¢]¢]+1 + = 9 Z( |+ 1)¢j¢j+1

7=0
ah
= o Z OjPjt1-
=0
Temos também

Gjy1 — ¢j1:|

J
)\‘hZ[(l — 29)¢j+0(¢j+l+¢j_1)]{ 5

_ o, -2

J J
)hz (0501 — Dj1) + AR Y (D1 + 1) (¢541 — 1)
=1 j=1

1-920) & A0S
- = >hz¢jﬂ¢j 5 h Y6l = [6,1)

Jj=1
J

A 0h
= —)\_ hz¢3+1¢1 AT 9h2|¢3|2 —>|¢ |2-

Combinando as parcelas anteriores nobtemos,

(J 1 h
h22|¢3|2 + ’¢J’2 Z¢J+1¢g - Z¢J¢J+1

__y-1=29 thb]qu] — A" GhZ |61 + ) |<Z>J|2
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e sabendo que h = L/(J + 1) e fazendo h Ejzo |6;]? = 1, teremos

1 (J 1 A(1=20) | < J+ 1A~ 60h
ﬁ_( +),¢J‘2 ( _g_%)hz@ﬂ@z—xe %W \2

1+ A\~ 0h? 1 a A (1-20) (1L+A0h)L | oy
T‘(ﬁ—“ )hZ%H%—— :

(3 71)

Agora, multiplicando a equagdo (3.53) por h¢; e somando de j = 1, ..., J, segue que

J J
Z Gji1 — 2<Z5; t 1y = ah Y 1oiP = AR (1= 20)¢; + 0(41 + dj1)] 65
j=1

j=1

Desenvolvendo o termo de lado esquerdo da equacdo anterior, obtemos

J
hZ% Oy an Yol
j=1

J J J
3 biv1 + b 2h Z Z

j=1

_ hz¢g+1+¢g 1% (__a)h2|¢|

(3.72)

e do lado direito da mesma equagdo, temos

J J J
AR [(1=20)¢; + 0(dj1 + 65-1)l6; = AL =200k _[¢]7 + AR Y (¢j11 + dj-1)05.
P j=1

j=1

. . . . J
Combinado os dois termos anteriores e normalizando por b} 5 |¢; > =1, segue que

¢J+1 (/bj

. , (3.73)

A=—a+pA)h Z
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onde p(A7) =1+ A~ 0h%.

Por outro lado, temos

hi¢j+1_¢j¢ +hi¢j+1_¢j _ A(1 0 S 2 0 .
- % —r G =oALl -2 NI 161 + 27000~ didsia.

J=0 J=0 J=0 J=0

Tendo em conta as condig¢des de contorno, temos que h Z;]:o |pjr1]* = h Z}]:o |$;]?. Entdo,

a equacdo anterior pode ser reescrita como,

J 12 e J J
=3 2041 hf%@“ = [a+ AL =202 ) |57 +2X00 > ¢
i=0 Jj=0 Jj=0
o J 2%, J J J
2 Z 05 = 75 Zwm = [+ A1 =20)]n>|¢;]* + 2000 > ¢
- . j=0 7=0
2
= -2 (h2 +Ae) thﬂ = [a+A(1-26)]

h2

o ah? A1 — 20)R2
h;¢j¢j+1 T 00 B0 2 G

Combinando (3.71) e (3.74), obtemos

p(A7)  [(p(AT)  a+A 04+)\ h? (pP(A )L |94
h2_<h2_2)(_ ): 2 |2
(04+)\){ a—i—)\h] _ p();)L%
(a+\) [4p(/\ a—l— AMh ] _ p(/\2)L %
e s 2p°(A)L ¢y’
1) — (a+ AR | 12
(3.75)
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Finalmente, de (3.73) e (3.75), concluimos que

2

J 2 _
Gjr1 — O; 2p(A7)L by
h = —= 3.76
; h WO - 12| k| (3.76)
e tendo em conta que p(A~) = 1 + A~60h?, da equacdo anterior obtemos
hi G =0y AAHNOL o) (3.77)
: h S 4—[(1—40N +aJh2 | k|’ '
7=0
4 krh
Aoy = G — @ o
com A (h) = 1 — 46.sin*(2 h)e - /
|

Lema 6. Para qualquer ¢* = (Or.1, Pk2, -, Pk.s) solucdo do problema espectral relacionado ao

sistema (3.6)- (3.8) vale a seguinte identidade

J 2 2
Gj41 — O 2(1+ \T0R?)L 0y
h = —= 3.78
; h I [(1— 40\ —ali2 | h| (3.78)
kmh
A +
com \f(h) = 2 (5 )k ha e0<6<1/4.
1 — 460 sin®(%2h)
Prova: A prova segue analoga ao caso anterior.
Observacao 1. Se tomarmos ¢ = 0 (diferencgas finitas) em (3.78) temos que
J 2
¢g+1 2L ol
= — 3.79
ZO: Sisv a2 || 3.79)

este resultado estd em [25]. Quando [A\T — a]h? — 4 resulta em "blow-up". E, se § = 1/6

(elementos finitos) obtemos o seguinte

D

J=0

2

6+ ATh2L
il , (3.80)

T 12— (AT —3a)k2

bi1 — & |
h

i

h
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note que para [A\T — 3a]h? — 12, também resulta em "blow-up", veja que, se § = 1/4
A\h?
211+— | L
C_ ( " ) ‘% ’

d)]“ % (3.81)

4 + ah? h

2

nesta dltima situagéo ndo h4 risco de "blow-up", portanto, # = 1/4 é um valor 6timo.

As identidades (3.69) e (3.78), referentes a observabilidade de fronteira do problema espec-
tral, fornecem uma relacao explicita entre a energia total dos autovetores e a energia concentrada

em x = L de acordo com quantidade medida por |¢/h/|?.

Para perceber melhor como acontece o blow-up no problema em estudo para 6 € [0,1/4],

tomemos J- autovalor em (3.69) e obtemos o seguinte limite com h — 0

4sin (L) — ah?

1 — 46 sin (£2)
4(1 — 40) sin® (Z22) + 40h?(1 — sin® E20)
1 — 46 sin? (J”h)

2L
4(1 — 49) sin® (3 — Z2)

[(1—40)\, +alh® = (1—40) + ah?

_ 2L
1 —40sin (g - )
4(1 — 46) coQ(L) 4
= 1 —40) = 4. 3.82
1—49(:082(7T ) 1—49( ) ( )
Assim sendo, para ¢ € [0,1/4] teremos
_ 4
4 —[(1—40)A +a]h —>4—m(1—49) — 0, (3.83)

assim, ocorre "blow-up"no lado esquerdo de (3.69) e bem como em (3.78).Em ambos os casos,

as desigualdades observabilidade sdo escritas como referimos anteriormente.
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CAPITULO 4

Observabilidade uniforme

Neste capitulo analisamos as propriedades de observabilidade dos sistema(3.9)-(3.11) e (3.6)-
(3.8) via desigualdade de Ingham[1], e por meio delas, construimos a desigualdade de obser-
vabilidade do sistema (3.1)-(3.4). Essas desigualdades sdo feitas na classe de solugdes filtradas

que sao numéricamente observaveis.

E importante salientar que, a desigualdade de observabilidade e o controle de equagdes di-
ferenciais parciais sdo equivalentes. Portanto, se numericamente um dado esquema numérico
nao € uniformemente observavel entdo ndo temos controle numérico, esses aspectos podem ser

encontrados em [8, 14, 20]

Teorema 9. (Desigualdade de Ingham) Seja (yx )kez, uma sequéncia de nimeros reais tal que
P+1 — e =y > 0,Vk € Z. (4.1)
. 2r . .. . .
Entdo, para qualquer 7" > — existem constantes positivas C;(T',y) > 0,7 = 1,2 tais que
r‘y
T

Ci(T,7) ) lax]* < / | Y ake™ Pdt < Co(T,7) ) lawl?, 4.2)

keZ 0 kEZ kEZ

40
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para toda sequéncia de ndmeros complexos (a;,) € [°. A demontragdo pode ser encotrada em

[1].

introduzimos a classe de solugdes filtradas do sistema (3.9)-(3.11)

4
T do0 <~ <
oman 00_7_1_49

dada por,

Po=|wp(t) = Y [aksm( ak—(h)t)wkcos( a,;(h)t)]@k : (4.3)

A (h)<yh=2
4 kmh
73 sin ( 5T ) —

com oy (h) = e ai, b, € R. Analogamente, a solucao filtrada do sistema

1 — 46 sin®(42n)
(3.6)-(3.8) é dada por
Q:= |pl(t) = {ck sin < a,j(h)t> + dj, cos ( O’Z(h)t):| o7 |, (4.4)
A (h)<yh=2

com ay, b, € R.

Lema 7. Assuma 6 €[0,1/4]. Para qualquer 0 < e < le (j+1)/h < eh, 0 "gap"(lacuna) entre

as raizes de autovalores consecutivos obedece o seguinte

1

1+ cos(%) 2

£ () —Jot(h) == 2 > 4.

Vol o 02 7 g eazy) 2 )

ara todo autovalor o1 (h) = \;(h) + & tal que A2 > ,com \i(h) =

P o (h) i(h) T agsmi(zh) @ > 7 i(h)
2 sin ( Lhz J: 1,...’J_

1 — 46 sin® (42’

Prova: Vamos calcular a diferenga entre os autovalores, inicialmente temos que para qual-

quer a, b > 0 vale a seguinte identidade

b

\/__\/—_\/—+\/’

(4.6)
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oy (h) = \/)\] 1—4831n( lh): )\j(h)\/l+m

T (15 ) -

Q

, 4.7)

\/C’jil(h) - \/"j(h) - \/Aj“(h) MY sin?(Zh) \//\j(h) iz 40 sin®(Izh)

Q

o

(e = xs0) - y

Tomando em consideragdo o fato de A\;+1(h) > A;j(h),j =1, ...,

4

. i1 1)wh . ;
4 gin? ((J+ ) ) 4 gin? (ﬁf_h)

h

2L h

J, temos

Q
j_+
=

|

Q
=
v

N

Q
k)>/
+
,_.
Q

>/

4

a
L sin?( (jzlL)Wh)% Sin2(j27r—Lh)

(AV4
N
Q
R

+

[
=

Q

Q>/
=
>
S~—

(AV4
N
Q
R

+

[
=

Q

Q>/
=
>
S~—

v
=
>~

<
+
—
=
>
—
=
N— " N N——— v

V
N
Q
Rl

+
=
Q
3/
>
=

Rl
(

—) , 4.9)

Voram = o) = L0 ralm) — ) (4.10)
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Capitulo 4. Observabilidade uniforme 43
A sin?(47h)
Por outro lado, tomando \;(h) = —~—— 22L‘ — paratodo j =1, ..., J. temos
1 — 40 sin*(L7)
/ 1 / J+1 )\j<h)
_l’_
A \/ jr1(h) + /A
Primeiro, vamos calcular A;1(h) — A;(h), de onde segue que
4 sin2 G+)mh San Jjmh
/\J+1<h> )‘J<h) = ﬁ 2L]—i—l)wh B 2L2 jmh
— 40 sin® “7 — 40 sin” -
4 sin? (]+21L)7Th( — 46 sin? ]27?) — sin? J7rh(l — 40 sin (jglL)”h)
h? [1—46sin* Y +21L)7Th][ — 4fsin? I
-2 (j+)7h -2 jrh
_ 4 4 sin® 5272 — sin® £
h? [1 — 46 sin? u +21L)7rh][ — 40 sin? ];Lh ]
imh (j+1)mh
_ 2 cos ]T — cos
h? [1 = 20(1 — cos UHIT™))[1 — 26(1 — cos 172))]
2 2sin m sin ”Th
h? (1 —26(1 — cos W)][l —20(1 — cos I7%)]
4 mTh sin &
© R22L[1 —20(1 — cos&)][1 — 20(1 — cos €)]
5 .
_ 2n sin & @.11)

hL L —20(1 — cos€)]?’
para ¢ € [jmh/L, (j + 1)wh/L].

Por outro lado

4 2 (J+h)mh 4 2 jmh
sin —5 sin
N (h)+\fN(h) = | —Fo By [ RS e
\/ ]+1( ) ]( ) J 40 Sm ]+21L)7rh 1— 460 Sln2 szth
2 sin? U +21L)7rh N sin? ]2721
N h — 40 sm J+1)7rh 1—46 Sln2 ];[fl
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_ 2 [ (1 — cos —(Hé)”h) N 1(1 = cos 7
A 1 —20(1 — cos (j+£)”h 1 —20(1 — cos )
2 | $(1—cos&) N $(1—cos&)
k| 1-20(1 —cosé) 1 —26(1 — cos¢)
411 (1 —cos€) 12
\/)\jﬂ(h) N \/)\j<h) T oh {5 {1 —226(1 — cos f)” ’ (+12)

para¢ € [jmh/L,(j + 1)wh/L]. De (4.11) e (4.12), temos o seguinte

B )\j+1(h) - /\](h)
\/Ajﬂ(h) - \/)‘j(h) V() + V()

2m sin &

KL [1—20(1—cos £)]2

[ (=isiss)|
@z(l —20(1 — cos€))z  siné
2 L(1—20(1—cos&))? (1— cosﬁ)%

B \/Tﬂ (1+ cos€)2
V2L —20(1 —cos€)]3/?

o 1+ cosé >
L [2(1 —260(1 — cosf))i”}

= % [2(1 —12;—(1(3()—8&;055))} § ‘ (13)
Vejaque £ < (5 + 1)mh/L < me/2, e entdo
cos & > cos (%5) , 4.14)
portanto,
Vora —yJoi ) = 7 {2(1 _12;&0_3(2(%6))) " (4.15)
finalizando a demonstracdo do lema.
|
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Lema 8. Assumindo 6 €[0,1/4]. Para qualquer 0 < e < le (j+ 1)/h < €h, o "gap"(lacuna)

entre as raizes de autovalores consecutivos obedece o seguinte

V 5 (h —\VY [ 1_12;—(;30_8(;%65)(%))) 57 (4.16)

%‘h
2 sin2 (L&

tal que \h? < 7w, com A = _hEsmtCor)
2

)
1446 sin%%) ’

«

+ — 2\ S
para todo autovalor 0" = A;(h) — ——% geat

j=1,..J.

Prova: Tendo em consider¢do que o < 72/ L?, temos de imediato que

o o}
“(t) = Aj( =4/ Xi(h), |1 — —m——
% ®) \/ N 2 49 sin? (ngh) i )\/ %sinQ(J—;Lh)

VA { e h)],Vj:,...,J, 4.17)

Q

dai temos o seguinte

\/0'311(}1) _ \/a;(h) — \/)\j+1(h) 1 _498?n2(j7r_h) B \/)‘j(h) 1 —49s?n2(j§—lh)

(J+1 )& sin? (&
2\/}1—2 sin? )7z sin”(57)

v

V4
VR /{\ VR
>~

o
t
=
>
>
S~—
N——— N——— N——
—_
+
)
S
B
> e
o
I~
3
>
S~—
~

(4.18)

vV
=
>

<
A
=
|
>
<
>
N
N————
<
I
\.H
<

dai, basta usar o mesmo procedimento da demonstragdo do lema anterior, provamos a nossa

afirmacao.
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A seguir, pretendemos construir um resultado de observabilidade de fronteira das solugdes fil-

tradas, aplicando a desigualdade de Ingham [1].

Teorema 10. Para qualquer 0 < v < 1= 49 e € [0,1/4] existe T'(y) > 0, tal que para qualquer

T > T(v), existe uma constante positiva C' (T, i, y(¢)) tal que

T

90
/ 7 (4.19)
0

para qualquer solucio do sistema (3.6)-(3.8) na classe de solugdes filtradas Q(7(¢)).

Mlb«

51h( )<CTCV77

Prova: Pela desigualdade de Ingham e por Lema 7, segue que para qualquer 0 < ¢ < le

2(1 —20(1 — cos %) . ) . .
T > 2L — , entdo existem constantes positivas C;(T,e) > 0i = 1,2
1+ cos &
satisfazendo o seguinte,
T
e Y jal< /| S we Pd<CuTe) Y il @20
[k |h<A/(e) 0 |pxlh<y/7(e) luelh</7(e)

com y(g) = 4sin”® Z=. Além disso, sabendo que

o )

J
L ()Oj+1 (pj 1—460s ﬂ 2
Z h As 1n2( by o h

[1 — 46 sin? (k”h) + (75 sin®(222) + a)0h?] L

2L

2
41— 40sin*(221)] — [(1 — 460) 5 sin®(E22) — 400 + 406 sin®(522)] b2
_ 2[14 abh? L ‘go_‘
4 [1 - sin®(&2) + afh? — afh? sin® ()] | h
< (14 abh? L ‘go_‘
= 2[1—sin®*(%) + adh?(1 —sin*(F))] |
B (14 abh?) L ’ﬂ
2 [(1 + afh?)(1 —sin®(%))] |

2 C082 =)

‘SOJ
2
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Capitulo 4. Observabilidade uniforme 47

para qualquer autovetor ¢, associado a qualquer autovalor \ tal que A\h? < ~(g).

Consideramos ¢ solugdo do sistema (3.6)-(3.8) na classe das solugdes filtradas Q(~y(e)) dada

por,
p= > e (4.22)
[k |R< A/ (€)
2(1 —20(1 — =)]2
com py, = v/oT(h). De (4.20) e (4.21) podemos deduzir que para 7' > 2L [ ( 1 +( Wi_os )
cos =
2
2
L r 2 L r
PJ . m
5/‘7‘ dt = 2_h2 Z ake“’“gka dt
0 0 |luklh<y/A(e)
e ) s |
2 2 kj+1 — Pk
> O1(T¢) cos’ () 2:|%m§:——7——,(mm
RIESVELE) =0
note que
S ol oy (4.24)
a —_— = —— .
ML h o)
kRS y/7(E) =0
Combinando (4.23) e (4.24) chegamos ao seguinte
(1) L[
0 gJ 90
0) < — | |= 4.25
“n(0) = os(h) —aCy(T,e¢) cos2 (%) 2/ h (4.23)
0
provando nossa afirmacao.
|

Teorema 11. Assumindo que 0 < v <

T 0 € [0,1/4], existe T'(y) > 0, tal que para

qualquer T > T'(vy), existe uma constante positiva C'(T, c, y(¢)) > 0 tal que

T
€2 (0) < C(T, a,~(¢) g/ )dt (4.26)
0
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para qualquer solucdo do sistema (3.9)-(3.11) na classe de solucdes filtradas P(y(¢)).

Prova: Da desigualdade de Ingham e de Lema 8., temos que para qualquer 0 < e < lel >

2(1-20(1 —cos )2 . N . )
1+ cos = , existem constantes positivas D;(T,¢) > 0, i = 1, 2 satisfazendo
2

T
Di(T.e) > al < / Y we™Pdt < Dy(Toe) > axl’, (427)
luelh<q/(e) 0 |uplh<y/7(e) [ h<q/(e)

2 me

com y(g) = 4sin” 7.

De (3.69), escrevemos o seguinte

(PJ+1

_ 2[1 4+ o~ 6h*L ‘goj‘?

4—[(1—40)0~ +a] I h

2 |14 ) g2
1—40 si (Imrh)

4 — (1_49)M +al h2
1—40 sin? (K2R

B 2 [1— 46 sin®(%2) + (5% sin (2 ) — a)0h?| L ’
B 41— 40sin®(E)] — [(1 — 40) % sin®(222 ) + 4af — 4afsin®(22h)
B 2[1 — abh? L vy

41— sin®(%2) + afh?(1 — s1n2(k”h))} h
< [1— abh?] L ‘
~ 2[(1 - afh?)(1 - sin®(%))]

[1— abh?] L ©J

2 [(1 — afh?) cosQ(%)] 7‘

‘QDJ

(4.28)

2 e
2 cos 7
para qualquer autovetor ¢, associado a qualquer autovalor \ tal que A\h? < ~y(¢). Consideremos

¢ solugdo do sistema (3.9)-(3.11) na classe das solugdes filtradas P (y(¢)) dada por,

w= Y et (4.29)
| |h<A/ ()
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com pi, = y/o~(h). Combinando (4.28) e (4.29) podemos deduzir que para 7" > 2L [%] : ,

2

T
L Wy 2 L it
s = g | X o] @
0 0 |lmlh<y/AE)

J
> Dl(T,s)cos2(%€) S aley

2
Ok jt1 — Dk
A h
k| h<A/~(E) =0

(4.30)

Além disso, note que

J
5 [mr%z
|l h< /() §=0

e combinando (4.30) e (4.31) chegamos ao seguinte

eh(0), (431D

Ph,j+1 = Pr.j
h

2 _ os(h) +a
ST = abk?)

5gh(0> <

?l“G

T
2
o5 (h)(1 — abh?) g/ )
0

oj(h)+a  Dy(T,¢) cos2 (%)

h)(1 — abh? 1
o (h)( abh?) = Concluimos a prova

Portanto, para C'(T, o, 7(¢)) = o;(h)+a DT ) COSQ(%)

Teorema 12. Assuma que 0 < v <

T Entdo, para todo o < A;(h), existe T'(y) > 0 tal

que para qualquer 7" > T'(7y), existe constante positiva C (T, av(g)) > 0 tal que

T
£2(0) < C(T, ay(e g / { 2} dt, (4.33)
0

para qualquer solucéo do sistema (3.1)-(3.4) na classe das solugdes filtradas R(~(¢))

Antes da demonstracdo do teorema, vamos apresentar a classe de solucgdes filtradas para o
sistema (3.1)-(3.4).
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U =33 s m<rnz | sin(y/ogt) + by cos(y/oy t) + e sin(y/oy t) 4 di cos(y/ o3 1) | ¢F
V=1 D nu(hy<ah-2 |C sin(y/ot) + dy cos(y/o t) — ag sin(\/o, t) — by cos(\/op t)| &*

R((e)) =

Q «
,o7(h)=MA;(h)— —— e ay, by, ¢, dp € R
1 — 460 sin? (L) a;(h) 5(h) h ko Tk T Sk

1 — 46 sin? (L

comay(h) = A;(h)+ )

Prova: Sabendo que £%(0)

~~

= 2(¢9,(0) + €5,,(0)), entdo, dos resultados obtidos nos dois

teoremas anteriores chegamos a
L T
220/(0) = 4,(0) + £4,(0) < mas [C(T, a9(2)), C(T,07(2))] 5 / [ ) +‘ }df(,4.34)
0

sabendo que ¢ = u; + v; e w = u; — v; segue que

T

£2(0) < C(T, (e g / { ]dt, (4.35)

o7(h)(1 — abh?) 1 oz(h) 1
oj(h)+a  Di(T,e)cos?(%) oy(h) — aCy(T,€) cos?(%)

com C = 2mazx
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CAPITULO 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

O objetivo principal deste trabalho foi estudar o problema que diz respeito a uma repre-
sentacdo numérica semi-discreta, em que apenas a varidvel espacial € discretizada, para um

importante problema no contexto da Teoria de Controle em Equacdes diferenciais Parciais.

No inicio do trabalho, fizemos a apresentacdo de resultados obtidos por Infante e Zuazua
no seu traballho publicado em 1999, eles detalharam as causas da perda de observabiliidade de
esquemas numéricos em diferencas finitas e em elementos finitos que antes foram identificados

por R. Lions, Glowinski e outros pesquisadores.

Este trablho, generaliza o trabalho desenvolvido em [24]. Em particular, se tomarmos 6 = 0,
obtemos o sistema (2.1)-(2.5), assim validando os rsultados obtidos em [24], e se tomarmos 6 =
1/6 teremos elementos finitos e se ¢ for igual a 1/4, temos diferengas finitas. Como previamos
no nosso projeto de pesquisa, obtemos a observabilidade uniforme no limite A tendendo para 0

quanto 0 = 1/4.

Para trabalhos futuros, pretendemos estudar os diagramas de dispersdo e a velocidade de
grupo e semi-discretizacdo do espaco do problema desenvolvido neste trabalho. Pretendemos

também, fazer os estudos dos seguintes problemas

51
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59u;(t) — Apuj(t) + adgvi(t) = 0,5=1,2,..,J0<t<T (5.1)
Sov; () — Apvs(t) + adguy(t) = 0, j=1,2,...,J;0<t<T  (5.2)
Uo(t) = UJ+1(t) = O,Uo(t) = UJ+1(t) = 0,0<t<T (5.3)
u;(0) = u®,u;(0) = u},v;(0) =0%,0,(0) = v}j=0,1,2,...,J,J+]1, (5.4)
bem como

59u;-/(t) — Apu;(t) + adp(u; —v;)(t) = 0,j=1,2,..,.J0<t<T (5.5)
Sov; () — Apv;(t) + adg(v; —uy)(t) = 0, j=1,2,..,J;0<t<T  (5.6)
Uo(t) = UJ+1(t) = O,Uo(t) = UJ+1(t) = 0,0<t<T 5.7
u;(0) = u°, u;(0) = u},v;(0) = 00, 05(0) = wv}j=0,1,2..,JJ+1, (5.8)

sendo dy a combinagao linear convexa dada por
59'11]‘ (t) = (1 — QH)U](t> + 0(’0j+1 + ’Uj,1>(t). (59)
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