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Resumo

Uma propriedade fisica importante da equacao do calor é a positividade das solugoes, isto
é, para dados iniciais positivos a solugao geral deve ser positiva. Porém, a hipétese de
Fourier para conducao do calor permite velocidade infinita de propagacao de sinais, este
fenémeno é conhecido como paradoxo de Fourier. Para corrigir estd condi¢ao nao-fisica,
muitas alteragoes foram propostas dentre elas destacamos a hipdotese de Maxwell-Cattaneo.
Contudo, a equagdo de Maxwell-Cattaneo quando discretizada por esquemas usuais em
diferencas finitas pode gerar solu¢oes negativas. Neste trabalho, preservamos a positividade
das solugoes bem como propriedades qualitativas da energia da equacao de Maxwell-
Cattaneo com coeficiente de difusao dependente do tempo usando métodos Nonstandard

em diferencas finitas em malhas deslocadas.

Palavras-chave: Maxwell-Cattaneo. Nonstandard. Positividade. coeficiente dependente

do tempo. Malha Deslocada.



Abstract

An important physical property of the heat equation is positivety solutions, i.e., for positive
initial data the overall solution must be positive. However, the Fourier hypothesis for heat
conduction allows infinite propagation speed of the signals, this phenomenon is known as
Fourier paradox. To correct this non-physical condition, many changes have been proposed
among which we highlight the case of Maxwell-Cattaneo. However, the Maxwell-Cattaneo

equation when discretized by usual finite difference schemes can generate negative solutions.

In this work, we preserve the positivity of the solutions as well as qualitative properties
of energy Maxwell-Cattaneo equation with diffusion coefficient time dependent using

Nonstandard schemes in finite differences in Staggered grid.

Keywords: Maxwell-Cattaneo. Nonstandard. Positive. diffusion coefficient time dependent.

Staggered grid.
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1 Introducao

Neste capitulo abordamos brevemente os objetivos e resultados do trabalho, na
motiva¢ao mostramos alguns usos dos esquemas NSFD(Nonstandard Scheme Finite Diffe-
rence). Fazemos isso por meio de exemplos; um caso de convergéncia da equagao do calor
e uma situagao peculiar para uma equacao de reacao-difusao nao-linear conhecida como

Equacao de Fisher.

1.1 Idéias e métodos

Esquemas em diferencgas finitas denominados nao usuais (Nonstandard Finite
Difference Methods- NSFD) sao construidos para compensar uma determinada deficiéncia
dos esquemas usuais em diferencas finitas. Atribuidos inicialmente a Ronald E. Mikens
em 1994 publicado em (Mickens [1]). Aplicaremos métodos Nonstandard na formulacao
de Maxwell-Cattaneo da equacdo do calor para, principalmente, recuperar a positividade
das solugoes perdida nos esquemas usuais de discretizagao. Neste trabalho abordamos a
equacao de Maxwell-Cattaneo em malha deslocada e com coeficiente de difusdao dependente
do tempo. Usaremos métodos multiplicativos para obten¢ao de energia das equagoes, além
de técnica matricial e espectral para garantir estabilidade do método. Para as simulacoes

numéricas adotamos o software Matlab.

1.2 A importancia do coeficiente dependente do tempo

Um coeficiente dependente do tempo pode representar uma variacao de densidade do
material condutor ao passar do tempo, seja por deterioracao devida a atrito, compensagao
de fatores externos ou outras razoes, pode representar ainda outros fatores. A equacao de
difusao com coeficiente dependente do tempo aparece na literatura em muitas aplicagoes
por exemplo, em microondas (Huang, Lin e Yang [2]), (Pozar [3]), simulations of flows
(Chua e Dew [4]), (Crank [5]), problemas de economia (McCartin e Labadie [6]), (Wilmot,
Howison e Dewynne [7]) entre outros. Porém nao existem muitos trabalhos que analisem a
estabilidade de métodos numéricos para a equagao de difusao com coeficiente dependente
do tempo. Em particular, (Tadjeran [8]) usa coeficiente de difusdo dependente do tempo
quando analisa a estabilidade do método de Crank-Nicolson, mas este nao leva em conta
as condicoes de fronteira ao utilizar o método de Von neumann para concluir sobre a
estabiliade. Neste trabalho em que usamos malha deslocada estas condigoes de fronteira

sdo importantissimas, como explica (Oishi et al. [9]) e o coeficiente de difusdo (constante
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ou varidvel) influencia as condigbes de fronteira, como pode ser encontrado em (Sousa
[10]), (Sucec [11]),(Trefethen e Embree [12]).

1.3 A importancia da malha deslocada

A malha deslocada (staggered greed), introduzida inicialmente por Harlow e Welch
(Harlow e Welch [13]), é muito utilizada no contexto dos método MAC pois possui algumas
propriedades atrativas; é conhecida por garantir localmente a conservacao de massa,
movimento, energia cinética e vorticidade (Perot e Nallapati[14]); é computacionalmente
simples (em uma dimensao se comparada a um modelo preditor corretor por exemplo)
¢é propicia ao uso de método de projecao no calculo da pressao; e satisfaz a restricao de

incompressibilidade (Perot e Nallapati[14]).

Estes usos estao, em sua maioria, em modelos de duas e trés dimensoes. De
fato ndo é comum usar uma malha deslocada para diferencas finitas em uma dimensao.
Contudo, quando resolvemos a equacao de Navier stokes por diferencas finitas usa-se
a malha deslocada para evitar oscilagoes (Oishi et al. [9]). A simplifica¢do natural da
malha deslocada usada em Navier Stokes para uma dimensao é a que aplicaremos neste
trabalho, isto é , x; = (i — 1/2)Az. Assim, além de ampliar as aplicagoes fisicas do modelo
que sera trabalhado o uso da malha deslocada permite que a formulagao do método
de Maxwell-Cattaneo na equacao do calor ser usada para construcao de sub-rotinas na

implementagao numérica de Navier stokes.

1.4 Transferéncia de Calor

O transporte de calor por Condugao ocorre tanto por causa da troca de energia de
uma molécula para outra, sem o proprio movimento das moléculas, quanto pelo movimento
dos elétrons livres caso estejam presentes. Portanto, esta forma de transferéncia de calor
depende fortemente das propriedades do meio, sélido, liquido ou gasoso, se existir uma
diferenca de temperatura. Ao deslocar-se moléculas se movem de uma regiao quente para
uma fria e levam energia com elas o movimento das moléculas ¢ mais enfatizado na

convecgao que na conducao.

Trataremos da transferéncia de calor por condugdo em uma secgao transversal
de uma barra fina em condic¢oes ideais, Homogénea e Isotrépica lateralmente isolada do
meio. A propagacao do calor na direcao orientada pelo eixo Cartesiano "Oz” pode entao
ser visto como um fluxo de transferéncia de comportamento aceitavel como condugao na
forma "onda de calor”. Para quantificar a energia transferida por unidade de tempo em
uma equagao de taxa na transferéncia por Conducao, como a lei de Fourier que sera vista,

¢ necessario a condutividade termal do material, a tabela a seguir ilustra os valores de
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condutividade termal de alguns materiais.

Tabela 1: Valores da condutividade termica em W/m a 20°

Material Condutividade termal
Aluminio puro 200

Ferro Puro 73

Liga de aluminio(4,5%Cr) 168

Inox 16

agua 0,6

madeira 0,2

Quando abordarmos a formulagao do modelo de Maxwell-Cattaneo, no capitulo
seguinte, ficard claro que a interpretacao da transferéncia de calor apresentada sofre ajustes

tedricos severos.

Cabe ainda mencionar que mudangas extremas no comportamento da transferéncia
de calor ocorrem em temperaturas préximas do zero absoluto e em materiais como Hélio
IT, Li e alguns solidos dielétricos como o Bi e NaF, onde a transferéncia de calor pode ser
analisada no contexto da mecanica quantica, esta abordagem, no entanto, nao sera feita

neste trabalho.

1.5 Método Nao-usual em diferencas finitas

O Método Nao-usual em diferencas finitas, Nonstandard Finite Difference (NSFD),
tem sido usado para melhorar taxas de convergéncia (Sweilam e Assiri[15]), recuperar
propriedades qualitativas(Sousa[16]), eliminar oscilagbes em modelos nao lineares (Mic-
kens[17]), conseguir estabilidade ou consisténcia dentre outros propdsitos(Marcias-Dias
¢ J.Ruiz-Ramirez[18]). Iniciado por Ronald Mickens e amplamente usado nas tltimas
décadas nao temos uma defini¢ao formal para o método Nao-usual em diferencas finitas
pois este método consiste em modificar algum método em Diferengas finitas(tido como
usual) de forma a compensar alguma deficiéncia do método usual ou conseguir algum
tipo de melhoria(quantitativa ou qualitativa) sobre este. A forma como a modificagao
sera feita dependera do problema. O nome original em inglés Nonstandard, que pode ser
entendido como nao-usual, sugere que este método foge do que é tradicionalmente feito
(em diferengas finitas ). Desde que matematicamente bem alicer¢cado qualquer modificagao
no modelo usual de forma a obter o resultado desejado pode ser vista como um método
Nonstandard. O autor que escreve este texto gosta de pensar em Nonstandard como "use

sua imaginacao para dar um "aprimoramento” na solugdo do problema”.

Para maior clareza motivaremos este trabalho com duas aplicagoes. O primeiro

exemplo foi daptado de (Khalsaraei e Khodadosti[19]) e o segundo exemplo retirado do
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trabalho de Mickens (Mickens[20]). Doravante nos referiremos ao Método Nao-usual em
diferencas finitas por NSFD.

1.5.1 Exemplo 1. A nonstandard scheme for Heat Equation

Neste exemplo serd usado um modelo Nonstandard para melhorar o erro Absoluto

da solug¢ao numérica de Euler Explicito. Consideremos o sistema

U — Uy = 0, (z,t) € (0,1) x (0, 00), (1.1)
u(0,t) = wu(l,t)=0, t >0, (1.2)
u(z,0) = sin(mx), z € [0,1]. (1.3)

Cuja solucao analitica é dada por

u(z,t) = e ™ tsin(mz). (1.4)
Reescrevemos a usual discretizacao de (1.1) em Euler explicito como

n+1 n n n n
p(At) (Ax)?

onde u} representa o valor da solu¢do u no ponto (jAr,nAt) da malha computacional,

com Ax e At os passos espacial e temporal respectivamente e a fungao ¢ satisfaz a seguinte
regra

o(At) = At + O(At?), com 0< At — 0. (1.6)

Se p = At entao temos o usual método de Euler explicito, porém, se escolhermos
©(At) =1 — exp(—At) que cumpre (1.6) entao temos um método Nonstandard que tem
uma performance melhor que o usual Euler Explicito no que tange o erro absoluto como

pode ser verificado na tabela a seguir.

1.5.2 Exemplo 2. A nonstandard scheme for Fisher Equation

Agora usaremos um modelo Nonstandard para retirar oscilagoes da solucao do

método numérico usual explicito para Equacao de Fisher.

segundo Fisher (Fisher[21]) a equacdo de Fisher dada por:
Up — Uge — Au(l —u) =0, A >0, (1.7)

descreve, originalmente, a propagacao de um virus mutante em um meio infinitamente

longo. (1.7) é usualmente discretizada por

n+l _ . n no__ n n
u; wp oujy —2uf 4 ug

J J

At (Az)?

Ll (1 - ul). (1.8)
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Tabela 2: Erro Absoluto para os Esquemas de Euler explicito e NSFD com Az = 0.1 e

At = 0.0025.

t X Erro Euler E. Erro NSFD

0.0025 0.1 3.00000e-005  2.09999e-005
0.0050 0.1 5.89999e-005  4.09999e-005
0.0075 0.1 8.79999e-005  6.09999e-005
0.0100 0.1 1.12999e-004  7.80000e-005
0.0125 0.1 1.30000e-004  9.59999e-005
0.0150 0.1 1.63000e-004  1.13000e-005
0.0175 0.1 1.85999¢-004  1.28999¢-004
0.0200 0.1 2.07000e-004  1.43000e-004
0.0225 0.1 2.27000e-004  1.58000e-004
0.0250 0.1 2.45999e-004  1.70000e-004

Ou explicitamente

assim o esquema (1.9) acima nao informa a restrigdo do pardmetro At uma vez que se
tenha Az. Mickens em (Mickens|20]) denomina Nonstandard o esquema resultante da
substituicdo do termo (u})? em (1.9) por

n

n n
Ujiq T Uy T u

sy AR (110)
isto é,

un'H —um u = 2u - u ul Ut +ut

AT B S - At (1.11)

Com isto ele pode mostra que 0 < 1+ AAt — 2% < 1, portanto (1.11) pertence a
classe de esquemas explicitos que preserva a positividade para equacao de Fisher. Além disso
o Esquema (1.11) elimina oscilagoes do esquema usual Como mostrou (Anguelov, Kama
e Lubuma|22]). A seguir mostraremos a simulacao do esquema usual (1.9) e o esquema
NSFED (1.11). O gréfico permite visualizar o efeito corretor do método Nonstandard em

especial na borda final do intervalo.

1.6 Escopo de cada capitulo

No Capitulo 2, tratamos dos aspectos da modelagem da Lei de Fourier, de seu
respectivo Paradoxo Fisico e da hipdtese de Maxwell-Cattaneo abordadas nos trabalhos
de Mickens e Jordan (Mickens e Jordan [23]) e (Mickens [20]). Além de uma importante
condigdo para obediéncia da segunda lei da termodindmica. No capitulo 3, apresentamos

em malha regular os esquemas usual e do tipo NSFD, os utilizados por Mickens e Jordan
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Figura 2: Foi usada a condigao inicial u(z,0) = 0.5 + 0.5sin(2z) e A = 25. Notemos a
eficiéncia do NSFD na eliminacao das oscilagoes presentes na solugao limite
u— 1.

em seus artigos citados e nosso modelo modificado com coeficiente de difusao dependente
do tempo, reproduzimos os resultados numéricos que mostram a positividade obtida
no esquema NSFD e ainda mostramos por meio dos esquemas NSFD, usando simples
procedimentos algébricos, quais as equacoes que realmente sao discretizadas ao nivel do
continuo. No capitulo 4, analogamente ao que foi feito no Capitulo 3 mostramos que
podemos construir um esquema NSFD estavel que preserva a positividade das solugoes,
agora em malha deslocada, sendo este o principal resultado de nosso trabalho. No Capitulo
5 abordamos os aspectos numeéricos tedricos e computacionais das energias numéricas
associadas aos esquemas NSFD como por exemplo o decaimento exponencial da energia
das solugdes. No Capitulo 6, finalizamos nosso trabalho com as conclusoes e trabalhos
futuros apresentando um esquema hibrido do NSFD com o Usual de diferencas finitas tipo

Hopscoth e Redes Neurais Artificiais.
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1.7 Tabela de esquemas numéricos

Neste trabalho usaremos diversos esquemas numéricos, para fins didéaticos, a tabela

a seguir esclarece a nomenclatura que adotaremos para eles.

Tabela 3: Esquemas numéricos em ordem de apresentacao no trabalho.

Nome do Esquema Algoritmo

Usual u;‘ +_ AtR(u;—zuyw;Ll):i(jzb/;;—u;*1)+(At/z)u;+1 B %
NSFD-1 uitt = T(up, +ul ) + jud A =1
NSFD-2 u?“ _ uy*w(u%ﬁu;_l) A%z :%
Regular-1M W = AtR(u;?fQu;?+u;?_1)74_ro7:~0_22:/]7;7u?71)+(At/2)u?+l R—dt,) %
NSFD-1M upt™t = (1= 20"l + o™(ulyy +ul_y) o" €[5, 3]

Os métodos Usual e NSFD-1 sdao para malha comum e podem ser encontrados em
(Mickens e Jordan [23]), o método NSFD-2 pode ser encontrado em (Mickens e Jordan [24])
é também para malha comum. Os métodos modificados Regular-1M e NSFD-1M foram
construidos para malhas comum e deslocada. Além desses, apresentamos no tltimo capitulo
(nas perspectivas futuras da conclusdo) os métodos Hopscoth modificado e Mugen ambos
par malha deslocada, estes nao sao mostrados na tabela por nao visarem contribuicao

direta no trabalho.
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2 Deducao da equacao de Maxwell-Cattaneo

Nesta seccao trataremos o modelo matematico de transferéncia de calor proposto
por Maxwell-Cattaneo, adicionado o coeficiente de difusdo dependente do tempo sua
consequente alteracao da forma matematica de uma EDP parabdlica(Da usual equagao do

calor) para uma EDP Hiperbdlica (Equacao da Onda com damping).

2.1 Construcao do modelo de Maxwell-Cattaneo a partir do modelo

de Fourier

Segundo a lei de Fourier, a conducao de calor em um corpo homogéneo e isotrépico

¢é descrita pela relagao de fluxo dada por

Q(XvT) = _kVT<X77—)7 (21)

em que ¢, k(> 0) e T sdo respectivamente o vetor fluxo de calor, a condutividade termal
e a temperatura absoluta, y é o vetor posicao e 7 denota o tempo. Se a temperatura
absoluta varia com o tempo entao k é da forma k(7) = d(7)k; onde d(7) é a fun¢ao que
descreve esta variagdo e k; uma constante. Consideramos agora a lei de balango de energia

dada por

or
P +V.g=0, (2.2)

em que p é a massa especifica e ¢, o calor especifico. De (2.2) e (2.1) obtemos a chamada

equacao do calor ou equacao de difusdo dada por

gf — k(T)AT =0, com k(1) = d(7)k1/(pc,). (2.3)

A lei de Fourier prevé que os sinais térmicos se propagam com velocidade infinita
(ver Mickens e Jordan [23]) o que na pratica ndo acontece, configurando o chamado
“Paradoxo da lei de Fourier”. Para corrigir estd propriedade irrealista uma proposta ¢ a

modificagao da lei de Fourier chamada lei de Maxwell-Cattaneo (C.Cattaneo [25])

Consideremos um tempo de relaxamento térmico suficientemente pequeno g,

positivo de forma que

q(x, 7+ No) = —k(1)AT, (2.4)

e expandimos em série de Taylor a fungao ¢(x, 7 + Ag) em torno de Ag



Capitulo 2. Dedugao da equagio de Mazwell-Cattaneo 17

) " , )\2
e+ 20) = gl 7) + o (rm)do + TSN — pmar (2.5)

Considerando os dois primeiros termos da expansao acima, chegamos ao que é

definido como hipdtese de Maxwell-Cattaneo

(1+ )\0887_)6] = —k(7)VT. (2.6)

Aplicando o vetor gradiente em ambos os lados obtemos

OA
Aq+ AOT;—’ = —k(r)AT. (2.7)

Agora considerando a lei de balango de energia (2.2) podemos reescrever (2.7) como

oT 0 oT

Isolando os termos no primeiro membro da igualdade e dividindo por pc, obtemos

Ty + XTrr — kAT =0, k= d(1)k1/(pcy). (2.9)

Imporemos que o coeficiente de difusao dependente do tempo d(7) > 0 é uma
funcao d : R™ — R™T continua.

Olhando para equagao (2.9) notamos que foi obtida uma EDP hiperbélica de modo
que a condugdo de calor através de ondas térmicas tem velocidade finita ¢(7) = %
chamada de “segundo som”. Isso corrige o “ Paradoxo da lei de Fourier” a qual prevé
velocidade infinita de propagagao de sinais para alguns materiais (Straughan [26]). A
equagao (2.9) representa a propagagio de ondas de calor e, portanto, suas solugoes devem
ser positivas e limitadas para dados iniciais positivos e limitados. Nessa direcao, qualquer
metodologia numérica aplicada a tal equacao deve necessariamente gerar solugdes numéricas

que sejam positivas.

Reescrevendo (2.9) para exibir o coeficiente d(7) obtemos

T, + X1y — d(T)KA*T = 0, k = ki/(pcy), (2.10)

a qual denominaremos simplesmente por Formulagao modificada.

Além disso, cabe mencionar que a formulagao unidimensional (2.10), com os
coeficientes adequados, descreve uma diversificada variedade de sistemas fisicos. Por

exemplo: Propagacao de sinais de tensao elétrica, propagagao de ondas actsticas em meios
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porosos de Darcy -type e movimento de cadeias de DNA. (ver (Mickens e Jordan[23]) e as
referéncias nele contidas). O valor de Ay foi determinado experimentalmente para alguns
materiais. Embora o valor \q seja pequeno para a maioria deles(cerca de 107'2s) existem
materiais com constante de relaxamento térmico alta como NaHCOs, 29 segundos, areia,

21 segundos e tecido biolégico, de 1 a 100 segundos.

2.1.1 A Segunda Lei da Termodinamica

A Lei de Maxwell-Cattaneo apresenta duas incoeréncias principais a primeira é
que ela viola o principio fisico da objetividade e a segunda é que em algumas situagoes
ela pode ferir a Segunda Lei da Termodinadmica. Por esta razao dedicamos esta seccao a
restringir nossa formulagdo de Maxwell-Cattaneo com o objetivo de ambas as incoeréncias

serem sanadas.

A Lei de Maxwell-Cattaneo viola o principio fisico da objetividade, fato ja bem
conhecido da literatura (ver Rubin[27]), para que esta violagdo nao ocorra é necessario
que a Lei seja aplicada apenas para o conceito de pequenas transformacoes que se traduz
na forma

g+ aq=—kVT, (2.11)

como fizemos em (2.6). Porém, recentemente descobriu-se que em certas situagoes a Lei
de Maxwell-Cattaneo também fere a segunda Lei da Termodindmica. Para analisar este

problema iniciamos por definir a segunda Lei da Termodinadmica

Fisicamente consideraremos como um sistema a parte arbitraria P de um corpo
B, que ocupa uma regiao P(t) C R em cada instante do tempo t. Seja H a variagao de
entropia devido a mecanismos de dissipagao interna e D a taxa de dissipacao de energia

por unidade de volume, entao a segunda lei da termodindmica pode ser expressa como

H(P(t)) >0Vt = D >0Vt (2.12)

Para obter uma forma local (Dias[28]) mostra que a Segunda Lei da termo dindmica
implica em

1
dy = —fq.VT > 0. (2.13)
Onde dy é conhecida como dissipagao térmica.

Notamos que quando a Segunda lei da Termodinamica ¢é aplicada em termos da
dissipagao térmica para a nossa Formulagdo de Maxwell-Cattaneo em (2.6) temos que
(2.13) resulta em

q<q;$ﬂ>zo. (2.14)
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Assim ¢é suficiente que o angulo entre os vetores ¢ e (¢ + 7¢) seja menor que o

angulo reto para que a segunda lei da termodinamica seja respeitada.

2.2 Solucao Analitica do modelo de Maxwell-Cattaneo

Nesta secao exibiremos as solugoes analiticas da formulacao de Maxwell- Cattaneo
com o objetivo de usa-las para fim de comparacao com as solugdes numéricas que serao
obtidas.

Assumindo que a condugao de calor é governada pela lei de Maxwell-Cattaneo, o

modelo matematico do sistema fisico é dado por

T, + XTrr —d(T)kTy, = 0, (x,7) € (0,1) x (0,00), (2.15)
T, 7)=T(,7) = 0, T>0, (2.16)
T(x,0) = Tysin (mx/l) : Tr(x,0) = 0, x € (0,1). (2.17)

Adimensionando o problema (2.15)-(2.17) definimos as varidveis

u=T/Ty, x=x/I, t =7(r/1?). (2.18)
Usando a regra da cadeia temos

B ou Ot K

T, =" —= T, = s 2.19
ot o7 e (2.19)
e consequentemente,
Ous k Ot K2
= AT 5 AT T TTT = TR 2.20
ot 2or it (2.20)
Analogamente
Ou Ox 1
=0T 1 —,s 2.21
X 0z 0y x T ey ( )
e também
Ou, 1 0x 1
TXX = ax Z@ - TXX = meﬁ (222)
Portanto, substituindo (2.19) - (2.22) em (2.15), obtemos
K2 K K
)\Outt— — d(t)um— + U = 0. (223)

l4

2 2
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e dividindo a tltima equacao por 5

)\outtﬁ — d( )Uxx + U = 0. (224)

Tomando 79 = Aoz chegamos ao sistema hiperbdlico dado por

Tot + up — d(t)uze = 0, (x,t) € (0,1), x(0,00),d(t) > 0, (2.25)
uw(0,t) =u(l,t) = 0, t>0, (2.26)
u(z,0) =sin (7z) : u(x,0) = 0, z € (0,1), (2.27)

O qual chamaremos de Modelo modificado. Se d(t) = 1 V t entao recuperamos o modelo

)
original de Mickens e Jordan (Mickens e Jordan [23])

ToUy + U — Uy = 0, (x,t) € (0,1) x (0, 00), (2.28)
w(0,8) =u(l,t) = 0, t>0, (2.29)
u(z,0) =sin (rz) : w(z,0) = 0, x € (0,1). (2.30)

Usando o método de separagao de variaveis (veja Figueredo[29]), obtemos a seguinte

solugdo para o problema (2.28) -(2.30):

Cos(wt) + 75111\}/1%“); To < Te,
u(z,t) = eFo sin(rz) { 1+ 53 To = Te; (2.31)
cosh(wt) + sinh(wt) .

\/E y To > Te
onde w = (279)"1/|A|, A =1 —4xn’75 e 7. = (27)72. Veja o trabalho de (Mickens e
Jordan[23]).

Para nosso Modelo modificado (2.25)-(2.27) a solucdo analitica, assumida a forma
na forma wu(z,t) = X (2)T'(t), aproximada por série de poténcias para d(t) =b—1t, b€ N é
dada por

"% /2sin ()

—Bi(a)—272/3 3/~ %Bi’(a)Ai(a)

Ai(a)+2m2/3 ?/—%Ai’(a)

u(zx,t) =

_Bif(f“) _2PY R B @AB) | L

i(a) +2m2/38 _%Ai, ()

+ Bi ()

(2.32)

1{/»70( /44770 b) 3 —%(—1/4+(b—t)7r27'0)
a = , B = e Ai e Bi sao as Fungoes

/31y 74/37
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de Airy e Ai’, Bi' suas respectivas derivadas.

Nota-se que existe uma parte imaginaria na solugao, assim vemos que a introdu-
¢ao de um coeficiente dependente do tempo no problema é um complicador que afeta

diretamente o comportamento da solucao e seu calculo numérico.

Destacamos algumas caracteristicas a respeito da equacao de Maxwell- Cattaneo

e A equacao é Hiperbdlica;

e Representa ondas de calor com velocidade finita de propagacao. Portanto corrige o

Paradoxo de Fourier;

e Como trata-se de ondas de calor qualquer esquema numérico deve preservar a
propriedade da Positividade. Ou seja, dados iniciais positivos devem gerar solugoes

positivas.

T(x,0)>0 = T(x,t) >0, Va,Vt.

A escolha d(t) = b—t foi feita para simplificar as contas. Porém desde que d(t) > 0
seja continua, respeite a condi¢ao de estabilidade numérica(que serd vista adiante) e tenha

regularidade outras escolhas podem ser feitas.

t=200A t

0.2

X
i

Figura 3: Solugdo Analitica usando condigao inicial u(z,0) = sin(nx), At = 0.04, ¢t =
150At, Az =0.004d(t) =2 —t, 19 = 7.. Note que a solucao é positiva.
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3 Diferencas finitas nao usual em malha co-

mum

3.1 Esquema usual

Neste capitulo mostraremos que a discretizacao usual em diferencas finitas, na
malha comum, para o modelo modificado (2.25)-(2.27) pode produzir solugoes negativas,
mas o método Nonstandard modificado (que serd visto na secgdo seguinte) recupera a
positividade das solugoes. Iniciamos exibindo a malha comum e enfatizando os operadores

de diferenca usuais para entao descrever o método usual e seu comportamento.

A discretizacao usual do dominio [0, L]x]0,00[ em malha numérica é descrita

abaixo.

Seja J > 1 um numero inteiro dado, definimos a malha com espagamento constante
1
J
xz; = jAz, 5 =0,1,...,J e na varidvel tempo, analogamente, t,, = nAt, j =0,1,2,...

Az na discretizacao da variavel espacial x pondo Az = = cujos pontos sao dados por

onde At é o passo associado a variavel tempo e n > 0 um inteiro.
Denotaremos por ] o valor da aproximagao da solugao no nivel de tempo ¢, e na
posigao x;, isto é

u

n o~
=

u(z;,tn),
em que u(z,t) é a solucdo exata.

Consideramos também os seguintes operadores de diferencas finitas (usuais) no

espago e no tempo

Esquema de Euler avancado (Primeira ordem):

n  __ ,n n+l _  n
I £ B R R Y
ruj = y tuj = .
Az At
Esquema de Euler atrasado (Primeira ordem):
n__,mn n __ ,n—1
D B e N WY M
u” = V=
J AV At
Diferenga central (Primeira ordem):
) n n ) n+1 n—1
0: + amun Uiy — U 0 + O L
2 Az = 2 7 At

Esquema de diferenga centrada (segunda ordem):
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- ian —ul 4 ul Tian — 2uf 4 uf !
no.__ J n . J
8x&pu] = AQ;2 atatuj . At2

Como é bem conhecido da literatura a definicao desses operadores é proveni-
ente do desenvolvimento em série de Taylor desde que admitida a possibilidade desse

desenvolvimento.

Para o calculo numérico do esquema usual usamos os esquemas de diferencas finitas

centrados em todos os termos para aproximar a equagao (2.25), que ja discretizada é:

wth — ! witt —2ul + ! — 2u}

j j Uj _ () (-
N (A1) = d(tn) (Ax) ) (3.1)

onde d(t,) corresponde ao valor de d(t) calculado em t,,.

Explicitando u”Jrl obtemos a relacao de recursao:

AtR(u? — 2u? +ul_)) 4+ 1o(2u? — uf ™) + (At/2)uf™!

n = 3.2
U] To + At/Q ’ ( )
onde R = d(t,) &
L0 (rAt)? , o B
uj R U ore sin(mj(Az)); j=1,...,J -1 (3.3)

A este modelo usual (3.2) denominaremos de Regular-1M. Comparamos o modelo
usual em malha regular com d(t) =1, V ¢ usado em (Mickens e Jordan[23]) com o modelo
Regular-1M (para d(t) = b — t) e com suas respectivas solugoes analiticas para observar o
comportamento desses modelos em relacao a suas solugoes. Para as simulagoes seguintes
usamos 7. = (27)7? e tomamos ¢ na forma t = KAt, com At = 0.0004 ¢ Az = 0.04.
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Figura 4: 7o = 7,

Figura 5: 79 = 7, d(t) = (2 — t)

t=200At

07
t= 2008t
Usual 025 . . . :

o ‘ o Analfica —%— Regular-1M
. S— Analitica

0.5 @ o 021

0.4
0.3
01p

0.2

0.1 R B 0.05F

0.2 0.4 0.6 08

Este é equivalente ao esquema usual
usado por Mickens em (Mickens e
Jordan[23]). Para t = 200At ele
apresenta uma excelente convergén-
cia com a solugao exata. Note que
esta € positiva.

Este é o esquema Regular-1M. Note
que o comportamento é similar ao
usual a menos de uma escala prove-
niente do coeficiente dependente do
tempo.

Num primeiro momento pode-se pensar que de fato a discretizacao usual representa
bem a solugdo do problema. Porém basta aumentar um pouco o valor de K para verificar
que esta solucao nao preserva a positividade. Na imagem seguinte comparamos com o

método NSFD-1M que serd abordado no capitulo seguinte.

Figura 7: 7o = 7., d(t) = (2 — t)

Figura 6: 79 = 7., d(t) = (2 — t)

x10° t=2300At 1 =y

—#— Regular-1M| 0.9

08F

071

0.6

051

04

031

021

01p

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 %

Esquema Nonstandard-1M Aplica-
das as mesmas condi¢oes vemos que
este esquema preserva a positivi-

dade.

Esquema Regular-1M. Para K =
2300 ele ja ndo manteve a positivi-
dade das solucgoes.

O modelo numérico Regular-1M apresenta muitas caracteristicas matematicas boas
como possuir convergéncia da ordem O(Az?) e energia associada com comportamento
compativel com a energia da solugdo analitica do sistema.(como veremos em capitulos
seguintes) porém fisicamente a positividade é uma propriedade qualitativa que o esquema

usual-1M nao assegura.
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3.2 Esquema Nonstandard

O precursor do esquema Nonstandard construido em (Mickens e Jordan[23]) é dado
por:

utt — Tt — gl utt — 2uj + u}l’l ufyy — 2uf +uf

1—2 J J 2 J J J _ j—1 34
(=20 + 25 v (arpe (Az)? (34)

Assim vemos que para € = 1/2 este resulta no esquema usual (3.2) com R = At/Az?

e se € = 19/ At, resulta em:

wIt = (1= 20)u) + o(ulfyy +uf_y) (3.5)

com o = At/(Ax)?, estavel se o < 1/2. Em particular para o = 1/4 Obtemos o esquema
NSFD-1 de (Mickens e Jordan[23])dado por

uy. (3.6)

DO | —

n 1 n n
’LLj+1 = 1(uj+1 -+ uj—l) +

Abaixo reproduzimos a implementagao do esquema NSFD-1 (3.6) e usual (3.2) com
R = 1/4, encontrados no artigo (Mickens e Jordan[23]).
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Figura 8: t = 2(At)

=241

Figura 9: t = 20(At)

&— Usual

09 —#— NSFD 0ol

08 08l
07 07t
06 06l
Yos Uosl
04 e
03 03l
02 02}

0.1 01l F

0.2 0.4 0.6 0.8 04

x
i %

Esquema

Figura 10: t = 200(At) Figura 11: t =

t=2008t x10™ t=2000t

0.6 0.8

2000(At)

&— Usual
—*— NSFD

0.2 0.4 0.6 08 0.4

0.6 0.8

Usamos t = KAt, 1 = 7./2,7. = 270 — 2), At = 0.0004, Az = 0.04. Veja que

o esquema NSFD comega decaindo mais rapido que o esquema usual mas logo depois

apresenta um decaimento mais lento.

Um segundo Esquema Nonstandard abordado por Mickens em (Mickens e Jor-

dan[24])denominado de NSFD -2 é exposto a seguir: A partir das seguintes aproximagoes

A primeira derivada no tempo

un—l—l o
u(zj,t,) ~ (1 —¢) J A7

A segunda derivada no espaco

u"

n+1 n—1 n
Po— (u T

Ax?

~
~

umx(wju tn)

Y

e a segunda derivada no tempo

n n+1 n—1 n
uiy = (u +uym) +uf

j
At?

~
~

U,tt(x]‘,tn) 1.

Assim obtemos a partir da Formulagao de Maxwell-Cattaneo que

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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n+1 n +1 n—1 n n+1 n—1 n
(1— E)“j W 6“? e TO“j+1 — (W i) +ug (3.10)
At 2At At? '
) utl gt
=(1-¢-2 Lyt : 3.11
VL Wi (3.11)
At

tomamos R = B = At/1y e reorganizamos (3.11) como

AxQ b

Wt = (1—a/24R+p7") = u) (/2= R—7)+u) (1+a—28" )+ R(u} +ul_,) (3.12)
De acordo com (Mickens e Jordan[24]) com o intuito de garantir a positividade
forcaremos o coeficiente de u?_l a se igualar a R, o que determina o em funcao de R e f3.
Isto é,
a=202R+ 7Y

Substituindo o em (3.12) chegamos a seguinte equagao de célculo computacional

Ruf™' + (1 — 4R)uf + R(ull,, + u}
U;H_l _ U ( 1)11]R (uj-f-l uj 1> (313)

Assim, como no NSDF-1, fixamos R = i, e portanto, e a equacao (3.13) se reduz ao
que Mikens e Jordan (Mickens e Jordan[24]) chamam de "Nonstandard Finite Difference

Scheme ” Que denominaremos NSDF-2, dado por

w4 (ufyy +ufy)
J 3

(3.14)

Assim como no esquema usual o valor de u?“ depende diretamente do valor de

1

u;-‘_l para calcular o valor de w7~ usaremos novamente a aproximagao dada por

2B(At
ul.%uq—ﬁﬁé)sin(ﬂij), j=1,2,...,J—-1 (3.15)
Uma caracteristica importante é que o esquema NSDF2 além de depender dire-
tamente de u?_l também estd em fungao de 7y, pois f = At/7y 0 que nao ocorria no
Nonstandard-1.

Verificaremos agora que este método é uma aproximacao para uma equacao de

ondas. Para verificar este fato procederemos da seguinte forma:

Tomamos R da forma R = %, p > 4 e substituimos em (3.13) obtendo

1, n—1 4\, n 1/,n n
u?“ _p% + (1= p)luj + p(“j+1 + “j—1)’ (3.16)

1
p
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(1— p)U}‘“ uj~ L (ufyy +ujy) + (p— )uj, (3.17)
ao somarmos —2uj em ambos os lados da igualdade e somar e subtrair u?_l no lado

esquerdo podemos manipular a equagao resultante de forma a obter

(uj~ 1—2u +uj )+2( ntl — i Y+ (p—4)(u ”“—u’?):u’ll—2u2‘+u?+l, (3.18)

equivalente a

n—1 n—1 n+1 n—1 n+1 n n n n

i = 2uf +ug wr T — Uy w; T —ul u?_, —2u” +u’
A2 ANt I 4 (p—4)At-2 I Agp2-iL J ]+17

At 2AL (p=4) At Az
(3.19)
un+1—u7.b
. nCoilsiderando as aproximacoes de derivada w(xj,t,) ~ - - © Uy (T, 1) &
%ﬂ;uﬂl podemos reescrever (3.19) e obtemos

At*uy + pAtu, = Ax’ug,. (3.20)

se p = 4, a forma de (3.20) é consistente com a equagao de onda em (Mickens e

Jordan [23]).

Trabalharemos agora o modelo (3.5). (Sousa[16]) mostra que este esquema tem

consisténcia expressa por

(1 — 2€)0su(xj, tn) + 2€0pu(xj, t,) + T00:0pu(xj, t,) — Op0pu(wj, t,) = (AL, Az?). (3.21)

Para nossos propésitos a equagao (3.5) torna-se

witt = (1= 20")uf + o™ (ufy, +ully), (3.22)
onde
o d(tn)At
7T AR

. Baseado no trabalho de (Sousa[l6]) temos que este método e consistente. A condicao de

estabilidade é
2 Az? ~ 2d(t,)

o< (3.23)

Como o™ esta variando com o tempo nao é possivel fazer o" = i para obter o

esquema NSFD-1. Porém através de testes computacionais verificamos que

1 1
< gt = .24

mantém as caracteristicas qualitativas do método NSFD-1 este intervalo de limitacao
garante-nos a estabilidade do método. Assim podemos escolher a funcao d(t) de forma a
manter a estabilidade na faixa de tempo a ser calculada. Ao esquema (3.22) em que o”

satisfaz a condigao (3.24) denominaremos método NSFD-1M.
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3.2.1 Uma equivaléncia importante

Tomando o esquema

uptt = d"R(uf, +upy) +up(1—2d"R), (3.25)

J

1
onde R = AA—;Q. Escolhemos R da forma R = — com 4 < p < 6 entao

n+1 n __ " n n " n
ujt Uy = ;(“m +uj ) — 2;“;‘7
p(u}"“rl —uf) =d"(uj,, — 2u] +uf ),
T — uly g, —2ut +ul?
pAt (JAtJ> = dnAgL'Q ( J+l A;Q ]_1> . (326)
ntl_gn u,  —2u+um
Assumindo que w(z;,t,) =~ Y AL € Uge(5, ) & % podemos
escrever (3.26) como
(pAt) (4, t,) — (AT?d(t) ) g (25, t,) = 0, (3.27)

(3.27) é a equagao do calor ligeiramente perturbada. Parap =4 e d(t) =1V ¢
recuperamos a equagao que realmente é discretizada no esquema NSFD — 1 de (Mickens
e Jordan|23)]), isto é,

(4A8)u; — (Az?)ug, = 0. (3.28)

Note que o método NSFD-1M descreve a equacao do calor perturbada. Esta pequena
perturbacao advinda do tamanho dos passos At, Az e de p é a responsavel pela "amenizagao”
do problema de velocidade de propagacao infinita, pois foi alteragao resultante mediante as
hipoteses impostas sobre o desenvolvimento do modelo de Maxwell-Cattaneo. Destacamos

algumas conclusoes a respeito do Esquema NSFD-1M (3.22)
i) O esquema preserva a positividade de solugdes numéricas para a equagao de Maxwell-
Cattaneo, em contraposicao ao esquema usual;

ii) O esquema envolve dois niveis de tempo ", t""lao invés de trés niveis de tempo

como ¢é de se esperar de esquemas numéricos hiperbolicos;

iii) O esquema independe de 7p.
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No geral o Esquema NSFD-1M produz solu¢oes com propriedades qualitativamente
corretas. Em particular elas decrescem monotonicamente para zero quando o tempo

aumenta.

As figuras seguintes mostram simulagbes numéricas comprovando a afirmagao (i)
comparada com o esquema Regular-1M. Maiores detalhes serdao discutidos na secao de

Comparacao de Simulagoes.

Figura 12: Regular Modificado Figura 13: NSFD-1 Modificado
- - —— Reguara] ! > oo

-0.1 091

-0.2 0.8

-0.3 071

-0.4 06

-0.5 051

-0.6 : : 0.4k

-0.7 B B 031

-0.8 021

-0.9 0.1F

0 0.2 0.4 0.6 08 1 0.2 0.4 0.6 0.8

To = Tc To = Te
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4 Diferencas finitas nao-usual em malha des-

locada

4.1 Esquema usual

Neste capitulo realizamos a proposta do trabalho, isto é, conseguir um esquema
numérico em diferencgas finitas para equacao da onda com damping representante do
propagacao do calor e com coeficiente de difusao dependente do tempo, esquema este que
preserve a positividade das solugoes, mesmo em malha deslocada. A importancia da malha
deslocada foi enfatizada na introducao do trabalho, entretanto destacamos agora que o
resultado de (Oishi et al.[9]) em mostrar que o esquema de Crank-Nicolson, conhecido
por ser incondicionalmente estavel, pode tornar-se condicionalmente estdavel se em malha
deslocada e sua restrigao é % < 2. Portanto precisamos ter cuidado especial com a
estabilidade ao trabalhar na malha deslocada. Para tal, usaremos o método utilizado por

Oishi em (Oishi et al.[9]) adaptado a seguir:

Discretizamos o intervalo [0, 1] por um conjunto de pontos igualmente espagados
x; = (i—0.5)0x parai =0,1,...,m,m+1 com dx = % e aproximamos a EDP nos pontos
internos xy, xs, . . ., T, por um método numérico. Os pontos xg € x,,1+1 ndo coincidem com
os extremos do intervalo [0, 1] assim precisamos fazer uma interpolacao para encontrar os

valores de zy e ,,,1 a serem usados no método numérico escolhido.

Malha deslocada z; = (0.5 — i)Az

Az Az
|"_2> <2_—|
() | U1 U2 U —1 Um, | Um-1
o--0—e . ——e— O
| — ; |
U, A.E Agp qu

Figura 14: u(0,1) = ue,, u(0,1) = u.,. Em particular tomamos ., = u., = 0.

O polinémio interpolador, de grau um, nos pontos (zg,u}) e (z1,u}) no nivel

genérico de tempo [ é dado por

Pi(z) = ;x((m — xo)ull — (z — a:l)ué). (4.1)

Usando a condigao de contorno u(0,t) = 0, temos que
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A0 =0= 1 (G0 + ) = Jub ) “2)

Analogamente a interpolagdo no ponto final z = 1 determina a equacao

1
S+ ul,) (43)

Deste modo as equagdes para os valores desconhecidos u}) e u} tornam-se

o R (1.4

A forma do modelo discreto Regular -1M, ja foi obtida anteriormente

AtR(uIt! — 2uf +ul ) + mo(2u] — w4 (At/2)ul !

u'r.z—f—l — R 45
J To + At / 2 ( )
A
com R = d(t,) 5.
Usaremos as condigoes de fronteira ugj = —uy, u;, ., = —uy, e a solugdo exata para

substituicao na primeira faixa u; A figura seguinte mostra uma simulagao do método para

os mesmos dados usados na malha regular.

Figura 15: malha regular Figura 16: malha deslocada

t=2004t t=2004t
07 T T T T 0.25

05
04
03

0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 08 0 0.‘2 014 0.‘6 015 1
T =Te T = Te, d(t) = (2 - 1)

Como visto anteriormente basta aumentar um pouco o valor de K para verificar que
esta solugao nao preserva a positividade. Na imagem abaixo comparamos com o método

NSFD-1M em malha deslocada que sera abordado no capitulo seguinte.

4.1.1 Esquema NSFD1 modificado

Para nosso modelo modificado, como visto anteriormente em (3.22), a equagao é

u;-‘“ = (1 —=20")u} +o"(uf,, +uj_y), (4.6)
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Figura 17: Regular Modificado Figura 18: NSFD-1 Modificado

x10° 12300 At 1=2300 At

0 1

—*— NSFD-1M

-0.1F 0.9F

-02f X 08F

=03 0.7
-0.4r 0.6
-0.5F “5- 05
-0.6f 0.4
=071 031

-0.81 0.21

-0.9r 01p

= L L L L 0 L I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1

=T, ed(t)=(2—1) To="T.ed(t)=(2—1)

onde
. d(t,)At
ot = ———r.

Ax?

Baseado no trabalho de (Sousa[l6]) temos que este método é consistente. Porém
a estabilidade nao esta garantida uma vez que o método de Von Neumann usado para
provar a estabilidade nao leva em consideragao as condigdes de contorno, que mesmo sendo
de Dirichilet se alteram por trabalharmos em uma malha deslocada. Na proxima seccao

veremos este fato e analisaremos a estabilidade do método modificado (4.6).

4.1.2 Estabilidade do esquema NSFD1 modificado

Para analisar a estabilidade de (4.6) devido a malha deslocada e ao coefici-
ente dependente do tempo utilizaremos o método espectral com auxilio do seguinte

teorema(excepcional) devido a Yueh (Yueh[30])

Teorema 4.1 Seja a matriz tridiagonal da sequinte forma

—a+b ¢ 0 - 0
a b ¢ :
P=| 0o . .0 (4.7)
: : b c
0 o 0 a =B+ |

Entdo os autovalores \' de P sdo dados por

b+2y/accos(;75), i=1,...,m se a=p83=0,
N = b+2\/a_ccos(%r), i=1,....m se «a=f= /ac#0, (4.8)

b—l—%/%cos(%), i=1,....m se a=p=—\/ac#0.
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Agora, em modo matricial, consideramos a seguinte forma geral de um sistema
linear de EDO’s; A(a™)u™™ = B(c™)u", e reescrevemos o sistema como v = M (o™ )u
com a Matriz de iteracio M(c") = A~'(c™)B(c™). Adotamos a seguinte defini¢ao de

estabilidade:

n

Para um esquema ser estavel uma pequena pertubacao nos dados iniciais nao deve

ser amplificada ao longo do processo, isto é, seja @’ = u’ + € entdo

u' = M(o")(u’ +¢€) =u' + M(c")e

u? = M(c®)(u' + M(c)e) = u* + M(c*)M(c")e

"t = u" - M(c™M (") . M(0?) M (a)e.

Note que para "™ ~ u" ! devemos ter lim,, oo M (c™)M (™ 1) ... M(0?)M(c*)e =

0. Assim definimos
Definicao 4.1 Um esquema é estdvel se

M(a")M(a™ ') ... M(c*)M(c') — 0 quando n — oo

Agora usamos as condigoes de contorno

up = ey = (4.9)

na construcao da forma matricial para o esquema (4.6), resultando no esquema

B(e")=1+0"B (4.10)
onde

[ 3 1 0 0 ]

1 -2 1
B=1 ¢ 0 (4.11)
1 -2 1

0o .-~ 0 1 -3

L 4 mXm

Assim temos que M(o™) = B(o™).
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Teorema 4.2 Seja 0 < 0/ < 5 para todo j. Entdo

quando n — —o00.

Demonstracao 4.1 Seja € > 0 escolhido tal que ¢ < 07 < % — € para todo j.

Pelo fato de que M(a7) =T + o’ B, para um indice genérico j, e que B € simétrica

assim assim podemos definir

f[lM =[IQ(7+¢'D)Q" [f[ (]+ajD)] Q. (4.12)

Jj=1

Os auto valores de M sao dados por

= 11+ 07AP) = (1 — 407 sin®(==)), i =1,...,m, (4.13)
=1 =1 2m
j j
e desde que M € simétrica.
i
Mlls = 'S 4.14
Ml = _mpx (57, (4.14)
Para limitar este produto usamos o desigualdade 27” < sinz < min(z, 1) para
0 <z < Z. Note que v = m e assim sm(2 ) =1 . Enquanto 1 < i < m — 1 pegamos
%g%gsi (%)<1. entdo para todo j e 1 < i <m,

— A7 @i Zl _ j
'1 407 sin (Qm)‘ < max (‘1 4 4o ’),
‘1—4ajsin2(m)’ < max(|1 — 4¢/m)| 1—4(1—6) )
2m’| — ’ 2 ’
‘1 — 407 sinQ(;;)’ = |1 —4e/m|.
Disto, obtemos
[|M]|]2 < |1 —4e/m|" — 0, (4.15)

quando n — 0.

Concluimos que o método aplicado ao nosso problema é estavel se

L ji=1,...,n. (4.16)

N | —
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A forma discreta da condigdo de positividade é

ub >0 = Wt > 0 V. (4.17)

k
Para k fixado e todos os valores relevantes de m da equagao (4.17) é evidente que
se 1 —2R > 0 a condicao de positividade é sempre satisfeita em (4.6) e por esta condigao

podemos colocar a seguinte limitagao para o tamanho do passo de tempo

(Av)*

At <
2

Notemos que esta limitacao em At é idéntica ao critério usual de estabilidade da

equacao do calor com coeficiente de difusdo constante.

Destacamos agora algumas conclusdes mantidas a respeito do Esquema NSFD-1M
(4.6) em malha deslocada:

i) O esquema preserva a positividade de solugoes numéricas para a equacao de Maxwell-

Cattaneo;

ii) O esquema envolve dois niveis de tempo ", t""lao invés de trés niveis de tempo

como ¢ de se esperar de esquemas numéricos hiperbdlicos;

iii) O esquema independe de 7.

No geral, o esquema NSFD-1M produz solugdes com propriedades qualitativamente
corretas. Em particular elas decrescem monotonicamente para zero quando o tempo

aumenta.

As figuras seguintes mostram simula¢oes numéricas do esquema regular e Nonstan-

dard comprovando a afirmacao (i). Maiores detalhes serdo discutidos na segao seguinte.

Figura 19: Malha Deslocada Figura 20: Malha Deslocada

o 107 t=2300 At s 1=2300 At

—#*— NSFD-1M|

01k

-02p 7

—03}l

04l

05k

06k

07k

—08l

09k

-1

0 0.2 0.4 0.6 0.8

To=Tced(t)=(2—-1)

0.9t
0.8}
07t
0.6}
=05}
0.4t
03t
0.21

01p

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

To=Tced(t)=(2—-1)
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4.2 Comparacao de simulacoes

Nesta seccao reproduziremos, através de simulagoes em Matlab, os métodos tratados
com coeficiente dependente do tempo e comparamos o método usual com o método

Nonstandard variando o valor de 7y na malha deslocada para diferentes faixas de tempo.

Figura 21: 79 = 7./2 Figura 22: 79 = 7./2

=2 At =20 At

% [—e—NsFo-1m N | —e—NsFD-1M
.| —+— Regular-1M| | —— Regular-1M4
® X i
3

Figura 23: t = KAt; K = {2,20}, At = 0.0004, Az = 0.04, d(t) = (2 —t)

Na figura acima percebemos que os dois esquemas nao possuem diferengas graficas

consideraveis em relacao a convergéncia num primeiro momento. Na malha deslocada com

Figura 24: 19 = 7./2

=200 At

Figura 25: 79 = 7./2

©— NSFD-1M 1=2000 At
—F— Regular-1M|4 1
—6— NSFD-1M
o9t —+— Regular-1M|{

081

0.9

0.8

0.7
0.7

0.6 ool

0.4r 0.4
0.3t
0.3
0.2

0.2
_ /*—"'*"'*"** * ***"*\* .

L

01p

0.1r

i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 26: t = KAt; K = {200,2000}, At = 0.0004, Az = 0.04, d(t) = (2 — t)

coeficiente de difusao dependente do tempo o método Regular -1M decresce para zero
mais rapido que o NSFD-1M.

Agora mudamos o valor de 7y para 7, = T,

Veja que tomando 75 = 7./2 0 que acelerou os efeitos em relagao as simulagoes

feitas com taug = 7.
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Figura 27: 19 = 7, Figura 28: 7 = 7.

=20 At

% [—e—nNsFD-1m
09 .| —*— Regular-1M
0.8 ®
07

0.6

0.4
03

0.2

0.1

Figura 29: t = KAt; K = {2,20}, At = 0.0004, Az = 0.04, d(t) = (2 —t)

Figura 30: 79 = 7,
= 20081 Figura 31: 7o = 7,

t=2000A t

—6— NSFD-1M
—+— Regular-1M|{

091

08F

071

0.6

041

03

0.21

01p

Figura 32: t = KAt; K = {200,2000}, At = 0.0004, Az = 0.04, d(t) = (2 —t)
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5 Propriedades da energia

5.1 Energia dos sistemas de evolucao

Sistemas de evolucao possuem um importante funcional nao-linear dependente
do tempo o qual é conhecido como energia. Assim energias de sistemas de evolucao
sao importantes pois nos fornecem informacgao a respeito da natureza das solug¢oes do
proprio sistema mesmo que a solugdo em si nem seja conhecida, além disso energia é um
recurso muito 1util em andlise nao linear. Neste capitulo trataremos da energia e de seus
comportamentos no continuo e no discreto para formulacao de Maxwell-Cattaneo e em

suas discretizacoes dos modelos usual e Nonstandard.

E bem conhecido que a energia das solugoes do sistema de equagoes de ondas é

dada por:

To 1 2 1 1 2
E(t) = —/ uydx + 7/ uzdz, (5.1)
2 Jo 2 Jo
correspondente a soma das energias potencial e cinética respectivamente. Para equagao

com coeficiente de difusao dependente do tempo definimos

1
ulde + d(t)/o uZdz. (5.2)

T0 1
E(t):=— 5

2 Jo
Agora retomamos o modelo modificado:

Seja d(t) > 0 ¥t > 0, uma fungdo do tempo continua, decrescente e limitada

inferiormente.
g + 1oty — d(t) gy = 0 (5.3)
uw(0,t) =u(l,t) = 0,t>0 (5.4)
u(z,0) = 0, z€(0,1) (5.5)

A seguir mostraremos que a energia é dissipada com o passar do tempo.

Proposigao 5.1 O funcional energia E(t) do sistema (5.3)-(5.5) satisfaz

E(t) < E(0), Vt>0.

Demonstragao 5.1 Multiplicamos a equacao (5.3) por u, e integramos em Q = (0, 1).

Seque que
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1

1 1
/ ututd:c+7'0/ U U dx —d(t)/ Ugptydr = 0.
0 0 0

Aplicamos integracdo por partes na ultima parcela e obtemos

1

1 1
/ wupdr + TO/ U dr — d(t)ugug |y + d(t)/ Uggdr = 0. (5.6)
0 0 0

Pela regra da cadeia temos que

1 Ou?
5@ = Uglyy,
10u?
5 at Uy Ugt,

substituindo (5.7) e (5.7) em (5.6) obtemos

1 1 2 1 2
/ wldz + 7 / L e — Aty + d(t) / i g — 0, (5.7)
0 0o Ot o Ot
Utilizando as condigoes de contorno (5.4) vem que
d1 L Ly L
—= [7’0/ utdx—l—d(t)/ uxdx} = —/ uydx. (5.8)
dt 2 0 0 0

Assim

d 1
L) = - / W2dz, d(t) > 0.
dt 0

Como a derivada é sempre negativa isto mostra que E(t) € decrescente e portanto

concluimos a respeito da dissipacao de energia como dado abaizo.

E(t) < E(0), ¥ t > 0.

5.2 Decaimento exponencial das solucoes

Nesta sec¢ao mostraremos o decaimento exponencial das energias dos sistemas de
Maxwell-Cattaneo sem o coeficiente dependente do tempo de (Mickens e Jordan[23]) e do

modelo modificado (5.3)-(5.5), usando diretamente as solugoes dos respectivos problemas.
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A priori faremos o calculo da energia para solucao analitica. Para maior comodidade do

leitor repetimos as formulas de energia (5.1) e (5.2) respectivamente:

A energia do modelo de Maxwell-Cattaneo

1 1 1
)= %/0 ufdx+§/0 ulda, (5.9)
e a do modelo modificado (5.3)-(5.5)

1 d(#) 1
En(t) := o w2de + ()/0 uZdz, (5.10)

2o 2

As solugoes em ambos os modelos sao da forma wu(z,t) = sin(7z)7'(t). Derivando
u(z,t) em relagdo a variavel ¢ temos o seguinte
ug, = sin(mx)T"(t). (5.11)

Agora substituindo (5.11) em % [ udz obtemos

To

1 1 1
o [ 2de = 07 (1)? / sin?(na)de = 0 / wlde = 07 (1)?, (5.12)
2 2 0 2 Jo 4

Por outro lado, derivando u(z,t) em relagao a varidvel = temos o seguinte:

u, = meos(mx)T(t). (5.13)

Dai

1 1
2/ uidr = 271'2/ cos?(rz)dr = / uidr = 171'2T(t)2, (5.14)
0

substituindo (5.12) e (5.14) em (5.2) Obtemos a energia da solugao:

g2 4 W g2, (5.15)

E(t) = y

Para o modelo modificado (5.3)-(5.5) temos que T'(t) e a derivada da parte depen-

dente do tempo T"(t) sdo dadas respectivamente por

T(t) =

—Bi(a)—272/3 3 —%Bi’(a)Ai(a)

Ai(a)+2m2/3 3/~ %Ai’(a)

3 (_BZ' (0) 272/~ T Bi' () Ai (8)
A

i (@) + 27238 = A () " (ﬁ)>

+ Bi(«)

(5.16)
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(5.17)

T'(t) = e 0 O
2mAi () + 213 — L A (o)
Bi(a) +2m* /=2 Bi' (@) AT’ (8)  Bi(8)
+

—Bfwﬂ (5.18)

] 2/33/_ 1 As 2
Ai () + 2723 Y=L Ail (a) 7o
com
{7 (=1/4+n0 b) 3 /=L (“1/4+(b—t) 7% m0)

Veja que tanto T'(t) quanto T"(t) sdo fungoes de 6_%, dai podemos, sem perda de

generalidade, concluir sobre o decaimento exponencial da solucao.
Para a solugao do sistema de Maxwell-Cattaneo baseado em (Sousa[l16]) as energias

Sao

e Primeiro caso 19 < 7;

Neste caso temos que

B(t) = LAW? + 7B (5.19)
onde
A(t) = —21T06_2io (cosh(wt) + Smh\/(gt)> te T (w sinh(wt) + wcosh(wt)/\/Z)

— o5 [ coshlw sinh(wt)
B(t):==e¢ ( h( L‘)+7\/Z )

e segundo caso 7y > 7.; Obtemos

E@%:EC@f+iﬂD@f, (5.20)
onde
C(t) :== —21_06_2:0 (cosh(wt) + W) +e T (w sinh(wt) + wcosh(wt)/Mb&Ql)

D(t) = e (Cosh(wt) + Smh(wﬂ)5.22)

Jial

e Caso 19 = 7.

e para este caso, temos a seguinte equagao

| t\2 ot
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As quatro energias F(t) apresentadas acima decrescem exponencialmente para todo

t> 0.

5.3 Energia numérica do esquema de Diferenca Finita usual

Tomando como base a energia da solucao analitica definimos a energia do esquema

usual como:

n+1 n 2 n+1 n+1l, n n
AL £ S £ (5.24)
At Az Az

P

Proposicao 5.2 Para todos At e Ax a energia E, ¢ tal que
E"<E’ Vn>0. (5.25)

Demonstracao 5.2 De fato, o esquema reqular é dado por

uttt — 2y un Tt — — 2uf +uf
J J J J I —d(t, J+1 J—1 5.26
o (AL)? T oA N VPR (5.26)
multiplicamos (5.26) por (u] ntl u}"l) e somamos para j = 1,...,.J. Seque que
XJ: 41 70 zJ: 1,2 zJ: (U?H - u;l_1>2
" ull)e — (u? —u?™ )+ (5.27)
= (At)?2 = J s 2A¢
J n n n
ui —2uf +ui oy et
=d(t,) Z: ¢ (A;)Q (it =T, (5.28)
]:

€ao:

Fazendo a distribuicio no produto acima e substituindo em (5.27)-(5.28), obtemos

J Wt — o =t (w, —u?) 2 u—
J J d(t, J+1 J J+1 1/ J J 5.30
2™ < ) +d(t) 2 Ax Ax ]2221 0 At (5:30)

j=1
L (uj — ) (upn — ) d(t)S
td(ty) 3o A (M)Q < 0, (5.31)

J=1

onde
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S:

J

n,n+l _ n, n—1 n-1,n _ n+l, n _  nt+l n n+l, n n n—1_ _n—-1,n
[ufu™ —wjud™ Ty e g — T e g — g g

J
j—1 J
=1

(5.32)
Usando a identidade dada por

J J
n+1l, n o n+1l, n n+1l, n n+1l, n
j=1 Jj=1
e considerando as condigoes de contorno uy = —uy,uy,_ ;= —uy, Vn=0,1,... ., N, N+1,
podemos reescrever S como
_ . nt+l n n, n—1 __ n+1 n+1 n n n n n—1, n—1
S =uf"u —ufuy T = (T =g ) (= ug) = (uy = ug) (w0 ). (5.34)

Substituindo S em (5.31), obtemos o resultado

E'"—E'"' <0 = E'<E) Vn >0. (5.35)
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5.3.1 Energia numérica do esquema NSFD-1M

Verificamos que o esquema NSFD-1M é uma aproximacao para a equagao

(pAt)u; — (Az?d(t))uzy = 0. (5.36)

Definimos a energia a nivel continuo como

1
Ex(t) = YAt / Wz, t)da. (5.37)
0
Mostraremos agora que esta energia é decrescente.

Proposicao 5.3 O funcional Energia (5.37) satisfaz

Ex(t) < Ex(0), ¥Vt > 0.

Demonstracao 5.3 Multiplicamos (5.56) por u(x,t) e integramos no intervalo [0, 1]

1 1
pAt/ wudr = Ax2d(t)/ Ugzud. (5.38)
0 0
Usando o fato de que uu = %% e integracao por partes no lado direito da igualdade
obtemos
d /p 1 1
4 (At / u2(x,t)dx) = —APd(t) [ (e e, (5.39)
dt \2 0 0

assim concluimos que

Enx(t) < En(0), Vt>0. 1
Definimos agora a energia numérica do esquema (5.36) como

EL(t) == gd(tn)AtAx jjj(uy){ (5.40)

J=0

e estabelecemos o sequinte resultado:
Proposicao 5.4 Para todos At e Ax a energia EY, € decrescente, isto €,
Evtt < ER ¥n > 0.

Demonstracao 5.4 inicialmente tomemos

Bt — B = gd(tn)AtAx zjj [(wpt)? = (up)?]. (5.41)

J J
Jj=0
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entao
P J
n+1 n n+1 n n+1 n
EMt — B = §d(tn)AtA$;) {(ujJr + ) (uf ™ — uj )} : (5.42)
j:
p . 1
BV — B = §d(tn)AtAa:Z l( P ) (uf ) — 2u) + uyﬂ)p} : (5.43)
=0
EV — B = §d(tn)AtAxZ {uj (uf_y —2u} +ujy,) + uj+1( ui oy +uly) — 2uj+1uj} .
=0

(5.44)

Simplificaremos cada parcela da soma. Considerando as condigoes de contorno

temos a sequinte igualdade para a primeira parcela.

1 1 d .
2d( AtAxZ (uj_y —2uj +ujy,) = 2d( W) AEAL Y (uf ) —uf)?. (5.45)

Jj=0 7=0

Por outro lado considerando a desigualdade ab < % + % obtemos

1 J 1 J
Sd(t) AtAx Zo Wl 4 uly) < Sd(t) AtAz Zo(ug“)? + (W) 4 uly)?
J= J=
1 4 1\2 2
< 5d(tn)AtA:c ;)(u;“ )7+ (uf)”.
j:

Para a dltima parcela consideremos novamente (5.36) de onde obtemos o sequinte

resultado

n n n n 1 n
AtAZBZU ty AtA:L'Zu ul g — uj +uj_1)1 + (uj)2

Jj=0 Jj=0
J J
= —AtAz Y (uf], —uf)?= —|—AtAxZ( uf)?.
Jj=0 7=0

Portanto usando as simplificacoes anteriores, seque que

E" - E" < —§d( W) ALAZ D (ul ) —ul)? + §d( W) ALAZ Y (W) + (ul)?
j=0 7=0

1 4 2 4 2

4d( W) ALAZ Y (Ul — ) — d(t,) AtAz Y (uf)?.

j=0 Jj=0
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Pela definicao de energia do método NSFD -1M, temos

1 J 1 1
E"tt - E" < —Zd(tn)AtA:c > o(ufyy —uf)?+ 1E"+1 - F (5.46)
§=0
e portanto
1 n+1 1 n n+1 n
(1_Z)E §<1_Z>E = F <E". ¥Yn > 0. (5.47)

5.4 Decaimento exponencial Numérico

Retomamos que o esquema NSFT-1M é equivalente ao esquema

ntl _gn no oyt ey
e (M) =t en (2 ). (545

Para mostrar o decaimento exponencial faremos uso da sequinte proposicdo:

Proposicao 5.5 A expressio

P =T,X; = [[[1 — pd(t,)] sin(krz;) (5.49)

n=0

u
é uma familia de solugdes para a equacdo (5.48) em que py, = sin® (lmr%) , k=
1,...,J.

Demonstracao 5.5 Supomos que a dependéncia do espaco tempo possa ser separada da

sequinte forma

ut = X;T,. (5.50)

Entao substituindo (5.50) em (5.48) obtemos

X T — XiT, X;nT, —2X;T, + X; 4T,

A Jjin+1 7 n) _ A 2( j+1lin Jjin I+ n) ‘ 51
pAL ( N d(t,) Az NE (5.51)
Como desejamos solugoes nao nulas podemos supor X;T,, # 0. Assim

Thi1— 1T, AR XjnTm =2X;T" + X, 1T (5.52)

2 J
d(t,)T, pAz2X;
supomos que ambas as equagoes sao iguais a uma constante comum —pu e temos as sequintes

equagoes desacopladas
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X, 4T —2X,T" + X (T
A 2<% J 7+ - _ 553
Tn+1 - Tn
— = —L. 5.54
Consequentemente
Xj_lTn — 2XJTn + Xj_HTn yygu
= ——X; 5.55
Ax? Az2™ )
Toi1—T, = —pd(t,)T,. (5.56)
Notemos que
Toir = (1— pd(t)T,. (5.57)
e assumindo Ty = 1 verifica-se (ver Figueredo[29])que
N
H 1 — pd(t, (5.58)
n=0
Além disso, temos que
X, T —2X,T" + X T
! 2T = P X (5.59)

Ax? Ax?

De acordo com (Tveito e Winther[31]), os autovalores A1, Aq, . . .,

P Ax
)\k TJQSIH <k7r2>,k::172,...,n,

e seus correspondentes autovetores (autofuncoes) Xy = (Xg1, Xio,- .-

componentes dadas por

Xi; =sin(knz;),j =1,2,...,n .

Portanto
uj = T,X; = [nso[l — pd(tn)] sin(kma;)

¢ uma familia de solugées para (5.48) onde

Az

J = sin <k7r2>, k=1,...,J.

An sdo da forma

(5.60)

Xin) € R, tem

(5.61)

(5.62)
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Teorema 5.1 Se u? =T, X; = [[3_o[1 — pd(t,)] sin(kmz;) € solugio do NSFDI1 e E}, sua

respectiva energia, entao EY, é exponencialmente estdvel.

Demonstracao 5.6 De fato, temos

J N
EY n) AtAz Z tn) AtAZ > T — pd(tn))? sin®(krz;), (5.63)
7=0n=0
P N J Az
EY = §d(tn)AtAa: I111 = pmed(ts, Zsm (kmxj), py = sin <k7r2> (5.64)
n=0 3=0
Tomando n = 0 na equacao acima resulta em
o P Ax
Ey = §d( W) AtAz[1 — pgd(to)] Zsm (krx;), uy, = sin? k‘ﬂ'T (5.65)
7=0
e consequentemente
N
By = B T — (k)2 (5.66)
n=0
Observemos ainda que como i, = sin® (kﬂ%), entao py < p, YV =1,2,... k.

By < Ey[1— emind(t,)]" < Ey[1 — pymind(t,)]*" < Ex[1 — pu]™

Tomando a aprorimacao 1 — py = e " concluimos

E" < Bl (5.67)
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5.4.1 Conclusdes sobre os NSFD's a partir das Energias numéricas

Nesta secg¢io faremos uma andlise a respeito dos métodos de diferencas finitas Nons-
tandard a partir dos grificos das energias numéricas. Para obter uma melhor comparacao

fizemos uma normalizagdo com os valores das energias da sequinte forma

E":= E"/E° ¥n > 0; (5.68)

Energias

— — — Método NSDF1
0.9 Método Regular
Método Analitico nodal

o8}
0.7
0.6
05
0.4
0.3
0.2}

0.1}

0 05 1 15 2
tn

Figura 33: Comparagao entre as energias At = 0.0004; Az = 0.04; 79 = 7./2

Em um determinado ponto a energia do Método NSFD-1M passa a decair mais
lento assim como ocorre no caso para coeficiente de difusdo constante em malha reqular.
Para d(t) = 2 —t isto acontece perto de K = 1418

A tabela mostra os valores das energias nos pontos onde hd inversdao do comporta-
mento das energias. Primeiro nos métodos anteriores usados por Mickens e Jordan em
malha comum com coeficiente de difusao constante e depois para o modelo modificado em

malha deslocada com coeficiente de difusao d(t) =2 — t.

Energia / t = KAt K =397 K =398 K =399 K =400 K =401
M. Anteriores

Analitica 0.0438 0.0434 0.0430 0.0426 0.0422
Usual 0.0438 0.0434 0.0430 0.0426 0.0422
NSEFD-1 0.0438 0.0434 0.0431 0.0427 0.0424

M. Modificado
Energia / t = KAt K =1415 K =1416 K =1417 K =1418 K =1419

Analitica -M 3,2109e-09  3,1853e-09  3,1600e-09 3,1348e-09  3,1099e-09
Regular -M 1,0624e-12  1,0461e-12 1,0302e-12 1,0144e-12 9,9898e-13
NSFD-1M 3,2426e-09  3,2051e-09 3,1681e-09 3,1315e-09  3,0953e-09

A mesma conclusdo é confirmada quando modificamos o valor de Ty para To = T,.
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5.5 Uma forma equivalente-esquema NSTD-3

Ainda na malha de espagamento regular, usada nos trabalhos de Mikens e Jordan,

retomamos a equagao (3.25), isto €,

wIt = d(t)R(u], + u)_y) 4+ uf (1 —2d(t)R), (5.69)

J

onde R = At/Axz? e o erro de truncamento é da ordem [At + (Ax)?]. A forma discreta da

condi¢do de positividade é

ub >0 = uht > 0V (5.70)

Para k fizado e todos os valores relevantes de m da equagdo (5.70) é evidente que

se 1 —2R >0 a condigcdo de positividade é sempre satisfeita e por esta condi¢do podemos

colocar a sequinte limitacao para o tamanho do passo de tempo

(Az)*

At <
2

Notemos que esta limitagio em At é idéntica ao critério usual de estabilidade
da equagio do calor com coeficiente de difusao constante. Agora tomamos R = 1/6,
d(t) =1Vt >0 e assim

uj. (5.71)

W No

n 1 n n

Que denominaremos NSTD-3 e como % < % preservamos a estabilidade do método.

Pelos procedimentos feitos para o esquema NSFD-1, vemos que, ele é equivalente a p = 6

em

(pAt)u; — (Az?)ug, = 0. (5.72)
Além das propriedades do esquema NSFD-1. O esquema NSFD-3 apresenta uma

aprorimagdo numeérica com erro e taxa de convergéncia melhores.

5.5.1 Super-convergéncia da forma equivalente NSFD-3

Usaremos o sequinte fato

Ax?

AT\ 9
pAt) (TP— (5.73)

Utt:(

Pois, da equivaléncia (5.72) temos que
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Ax?

—_— .74
pAt (5.74)

Up = ClUyy, ondec=

Derivando (5.7/) em relagao a t obtemos

Ut = CUggt

Derivando (5.74) duas vezes em relagao a x e usando o fato de que as derivadas

mistas sao iquais obtemos o resultado (5.73).

5.5.1.1 Taxas de Erro

A questdo sobre convergéncia trata o quanto estd prorima a solucio numérica da
solugao exata, medindo esta proximidade em uma determinada norma (frequentemente a
norma do mdzximo). Sendo convergente a aproxrimagio € interessante obtermos a taza dessa
convergéncia Mostraremos que satisfeita a condigcdo de estabilidade o método NSFD-3

possui taxa de convergéncia OAz?, mas pode alcancar a OAx*.

Teorema 5.2 Se u(x,t) € C*? € a solugio exata de (5.72) fronteira Dirichilet, com
u(x,0) = f(x), € (0,L) e0 < R <1 entdo

At Ax? At? Ax?
) — U] < tpe M || =0 — = — +2c——]. 5.75
[u(j,tn) — Uiloe < tpe ]HQC 75 —|—<6—|—06! (5.75)
em que uj € a solugao do modelo numérico e ¢ = ?X?.
Prova:
Definimos o erro pontual da discretizagdo por
ej = u(w;,t,) — uf, (5.76)
e o erro medido no instante n por
[€"loo = max |, (5.77)
subtraindo 8tu? - céz&pu? =0 de
uItt = (14 2R)u) — R(uj,, +uj ), (5.78)

onde R = c%. Temos

et = (1+2R)e} + R(el,, +¢l_)) — Atr. (5.79)
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Tomando a norma |.|o nesse dltimo, admitindo que 1 — 2R > 0, temos

[€F oo < (L4 2R)]€" o0 + R(l€] 41|00 + €] 1]o0) + | = At]|7], (5.80)
" oo < [ |oo + 2R|€) |0 + 2R€] |0 + AtT], (5.81)
€' o < |€"o0 + A7, (5.82)
recursivamente para n,n — 1,...,1,0, considerando |e§-)|oo =0 temos:
" |00 < NAH T, oo, (5.83)

e como t, = n/At temos
" |00 < tulTaloo- (5.84)

Sendo T = O(At, Az?) e At = O(Ax?), temos uma primeira estimativa de erro na

ordem de Ax?.

Iniciamos primeiramente por explicitar o erro de truncamento na expansio em

série de Taylor aplicada a solucao u(z;,t,) do problema. Assim, teremos:

u(wj, ty + At) —u(x),t,) @<
At ot

xj,ty) + (7)1, (5.85)

J

u(zj + Az, t,) — 2u(zj, t,) +u(z; — Az, t,)  O*u

Ag? ~ 92 (2, tn) + (7]')2 (5.86)
com At P A2 9
(1 = 5 Gz (W tn) + 375 (@0 n)s bn € [tn tn + A1 (5.87)
tal que
" Ax? 0*u Azt [0%u 0%
(77)2 = T@(%’t") + o %(U},tn) + ﬁ(ﬂ?atn) ; 77]1'7%2‘ € [v; — Az, x; + Az

(5.88)
correspondentes aos erros de truncamento. Desse modo, a solugdo exata u(x;,t,) da equagdo

do calor, satisfaz a sequinte equacao:
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w(wj, tn + At) —u(wy,ty)  ulw; + Aw,ty) — 2u(z), tn) + ulr; — A, iy)
At ‘ Az?

8u 82
= ¢ @itn) —c55

(5.89)

—(zj,t,) + 717 =717 (5.90)

J 37

com T;' erpresso por

At 9%u Az? 9'u
= = ()2 = o () = 20— o =2 (@), 1) + O(AF, Ax) (5.91)

At? Py Ax u O%u

2
Por outro lado como % = ¢? gmﬂ“, seque que:

. AAt Az 0w )
7! _< BT ) 8954(%’ ) + O(AE, Az?). (5.93)

Portanto a expressdo acima é representante do erro de truncamento para a aproxi-

magao desenvolvida por série de Taylor da nossa equagao. Para o erro €7, temos:

67}“1‘1 _ en Tl-‘rl 26 + 6
J J J — N
A7 c Aa:2 77, (5.94)
ou
et = (1 —2R)e} + R(e}y + €]_y) + Atr]". (5.95)
Y At
Admitindo que R = CX2 § — e considerando o erro medido na norma do mdzximo
x
seque que
le" oo < €00 + AtT"| oo (5.96)

Pela recursividade resulta que:

|00 < ] T" oo (5.97)

Resta-nos determinar uma estimativa para |7"|«. Sendo

u(z,t) = e (L)t gin (Tzrx) . (5.98)
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A solugdo analitica do problema equivalente, fazendo L = m e tomando n = 1

podemos estimar

a4u —ct
mam|@| <e n, (5.99)
Por outro lado
At? Ax* [05u 0%u A2 Azt
2 AN RO, AT Oy ou, 9 alrn ATy,
‘O(At ,AZL’ )‘oo = max 3' 8t3 (xj7§n> ¢ 6' ax6<njatn) + axﬁ(njvtn) . S 6 + 360 €
(5.100)
Portanto construimos a sequinte estimativa
2 2 2 4
" ety |[CFAL Az At Ax
|€ |oo <tpe | [ 5 - Cﬁ + (6 + 207 y (5101)
substituindo ¢ = AT‘”Z obtemos
pAt
_ a2y 1 1 Az?Ax? At? Ax? Azt
Moo Stpe A (52— 2 : 5.102
[€"]ec < tne | H(Qp 2 o | T\ 6 T 2ar e (5.102)
Calculamos a solugio aprorimada uj] para sequencia de malhas Az = % com
J = 4,8,16,32 escolhendo At = A;Q com p > 2 inteiro. para p = 6 temos o esquema

NSDF-3 e uma convergéncia de ordem quarta a qual denominamos de super convergéncia.

De fato, com base na estimativa (5.102) obedecendo a condigao de estabilidade
R < % a aproximagao de erro |e"|. € calculada no instante de tempo t = 0.82247. Para

p =06 a escolha At = %62 fornece

(i B i)szsz
2p 127 pAt

Portanto obtemos uma nova estimativa a qual é expressa por

At? Ax?t )

6" o0 < tpecn < +2= (5.103)

6 6!

Ou seja o erro de aprozimacdio é da ordem OAx*. A tabela a sequir bem como o

ajuste dos valores —log(Ax) e log|e"|s comprovam esta analise.

O ajuste dos valores que temos abordado comprovam a ordem da super convergéncia.

logle"|oo = —3.1507 — 4.0328 log(Ax)

Para fortalecer o entendimento ilustramos com o plot linear da convergéncia.
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Tabela 4: Super convergéncia do esquema NSDF-3 em malha regular

Azx

At

le| —log(Ax) log|e™|

7.8540e-001
3.9270e-001
1.9635¢-001
9.8175e-002

1.0281e-001  2.6906e-004 1.0491e-001  -3.5702e+000
2.5702e-002 1.6118e-005 4.0594e-001  -4.7927e+000
6.4255e-003  9.9384e-007 7.0697e-001  -6.0027e+000
1.6064e-003  6.1169e-008 1.0080e+4-000 -7.2135e+000

logle"|

Taxas de convergencia

—6—At=AXY3
——At=AX8
—— At =A X%/10
—O—At=Ax%6

0.2

1
0.4 0.6 0.8 1
—log(Ax)

Figura 34: super convergéncia
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6 Conclusoes e perspectivas futuras

6.1 Resultados

Assim como acontece na malha regular com coeficiente de difusdo constante, cons-
truimos um esquema Nonstandard que preserva a positividade das solugoes numéricas e
apresenta propriedades qualitativas melhores em relagdo a modelagem da equagao do calor
para equacao modificada em malha deslocada com coeficiente de difusao dependente do
tempo. Criamos um paralelo entre os trabalhos anteriores que tratam da positividade das
solugoes na abordagem numérica do modelo de Maxwell-Cattaneo e nossa modelagem modi-
ficada, comparamos o comportamento das energias do método Nonstandard em Diferencas
finitas (nao somente ele) e os decaimentos dessas energias tanto no Continuo quanto no

Discreto.

6.2 Esquema Mugen

Notamos que para valores altos de K o esquema NSFD-1M mantém a positividade
das solugoes, mas ao prego de afastar-se da solucao exata, seria bom obter um método que
preservasse as caracteristicas qualitativas e tivesse a mesma, ou melhor precisao que o
método reqular. Isso induz a pensar que uma juncao dos dois esquemas poderia gerar o

método desejado. O que de fato ocorre.

Apresentamos um método hibrido, composto pela fusio do método Hopscotch modi-
ficado com o método Theta onde o valor de theta é dado por uma rede Neural treinada
para otimizar a escolha inicial. Chamaremos este hibrido de Método Mugen. A sequir

descrevemos tal método.

Modificamos o método Hopscoth fazendo as duas primeiras faizas impares de tempo
serem calculadas pelo método NSFD-1M e as demais pelo método Regular. Percebemos que
a solucao desta modificacao apresentou uma melhora significativa na precisao do esquema e
o grdfico aproxima a solug¢ao analitica por cima. Como esquema reqular, aproxima a solugao
por bairo ponderamos que uma pequena parcela do método regular na solugdo otimizaria
os resultados, para tal, escolhemos uma combinagdo convexa do Hopscotch modificado com
o esquema reqular, visto que o problema ¢é linear. Infelizmente para valores bairos de K
esta combinacao prejudica a precisio sendo necessdario alterar o peso de theta para corrigir
(compensar) as alteragoes, mas ao treinar uma rede Neural para obter os valores mais
adequados de theta para altas variagoes de K no método exposto obtivemos uma excelente

aproximacao.
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Figura 35: 79 = 7./2
Figura 36: 79 = 7./2

107 =23008t

—*— Regular t= 2300A t
Analitica 1

09

NSFD-1M|
©— Analitica 4
0.8 1

0.7

-6
041

031

021

~10 L L I I o1l
[ 02 0.4 0.6 08 1

Figura 37: Comparacao dos esquemas NSFD-1M e Regular-1M com a solugao analitica
em t = 2300At

©10°¢ t= 23004 t
35 T T T T
—%— Mugen
—&— Anallitica
Hopscotch mod. [

Figura 38: Esquema mugen para malha deslocada

6.2.1 Positividade

Sabemos que os métodos explicitos sao no geral condicionalmente estaveis, para o
método de Euler explicito a condicdo de estabilidade garante a positividade das solugoes
para dados iniciais positivos, estd restricao € imposta sobre o entdo se quisermos obter uma
condicao de positividade para discretizacao da equagdo da onda amortecida podemos propor
este caminho inverso; obter o e entao impor restricoes aos coeficientes para que o método
seja explicito e poder obter uma condicao, como temos discretizacao de sequnda ordem
para varidvel tempo o sequndo passo € eliminar os termos u’;_l para evitar o surgimento

de um sistema linear obrigatorio para solugdo. Isto €,

sejam o+ 8 =1 (pois precisamos da discretiza¢io centrada para obter um simétrico

n—1
do termo u} ")

1 -1 1 -1
W ] +Bu?+ —uf +7_0u;-” — 2uf +uf _ U — 2uf Uy,
(At)? (Az)?

(6.1)
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Multiplicamos por At para obter o = A%;t? no lado direito.

T
(u’?“ — uﬂfl) -+ Aot (un+1 2U + Un 1) = 0'( j+1 2u + u] 1) (62)

escrevemos v = & e 3 = 2k para eliminar os denominadores.Mas o+ 3 =1 entdo

a=1—2k. Agrupando os termos com u" ™!

77" eigualando a zero para elimina-los obtemos

T(r=k) =0

. n—1 T
. Isto €, desde que uj~ #0, k= 3

Os termos restantes resultam no método explicito cuja condigao de estabilidade é

conhecida o < %

6.2.2 Descricao do método

Descrevemos a sequir o método Mugen, assumimos que o leitor tenha conhecimento
de Redes Neurais Artificiais (Haykin/[32]), (E.Rumerlhart e Williams[33]) e Quadratura de
Gaus (Burden e Faires[3}]).

Seja o™ = d(tA’iQAt. Para n fizado usamos o NSFD-1M (4.6)

witt = (1= 20")uf + o™ (ufyy +uf_y) (6.3)

para todo j tal que n+ j + 1 € impar, em sequida o Regular modificado,

e AtR(uf™ = 2u? +u? ) + 7o(2u} — uf ) + (At/2)u)
J T0 + At/Q

(6.4)

para todo j tal que j +n 4+ 1 € par.

Considerando que a faira de tempo n =0 é dado pela condi¢ao inicial,
u(z;,0) = sin(mx;)

As Faizas n = 1,2,3 sdo calculadas como descrito acima.

Feito isto, € usado nas demais faizas o método reqular (6.4). Este método chama-
remos Hopscoth modificado que tem solugao uv(x;,t,). Obtida a solugdo uv aplicamos o
método Theta no esquema Regular modificado e no Hopscoth modificado obtendo a solugao
vu(xj,ty,),isto €,

vo = fuv + (1 —O)u (6.5)

Depois encontramos computacionalmente p valores de theta para os quais o erro de

uv € menor com relacao a solucao analitica, em diferentes p faizas de tempo. Por exemplo,
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para figura acima encontramos quatro valores de theta, um em cada faiza; 200At, 1000At,
2000At e 2300At.

Em sequida treinamos uma rede neural de um kernel linear e um kernel de Gaus na
camada escondida com perceptrons, usando como entradas os valores das faixas de tempo
escolhidas e como saida os valore de theta nestas faizas. Constituindo assim uma rede de p
entradas por p saidas. usamos 1500 épocas no treinamento da rede (menos de um sequndos
em um computador core 15) e parte do aprendizado por Back-propagation. Apds treinada a
rede mantemos p — 1 entradas, a entrada restante serd o tempo desejado para o cdlculo de

vv. obtendo como saida o theta 6y proximo do dtimo para esta faixa.

Finalmente vv calculada usando 0y € oque denominamos método Mugen. Seque em

anexo um codigo em matlab para o método.

A escolha da configuracao da rede se baseia na quadratura de Gaus; como a equag¢ao
discretizada € linear, positiva e periodica podemos criar uma reta que passe pela crista da
onda em cada faixa de tempo, um ponto de aproximagdo de crista no tempo desejado pode
entdo ser "puzado” para a reta desde que o perceptron "entenda” que theta é o parametro

da combinacao convexa.

O esquema sequinte mostra a RNA.

Rede Neural Artificial para o problema

Entrada Saida

Fungdo de Ativaga
ungdo de Ativagio Possivel

satda Oy

Possivel
entrada
pés—

treinamento

pés—
treinamento

Back Propagation

Figura 39: Esquema mugen para malha deslocada
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APENDICE A - Objetividade

A objetividade € o estudo do comportamento ou da depéndencia de determinada

entidade fisica em relagcdo a diferentes observadores.

O wvetor posicdo pode ser enxergado por diferentes observadores de tal forma que

obedeca:
¥ (t) = Q(t)x(t) + c(t). (A1)

Onde Q(t) € um tensor ortogonal e é o responsdvel pela contabiliza¢io da rotagdio

do observador e o vetor c(t) € o responsavel pela translagao. Isso implica que:

of = a, (A.2)
v* = Qu, (A.3)
T = QTQ". (A.4)

Isso ocorre se a,v e T, respectivamente, escalar, vetor e tensor de sequnda ordem

sao entidades objetivas. O gradiente de velocidade ndao € objetivo:

v = QO (t) + QUu(r) + &(t). (A5)
L= 90 QR (1) + Q)L (1) (A6)

Aparece o termo Q(t)Q™ (t) "atrapalhando" a objetividade. O tensor taxa de defor-

magcao € objetivo:
1 .
D* = S(L"+ L) = Q()Q" (1) + Q) DQ" (1) (A.7)
Mas o tensor taxa de deformagdo nao:

W= (1 IT) = Q0@ () + QIQT (1) (A8)

A derivada material € um operador ndao objetido, ou seja, se aplicarmos este
operador em uma entidade objetiva o resultado é uma entidade nao objetiva. Eristem

derivadas que sao objetivas e estas sao como por exemplo:

o A derivada convectada covariante

AR = A(t) + AL + LT A; (A.9)
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e A derivada convectada contravariante
A® = A(t) — LA — ALT, (A.10)
e A derivada convectada corotacional ou derivada de Jaumman
A® = A(t) — LA — AL, (A.11)
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APENDICE B - Funcdes de Airy

B.1 Definicoes

Consideremos a sequinte equacao diferencial homogénea de sequnda ordem chamada

equagdo de Airy

y'—zy=0 (B.1)

resolver esta equag¢do pelo método de Laplace induz-nos a sequinte defini¢do

Definicao B.1 Definimos a Funcao de Airy Ai por

+1i00 3
Ai(z) = ! / e 3z (B.2)

27 J—ico

onde z é complexo.

Se 1,7 e j2 sio raizes cibicas tai que j = 2e™™/3. As fungoes Ai(z), Ai(jx) e Ai(j%)

sao, duas a duas, linearmente independentes e satisfazem a relagdo
Ai(x) + jAi(jz) + j2Ai(j%x) = 0. (B.3)
Assim definimos:
Definicao B.2 Definimos a Funcao de Airy Bi por
Bi(x) = ij2Ai(j%x) — ijAi(jr) (B.4)
De forma similar a (B.3) temos também a sequinte relag¢ao
Bi(z) + jBi(jz) + j*Bi(j%z) = 0. (B.5)

Assim Ai e Bi sdo solucoes linearmente independentes da equagdo de Airy.

B.2 Algumas propriedades elementares

B.2.1 Woronskians da funcao de Airy homogénea
O Wronskian W{f, g} de duas fungées f(x) e g(x) é definido por

W(.9) = 7o) 2D~ LD g (B.6)

Para as Fungoes de Airy Ai e Bi temos os sequintes Wronskians retirados de

(Abramowitz e Stegun[35]):
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o W{Ai(z), Bi(x)} 71T

A 67i7r/6
o W{Ai(z), Ai(ze®/3)} = —— ;
2m
' eiﬂ/G
o W{Ai(x), Ai(xe™?/3)} = Sl
T

o W{Ai(ze?™/3), Ai(xe 7/3)} = 2L
™

B.2.2 Alguns valores particulares

Os valores na origem dasFungoes de Airy homogénas sao

) Bi(0) 1
Ai(0) = = = 0.355028 053 887 817239 B.7
. Bi'(0) 1
Ai'(0) = = =0.2 194 2 B.
i'(0) 7 31/3F(§) 0.258 819403 792 806 798 (B.8)
e portanto
. -/ _1
Ai(0)Ai'(0) = o3 (B.9)

De forma mais geral temos os resultados para derivadas de ordens mais altas, devidos a
(Crandal [36]).

Ai™(0) = (=1)"C,, sin(m(n + 1)/3), (B.10)
e
Bi™(0) = C,,(1 + sin(r(4n + 1)/6)), (B.11)
onde ¢, € dado por
e = L3=D/57 (1 1 1/3) (B.12)
m

B.2.3 Algumas relacdes entre Funcoes de Airy
As relagoes sequintes deduzidas a partir de (B.3),(B.4) e (B.5) sdo devidas a
(Miller[37]) e (Abramowitz e Stegun[35])

o Ail (ze*2m/) = SI2[Ail(2) F iBi (x));
e Bi(x)= eim/6 Aj (xemw/:s) 4 emin/6 A (xe—i27r/3);

o Bi' (z) = ®™/0 Ay (:cei%/?’) + e~57/6 Ay (xe_i2”/3) :
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B.3 Série Assintotica

B.3.1 Expansao de Ai préximo da origem

De (Copson[38]) Podemos retirar que a expansio de Ai prézimo a origem x =0 €

+oo T (2L n
Ai(z) = 7r312/3 ;::0 (n'?’ ) sin E)(n + 1)#} (31/33:) (B.13)

As séires de Ai(x) e Bi(x) sao definidas (Miller[37]) e (Abramowitz e Stequn/35])

pela sequinte regra da cadeia

Ai(z) = 1 f() — cag(x) (B.14)
Bi(z) = V3[e1 f(x) + eag(2)], (B.15)

com c¢; = Ai(0) e co = Ai'(0) e as séries

> 1 23k 1 1.4 1.4.7
= 3’“() =1+ 2+ b+ =2+ .. B.16
T@=233) @~ et Tt e ot (B.16)
> 2 3k 2 2.5 2.5.8
= Z) = St T 0 B.1
9@) =23 (3)k(3k+1)! SR TR TR TR (B.17)
Onde a notagiao de Pochhammer (a), é definida por
I'(a +
(a)o=1, (@)n:W:a(a—i—l)(a—i—%...(a—l—n—l). (B.18)

diferenciando estas séries termo a termo obtemos

Ai'(z) = e f'(x) — 29 () (B.19)
Bi'(z) = V3[e1 f () + cag/ (2)], (B.20)
e as séries

2 5 8

, 7 4 1z x
I o B.21
Fa)=52"+ et oas6s T (B:21)

1 23 1 25 1 0

() =1+ —2 r T B.22
g@) =1+ 55+ 13766 Y 13467090 T (B.22)

Adicionalmente Lembramos que a funcio Gamma I' é dada por

(k) = / T e, k> 0. (B.23)
0

Maiores detalhes sobre fungoes de Airy podem ser encontrados em (Olver[39]) e
(Chester, Friedman e F.Ursell[{0]).
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