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RESUMO

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Pés-Graduacao em Matematica e Estatistica

OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DE TIMOSHENKO
VIA DESIGUALDADE DE INGHAN
Por Mauricio da Silva Vinhote.

Este trabalho propoe a obtencao da desigualdade de observabilidade, via desigualdade de
Inghan, para um sistema de Timoshenko com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-
Neumann. Analisando o comportamento assintético de sequéncias associadas ao espectro,
podemos obter, para um indice grande o suficiente, uma aproximacao entre as ramificagoes
positiva e negativa do espectro associado ao sistema, desde que estejamos sob a hipdtese
da igualdade das velocidades. A desigualdade de observabilidade provada neste trabalho
vale para uma classe de solugoes em série de Fourier gerada pelas autofungoes associadas
aos autovalores do problema espectral.

Palavras-Chave: Vigas de Timoshenko, Desigualdade de Observabilidade, Teorema
de Inghan.



ABSTRACT

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Programa de Pés-Graduacao em Matematica e Estatistica

OBSERVABILITY FOR SYSTEMS OF TIMOSHENKO
THROUGH INGHAN INEQUALITY
by Mauricio da Silva Vinhote.

This paper proposes obtaining the observability inequality through unequal Inghan for a
Timoshenko system with boundary conditions of the Dirichlet-Neumann type. Analyzing
the asymptotic behavior of sequences associated with the spectrum, we can get to a
large enough index, an approximation of the positive and negative ramifications spectrum
associated with the system, since we are under the assumption of equal speeds. The
observability inequality proved in this work applies to a class solutions in Fourier series
generated by the eigenfunctions associated with eigenvalues of the spectral problem.

Keywords: Beams of Timoshenko, Observability Inequality, Inghan Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O uso de modelos matematicos para o estudo de vibragoes em vigas tem se mostrado
importante tanto para a engenharia, em relacao a seus aspectos técnicos, quanto para a
matematica aplicada devido aos aspectos tedricos e computacionais desses modelos. Atu-
almente, os modelos mais usados na descricao de vibracoes em vigas sao os modelos de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko. Antes de estabelecermos a diferenca entre esses mode-
los, devemos ter em mente o conceito de flexao. Em engenharia, flexao é uma deformacao
que ocorre em um corpo que esta sob a agao de uma forga que atua perpendicularmente
ao seu eixo longitudinal (no caso de uma viga) e a diregdo de tal forca é a mesma da
deformacao. A figura a seguir ilustra esta definicao.

Figura 1.1: Flexao de uma viga sob a acao de um forga.

O modelo de Euler-Bernoulli descreve a deformagao rigida vertical de uma viga de
modo que a secao transversal permanece plana, inalterada e ortogonal ao eixo longitu-
dinal. Ja o modelo de Timoshenko considera também o cisalhamento da viga durante a
deformacao da viga. Este cisalhamento provoca uma deformacao na secgao transversal.

o oX o
Barra flexionada - Modelo de Euler-Bernoulli Barra flexionada - Modelo de Timoshenko

Figura 1.2: Representacao da flexdo de uma viga nos modelos Euler-Bernoulli (esquerda)
e Timoshenko (direita).



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

De forma geral, as equacoes

P1Ptt — ﬁ(gpx +77Z))ac = 0 em (O7L>
p2wtt - bwzx + /{(@x + ,lvb) = 0 em (07 L)

compoe o modelo para uma viga de Timoshenko onde p; = pA, ps =pl, b= FI, k=

E h3
KGAcom A=ah, G=———¢el = 2 sendo p a densidade de massa por unidade
2(1 4+ p) 12

de volume da viga, a a largura, h a espessura, £ o médulo de elasticidade, " € (0,1/2) o
coeficiente de cisalhamento, p € (0,1/2) o coeficiente de Poisson, E o médulo de Young,
I o momento de inércia e A a area da secgao transversal.

Associamos ao sistema (1.1) as seguintes condigoes iniciais

QO(ZE,O) = @Oawt(:mo) = 90171/1(3570) = l/fo,wt(ifa O) = ,lvbl el (OvL) (12)

A energia associada ao sistema (1.1) é dada por

(0,7)
01 (1.1)

L
1
=5 | [l OF + palun O + e O + sl ) + (o O] da
0
e satisfaz 1E(:
dE®) _ o e s o,
dt

o que mostra que este sistema é conservativo. Todavia, para efeito de aplicacoes e
coeréncia quanto as interpretagoes fisicas do problema, muitas pesquisas tem se desenvol-
vido no sentido de estudar a existéncia de um mecanismo que provoque a dissipacao da
energia associada ao modelo. Quando falamos em mecanismo de dissipacao da energia,
estamos nos referindo precisamente ao que se conhece hoje como Teoria da Estabilizacado .
Além disso, outra importante teoria nesse contexto é a Teoria do Controle. Basicamente,
a controlabilidade de equagoes diferenciais parciais consiste na existéncia de uma forca
(ou controle) que atua no sistema a qual conduz a solugao ao estado de equilibrio.

Proposto por Lions [3], o chamado Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) nos diz
que para provar a controlabilidade para o sistema de Timoshenko é equivalente a mostrar
a chamada desigualdade de observabilidade a qual Lions demonstra através de técnicas
multiplicativas.

Este trabalho propoe a obtencao de uma desigualdade de observabilidade para o sis-
tema (1.1) via Teorema de Inghan. De forma mais precisa, considerando o sistema de
Timoshenko

pr1ow — k(s +¢)e = 0 em (0,L
p2wtt bwmc + /i(%c ) = 0 em (O7 L)

com condigoes iniciais tais como em (1.2), mostraremos que existe uma constante C' > 0
tal que

(1.3)

T
0) < C [ [hi(L,t)|dt
/

onde T' é um tempo maior que um 7 > 0.

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

Estrutura do Trabalho

Esta dissertacao estd composta segundo a descricao abaixo.
No Capitulo 2 veremos a demonstracao do Teorema de Inghan, que nos garante a
existéncia de constantes positivas C1(7T',7y) e Co(T,~) tais que

T 2
TN < [ | S| it < T ) Y o
neL r neL nez

para todo T > Ty, sendo (a,) uma sequéncia em % e v > 0 uma constante tal que
Ani1 — An = 7Y, para todo n € Z.

No Capitulo 3 faremos a anélise espectral para o sistema (1.1) obtendo os autovalores

K .
A\, = +£AF e mostraremos que sob a hipétese — = —, podemos obter a aproximagao
P2 P

DRSS (1.4)

para todo n suficientemente grande, isto é, para todo n maior ou igual a um Ny € N.
No Capitulo 4, vamos considerar a classe de solugoes de (1.1) da forma

{o(x,t),¥(x,t)} = Z (ane’”‘m + bne*i’\;t) {sin(0,z), B,, cos(0,x)} .

n>Ngp

Uma vez provado que , para todo n > Ny, |\, — Af| = A, — A, > 0, desde que
b K

— = —, usaremos o Teorema de Inghan para garantir a existéncia de uma constante
P2 P1
positiva C;(T),) tal que

n> Ny

T
> 0+ b N < s [ (o (15)
0

para entao majorar F(0) por uma constante multiplicada pela série em (1.5) e obter a
desigualdade dada por

E(0) < C(T, ) / (L)t

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



Capitulo 2

Desigualdade de Inghan

Neste capitulo provaremos o Teorema de Ingham [2], que nos fornecera uma desigual-

dade bastante 1til na prova do principal resultado desta dissertagao, a saber, a desigual-
dade de observabilidade.

Teorema 2.0.1. (Teorema de Ingham) Seja (\,), n € Z, uma sequéncia de nimeros
reais tais que
Mgl — Ay 2>y >0, V neZ.

Entao para qualquer T' > 27” existem constantes positivas C;(T,~v) > 0, j = 1,2 tal que

T 2
Cl(TW)Z!an\zﬁ/ D ™| dt < Co(T,7) ) o, (2.1)
neZ p In€Z neZ

para toda sequéncia de niimeros complexos (ay,) € 2.

Demonstracgao: Provaremos este teorema para o caso em que T'= 27w e 7 > 1. Seja

2m 2mt
T > —. Através da mudanga de varidvel s = —— escrevemos
y T
T 2 27 2
’ T
E a,e?nt| dt = — E ane’t?| ds,
2m
r In€Z _op IN€EZ

T
_()‘nJrl - >\n) >

T
hath =7 > 0, ou seja,
2 s

onde u, = 2—” Note que pipr1 — pbn =
T

T
Mn+1—MnZ2—V3:’Yl>0-
T

Agora vamos mostrar que existe uma constante positiva C(7,7) tal que

T 2
Ci(T,~) Z la,)? < / Z ane™t| dt. (2.2)
nez 7 In€Z

Esta é a desigualdade que usaremos na demonstracao da desigualdade de observabilidade.
Para isto, considere o funcional h : R — R, dado por

h(s) = { o8 <§> se fs| s (2.3)

0 ,se |s| > .



CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE INGHAN 6

e considere a transformada de Fourier como a seguir

—+00

H(E) = F(h(s)) = / h(s)e'ds. (2.4)

—00
Aplicamos a transformada de Fourier em para obter

—+00 —+00

H(E) = / h(s)ei€ds = / cos (g) e ds

—00 —0o0
™

S .
= — ng
/cos <2> e'%ds

—Tr

e integramos por partes.

™

:r — 2§i/sin (g) e ds

—T
m

= 2(em 4 e — 26 / sin <§> e%sds.

—Tr

H() = 2sin <§> ets

Usando a férmula de Euler e = cos(#) + i sin(f) temos que

™

H(&) = 4cos(m§) — 2§i/sin (%) e*sds.

—T
Novamente integramos por partes.

™

+ 2§i/cos (%) e®sds

—Tr

H(§) = 4cos(m§) — 2i€ | —2cos (g) e

™

= 4dcos(mé) + 452/608 (%) e*sds .

—T
(. /

H(¢)
Logo,
4 cos(mé)
H(E) = ———~. 2.5
© =10 (2.5
Como 0 < h(s) < 1, para qualquer s € [—m, 7|, vem
T 2 2 2
) T )
IAnS TUn S
/ Zane ds > Py / h(s) Zane Hnsl ds. (2.6)

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE INGHAN 7

Temos também que

27 2 21
/hs) E ape’tn® = /h(s) E an€tm e a,ettnsds
“on nez on n,mez
2
= /h(s) E aneta,, e " ds
or n,mez
2
= /h(s) g €’ P Hm)3 ] g
on n,mez
= E anam/ pn=pm) *ds,
n,mez
isto é,
2 2
ifins — —
/h(s) E ane| ds = g G H (o — ) = E |an |+ g G H (o, — ) -
or nez n,mezZ nez n#meZ

Tomando o valor absoluto na identidade anterior e usando a desigualdade de Holder,
temos

O) Z |an’2 + Z an@H(ﬂn - ,UM) > ‘ Z an@H<Mn - Nm)
nez n#meZ nez n#Eme7Z
> HO) Y ol — 3 i (e — )|
nez n#EMEZ

Aplicando a desigualdade de Holder na iltima parcela da indentidade anterior, obtemos

o 2 : :
JEE] SRR ST B oS R N B SRy
on nez nez n#EMEZL n#EMEZL

e, portanto,

2 2
[0 [ C | ds = HOS o = Y Jaanl Y 1Hm o)l
_on nez nez n#EMEZL n#EmeZ

Pela desigualdade de Young, temos

>l < 5 a4 5 Yl

n#EmeZ 1n€Z 1m€Z
S SRR S B
nez nez nez
Entao
2T 2
[0 [ E e ds = HOS o = Sl 3 [Hl =)l 27)
_or nez nez neZ n#EmMEZL

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA




CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE INGHAN 8

Faremos agora uma estimativa para > |H (i, — pim)]. Por 2.5 temos
n#EMEZL

4 cos((pn — pm)T)

Do Hp =)l = ) 2
n#EMEZL n#EMEZL 1= 4</in o Mm)
Z |H (ptn — pm)| < Z 2
n#EMEZL n#EMEZL ’1 - 4<'un - 'um) |

< Y !

_ 2 _1|°

Por outro lado, pt, 11—t > 71 > 0, entao p,41 > p, +71. Paran =1 temos po > p1 +m

e, paran =2, u3 > po +v1 = 1 + 7 + 71 = p1 + 271. Repetindo esse processo n vezes
teremos

i > pi1+ (0 — )71
Assim, para n > m temos u, > p,, € dai vem que

1
i — phn > (N — M)y = < '
Dai,
4
S Hm =)l €Y o
n#EmMEZ ntmel 471’n—m‘ —1
< 4 1
N emez 4ln —m|? — =
1
8 1
T
< = ——
N pimez 4n —ml?2 -1
Fazendo r := |[n — m|, r € Z temos
H (ptn = pim)| < — _ 81 ( ~ ) _A )
n;gn:ez %2;47“2—1 7%2%; o —1 2r+1 2

De (1.7) e (1.8), temos

27 2
4 4 4
/ h(s) Y ane™*| ds > H(0)) lan> = 5 > lanl* = (4 - —2) D aal® (29)
“on neZ nez N ne”Z g neZ

Combinando (1.6) e (1.9) vem

neL

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE INGHAN 9

2 472
Assim, se T > 27”, entao existe uma constante C1(7T,7) := — (T2 — —) > 0 tal que

~?
f
-T

Agora vamos mostrar que existe uma constante positiva Co(7T',7) tal que

/ E ane Mn
- nez
Para isso, consideramos o funcional A : R — R, dado por

h(s) = { €08 (g) se Js| <m/2 (2.11)

2

ZaneM”s ds > C1(T,~) Z |an)?. (2.10)

nel

dt<02 » Y Z‘an|2

neZ

0 ,se |s| > m/2.

Como na primeira parte da demonstracao, podemos deduzir que
4

Sendo h(s) € [v/2/2,1), obtemos

2 2

T
T )
/ pentdt < — / h(s) Zane“‘"s ds (2.13)
Zp nez 7T_27r neZ
e
2m 2
/ h(s) Zanei“"‘s ds = H(0) Z |an|? + Z | @ H (fin, — pom) |- (2.14)
on nez neL m#nEZ

Pela desigualdade triangular, segue

O ol + Y i =) < 43 [+ 55 3 e

nez m#n€Z nez L nez

(2.15)

(VA
ﬂl%/p
+
AN
B
s
(3]

4 42
Logo, para todo T > 0 existe a constante Cy(T',7) := — <T2 + %) > 0 tal que
v

Tr
T
—4

at < Co(T7) Y ol (2.16)

nel

2
§ : anez)\nt

nel

CcOo1mo querl’amos provar.

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



Capitulo 3

Analise Espectral do Sistema de
Timoshenko

Aqui obteremos os autovalores associados correspondentes ao problema espectral asso-
ciado ao sistema (1.3) e analisaremos o comportamento assintético de sequéncias associa-
das ao espectro A\, = +Af. Entdo, considerando a hipétese da igualdade das velocidades,
mostraremos que podemos obter a aproximagao A\l & A\~ para todo n suficientemente
grande.

Podemos escrever o sistema (1.3) como

o = AD (3.1)

no qual ® = [, s, ¥, )T e A: D(A) C x — x é um operador definido por

0 1 0 0
2
KO 0 kO 0
p1 0z? p1 0x
A pr—
0 0 0 1
Kk 0 1 0?
e 0 — | b=— — 0
p2 O p2 ( O H) i
Ccom
x = HY0,L) x L*(0,L) x H'(0,L) x L2(0, L)
e
D(A) = [H}(0,L) N H*(0,L)] x H}(0,L) x W x H'(0, L)
sendo

W = {v e H*0, L);v,(0) = v, (L) = 0}.
O problema de autovalor do operador A é dado por

(A= AD)® =0, (3.2)

10



CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 11

de onde obtemos as identidades

pl)\SOt - ﬁ(@x + 1/})m - 07 (3 3)

e também ¢, = Ap e ¥, = \p. Através de simples derivagoes no tempo obtemos

Ptt = )\th = )\280 e wtt - )\@bt = )\2¢ (34)

De (3.3) e (3.4) vem
PN — k(py + 1)y = 0 (3.5)
P2 — bipys + K(pe +9) = 0 .

Agora vamos em busca do autovalor . Para isto considere a soluc¢ao de (1.3) em série

de Fourier na forma
{o(z,1),9(x, 1)} = {u(z),v(x)} (3.6)

com u(x) = sin(f,x) e v(z) = B, cos(f,x) e 0, = IiT n € N. Note que as fungoes u e v

definidas em (0, L) satisfazem as condig¢oes de contorno em (1.3), isto é, u(0) = u(L) =
v,(0) = v,(L) = 0. Por (3.5) e (3.6) podemos escrever

piNu — Kk(ug, +v), = 0
P A2V — bugy + K(ug +v) = 0 (3.7)
u(0) = u(L) = v,(0) = v,(L) = 0,

que é o problema espectral associado ao sistema (1.3). Substituimos u(z) = sin(6,x) e
v(z) = B, cos(6,x) na primeira equacao de (3.7).

p1A?sin(0,z) — Kk(0,, cos(0,x) + By, cos(0,z)), = 0,
isto é,
{p1A\* + k6% + kB0, } sin(0,z) = 0.
Naturamente queremos que a solugao de (1.3) seja nao nula. Entdao devemos ter
PN+ “9721 + kB,0, =0

ou, equivalentemente,

B, =-— (W) . (3.8)
Fazendo o mesmo para a segunda equagao de (3.7) obtemos
B =~ (pQ)\z —/:967;% + /{) ' (3:9)
Dai temos,
PN+ ROZ KO,
K0, P22 + 062 + K

(p1A2 + KO2) (p2)2 + V02 + k) = K262
p1p2 At + p1bO2 N2 + p1eAN? + porl2N? + kDO + K202 = K202
/91;02)\4 + [(plb + pzﬁ)ei -+ pllﬁ])\Q + Klbeg = 0.

1
Multiplicando a tltima identidade por —— obtemos a equagao
P1P2

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 12

b b
M+ {(——i—i)@?ﬂ—i} A2 gt =
P2 P1 P2 P1P2

cuja solucao é

1 VA
Ay = %4 —= K£+£> 93+ﬁ] 4 Vo (3.10)
2[\p2 m P2 2
onde 2
4
A, — (£+£>93+£] _Lbe;lm n€N. (3.11)
P2 p1 P2 P1p2

Vamos mostrar que A, > 0. De fato,
b ? 2 b 4kb
A, = (—+£> 01 + <£) +2 (—+i) 02 — 7 g

P2 ) P1 > P2 P2 \ P2 012 P1pP2
b 2Kb b

— (-) 02 + (i) gr— 0g1 (ﬁ> 4ol <—+ﬁ) 62
P2 P1 P1pP2 P2 P2 \pP2 P1
b k)’ 4 £\’ k(b K\ o

= (———=16+|—) +2—(—+—)06;>0.
P2 pP1 P2 P2 \P2 P1

Além disso, é imediato que a sequéncia (A,) é crescente. Note que

2
A, = [(Lﬂ)egﬂ} _ b
P2 P1 P2 P102

Gon)ees]
< —+—]0;+—
P2 P1 P2

- K£+5> 93+5} + /A, < 0.
P1 P2

Dai temos que

P2
Entao
A = % —lKﬁ )92 “}i”A"
2\p2 m P2 2
-G )] =
2\p2 m P2 2
e P
2 \p2 m P2 2
isto é,
Ay = FiXE (3.12)
onde
1 VA
AE = —Kﬂ )92 R]i " (3.13)
2[\p2 m P2 2
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CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 13

3.1 Aproximacao do Espectro em Série de Taylor

Nesta se¢ao obteremos uma aproximacao para o espectro AT via série de Taylor e, em

seguida, uma relagao entre as ramificagdes A\ e A do espectro. De posse dessa relagao,

’ K ~ . —
provaremos que se é verdade que — = —, entao existe um Ny € N tal que AT ~ A,

P2 P1
Vn > Ny, sendo esta aproximagao tao boa quanto maior for Ny. Isso significa que, para n

suficientemente grande, podemos usar apenas uma ramificacao do espectro a fim de obter
o resultado final, ou seja, a desigualdade de observabilidade.
Da relagao (3.11) podemos escrever
1/2
4rkb ot /
b n
VA, = {(_+ﬁ) 93+ﬁ} 1— e 3 (3.14)
P2 pP1 P2 b K K
—+— )02+ —
P2 P P2
Como A,, > 0, para todo n € N, é imediato que
4rkb

A
pip2 "

b K k]
—+— )02+ —
P2 p1 P2

Sendo assim, podemos usar a aproximacao em série de Taylor

< 1.

Vi-z~1l-2, se 0<z<1 (3.15)
para obter
4/{b04
\/Anz[(ﬂ+ﬁ)ei+i] - pips " e (3.16)
P2 p1 P2 b K K
—+— )02+ —
P2 P P2
Entao, de e|3.16], temos
1/ b 1 VA,
N2 = 2 <—+5)9§+5 +
2[\p2 m P2 | 2
4/{()94
1 b K\ o K 1 b K\ o K pipa "
~ =+ =)=+~ —| 1 .
2\p2 m p2]  2[\p2 P2 bk K
—+— |02+ —
P2 P1 P2
2/<;b94
p2 p) " p2 b K k12
—+— )02+ —
P2 P P2
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CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 14
ou seja,
2_’%94
+12 b K\, K pip2 "
MNP |l —+— )0, +—| — 5 - P (3.17)
P2 P P2 <_+_) 2+
P2 P P2

Também temos que
%_(b+m)02+ﬁ_ VA,

Eﬁ”p2_2

4rb ot

Q

K
_+_
P2 P1

de onde obtemos

De (3.17) e (3.18) vem

b
S L
P2 1 P2
(Geg)nes)
_ P2 pP1 p2] 26b 4 —12
2kb g P1P2
pip2 "
1 2xb ,, _19
ey _— — >\ R
Logo,
L 2 A L
02 "N 62
TR L S v
Fazendo P = 2 © P, = pz » Teescrevemos (3.19) como
Ph~ b 1 .
"o Py

. . A . + —
Veremos a seguir algumas propriedades das sequéncias P e P, .

1-<£+£)9i+£_ _1{(£+£)92+£1 1 — P1P2
21\p2 m p2] 2 [\p2 p P2 [(b )

62 + —
P2

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Afirmamos que (P;) é uma sequéncia crescente e positiva, ou seja, P, >0, Vn € N.

De fato,

2kb 02 2kb 2kb
0< P~ — P1P2 " o P1P2 < P1P2

b K\ p, K (b K K b K K
—+— )02+ — —+ — |+ 5 —+ =t g
P2 p1 p2 p2 ) Oipe p2 - p1)  Oniipe

- p-

n+1

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA
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CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 15

para todo n € N. Além disso,
26b (b -
lim P~ = 2 (—+i> =L,
P2 P1
de onde segue que
|P7| < L~ (3.21)
para todo n € N, j& que (P;) é crescente e limitada, pois é convergente. A estimativa

(3.21) serd usada na prova da desigualdade de observabilidade. Como (P, ) é crescente,
1

temos que — — ¢ —P > —P_,, para todo n € N, de onde segue que
PnT Pn—‘,—l
2kb 1 2kb 1
P,jrxi—— n_>i — = n_—i-lng:‘rl?
p1p2 P p1p2 P4
ou seja, (P) é decrescente. Também
pip2 By
<ﬁ + i) 02 + 26b o
26b \pa  p1 P2 P1P2
a 2kb
R PR (N P
P1pP2 P2 P1 P2
2kb
b K K
_ (_+_>+ — - P1p2
P2 p1 02 po b K K
—+— |+ =
P2 pP1 0 p2
Entao,
2Kb
b 012 b\’ 1 (b !
lim P+ = <—+5> S LT B (—> + (£> <—+5> —L*.
n—reo P2 pP1 (ﬁ 4 ﬁ) P2 P1 P2 P
P2 P
Disso segue que P > 0, para todo n € N.
b
Proposigao 3.1.1. Seja P, = P — P, . Se — = i, entao
P2 P
lim P, = 0.
n—oo
Demonstracao: Como (P;) e (P, ) convergem, temos
lim P, = lm(Pf—P,)=L"—-L"

n—o0 n—o0

b\?2 k\2  2kb b AN
= — ] +l =] —— — 4+ —
P2 P1 P1P2 P2 P1
(b H)2<b m)_l
— - _ = - 4+
P2 M P2 P1
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CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 16

e o resultado é imediato.

[ |
O grafico a seguir nos mostra como se comporta a sequéncia (P, ) definida na proposicao
anterior.

9 Diferenga entre P+ e P_- [com velocidades iguais] o Diferencaentre P _+e P _—[com velocidades diferentes]
20 x 10 n n x 10 n n
T T T

4 T
! - PG
: 3'51
150 1
1 3n
. [
107'! z.s—;
1 1
1 2h
1 1
5n 15[
! 1
\ ik
I T N SV SRS I '
0.5*"‘/
Smd o .
-5 ‘ 0 s s s A s s s e e e T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
n n
Figura 3.1: Simulacao numérica de (P,
5 n
R ~ .
Observe que, quando — # —, P, nao converge para zero. Note que, para n sufici-
P2 P1
b K
entemente grande, P, ~ 0, ou seja, P ~ P desde que — = —. Mas dizer que isto
Y Y ) n n

P2 P1
¢ verdade para n suficientemente grande implica na existéncia de um N, € N tal que

Pt~ P, VYn > Ny. A proposi¢ao a seguir nos fornecerd Nj.

b
Proposicao 3.1.2. Suponhamos que — = ~ Entao, dado € > 0, existe um Ny € N tal
P2 pP1
que

P~ P;, ¥n > N,.

Demonstragao: Como — = i, temos
P2 M
{2_”92 ﬁ} : - 4_H2g4
2 n
P, ~ P1 P2 P1
H2 [2_Rg2 i}
n P n D2
4%, KP4k, 4k? 4k, K2 4% 72, K
_2n+_2+_9n__20n —9n+—2 —— N+ =
_ P P3 _ Pip2 P _ Pip2 Py _ _pipa L P2
= ) - 1 2
62 [2_/{93 4 i} —Kei + 292 2_/{71-_”4 + iﬂ_nQ
p1 P2 P p2 p1 L* p2 L?
e, pela proposicao anterior, lim P, = 0. Seja P : [1,400] — R a fungdo continua dada
4k? 72 K>
— =
P(x) — p1p42 p22
26T 4, KT,
— "+ ——==x
pr L* pa L?
VINHOTE, M.S.
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CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 17

de modo que P, = P(n) = P — P, ,n € N. Como

4K* T, N K? 4k% w2 1 N K?

__x —_— —_—— —— —

Plz) = L2 L2 Py pp2 LPa?  atph
26t , kW, 26t kw1

1 o +p2L2x Eﬁ+p2L2x2

¢ imediato que lim P(z) = 0. Além disso, temos que
T—00

16376 5 8k2mt 3y 2K27?
T T x

pipa LS prp2 Lt p3L?
26t kT, ?

Eﬁl’ —+ 2 sz

<0, 1<z

P'(z)=—

o que mostra que P(x) é sempre decrescente. Para provar esta proposigao, vamos mostrar
que dado € > 0 tao pequeno quanto se queira, encontraremos um nimero real r = r(e)
tal que no intervalo (r,400) a derivada P’'(z) seja tao préxima de zero quanto menor
for €, ou seja, |P'(x)| < e. Assim, se € for muito pequeno, P(x) = PT(z) — P~ (z) = 0
desde que r < z, pois, em (r,+00), P(x) serd quase constante (igual a zero) ja que
converge para zero. Dai, definindo Ny como o menor natural maior ou igual a r, para
todo n > Ny,n € N, teremos P(n) = P, — P, ~ 0, isto é, P ~ P,.
De fato, dado € > 0 tal que

16375 . 8k?mt 4 2k%m?
2 7167 Tt 573
P/ (z)] = pip2L p1p2L paL
[2/{ ™, LB 72 2]2
T

temos que
26, H7T222 267t , /€7T222
1 _ |:E§$ +Eﬁ$ Eﬁx +Eﬁx
€ 16376 5y 8kt 3y 2K2m? 16376 n 8k2mrt n 2K27?
T T T
pipal®  pipal? p3L? pipal®  prp2Lt p3L2
s | 2K t n kw22
- pr L*  py L?
165378 8k2rt  2k2%7?
2056 + L4+ 272
P1P2 P1P2 P3
Logo,

16K376 8kt QK272 1/8

+ +
Pip2L®  pipolt T p3L2
2k 4 n Ak
6 —_———
pr Lt py L2

r=r(e) =

VINHOTE, M.S. PPGME - UFPA



CAPITULO 3. ANALISE ESPECTRAL DO SISTEMA DE TIMOSHENKO 18

b K
Corolario 3.1.1. Se — = —, entdo, para todo n > Ny,

P2 P1
A
. AT AT
Com efeito, sabendo-se que P = 5 ¢ P = R podemos escrever

A =0, /PF e A =0,/P.

Da proposigao anterior temos que /P ~ /P, para todo n > Ny, de onde segue o
resultado.

|
Com base nos resultados anteriores, vimos que para todo n > Ny, sendo Ny como na
Proposigao 2.1.2; obtemos a aproximagao A} ~ A desde que — = % Note que, se
P2 P1
b K
— # —, teremos
P2 P
) ) " _ b K\ [ b k) 4 _
lim P, = lim (P - P )=(—— — —+ — =L"—-L" =§>0.
n—00 n—00 P2 P1 P2 P1

Como pela Proposigao 2.1.2 (P,) é decrescente, segue que
PF— P, >6>0,

ou seja, se as velocidades nao forem iguais, nao é possivel obter uma aproximacgao para as
ramificagdes AT e A do espectro ou, na melhor das hipéteses, caso ¢ seja muito pequeno,
a aproximagao A7 &~ A\, para n grande o suficiente, certamente nao seré tdo boa quanto

b K
no caso em que as velocidades sao iguais, visto que P — P, — 0 se — = —. Note que,

P2 pP1
no caso em que supomos a igualdade das velocidades, ambas sequéncias (P;") e (P;) tém

a mesma assintota. Os graficos a seguir ilustram bem este fato.

X 1030 Primeiro e segundo espectros [Velocidades Iguais]
T T T T

x 10° Primeiro e segundo espectros [Velocidades Diferentes]
T T T T

1.8}

_‘_pn+’ 350

1.6
14F

120 2.5

0.8 150

0.6

1

1

1

1

I

1

1

1

2

1

1

1

1

0.4 !
'

P " ==
[ SR -

0211 4 05

Figura 3.2: Comportamento assintético de (P1) e (P;).

No proximo capitulo veremos o motivo pelo qual é tao importante obter uma boa
aproximagao para as ramificagoes A7 e A do espectro.
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Capitulo 4

Desigualdade de Observabilidade
para o Sistema de Timoshenko

Consideremos a classe de solugoes de (2.1) gerada pelas autofungoes associadas aos auto-

valores A\, = —iA\E, isto é, para solucdes da forma
{p(x,t),¥(x,t)} = Z (ane”"\’tt + bnefi)";t> {sin(0,z), B, cos(0,x)} . (4.1)
n>Ng

onde a, e b, sao os coeficientes de Fourier dados por

a, = /@«9”—#% e b,=— %
"N (AT + K62) " AN (o[NP 4 RO2)

Neste capitulo vamos mostrar que existe uma constante positiva C'(T',~) tal que

E(0) < (T} ~) / (L, 1)|2dt (4.2)

onde vy é uma constante positiva que limita inferiormente o gap para a sequéncia (A;) e
Y(x,t) como em (4.1). Antes porvaremos alguns resultados que usaremos na demonstragao
da desigualdade (4.2).

~ K ~ . o
Proposicao 4.0.1. Se — = —, entdo existe uma constante positiva v tal que
P2 P1

Mgl — A, >7, VneN.

Demonstragao: Escrevemos
A1 = Ay = s/ Py — O/ P (4.3)

Note que, como P, < P, temos que /P, < /P, ,, de onde obtemos
— O/ By > =04/ P, Vn €N, (4.4)

19
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De (4.3) e (4.4) temos

A1 — Ay > (O — O/ Py

onde

942 72 1/2
T2 T2
T p; L
= -0 ——5— >0
TTL 20 n? LB
p1 L% po
|
,s R -
Corolario 4.0.1. Se — = —, entao
P2 P
N = A >, V> N
Com efeito, do Corolario 2.1.1 e da proposi¢cao anterior segue que
At = Al = A — A >
para todo n > Nj.
[ |
A proposicao a seguir serda muito ttil na demonstragao do proximo teorema.
Proposicao 4.0.2. Para todo n,k € N com 0, = n%r’ temos
(
L 2 sen==k
/sm (0,2) sin(Opz)dx = (4.5)
0 0, sen#k
e .
L 5 sen==k
/cos (0n2) cos(Opz)dr = (4.6)
0
(0, se n#k

Demonstragao: Usaremos as seguintes relagoes trigonométricas:

sin(a) sin(b) = % [cos(a — b) — cos(a + b)]

cos(a) cos(b) = % [cos(a + b) + cos(a — b)]
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Supondo que n # k, temos que

/sin(@nx) sin(Opx)dr = /% [cos((6, — Ok)x) — cos((0,, + Ok)z)] dz

:-—i——mm@—@nﬂ

L 1 ‘L
2(6, — 6y)

o 260, +0r)

_ m [sin ((n — k)m) — sin (@O)}

B m [Sin ((n+ k)m) — sin (@0)} '

Logo,

L
/sin(@nx) sin(0yz)dz = 0.
0

Se n = k, temos

L L L
/sin(&nx) sin(0,x)dr = /sinQ(an)dx — / (% _ COS(Z@J)) dr,
0 0 0

de onde obtemos

L

L
/sinQ(an)da: =5
0

Para a integral (4.6) a demonstragao é analoga.

|
As relagoes (4.5) e (4.6) sao chamadas de Relagoes de Ortogonalidade para senos e
COSSenos.
Seja ¥ (z,t) como em (4.1). Temos que

2

(L, t)|* =

Z (an)\fle’“"tt + bn)\;e’i)";t) B (=1)"

n>Ng

A partir de agora vamos representar A, por \,, paratodon € N. Como A} ~ A\, = \,,

para todo n > Ny se — = i, podemos escrever
P2 P
2
th(L,t)|2 ~ Z (@n + bn) An Bn(=1)"e ™! (4.7)
n>Ng
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b

Lema 4.0.1. Suponhamos que — = i Entao existem constantes positivas C1(T, ) e
P2 P1

Cy(T, ) tais que

T
Ci(T,7) Y (an+ba) \oB: < /\wt(L,t)\2dt < Co(T7) Y (an+b,)° By (4.8)

n>Nop 0 n>No

2
para todo T > Ty = —7T, onde
Y

2k2% 2 1/2
T p1 L2
= >0

TT Y222 &

prL*  po
- b K

Demonstragao: Sabendo-se que — = —, temos que

P2 P1

Wt(L,t)\Q ~ Z (an + by) A\ By (—1)"e —int

n>Ng

Da Proposicao 4.0.1 temos que A\, 1 — A, > 7, para todo n € N. Para provar o lema,
basta mostrar que a sequéncia z,, = (a, + b,) A\, B,(—1)" pertence a [?, ou seja,

Z (an +bn)* A2 B? < 0.

n>No

Dai, o Teorema de Ingham garante o resultado. De fato,

KOy, + ¢ T
bo) AnBa(—1)" = r__L = . AnBa(=1)"
(@n + by) A Bn(—1) {713)\“(,01[)\,1]24-/492) n3)\n(01[)\n]2+59%)} WP

K0
= v M By (—=1)™
{HSA%(p1A%+ m@%)} -

K0, P2 + K62 1
= n n—1)mtt = —(—1)n*! > Ny.
n3 (A2 + k02) Kb, (=1) n3( 7z No

Logo,

Z (an + bn)* N2 B2 = Z % < 00.

n>Ng n>Ng

Entéao, pelo Teorema de Ingham, existem constantes positivas C;(7T,7) e Co(T,~) tais que

Cy(T,~) Z (an +bn)* A2 B2 < /th (L, t)dt < Cy(T,7) Z (an + bn)* X2 B2

n>No n>Ng

para todo T' > Tj e o lema esta provado.
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Lema 4.0.2. Existem constantes positivas Mg, My e Mp tais que

1 1

52 < Mp, |—|< M, < Mp (4.9)

1
e [
Py

n

para todo n € N.
Demonstragao: Note que de e [3.18], temos

B o _|pratwb] _ , [mPytr
"o K0, " K
262, 2r2
—5th —
A2 o~ P1 — 92 P1
n 2K K " 2K K ’
=0+ — — +
P1 P2 pr o 0npe

de onde vemos que

lim B? = lim A, = +oo,
n—0o0 n—00

lim (L) = tim () =0
t () = b () =©

1
Como (P, ) converge para L~ # 0, entao (—_) é convergente. O resultado segue do
n
fato de que sequéncias convergentes sao limitadas.

isto é

|
Agora podemos provar a desigualdade de observabilidade
b
Teorema 4.0.1. (Desigualdade de Observabilidade) Se — = ﬁ, existe uma cons-
P2 P1
tante positiva C(T,7) tal que
T
B0) < C(T.) [ Lo
0
2
para todo T' > Ty = —, com v como no Lema 4.0.1.
g
~ b K :
Demonstragao: Como — = —, pelo Lema 4.0.1 temos que existe uma constante
P2 P1
positiva C(T,7) tal que
T
1
an + ) N2B? < —/ L,t)|?dt. 4.10
> (b iy | 1) (4.10)
n=INg 0

Faremos agora uma estimativa para £(0) e a combinaremos com a desigualdade (4.10)
para obter o resultado. A energia em ¢t = 0 é dada por

L

/UM%@ﬂW+ﬂﬁM%®F+M%@0W+WWA%®+¢@ﬂWhm
0

BO) =
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onde ¢ e 1) sdo solugoes conforme (4.1). Calculando suas respectivas derivadas no tempo
e no espago em (x,0) e substituindo na identidade anterior, escrevemos

L 2
2E(0) = /p1 Z(an)\;’+bn)\;)sin(9n:v) dz
0 n>No
L 2
+ / p2| Y (a4 byAy ) By cos(0,2)| da
0 n>Np
(4.11)
L 2
+ / (an, + bp) B0, sin(0,x)| dz
n>Ng
L 2
+ / K| (an +bn)(0n + By) cos(B,)| da.

0 n>No

Calculamos separadamente cada integral de (4.11) usando as relagoes de ortogonalidade.
Nos calculos a seguir, para evitar abuso de notagao, iremos omitir o conjunto no qual
variam os indices dos somatérios, porém ficard subentendido que os mesmos sao contados
a partir de Nj.

2

I = (an NS + b\ ) sin(0,7)| dx

St~
=

p1 Y (ap\f +b,A;)? sin?(0,7)dx

Il
St~

n==k
L
+ /,01 Z(an)\j; + b\ ) (arAf + by ) sin(0,2) sin(6gx)da
0 n#k

L
= n Z(an)\,f + bn)\n)Q/siHQ(an)dx
0

n=~k

L
+ m Z(an)\:{ + b\, ) (ar A + b, /sm (0,) sin(Oz)dx
n#k 0

Pelas relacoes de ortogonalidade, temos

_pL + —\2
L="r D (anhf + b)) (4.12)
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2

Z (@ \S + b\ ) By cos(0,1)| dx

n>No

I, = P2

St~

= p2 an)\:[ + b\ )2 B2 cos?(0,x)dx
0 n=k

p2 Y (a4 buAy ) (arAf + bpAy ) By By cos(6,x) cos(0px)d

+
St~

n#k
L
— pQZ(an)\+ + b, )’ B /COS (On2)dx
n=~k 0

L
+ P2 Z(an)\,f + bu Ay (arAf + by, ) Bn By / cos(0,x) cos(fpx)dx
n#k 0

_ pL + \2 2
="+ > (anhf + b))’ By (4.13)

2

b dx

> (an + by) Byby sin(6,7)

TL>N0

&
|
St~

L
= /b an+b 2B20? sin®(0,x)dx

bZ(an + b,)(ag + by) B B0, 0 sin(0,,z) sin(0yx)dx
n#k

+
St~

L
- bZ(an+bn)23292/sin2(9nx)dx
0

n=k

L

+ bZ(an + b,)(ag + by,) By, B0,,05 / sin(6,x) sin(xx)dz
n#k

o

Iy =" (an+b,)*B02. (4.14)
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2

Z (an + b,) (0, + By) cos(0,x)| dx

n>No

I4: K

St~

K (an + 0,)%(0, + B,)? cos®(0,,z)dx

n>N

o

K (an + by)(ag + bg)(0n + By) (0 + By) cos(0,x) cos(Opx)dx

3
Y
Z

S — T T

L
= K Z (an +b,)%(0, + B,)? /COSQ(Qn.Z‘)dZE
0

nZNo

+ kK Z (an + by)(ag + bg) (0, + By) (0 + By) /Cos(en:v) cos(Orx)dx

n>Nop

Lk
]4:7

Substituindo (4.12) — (4.15) em {4.11], temos

> (a0 +b,)* (0, + Bn)™. (4.15)

L L
2B(0) = % D (anhf +baA)* + % > (anhf +ba,)*B2

bL ap2g2 KL 2 2
+ 5 D (an b Bl + =7 ) (an+ bn)* (0 + B)

n=~k

Como \f =~ A\, = \,, para todo n > Ny, temos que

L 1 L
2B(0) ~ 22N (a4 ) N2 B2 — + 22N (4, + by)?A2 B2

2 ntnpz g
(4.16)
bL 1 kL
— ntbn)? AN Bl—— + — n+ bn)? (0 + B)?.
t g 2 (et "Bipm g 20+ b6+ B

Pela desigualdade de Young, escrevemos

0> B?
0.8, <10,B,| < =+ —/.
< |0nBal < 5+ 5
Dai segue que

> (a0 +b2)% 00+ Bo)? = > (an+1b,)*(02%+ B} +20,B,)
< 2 (an+0,)°(02 + BY)

= 2 (an+0,)%60) +2> (an+b,)’By,
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ou seja,
2 2 2 P2 2 R2
> (an+b2)* (00 + Bn)* <2 (an +by) )\anP 32 +2) (an +by) Aan vy (4.17)

De (4.16) e (4.17) obtemos

L 1 L
2B(0) < 253 (a0 + 0 Bl 5 + 22 Y (@, + 0N

2 "t B2 2
bL 99 1 9. 11
+ 5 n_k(an+b )2 AanP + KLY (an + by) AanP I (4.18)
+ RLZ (an + by) /\ZBZAQ
Pelo Lema 4.0.2 vem
E(0) <C" > (an+b,)’A\2B, (4.19)
n>Nog
onde I
O = Z {leB + p2 + bMp + 2H(MPMB + M)\)} .
De e segue que
E(0 (L,t)|*dt
e o teorema estd provado.
[
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Consideracoes Finais

Neste trabalho provamos uma desigualdade de observabilidade para um sistema de
Timoshenko com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann. Partindo da analise
espectral do sistema, obtemos um resultado que nos garante que as ramificagoes A\ e
A dos autovalores A\, = +A¥ podem ser aproximadas para n suficientemente grande
desde que as velocidades sejam iguais. Dai, usando o Teorema de Ingham como ferra-
menta essencial, obtemos uma estimativa a partir da qual chegamos a desigualdade de
observabilidade para uma classe de solucoes em série de Fourier do sistema gerada pelas
autofuncoes associadas aos autovalores )\, = £\F.
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