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Resumo

Neste trabalho faremos a andlise de estabilidade qualitativa em relacao a energia
para um esquema numérico de diferencgas finitas nao-usual que descreve numericamente
a equacao de Burgers em malha deslocada. Para um esquema numérico nao-usual em
diferencas finitas combinado com o esquema 6, asseguramos que para 0 € [1/2,1] mais
condicoes de contorno do tipo implicita em malha deslocada, a energia numérica possui o
mesmo comportamento decrescente da energia no caso continuo. Portanto, asseguramos

que o esquema numérico é qualitativamente estavel com relagao a energia.

Palavras-chave: Equacao de Burgers; Malha deslocada; Estabilidade qualitativa; 6-

esquema; Energia.



Abstract

In this work we will do the qualitative stability analysis in relation to energy for
a non-standard numerical scheme in finite difference describing numerically the Burgers
equation in staggered grid. For an non-standard scheme in finite difference combined with
the 6 scheme we assure that, for # € [1/2,1] more boundary conditions of the implicit
type in staggered grid, the numeric energy has the same decreasing behavior of energy
as the continuous case. Therefore, we assure that the numerical scheme is qualitatively

stable with respect to energy.

Keywords: Burgers Equation; Staggered grid; Qualitative stability; #-scheme; Energy.
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Introducao

Ao estudar métodos numéricos aplicados em Equacoes Diferenciais Parciais busca-
mos sempre que a solugao do nosso esquema convirja para a solugao do problema continuo.
No caso do método de diferencas finitas, o principal resultado que nos leva a essa con-
vergéncia para problemas lineares é o Teorema da Equivaléncia de Lax [6], que afirma o

seguinte:

Teorema da equivaléncia de Lax: Um esquema de diferencas consistente é convergente

se, e somente se, € estdvel.

A partir deste teorema a andlise de estabilidade se tornou um dos topicos mais
importantes para o estudo de métodos numéricos. Esta analise pode ser feita de varias
formas como por exemplo, Andlise de estabilidade de Fourier, Analise espectral, entre
outras. Em alguns casos a andlise de estabilidade apresenta muita dificuldade ou nao
pode ser feita, como no caso das equagoes nao-lineares. Nestes casos fazemos uma analise
que nos da apenas condicao necessaria mas nao suficiente de estabilidade. Um exem-
plo é a andlise de estabilidade qualitativa em relacao a uma propriedade especifica ao
nivel do continuo, esta andlise tem como objetivo definir condigdes para que a solucao
do esquema de diferencas finitas satisfaca uma determinada propriedade da solucao do

problema continuo.

Neste trabalho faremos uma analise de estabilidade qualitativa em relacao a energia

de um esquema de diferengas finitas em malha deslocada para a equacao de Burgers dada

por
U + ¢(t)uux - Qo(t)ul‘:r =0, (:B,t) € (07 L) X (0>T) (1>

w(0,) = w(L,t) = 0, ¢ € (0,7, 2)

u(z,0) = g(z), = €0, L], (3)

onde, ¥ (t) e ¢(t)ndo identicamente nulas e p(t) > 0.

Esta equacgao é importante por se tratar de uma simplificacao da equacao de Navier-
Stokes e modelar fenomenos fisicos a exemplo de dinamica de gases, hidrodinamica e

acustica [1].
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Nosso trabalho esta dividido basicamente em quatro capitulos. Nos trés primeiros,
descrevemos os resultados que formam a base de nossas pesquisas. O tltimo capitulo é

um resultado novo que decorreu de nossas investigacoes.

No primeiro capitulo enunciaremos alguns resultados que serviram de motivagao e
guia para que nosso trabalho fosse feito. Estes resultados estao em dois artigos, em que o
primeiro de Oishi te al [2] nos apresenta a malha deslocada, malha esta que serd utilizada
em nossas andlises e o segundo artigo de Anguelov et al [1], faz a andlise de estabilidade

qualitativa do mesmo problema que sera apresentado, entretanto o faz em malha comum.

No segundo capitulo faremos a analise da estabilidade qualitativa em relacao a ener-
gia para a equacao do calor em malha comum, no qual apresentaremos a ideia desta analise
ao leitor. Concluiremos que neste problema apesar de ser uma condi¢ao necessaria, a
analise qualitativa de estabilidade nos apresenta a mesma condicao encontrada na analise

de Von Neumann que nos da condigao necessaria e suficiente para a estabilidade [3].

No terceiro capitulo faremos a apresentacao da malha deslocada ao leitor. Nesta
malha temos uma nova analise visto que os contornos do problema continuo nao coin-
cidem com o contorno do problema discreto. Neste caso, definimos novas condigoes de
contorno satisfazendo condicoes especificas, e assim alterando a andalise do comportamento

assintotico da energia.

No quarto capitulo faremos a analise da estabilidade qualitativa em relacao a ener-
gia da equacao de diferencas finitas que discretiza a equagao de Burgers em malha des-
locada. Nesta analise faremos uma nova apresentacao da desigualdade de Poincaré na
forma numérica, visto que a versao classica numérica de tal desigualdade exige condigoes

de contorno nulas, que nao necessariamente ocorrem em malha deslocada.



1 Apresentacao de alguns resultados

Neste capitulo demonstraremos alguns resultados de dois artigos que foram funda-

mentais para este trabalho. O primeiro é

Stability analysis of Crank-Nicolson and Euler schemes for time-dependent diffusion

equations,

dos autores Oishi, Yuan, Cuminato e Stewart [2]. Neste artigo os autores fazem a anédlise
do critério de estabilidade para a equacao de diferencas finitas que descreve a difusao com
coeficientes dependentes do tempo. O diferencial se da no dominio discretizado, o qual

muda consideravelmente o padrao para o critério de estabilidade.

O segundo é o artigo de Anguelov, Djoko e Lubuma [1], intitulado
Energy Properties Preserving Schemes for Burgers’ Equation,

nele os autores fazem uma andlise de estabilidade qualitativa em relagao a energia, ou
seja definir condicoes para que o comportamento da energia da equacao de Burgers no
continuo, seja o mesmo da equacao de diferengas finitas que a descreve. Tal equacao
tem como caracteristica o fato desta nao ser linear, o que nao nos possibilita uma analise
usual de estabilidade. Por este motivo os autores recorreram a andlise de estabilidade

qualitativa com relacao a energia.

No artigo de Oishi et al. [2] os autores nos apresentam a malha deslocada em

diferengas finitas que descrevem o seguinte problema linear:

g = d(t)uge + q(x,t),2 € [0,1] e t € [0, T7, (1.1)
w(0,1) = u(1,t) =0,t € [0,T], (1.2)
u(z,0) = ug,z € [0, 1], (1.3)

onde d(t) > 0 é o coeficiente de difusao e g(x,t) é o termo fonte.

A equacao de diferencas finitas é dada por,

drt05t drt05t
g —— (u ) = 2ul ) = — (0 - 1) ——— (ul — 2u] +uf ) +6tg

(7 (u _ ;
% Sx2 i—1 i+1 Sx2 % % )
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onde u? ~ u(w;,t,), v, = (i — 1/2)dz,t, = ndt e d"% = d((n + 0)dt), com 6 podendo

assumir trés valores:

e O =0 - Euler Explicito;
e O =1 - Euler Implicito;

e 0 =1/2 - Crank-Nicolson.

Entretanto ao definir a malha deslocada, os autores encontraram um problema: o
contorno da malha deslocada nao coincide com o contorno do problema continuo e para

resolver este problema fez-se uso de uma interpolacao polinomial, por exemplo

Pi(a) = 5 (& = zo)u; — (v = m)ui),

onde r descreve um passo de tempo genérico. Aplicando em = = 0, obtemos

1
0= P(0) = §(u’{ +up) = uj = —uy,.

A partir desta andlise os autores obtiveram duas novas condi¢oes de contorno:

Condigoes explicitas dadas por

n+1l n n o n n+1 __ n n __
Uppp1 = —Up Uy = —Upy U = U, Ug = — U

e condigoes implicitas dadas por

n+1l __ n+1 n o n n+1 __ n+1 n __ n
Uprpr = —Upp o Uy = —“Upy Ug = —Up o, U = U
Algo que nao sera utilizado neste trabalho mas vale ser destacada é analise de
estabilidade feita por Oishi et al. [2], que consiste em uma andlise espectral a partir da
equacao matricial

A(o™)u"! = B(o™u" 4 ",

com

0" = (d"%)st/(6x)2.

Escrito desta forma, pode-se fazer a andlise espectral de estabilidade e determinar
condicoes de fazer com que o erro convirja para zero. Aplicando essa técnica os autores
conseguiram a seguinte tabela de critérios de estabilidade para a equacao de diferencas

finitas em malha deslocada:
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Condigoes Método Euler Euler
de de Implicito Explicito
Contorno Crank-Nicolson

Condicionalmente | Incondicionalmente | Condicionalmente

Explicita estavel com estavel estavel com
0<o<2 0<o<1/2
Implicita | Incondicionalmente | Incondicionalmente Nao se
estavel estavel aplica

No artigo de Anguelov et al. [1], os autores apresentam o estudo de estabilidade

qualitativa com relacao a energia da equacao de Burgers dada por

U+ Uty —Vug, = f, 0<z <1, 0<t<T, (1.4)
u(0,t) =u(L,t) =0, t € (0,71, (1.5)
u(@,0) =u’(z), = €[0,1], (1.6)

0

com v > 0, f uma fonte externa e v’ uma funcao dependente apenas de z.

Com o problema apresentado, os autores demonstraram um teorema muito impor-

tante, que descreve o comportamento da energia do problema continuo.

Teorema 1.0.1. Assuma que f é limitada no tempo, isto €, sup || f(¢)||? < oco. FEntao,
1 L
a energia E(t) = 5/ uw?dx € limitada no tempo por wma constante que € linearmente
0

depende da energia inicial E(u®) e do termo sup ||f(t)||2 da sequinte forma:

(P1)Se f =0 ev >0, entdo a energia é mondtona decrescente, i.e.,

E(tg) S E(tl), para 0 S tl S tQ.

(P2)Se f #0 ev >0, entdo

lim E(t) < M sup | 702

Com o teorema demonstrado, se inicia o estudo para a equacao de diferencas finitas,

que descreve (1.4), a qual é dada por

uﬂ"rl o un uﬂ-‘r@ . 2u'r_l+9 _|_ un_—i—9

i 7 n-+6 i+1 7 i—1
U T ) — v 2
Az

= fnto 1
N fe, (17)

onde u? = gu*! 4 (1 — O)u. Para o termo nao-linear os autores propdem a seguinte

i
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formulacao nao-usual

it —un o
Uy ~ ,yi<un+9) — (a/lu?j—l@ + O!QU,;H_H + CYgU,?j—lG) Z+1A1'Z +
n+6 n+6
0 0 o\ u; U
+ (ﬁw?;H + Bl + Bault ) g, (1.8)

esta formulacao é adotada para que posteriormente a energia deste termo zere de modo

analogo ao termo discretizado no caso continuo.

Define-se que um método é qualitativamente estavel com relagao a energia, quando
a energia da equacao de diferencas finitas assume o mesmo comportamento da energia
do problema continuo. Neste caso, mostrar que a energia é decrescente, preservando a

propriedade da versao continua.

O primeiro passo é determinar as constantes oy, s, as, 51, f2 e P3 de modo que a

energia do termo v;(u™"?) seja identicamente nula. Nessa direcao, concluimos que

1

o + a3 = g,

Qo = 627

as = pi,

ayt+az—ap = [

Denotando oy = p e ap = g temos,
utt_ynto
vi = (Ul 4 qult 4+ (=) ) e
un"'efu?je
(G g ul + ™ + (5 - p) W) =5 (1.9)

Definidas as condicoes para a aproximacao do termo nao linear, foi proposto e pro-

vado o teorema equivalente ao da energia do problema continuo, dado da seguinte forma:

Teorema 1.0.2. O esquema (1.7), com ~y; escrito como (1.9) para, p,q € R, é qualita-
tivamente estdvel com relacdo as propriedades afirmadas no Teorema 1.0.1 nas sequintes

formas especificas:

(i) Para v #0,f =0 e 0 € [1/2,1], a energia discreta E(u™) é decrescente quando
n aumenta e nos temos,

lim F(u") =0;

n— o0
(it) Se v # 0, f € limitada independente do tempo, ou seja, || f||% < K e 0 € [1/2,1]

entdo a energia discreta E(u™) satisfaz a desigualdade, dada por

, § K? 1—0
Jim E(u”) < @A) [1=0)1—0-D+@0@—(1—0] " 6 ~““1-0




1 Apresentacao de alguns resultados 8

Podemos observar que a estabilidade qualitativa para 6 € [0,1/2) nao foi demons-
trada neste artigo, este problema ainda estd em aberto. Nossos estudos nos levam a crer
que para demonstrar este caso, deverd ser aplicada uma técnica diferente da utilizada

pelos autores no artigo.



2 Equacao do calor

Neste capitulo faremos a analise de estabilidade qualitativa para a equacao de di-
ferencas finitas do esquema de Euler Explicito aplicado a equacao do calor. A escolha
deste foi feita por ja ser um problema muito conhecido e com muitos resultados na lite-
ratura, com isso poderiamos avaliar as condigoes de estabilidade qualitativa, em relacao

as condicoes do critério de estabilidade.

2.1 Energia do problema continuo

Considere uma barra retilinea, de secao uniforme, homogénea de comprimento L e
vamos supor que a superficie lateral desta barra esteja termicamente isolada. Além disso,
vamos considerar que o comprimento desta barra seja muito maior que o seu diametro, de
modo que a temperatura em cada segao transversal possa ser considerada constante. Nes-
tas condigoes podemos modelar a temperatura u na posi¢ao x e instante t. Supondo tem-
peraturas nulas nas extremidades da barra, a temperatura apés um determinado tempo

t na posicao x obedece a bem conhecida equacao diferencial parcial

u = &gy ,x € (0,L),t>0, (2.1)
w(0,t) = wu(L,t)=0, t>0, (2.2)
u(z,0) = f(z), =x€(0,L). (2.3)

Definido o problema podemos propor e provar o seguinte teorema, com o intuito de

observar o comportamento da energia.

Teorema 2.1.1. Considere o problema de difusao de calor (2.1)-(2.3), definindo a energia

como

E(t) == /O ’ u’dz, (2.4)

E(t) < E(0), ¥ t > 0. (2.5)
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Demonstragao: Para a andlise de energia desta equagao, multiplicaremos (2.1) por

u e integraremos com relagao a « no intervalo [0, L]. Obtemos entao,

L L
/ wudr = o / Uy AT
0 0

Analisando o lado esquerdo da igualdade, obtemos

L L2
d
/ uugdr = — u—dx,

de onde segue que

g d
/0 uudr = aE(u)

Por outro lado, tendo as condig¢oes de contorno (2.2), obtemos

L L L
L
/ UlzrdT = Uiy, —/ uidr = —/ uidar,
0 0 0

e dessa forma,

Logo,

sempre que t; < ty. Portanto

2.2 Estabilidade qualitativa

O estudo de estabilidade qualitativa é importante, pois determina condi¢ées ne-
cessarias para a estabilidade, estabilidade esta que associada a consisténcia, faz da solucao
da equacao de diferencas finitas convergente para a solucao do problema continuo através

do Teorema de Equivaléncia de Lax [6]. Vamos entao definir estabilidade qualitativa.

Definicao 2.2.1. Seja P uma propriedade da solucao exata u de uma equacao diferencial.
Um esquema numérico que produz uma sequeéencia u; de solugoes aproximadas para u é
dito qualitativamente estavel com respeito a P se, para todo Az e At, a solucao discreta

reproduz a propriedade P. [1]

Neste caso, a propriedade que reproduziremos serd o decrescimento da energia como

visto em (2.5).
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2.3 Energia do problema discreto

Definimos a equagao de diferengas finitas que descreve a equagao do calor (2.1) por,

ul ™ =l 4 r(ul ully — 2ul 4+ ul ), (2.6)

7

o2 At

— 10 n __ n J— 3 1
com r = = e condigoes de contorno uy = ufy,,; = 0. Definimos sua energia por

M

= Ax Z(u?)Q (2.7)

i=1
Desta forma, podemos enunciar e provar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1. A equagao de diferencas finitas dada por (2.6) que descreve a equagao do
calor (2.1) com aproximag¢ao avangada no tempo, é qualitativamente estdvel com relacao
a energia (2.7), ou seja,

E"T'<E™ ¥Yn=01,... (2.8)

desde que

r<

l\DI)—t

Demonstracgao: Para esta demonstragao vamos analisar a diferenca entre a energia
discreta nos tempo n + 1 e n, para entao definir o critério para a estabilidade qualitativa.

Dessa forma, temos

Z

) D - — sz n+1 7'1)2}

_ sz n+1_'_u n+1 n)

M

= rAxZ(u?H +ui) (uiy — 2uf +u )
=1
M

= rAz Y [(uf)(ufyy — 2ul +ul ) — 2uf Tl a4 ul )]
=1

M M

() (ufyy — 20 +uf ) =2l ul+

i=1 =1

= rAzx

M

+Zu?+1( uly +up )] (2.9)
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Analisando o primeiro somatoério a direita da igualdade temos,

M M

Z(u?)( Uy —2uf +uily) = Z(quu —2(u)? + uj'u 1)

i=1 =1

M
= Z up vy = (u)? = (uiy)? +ugy ]
=0
M
= Z uper)? = 2uyuf + (uf)?]
=0
M
= > (uly —up)”, (2.10)
=0
enquanto os outros somatdrios sao dados por
M M M
—23 wrthy = —2Z(u 242> (ufyy — )’ (2.11)
i—1 : i=0

M

Sowrt ) < Y[t 4 (uf)?] (2.12)

=1 =1

IN

Aplicando (2.10),(2.11) e (2.12) em (2.9) temos,

M M M
B - B < rAx {— > (e —uf) =2 (@) 20y (e — )+
=1 =0

+ Z [ ™) + (uf)?] }

n\ 2

M
< r (B —E") 4 r(2r - 1)sz (ufy —ul)”,
i=1

logo,

n)\ 2

(L—r) (B —E") <r(2r— 1)AmZ (ufyy — uf)

M
Para que (2.8) seja verdadeira basta que r(2r — 1)Ax Z (ufyy — uf)2 < 0 e para
i=1
isto concluimos que devemos ter
1
r<-—.
-2

Este critério de estabilidade qualitativa é o mesmo resultado encontrado em outras

analises de estabilidades, como por exemplo o critério encontrado na anélise Von Neumann

3].
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A seguinte solugao numérica é produzida quando obedecemos a condicao de estabi-

lidade qualitativa. Neste caso consideramos r = 1/2,

Solugao numérica e sua energia para o problema do calor utilizando (2.6) com
L=1,At=0,0013, Az = 0,05, tempo final de 0,05, = 1 e condicdo inicial de
u(z,0) = sin(27z).

A estabilidade qualitativa, como foi afirmado, conserva a propriedade do decaimento
da energia como pode ser visto no grafico. Observe agora o que acontece quando nao

obedecemos a condicao de estabilidade qualitativa. Considerando r = 45/61

Solugdo numérica e sua energia do problema do calor utilizando (2.6) com
L=1,At =0,0008, Az = 0,0333, tempo final de 0,05, =1 e condi¢cdo inicial de
u(z,0) = sin(27z).

Nao h4 estabilidade qualitativa, pois nao foi respeitada a condi¢ao r < 1/2, portanto
a solucao numérica nao conservou a propriedade do decaimento da energia como pode ser

visto no grafico.
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3 Equacao do calor em malha deslocada

Neste capitulo vamos apresentar a malha deslocada ao leitor e entao fazer novamente
a analise da estabilidade qualitativa da equacao do calor, visto que neste dominio as

condicoes de contorno se alteram.

3.1 Malha deslocada

A utilizacao de malha deslocada se iniciou no estudo de equacoes de Navier-Stokes
[4]. Tal malha trazia como diferencial a alocagao dos pontos da equagao da continuidade
no centro da célula de forma usual, enquanto os pontos utilizados para os calculos das
equacoes do momentos eram alocados de modo diferente onde a do momento x era alocado
nas fronteiras laterais da célula enquanto a do momento y é alocado nas extremidades

superior e inferior.

Vi Vi1

Para dominio unidimensional, dividimos o dominio espacial em intervalos de com-

L

17+ Entretanto diferente da formulagao

primento Az calculados da seguinte forma Az =
usual em que u!' = u(iAx,nAt), na malha deslocada a aproximacdo é definida por

u = u((i— 1) Az, nAt).
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Assim, nosso dominio espacial discretizado terd M +2 pontos. Entretanto dois destes
pontos (ug e uf,, ;) nao representam pontos do dominio continuo, pois nesta discretizacao
os pontos das extremidades nao coincidem com os contornos do dominio continuo, sendo
intitulados pontos fantasmas. Tais pontos sao o diferencial em relacao a discretizacao
usual pois nesta discretizacao as condigoes de contorno de Dirichilet ficam aplicadas em

duas formas [2].

Condigoes de contorno explicitas:

n+1l __ n n _ n n+l _ n n __ n
Uprpg = —Upgy Upppq = —Upp, Ug ~ = —Up €Uy = — Uy (3.1)
e condigoes de contorno implicitas:
n+l __ n+1 n _ n n+1l __ n+1 n __ n
Uprpr = —Upp 5 Upppr = —Uppy Uy = —Up €U = —Uy (3.2)

3.2 Problema do calor em malha deslocada

Consideramos a aproximagao explicita dada por

uftt =l 4 r(uly — 2uf 4 ul ), (3.3)

a2 At
Ax2 -

com r = Neste caso nao ha a necessidade de se escolher uma condicao de contorno,

pois em ambas s6 serd aplicada a condicao dada por

n — n n __ n
Uy = —Uy € uj = —uf, (3.4)

com a energia definida por
M

E™ = Ax Z(u?)Q (3.5)

i=1

podemos enunciar e provar o seguinte teorema.
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Teorema 3.2.1. A equacao de diferencgas finitas dada por (3.3), que descreve a equagdo do
calor (2.1) com aprozimag¢ao avangada no tempo, aplicada em malha deslocada utilizando
a condi¢ao de contorno (8.4), é qualitativamente estdavel com relagdo a energia (3.5), ou
seja,

E"tt < B (3.6)

desde que

r <

MIH

Demonstracao: Para esta demonstragao novamente vamos analisar a diferenca en-
tre a energia discreta nos tempos n+1 e n, para entao definir o critério para a estabilidade

qualitativa. Dessa forma, temos que

En+1 — EF" = sz n+1 n)2:|

M
= Ar S ()t — )
=1
M
= TA:L‘Z(U?+1 +u;’l)( H—l 2U +uz 1)

=1

N

= rAr Y ()l — 2] ol ) — 20 ()]

M M
= rAz Z(u?)(uﬁrl —2ul +ul ) —2rAz Z ul Tl +
- i=1
M

+riz Z up (uyy +ufy). (3.7)

i=1
Até aqui o resultado encontrado é o mesmo de (2.9), o diferencial serd agora quando

aplicarmos as condigoes de contorno (3.4).
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Analisando o primeiro somatoério a direita da igualdade temos,

Z(U?XZH 2ui +ufy) = Z uful = 2(uf)? + uful ]

I
N = i
M§ ,_.

@
Il
,_.

[QUZ-W? - 2(“?)2 — 2(u ) + 2uiu 1]

I
|
DO | =

@
Il
—

[(ufy2)? = 20wl + (uf)” + (uf)? — 2w\ +

T
£

1
+(U?—1)2} + B [ (U1)2 + (UM+1)2 (UM)2 + (UO)Q]
1 & 2 2
= _52 [( z+1_ui> + (uz _uz—l) } +
=1
1
+3 [—(ui)? + (—ujy)? = (uiy)? + (—u})?]
1 & 2 2
= _EZ[( i+1 uz) +(uz_ul 1)} (38>
i=1
analisando os outros somatorios
M M M
2ty = =2 (Y | (uwh — )+ () )] (39)
i=1 i=1 i=1
M M

Dot i) < [+ () (3.10)

i=1 i=1

Aplicando (3.8),(3.9) e (3.10) em (3.7) temos,

M
1 1
El—Er < rAxiZI [—5 (up, — u?)z -5 (u — “?71)2 — 2(u)?+
o (e — )" (= i) o (2 ()2 (3.11)
M
E —E" < r(E™—E") +7r (7“ - %) Aasz [(uﬁrl - u?)2+
=1
(' = ui)’] (3.12)

(1—r) (B —E") < r (7’ — %) Axi [(u?ﬂ — u’f)Q + (uf — u?fl)Q} . (3.13)

Se r <r - —> sz [ ul,y —ul') gt (uf — u?ﬁl)g} < 0 energia serd decrescente, e
para tal finalidade conclu1mos que

r<

l\DI»—t

Mesmo resultado encontrado em malha comum e na andlise de Von Neumann [3].
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Produzindo a seguinte solugao numérica para r = 1/2, ou seja obedecendo a condigao de

estabilidade qualitativa.

Solugdo numérica e sua energia para o problema do calor utilizando (3.3) com
L=1,At=0,0013, Az = 0,05, tempo final de 0,05, = 1 e condi¢ao inicial de

J— 1 1M n __ n n — n
u(x,0) = sin(27x) e condigdes de contorno uy = —uf e uy,,, = —uj;.

E assim como em malha comum, podemos conservar a propriedade do decaimento
da energia. Observe agora o que acontece quando r = 45/61, como nao obedecemos a
condicao de estabilidade qualitativa podemos observar que a energia a partir de um ponto

deixa de ser decrescente.

S
‘

Solu¢do numérica e sua energia para o problema do calor utilizando (2.6) com
L =1,At =0,0008, Az = 0,0333, tempo final de 0,05, = 1, condi¢do inicial de

J— 1 1AA n __ n n J— n
u(x,0) = sin(27x) e condigdes de contorno ug = —uf e uf;,; = —u};.
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4 Equacao de Burgers

Neste capitulo apresentaremos ao leitor o problema de Burgers e em seguida faremos
a analise de energia do problema continuo, sua discretizacao e por fim faremos a andlise

de estabilidade qualitativa em relacao a energia para a equagao discretizada.

4.1 Apresentacao do problema

O problema de Burgers tem este nome como uma homenagem a Johannes Martinus
Burgers (13/01/1895 - 07/06/1981), que o apresentou no artigo Mathematical ezamples
illustrating relations occurring in the theory of turbulent fluid motion(1939), iremos tra-

balhar neste problema na seguinte forma

up + Y (t)uu, — p(t)uz, =0, (x,t) € (0,L) x (0,7), (4.1)
u(0,t) =u(L,t) =0, t € (0,T), (4.2)
u(z,0) = g(z), » €0, L], (4.3)

onde, 9 () e ¢(t) nao identicamente nulas e p(t) > 0. Neste artigo esta equagao representa
um modelo de fluido com turbuléncia. Entretanto esta equacao tem diversas aplicacoes e

é considerada como uma simplificacao da equacao de Navier-Stokes.

4.2 Energia da equacao de Burgers

Com a equacao de energia dada por

B(t) - /0 u;dx, (4.4)

podemos provar o primeiro resultado importante para a equagao (4.1) em nosso trabalho.

Sera o decrescimento da energia através do teorema a seguir,

Teorema 4.2.1. Na equagdo de Burgers dada por (4.1) com condigdes de contorno (4.2)

e inicial (4.3), hd um decaimento da energia, ou seja,

E(t) < E(0). (4.5)
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Demonstracgao: Para a andlise de energia, procederemos de uma forma diferente da
aplicada na equacao do calor (2.5). Para este caso multiplicamos (4.1) por u e integramos

com a relagao a x em [0, L],
L
/ [uut + () utu, — gp(t)uum] dr = 0, (4.6)
0
L L L
/ uudz + )(t) / wudr — o(t) / Uz dr = 0. (4.7)
0 0 0
Analisando cada uma das integrais de (4.7) na ordem em que estao dispostas temos,

/ uugdr = — de = —FE(1). (4.8)

Para o segundo termo, temos

L L
/ u,der = o 5 — 2/ uzuxda:,
0 0
L L
3/ Wu,dr =0 = / wuydr = 0,
0 0

logo, independente de v(t)
L
@Zz(t)/ wugdr = 0. (4.9)
0

Para o ultimo termo,

L L
/ UlpedT = Ul — / uldr
0 0

L
= —/ uidz. (4.10)
0

Assim, aplicando (4.8),(4.9) e (4.10) em (4.7), obtemos

d L
GEO =) [ (1.11)
dt ,
como p(t) > 0, de onde concluimos que
d —E(t) <0 (4.12)
dt ’ '
e portanto
E(t) < E(0). (4.13)

Destacamos a energia do termo nao-linear apresentada em (4.9). O fato da ener-
gia deste termo ser identicamente nula, devera ser reproduzido no termo da equacao de

diferencas finitas que o descrevera a seguir, afim de obtermos uma melhor precisao.
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4.3 Modelo discreto em diferencas finitas

Feita a analise do decrescimento da energia para o caso continuo, faremos agora uma

aproximagcao nao usual para a equagao (4.1), em que consideraremos

WPt = gu 4 (1 — O)u?, 6 € [0,1]. (4.14)

Assim a forma numérica da equacao (4.1) sera dada por

n+1 n n+6 n+o ntp

ntl U — 2w+ u”

uy ul Oy, () — e Lt e =1, (4.15)
A7 T

At

onde " = ((n + 0)At) e "% = ¢ ((n + 0)At). Aqui v;(u™?) descreve a aproximacao
para o termo wuu,. Esta fungao serda dada pela mesma abordagem em (1.8), com base no
artigo de Angelov et al. [1]. Portanto, assumimos que

n+60 n+60

u, — U;

n+6 _ n+0 n+0 n-+6 141 7
(W) = (aqulY + ol + azul” )—M +
n+60 n+60
u; Uy

+ (Biu + Boul ™ + Baultf) (4.16)

Az

A primeira afirmacao que podemos fazer, é que para haver consisténcia de (4.16)

teremos que ter

ap +ag+az+ B+ B+ P = 1. (4.17)

Esta condicao é importante, pois tera que ser respeitada na andlise de estabilidade

qualitativa.

4.4 Energia discreta da equacao de Burgers

Para a andlise do comportamento da energia discreta de (4.15), faremos de modo
andlogo ao feito por Anguelov et al. em [1]. Buscaremos definir os valores de ay, as, as,
p1, B2 e B3 de modo que a energia de (4.16) zere, assim como a energia do termo por ele

discretizado como visto em (4.9), a energia deste termo é dada por

)

M
n+6 n+6 __ n+6 n+6 n+6 n+6 n+6
AmE % (") = E (quly + coul™ + aguf™) (ulfy —ul™’) +

e Bt + B+ ) (% = 0)]

11— 2
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de onde obtemos
M M )
Az Z Vi (Un+9) U?+9 = Z [041 ?116 ?w + (a2 + B1 — aq) U?ﬁe (U?H) ] -
i=1 i=1

M
Z [ az — fBs + Ba) (u n+6) uf™ + Bault? () ] +

=1

M:

n+0 n+0, n+0 n+9
+ (B2 — az) + (a3 — B1) E Ui Uy

=1

ran Imos em qu recem n ntasmas u u m
Separando os termos e e aparecem os pontos fantasmas u}; ¢, e uf™, temos

DCZ%- (u” 9) u 9 a1 (UK/Ifl) Upy + (ag+ B1 — aq) uﬁuﬂ (u% 9)
i=1
(a3 = Bs + ) (u? 9) up ’ — Pauf ’ (u8+0)2

+ [al (u?fl‘g)Q uz”re + (a2 + 1 — aq) u?jle (U;‘HG)Z] -

@
I
—

'Mi

T
[}

[(a3 — Be+ B) ( n+9) n+9 + By un+9 (u'f*f)) ] X

M:

2 _ 042 n+9 Oég Bl E :u?j—lﬂun-&-@ n+9

=1

Mudando os indices no segundo somatério a direita da igualdade

Ax Zv "+9 u't? = oy (unMJfl) it 4 (a4 B — 1) uﬁjfl (u}‘j(’)

(Qg 53 +52) ( n+9) n-H9 ﬁ3un+9( n-‘rG) +

7

* [al (uﬁley ut + (an + By — aq) ult, (uﬂ*g)g] _
=3 (s = B+ B) () B ()] +

M
+ (B2 — az) Z (U?M) (a3 — B1) Z up P u oy
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Agrupando o termos semelhantes, obtemos
Az Z Vi (u”+9) urt? = o (uﬁ}fl) wit? 4 (a4 B — )uﬁjfl (uﬁj'g) -

(043 3+ﬁ2>( n+6) n-l—@ B3un+9( n+9) +

i

n 2 n
+ (a1 — az + B3 — Bo) (uli)) uit? +
n mn 2
+ (as + B1 — ar — Bs)ulty (ult?)" +

Bz — Z n+9 CY3 o 61 Zuznj-leun-i-e n+9'
Agora buscaremos condigoes para que
M
¢n+9 Z% (un—i-@) u;@+9 —0.
i=1
Desta forma, teremos que ter
2
ay (uﬁfl) Wi’ + (o + B — an) ufdy (uif®)” —
( ﬁ3 + 52) ( n+9) n+9 63Un+0 ( n+9) +

+ Z (a1 — ag + B3 — Pa) (U?jle)Q U?w"‘
i=1
M—1

+ Z as + B —ar — Bs)ult (u ?+9)2+
=1

+ (B2 — a2)

e

(u?+9) (ag — ) Zu?jﬁu”w o= 0. (4.18)

1

(]
Para prosseguir esta andlise teremos que aplicar as condicoes de contorno, para isto
vamos fazer duas andlises separadas, a primeira com condi¢oes de contorno explicita e

depois com condigoes de contorno implicitas.

4.4.1 Condicoes de Contorno Explicitas

As condigbes de contorno explicitas definidas por Oishi et al. [2] sdo dadas por,

n+1l __ n n _ n n+1l _ n n __ n
Uprpg = —Upps Upppqp = —Uppy Ug = —Up € Uy = —Uy,

dessa forma, para 6 € [0, 1] como definido em (4.14)

W= Oupt (-0 uy = —0uf — (1=} =-ul.  (419)
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Aplicando (4.14) e (4.19) em (4.18), temos
o (u,)? (Ouift + (1= O)u}y) — (ao + B — an) ulyy (Qu + (1 — H)U?W)Q +
(o — By + Bo) (Bul ™+ (1= 0)uf) uf — By (uf™ + (1= O)uf) (uf)’ +

M-1
+ Z [(oq —az+ B3 — fa) (uﬁfﬁ Ul + (g + B — ay — Bs) ?ff ( ;@+9) 2} +

=1

M:

52 —&2 n+9 a3 _61 E :u?j—leun-I—G n+0 = 0

i=1

aplicando a propriedade distributiva, obtemos

O (ufy)® ulh ' + (1= 0)ay (ufy)® — (o2 + B — o) [92 (u "H) uy+
+20(1 — 6) (u},)” Ou + (1 — 6)? (uﬁ\})?’] + (a3 — B3 + Pa) [92 (U?H)Q uy+
+20(1 - 0) (u ")2 Oui™ 4 (1= 0) (u)*] — B30 (uf)* up'+
M
+(1 = 0)Bs (uf)* + (B2 — as) Z PO (g = B1) Y ity
i—1

=1
M-—1

2 2
+ [(&1 — Q3+ ,63 - 62) (U?jle) UZH—H + (CYQ + 61 — ] — Bg) ?j_le ( ?4-9) } = 0.
i=1

Entretanto, para 6 €]0, 1] como definido em (4.14), ndo existem «y, as, as, 81, [2
e 3, pois que tornem a igualdade anterior verdadeira se considerarmos (4.17), pois neste
caso seria necessario que a; + as + az + 1 + B2 + B3 = 0. Para 6 = 0 a equacao de
diferencas finitas é explicita, logo as condigoes de contorno se tornam iguais ao caso com
condicoes de contorno implicitas, como visto no capitulo anterior, este caso sera analisado

a seguir. Portanto, as condi¢oes de contorno explicitas nao serao utilizadas nesta analise

de estabilidade qualitativa.

4.4.2 Condicoes de contorno implicitas
Faremos agora uma anélise andloga a feita anteriormente em (4.19), com condigdes
de contorno implicitas definidas por Oishi et al. em [2] da seguinte maneira,

n+1 __ n+1 n _ n n+1 n+1 n __ n
Upry1 = “Upr > Upp41 = —Up Yy —Up €Uy = —uyp,

aplicando estes valores em (4.14), obtemos

n+6 __ n+1 n _ n+1 n o n+60
uh = Ouy s+ (L —=0)ul, = —0uy — (1 —0)uly, = —uy/”,

wptl = gt 4 (1= 0)up = —0uft — (1—0)up = -t (4.20)
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Aplicando (4.20) em (4.18), obtemos
n n n 3 n
ay (“M+0) —(az+ B1 — o) (uf®)” + (s — By + Bo) (ui™®)” — By (up )" +
+ Z [(041 —as+ s — Bo) (ulfy) w0 + (0o + b1 — ar — Bs) ulyy (uft?) } +
=1
M
52 — Z n-H9 Oég _ ﬁl Zuyj-l@un-i-ﬁ n+9 0’
=1
colocando em evidéncia os termos em comum, temos
(041—042—51-1-041)( ﬁe) + (a3 — B3 + B2 — 53)( n+9) +
M-1
+ [(041 — s+ fs — B2) (ul) w4 (an + By — an — Bs) u (uf*) } +
i=1
M
BQ — Z n+9 Oég . 61 Zu:z_:rIOUHJrG n+9 0’
=1
e desta forma concluimos que
(201 — ap — f1) ( +0) + (a3 — 283 + (2) (U1+9) +
M-1
T Z [(0‘1 — g+ By = Ba) (wi) " ui™? + (0 + B — an — Ba) wily (wi*?) } +
i=1
M
+(Br—2) Y (W)’ + (a5 — B) Z uptu oty = o,

i=1

considerando (4.17), a melhor forma desta soma zerar é,
20 —ap = 1 = 0,

a3 — 203+ P = 0,

v —azt+fs—LF = 0,

ag+ B —aqg—B3 = 0,

fo—ay = 0,
_Bl - 07
destas condigoes, concluimos entao que
1
ap = 67
1
53 = 67
ag = 617
Qo = /827

&2+063 =
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Definindo ay = ¢, (4.16) fica da seguinte forma

1 1 u’(l-‘r@ o u’(l-‘r@
%(ut’) = <6 u't + quit’ + (§ - q> U?ﬁ)) R
1 1 uﬂ-‘r@ o uﬂ+9
n+6 +6 +6 % i—1
+ <<§ - q) w4 quit + 6“?—1 ) Ar )

aplicando a propriedade distributiva, obtemos
n 1 n 2|1 n n —1 1
%) = Ar {(“zﬂe) M + (uig v ™) {f Tq+ (g - q)} +
1 1
+ (i uiy) Kg - Q> - (g - QH + () [~a+ ] +
n n 1 1 n 2 -1

Portanto, com as condigoes do contorno implicitas (4.20) o termo ; se torna,

0 6\2 0, n+6 9, n+o 6\2
() = o () (i) = () = ()] (4:21)
Outro resultado importante, que utilizaremos na demonstragao do teorema sobre o

comportamento da energia discreta que serd proposto mais a frente, é a desigualdade de

Poincaré discreta:

4.4.3 Desigualdade de Poincaré discreta

No artigo de Angelov et al. [1] encontramos a desigualdade de Poincaré discreta da

seguinte forma:

Teorema 4.4.1. Ewiste uma constante Cq, > 0 independente dos parametros de discre-

tizagao tal que

Cdpz (v;)? < Ail ( )2, (4.22)

=1

para todo v € 12 com vy = vy = 0.

. Uz'—vz'—1> Lo (Uz‘+1—vi) (Ui—i-l_vi—l)
Obs: ( Ar pode ser substituido por AL SAL .

Definida a equacio de diferencas finitas (4.15) com v;(u"?) dado por (4.16), defini-
mos a energia associada ao problema por

n2

ZM: Z (4.23)
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com estas definigoes podemos demonstrar que o modelo (4.15) é qualitativamente estavel
em relacao a energia, ou seja, mostrar que a energia discreta é decrescente assim como a

energia do problema continuo.

Teorema 4.4.2. A equacdo de diferencas finitas (4.15) com 1/2 <0 <1 e v;(u™?) dado
por (4.21), tem o sequinte comportamento

lim (u}) =0, (4.24)

n—-+o0o

além disso, é qualitativamente estavel com relag¢ao a energia para o problema de Burgers
dada por (4.5), ou seja,
E""WN < E" n=0,1,..,N —1. (4.25)

Demonstracao: Iniciaremos a analise de energia do problema discreto de modo

similar ao feito no caso continuo. Para isso multiplicaremos a equagao (4.15) por u”+9 e

somaremos variando os indices de i = 1, ..., M. Desta forma obtemos

n+1 +0 M

Z ) n+9 wnwz% n+9 ?+9 (Zn—ﬂ Z (uﬁrle 2 n+9 +un+0) u;wre -0

=1 =1

(4.26)

Comegaremos analisando o termo de (4.26) que aproxima a derivada temporal, ou

seja o somatério que tem o seguinte termo geral

(uptt —ul) urt? = (uf™ —u?) (Quf™ + (1 —0)ul)
= 0 (u) (1= 0w — gup Ty — (1) (ur)?
— g (u?—l-l)? . (1 g 0) (u;@)Q + g (u?—&-l) — bu n+1 n "4
0 1-46 0
2 D gy = Yy -
(1 - 6) n+1)2 n+l n (1 B 9) n\2
n+1)2 2
i (U?) 0 n n\2 (1 _ ‘9) n n\2
_ ( 2) " +§(“z+1 Uz) - (ui+1 UZ)
n41)2 2 .
_ (u12 ) o (UZ) + (202 1) (U'Zr}-&-l u;‘)Q,

utilizando a defini¢ao de energia discreta (4.23), concluimos que

n+1

M M 2
ul Entl — g 29 1 uftt —
Z (™ —wp) urt? = ~ Z ) . (4.27)

=1 =1
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Analisando o tltimo somatério da equagao (4.26), abrindo este somatério afim de

destacar os contornos ug ™’ e uj?,, obtemos
M M
n-+0 n+60 n+60 n+6 __ n+60_ n+6 n+60 2 n+60_ n+0
E : (“iﬂ —2u; "+ uT ) u; = E [uiJrl u; =2 (uz + u; Ui&}
i=1 =1
M-1
_ n+0 , n+0 n+6\2 n+6, n+6 n+6\2
= uy g — (uh?) "+ {“wl up ™ = (w )7+

M
n+60, n+60 n+0\2 § n+60, n+60 n+6\2
M
o n+0 ~nt+60 n+o\2 § : n+0 _ n+6 n+0\2
n+60_ n-+0 n—+0 2 § n+60_ n+6 n+6 2
1=

_ Uﬂflurﬁa . (u%o)Q 4+ttt (urlwra)? +

M
n+6_ n+6 n+6 2 n+60_ n+6 n+60 2
+§ [Uz U1 — (ui—l) tug Ty — (uz ) .
i=2

Aplicando as condigoes de contorno como definidas em (3.2), temos

M M
Z (uﬁf = 2upt? ) uitt = =2 (uﬂrof —2 (u?+9)2 - Z (u? — u?jle)Q ;
i=1 =2

a fim de adicionar ao somatorio os termos para ¢ = 1, podemos observar que
n+6 2 o n+60 2 . n—+0 n+6 2 . n+6 n+6 2
4 (uf™)” = 2u?)" = (uf +u") = (W —ug™)”, (4.28)

assim, somando e subtraindo

M
ST (@ = 2wt ) it = =2 (uht?) - 2 (ut0) 4 (g t0)”

i=1

_ ( ?+9 . u6z+9)2 . i (u?w . u?ff)Z

= —2(uy0) " + 2 () =3t — ) (4.29)

i=1

De modo andlogo ao feito anteriormente, podemos fazer outra andlise para este
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somatoério, s6 que ao invés de subirmos os indices do somatorio, o baixaremos, ou seja

M M
n-+0 n+60 n+6 n+0 n+0 n+6 n+0\2 n+0_ n-+0
E (uz’—l-l = 2u; " gy ) U; = E [Uz+1 u; " =2 (Uz ) + u; ui—1:|
i1 i=1
M—1

- n+6 , nt+6 n+6 2 n+6_ n+6 n+6 2
= UpriUps (uM) + E [uzﬂu (uZ ) +

(]

Oyt (u?+9)2 + f: [u?”u?fﬁ — (u*?) 2}

n+0, n+60 n+6\2 n+6, n+6 n+6\2
+ E [ wi u ™ — (w0) T = ()

aplicando as condigoes de contorno (3.2), obtemos

M—-1

M
S (- 2 ) i = 2 () 2 () — Y (i - ),
=1

=1

a fim de adicionar ao somatorio os termos para ¢ = M, podemos observar que
4 (uyg) (2u”+9) = (ujf’ + u”+0) = (uifl, - u}tje) , (4.30)

assim, somando e subtraindo

M
Z (U?ff _ 2u?+0 + u?fle) uzme — 9 (quf@f ( n+0)2 14 ( n+€)
i M-1
_ (Uﬁfﬂ _ u?{j" Z fff) ?+9)2
i=1
M

— 2 (w30 — 2 (up?) Z (uf —upt®)? ) (4.31)

=1

dessa forma podemos somar (4.29) e (4.31), e portanto

M M

2 (it — 20 ) wrt? = =Y (s ) 4 ()
i=1 i=1
M M (A0 n+6’)2 + (un+0 - n+9)2

> (i = 2t up ) upt? = —Z B o fot) (432

=1 =1
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Substituindo (4.27) e (4.32) em (4.26), e observando como ~;(u"*?) foi assumido em

(4.21) de modo que sua energia zere, temos

El—E" 201 i (utt —up)”

A T2 & A !
nt0 M (om0 n+6)2 n+0 _ n+6)2
oY lufey — ™) g(“’ i) (4.33)

=1

Para utilizarmos a desigualdade de Poincaré discreta do Teorema 4.4.1, definimos
uma sequéncia v; € [? da seguinte forma vy = v9 = 0 e v; = u”+9 para it = 1,..., M,
logo se aplica a (4.22), assim separando o primeiro e o ultimo termo do somatdrio,

M

coors (o) () ()

=1

substituindo os valores de v; como definido temos

M n+0 M n+60 n+60 2 n+60
uSy s ()55 (1) L (0
=2

i=1

/\

para adicionar o termo do somatério para ¢ = 1, utilizamos a igualdade (4.28), logo

. +6 ui’  (ut! - upty : it
n < K3 11— _
Cap 3 (")’ (M) D 3(M) . (4.34)

=1 =1

Vi1 — s
Definindo v; da mesma forma aplicamos em (4.22) para (%), temos

M Mo 2
41—
w3 (M)
i=1 i=0

analogamente, separando o primeiro e o ultimo termo do somatorio,

M v o\ v 2 v — o\’

2 M+1 — UM i+1 — 1— Vo
Odp Zl(vz) < (—> + Z ( ) + (A—x) y

1=

substituindo os valores de v; como definido temos

M n+6 M=1 [ ni0 040\ > ntoN 2
u ulty —ul u
Cde("+9)<(K’x)+Z(—“M >+(ix>

i=1 i=1

para adicionar o termo do somatério para i = M, utilizamos a igualdade (4.30)

M ) n+9 M n+10 un+9 u711+9
Cap y_ (up )" < =3 ( > TN = +(M> . (4.35)
=1

=1
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Tirando a média entre (4.34) e (4.35) temos,

n+60__, n+0 2 n+6__ nt6 2
M o M (M) i <¥> o 2
n+9 Az Az Uy
Cdp E ( ) S - E - 9

=1 =1

n+6\ 2 nto\ 2
somando ( “4 e (= a desigualdade é mantida, portanto
Ax Ax ’

2

un+9_un+9 2 un+«9_un+€ 2
M M ( i+1Ami ) + < i Awi—l )
Z o) Z . (4.36)

Por fim, substituindo (4.36) em (4.33) temos,

BB 29— 1 QL (urt —un)’ M
At + 5 Z ( N ) + gOn+961dp Z (un+6) < O, <437>

i=1 =1

se considerarmos ¢ € [1/2,1] entdo 221 > 0, dessa forma

1 XL (untt — ) M
292 1 Z (uz = Uz) + spn-i—ﬂodpz (un—i-@) Z 07

=1 =1

e entao concluimos que
En+1 — Em

<0.
At -

Portanto, £ é uma sequéncia decrescente, concluimos assim que este métodos con-
serva a propriedade do decrescimento da energia do continuo, dessa forma, podemos
concluir que para 1/2 < 6 < 1 a equagao de diferengas finitas (4.15) é qualitativamente

estavel em relacao a energia.

Por outro lado, como E™ é uma sequéncia positiva e decrescente, assim convergente,

logo é uma sequéencia de Cauchy, dessa forma

o (Hm) o

entdo, aplicando o limite em (4.37) temos,

n+1

! 20 —1 & (Uz — u?)z o M o)

=1

entretanto, como ambos sao positivos, concluimos que cada um deles tem limite nulo, ou

' 2 — 1 M n+1 n>2
HETOO< >l =0

i=1

seja,
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portanto concluimos que

lim (uf™ —uf) =0. (4.38)

n—-+00

Por outro lado,

=1

M
i (#0cu ) -

portanto concluimos também que

lim (uf*?) =0, (4.39)

n—-+00

para todo § > 1. Portanto, podemos utilizar (4.38) e (4.39) da seguinte maneira,

A Va1
li nyo— i W i (U
() nia( 2 +2‘*2>
uTL‘Fl u’n un+1 un
= lim ‘ - - —L— 42
n——+oo 2 2 2 2
e AN
= lim +— | — lim - =
n—+00 2 2 n—+o0 2 2
n+l 1
= lim (ui+2> — = lim (uf*' —uf)
n——+oo 2 n—-+oo
e assim concluimos que
li ™ = 0. 4.4
Jim () =0 (4.40)

4.5 Simulacao Numérica

Com a aproximacao (4.15) podemos fazer a simulagdo numérica do problema. Con-
siderando 0 = 1/2, L=1, ¢(t) = t* (satisfazendo a condi¢ao desta ser positiva), 1 (t) = t,
condigao inicial de sin(mz), o tempo final como 1 segundo e particionando o dominio

espacial em 100 pontos (Az = 0,01) e o temporal em 50 (At = 0,02) temos.

t

Para esta simulacao tivemos que contornar o problema da solucao numérica assim

como o problema continuo ser nao-linear, para isso utilizamos a seguinte linearizacao [5]:

grtyrtt = grrtyr L gryntt - gy, (4.41)
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5 Conclusao e problemas em aberto

Ao final deste trabalho, observamos primeiramente que a andlise de estabilidade
qualitativa é uma analise util, pois faz com que a solucao numérica reproduza uma pro-
priedade especifica do modelo continuo. No caso particular da equacao do calor, o critério

de estabilidade qualitativa em relacao a energia dado por

oAt 1
< —
Az?2 — 2

desenvolve um papel fundamental na andlise numeérica de estabilidade. Mais precisamente,

(5.1)

a condi¢do (5.1) é a mesma condigao necessdria e suficiente da estabilidade que acarreta

a convergencia numérica encontrada na literatura.

No terceiro capitulo podemos perceber que a malha deslocada é uma opcao de
dominio computacional, pois nos fornece novas condig¢oes de contorno, e portanto um novo
tipo de solugao [2]. Podemos também observar que nesta malha encontramos solugoes su-
ficientemente proximas da solugao analitica preservando entre outros fatores o decaimento

de energia e assim atingindo a estabilidade qualitativa.

Por fim, no ltimo capitulo aplicamos as técnicas de analise de estabilidade qualita-
tiva do artigo de Angelov[1], desta vez em malha deslocada para a equacao de Burgers com
coeficientes dependentes do tempo. Mais precisamente, concluimos que para 6 € [1/2,1],

a equacao de diferencas finitas

n+l n n+0 n+0 n+6
up = Oy () — (pn+0ui+1 — 2w+ uh —0,
At Az?
com ;(u™*?) dado por
%i(u?) = AL [(uiff) + (ui—‘:rleui +9) - (Uz +€U¢—+10) - (Uz‘jf) ] 5

é qualitativamente estavel com relacao a energia em malha deslocada com condigao de

contorno implicitas dadas por

n+1 __ n+1 n _ n _ _
Uprp1 = —Upp y Upppq = —Upp, Uy = —Up - €Uy = — Uy
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Destacamos também os seguintes problemas em aberto:

1. Estabilidade qualitativa com relacao a energia para a mesma equacgao de diferencas
finitas em malha deslocada e condicoes de contorno também implicitas para

0<6<1/2.

2. Estabilidade qualitativa com relagao a energia para a mesma equacao de diferengas

finitas em malha deslocada e condi¢oes de contorno explicitas.

3. Estabilidade qualitativa com relagao a energia para a mesma equacao de diferencas
finitas em malha comum com condigbes de contorno de Dirichlet para 0 < 6 < 1/2,

problema deixado em aberto no artigo base pelos autores.
4. Analise do decaimento, a fim de se obter decaimento exponencial.

5. Anadlise de establidade qualitativa para outras equagoes com coeficientes dependen-

tes do tempo.
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