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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a demonstra¢do da versdo original de um Teorema devido a Biagio
Ricceri, que é um método variacional usado para demonstrar a existéncia de pelo menos trés solugdes
fracas para determinados problemas elipticos. Apresentamos uma aplicacdo desse resultado, que € feita
em uma classe de problemas locais. Aplicamos também uma versdo aprimorada do Teorema de Ricceri

em uma classe de problemas elipticos ndo-locais.

Palavras-chave: Método Variacional, Teorema de Ricceri, Problema Local, Problema Nao-local.



Abstract

In this work, we present the proof of the original version of a Theorem due to Biagio Ricceri, which
is a variational method used to prove the existence of at least three weak solutions for some elliptic
problems. We show the application of this original result in a class of local problems. We also apply

an improved version of the Ricceri’s Theorem in a class of nonlocal elliptic problems.

Keywords: Variational Method, Ricceri’s Theorem, Local Problem, Nonlocal Problem.
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Introducao

Em 2000, o italiano Biagio Ricceri apresentou um método variacional para a obten¢@o de multiplas
solugdes para determinados problemas elipticos. Esse trabalho foi intitulado Existence of Three Solu-
tions for a Class of Elliptic Eigenvalue Problems, [20], no qual ele mostra existéncia de trés solugdes
fracas distintas para um problema de Dirichlet. Seu método utiliza o Teorema do Passo da Montanha e
certas propriedades topolégicas de multifuncdes associadas ao funcional.

O objetivo deste trabalho € apresentar esse resultado original de Ricceri, além de mostrar duas
aplicacdes, publicadas por ele. No Capitulo 1, apresentamos detalhadamente a teoria original de [20],

mostrando, em particular, como ela se aplica ao problema

—Au = Ao(f(w)+pg(u)), em Q,
(P1)
u = 0, em 0Q,
onde Q) é um dominio limitado em R™, n > 1, sob certas condi¢des de crescimento para f e g, para
garantir a existéncia das trés solugdes fracas distintas em H(l)(O_).
Ao longo da década 2000 - 2010, Ricceri fez uma série de aperfeicoamentos em seu método,

culminando no trabalho A further three critical points theorem, publicado em 2009 [19]. Ja com este

resultado melhorado, ele mostrou que o problema

—M<J |Vu(x)|2dx>Au = M(xu)+ug(xu), em Q,
Q (P2)

u = 0, em 0Q,

possui também trés solugdes fracas distintas em Wé’z(Q), sendo O C R™ um dominio limitado. Este
resultado foi publicado no artigo [21], de 2010. Apresentamos este resultado e a sua demonstracao,

com grande detalhe, no Capitulo 2. Apresentamos também o referido problema envolvendo o termo



2 Sumario

original de Kirchhoff, M(t) = a + bt, problema (P3). O autor deixa como um problema aberto saber
se este caso particular vale para n = 3. Como mostrou Giovanni Anello em [5], de 2011, a resposta é

negativa. Anello mostrou que existe f : R — R tal que o problema

— (a+bJ IVu(x)Izdx) Au = Af(u), em Q,
Q (P
u = 0, em 0Q,
possui uma unica solucio nao-trivial em H(l) (Q), ndo sendo possivel, portanto, garantir a multiplicidade
de solugdes via Teorema de Ricceri. Analisamos este trabalho no Capitulo 3.

Com o objetivo de facilitar a leitura do trabalho, especialmente para o estudante, adicionamos dois
apéndices. O Apéndice A retine alguns resultados basicos de topologia geral, em particular, alguns de
espagos métricos e de andlise na reta, que sao usados frequentemente ao longo do texto. H4 também
uma se¢do sobre multifuncdes, recurso utilizado por Ricceri na construcio de seu método.

No Apéndice B, reunimos uma série de resultados de andlise funcional, como a imersao de Sobolev,
a desigualdade de Poincaré e certos teoremas envolvendo minimizagdo de funcionais, além de um
resumo sobre derivadas de Gateaux e Fréchet. Esperamos, com isso, deixar a leitura do texto mais
pratica, buscando fornecer a maior parte dos recursos necessdrios para a leitura das demonstragdes

apresentadas.



Capitulo 1

Teorema de Ricceri - Versao Original

Neste capitulo, vamos apresentar o resultado inicial de B. Ricceri em [20] para mostrar que, sob

determinadas condicdes, o seguinte problema

—Au = Ao(f(u)+pg(u)), em Q,
P1)
u = 0, em 0Q),

tem pelo menos trés solugdes fracas distintas em Wol’z(Q), onde O é um dominio limitado do R™,
com n > 1. Para isso, vamos uitilizar alguns resultados sobre multifun¢des, de [20], para provar o
Teorema 1.1 abaixo, que dd uma condicio suficiente para que uma certa classe de funcionais definidos
em X x [ tenha um minimo local, onde X € um espago topolégico genérico e I um intervalo. A seguir,
utilizamos este resultado para provar o Teorema 1.3, que garante a existéncia de um minimo local
ndo absoluto para uma classe de funcionais. Em seguida, restringimos este Teorema para uma classe
menor de funcionais, exigindo, por exemplo, que eles sejam continuamente Gateux diferenciaveis,
o que ¢é feito no Teorema 1.4. Essa restricdo permite demonstrar a existéncia de mais dois pontos
criticos para o funcional, sendo o primeiro garantido por um resultado classico de Andlise Funcional e
o segundo garantido pela aplicacdo de uma versao do Teorema do Passo da Montanha, utilizando para
isso um resultado de [17]. Com isso, podemos aplicar o Teorema 1.4 para o funcional associado ao
problema acima, sob as devidas condi¢des. Finalmente, a demonstragdo deste fato é feita no Teorema

1.6, provando, portanto, o que enunciamos acima.



4 1.1. Obtencgdo dos trés pontos criticos
1.1 Obtenciao dos trés pontos criticos

O teorema a seguir apresenta condi¢des para uma determinada aplicacdo ter um minimo local. A sua
demonstracdo € baseada em certas propriedades topoldgicas de multifuncdes, que estdo na Se¢do A.4

do Apéndice A.

Teorema 1.1 ([20], Teorema 2.1). Seja X um espaco topoldgico, I um intervaloe f: X x I — R uma

fun¢do dada. Suponhamos que

(a) Para cada x € X, o conjunto

A el f(x,A) >0}

¢é fechado em I e o conjunto

{A el f(x,A) >0}
€ nido-vazio, conexo € aberto em 1.

(b) Para cada A € I, o conjunto

{x €X; f(x,A) <0}
é ndo-vazio, fechado e sequencialmente compacto.

(c) Existe Ay € I tal que o conjunto

{x € X; f(x,Ag) <0}
€ conexo.

Nestas condigdes, existem x* € X, A* € I, uma sequéncia {A} em I convergindo para A* e uma
vizinhanga U de x* tal que f(x*,A*) =0 e f(x,An) > 0 para todo n € N e para todo x € U. Em

particular, x* é um minimo local de f(-,A*).

Demonstracdo. Considere as multifuncdes F: I — 2X e G : X — 2! definidas por

F(A) ={x € X;f(x,A) <0}

G(x)={A eI f(x,A) >0}
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De (b), F(A) € um conjunto ndo-vazio, fechado e sequencialmente compacto em X, para todo A € [ e,
de (a), G(x) é ndo-vazio, conexo e aberto em I. Vamos aplicar a Proposi¢do A.11 a G. Para isso, vamos

mostrar que G~ (A) é um conjunto aberto, para todo A € 1. Observe que

G (A) = {xeX;G(x)n{A}#£ o}
= {xeX;AeG(x)}

= {xeX;f(x,A) >0}

De (b), o complementar de G~ (A), que € igual a {x € X;f(x,A) < 0}, é fechado. Logo, G~ (A) é
aberto para todo A € 1. Para aplicar a Proposi¢do A.11, precisamos mostrar também que existe Ag € 1
tal que X\G~(Ag) € sequencialmente compacto. De fato, de (c), vemos que existe Ag € I tal que o
conjunto {x € X; f(x,Ag) < 0}, que é igual a X\G ™~ (Ag), € conexo e, por (b), ele é ndo vazio, fechado e
sequencialmente compacto. Entdo, aplicando a Proposicdo A.11 a G, vemos que, dada uma sequéncia
ndo decrescente {1y } de subintervalos compactos de I, com Ag € 1, tais que Uy eyl =1, existe k € N

tal que G~ (I ) = X. Definimos, entdo, o conjunto

S ={(x,A) € X x Ij.;f(x,A) <0}

e, para cada x € X, a multifuncio @ : X — 21, onde

DO (x) =G(x) NI,

cujo grafico é

gr(®) = {(x,A) eXxLAe d(x)}
= {(x,A) e XxLAeG(x)NIk}
= {(x,A) e XxI);Ae G(x)}

= {(x,A) € X x I;f(x,A) > 0}

A seguir, vamos aplicar a proposicdo A.9 para provar que S ndo é conexo. Das defini¢cdes anteriores,

vemos que gr(®) NS = J, ou seja, o grafico de ® ndo intersecta S. Afirmamos que @ é semicontinua
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inferiormente (s.c.i.). De fato, dado um um aberto () C I, temos

O (Q)={xeX;D(x)NQ #£ o}

Dai, pela defini¢do de @, ®(x)NQ = G(x)NIxNAQ. E, como Q C I, temos

LinQ cCchiyNnl=I,

ou seja, I N Q = I. Dai, segue que @ (x) NQ = G(x) NIx. Por outro lado, G~ (Ix) = X, isto é,

X={xeX;G(x)NIy # o} (1.1)

Concluimos entdo que @~ (Q) = G (Ix) = X, que € aberto, ou seja, O é s.c.i. Além disso, D(x) é
ndo-vazio e conexo para todo x € X. De fato, de (1.1), vemos que @ (x) = G(x) NIk # & para todo
x € X. E, por (a), G(x) é conexo. Como Iy é um intervalo, é também conexo. Logo, a sua interse¢ao,
que € igual a @ (x), é um conjunto conexo, ja que é ndo-vazia. Note que a projegdo de S sobre Iy é
igual a I. Vejamos por qué. Seja

P={Aecly;(x,A) €S}

essa projecdo. Claramente, P C Iy. E, por (b), o conjunto {x € X;f(x,A) < 0} é ndo-vazio, para todo
A € Ix. Em particular, dado A € Iy, existe x € X tal que f(x,A) < 0; dai, (x,A) € S, donde Iy, C P. Dessa
forma, P = Iy, isto é, a projecdo de S sobre I é igual a I.. Resumindo: @ : X — 2% é uma multifungdo
semicontinua inferiormente com valores ndo-vazios e conexos, sendo X um espaco topolégico e Iy
um intervalo compacto e, além disso, S € um subconjunto de X x Iy cuja projecdo sobre Iy é Iy.
Podemos, entdo, aplicar a contrapositiva da Proposi¢ao A.9 para concluir que S € desconexo. Sendo

F|I a restri¢do de F ao intervalo Iy, cujo grifico é

gr(FlIx) = {(Ax) € Lk xX;x € F(A)}

= {(Ax) € L x X;f(x,A) <O},

temos que a aplicagdo h: gr(F|Ix) — S definida por h(A,x) = (x,A) é um homeomorfismo, ou seja, S é

homeomorfo a gr(F|Iy) (ver Observagao 1.2). Mas, sendo S desconexo, gr(F|Ix) é também desconexo
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[24]. Além disso, por (b), F(A) é ndo-vazio, fechado e sequencialmente compacto. Dai, pela Proposic¢ao

A.5, ele é também sequencialmente fechado. Além disso, como

F(x) = (AeLFA)N{x}# 2}
= {AeLxeFA)}

= {AeLf(xA) <0}

temos [\F~ (x) ={A € I;f(x,A) > 0}, donde, por (a), I\F~(x) é ndo-vazio, conexo e aberto em I. Apli-
cando a Proposi¢cdo A.12 a F, concluimos que ela é uma multifuncio sequencialmente semicontinua
superiormente. De (b) e (¢), F(Ag) é ndo-vazio e conexo. Note que, sendo o dominio de F um intervalo,
ele é conexo e primeiro contdvel. Entdo, aplicando a contrapositiva da Proposi¢dao A.10 a restri¢do
F|Ix, vemos que F|Ix ndo é semicontinua inferiormente, apesar de ser sequencialmente semicontinua
superiormente, pois gr(F|Ix) é desconexo. Sendo F|Ix uma multifun¢do que ndo é semicontinua inferi-

ormente, existe um aberto U C X tal que F~ (U) néo é aberto de Iy, donde

LAF (W) =AelisFA)NU =g}

ndo é fechado em Iy. Sendo este um subconjunto da reta, também ndo é sequencialmente fechado em
I. Isso significa que existem A* € F~(U) C Iy e uma sequéncia {A,, } em I} \F~ (U) convergindo para

A*. Da defini¢do de F~ (U), que é

F(UW=Ael;FA)NU#g},

concluimos que F(A*) MU # &. Entéo existe x* € F(A*) N, ou seja, existe x* € U tal que f(x*,A*) <0.
Concluimos também que F(A,) N U = & para todo n € N, pois A, € I} \F~ (U). Afirmamos entdo
que f(x,An,) > 0 para todo x € U e para todo n € N. De fato, se assim nao fosse, existiriam x € U e
n € N tais que f(x,A) < 0. Da defini¢ao de F(A,,), teriamos entdo x € F(A;;) N U, um paradoxo, pois,
da defini¢do desta sequéncia, esta interse¢do € vazia. Além disso, f(x,A*) > 0 para todo x € U. Com
efeito, de (a), o conjuno

L ={A € Lf(x,A) = 0}
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¢ fechado em I, para todo x € X. Da afirmagdo anterior, f(x,An) > 0= A, € I paratodon € N e para
todo x € U. Logo, como Iy é fechado em I, temos A* =1limA,, € Iy, ou seja, f(x,A*) > 0 para todo
x € U. Em particular, como x* € U, temos f(x*,A*) > 0. Portanto, f(x*,A*) =0 e f(x,A*) > 0 para

todo x € U, isto é, x* é um minimo local de f(-,A*). O

Observacao 1.2. Pode-se mostrar que h €, de fato, um homeomorfismo. Intuitivamente, isto € facil de
imaginar, uma vez que S e gr(F|Ix) sdo definidos pela mesma propriedade, em espagos ligeiramente
diferentes. Rigorosamente, temos as topologias produto nos espacos X x Iy e Iy x X. Sendo entdo
S e gr(F|Ix) subconjuntos desses espacos, respectivamente, podemos considerd-los como espagos
topoldgicos usando a topologia induzida por eles. Entdo, podemos mostrar que a imagem inversa de
um aberto por h € um aberto, ou seja, que h € continua. Para isso, basta lembrar que um aberto U de S
€ uma intersec¢ao

U=SNn(Ux x Uy),

onde Uy é um aberto de X e Uy um aberto de Iy. Podemos entdo escrever a expressao de h='(U)e
notar que este conjunto é igual a gr(F|Ix) N (Ui x Ux), que € um aberto de gr(F|Iy). Além disso, h é

uma bijecdo. Para mostrar que h~! é continua, temos um raciocinio inteiramente anilogo ao anterior.

A seguir, vamos aplicar o resultado anterior para costrar que determinada classe de funcionais

possui um minimo local

Teorema 1.3 ([20]). Sejam E um espaco de Banach real, separavel e reflexivo, X C E ilimitado, fechado
e convexo, @ : X — R um funcional convexo semicontinuo inferiormente, ¥ : X — R um funcional
fracamente sequencialmente continuo, I C R um intervalo, 1y € I e h: I — R uma funcio continua e

cbncava. Defina entdo

a =sup inf (O (x) + (A —po)¥(x)+h(A)),
Ae1xeX

b = inf sup(®(x)+ (A — o) ¥ (x) +h(A))
xeX\el

e suponha que a < b. Além disso, assuma que

(@(x) 4+ (A—po)¥(x) +h(A)) = +oo0,

1m
[|x||—-+o0
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para todo A € . Entdo, para cada r €]a,b[, existem A* € [\ {po} e x* € X tais que

O(x*)+ (A" —po)¥(x*) +h(A*) =71

e x* é um minimo local, ndo-absoluto, de @ + (A* — )V na topologia fraca de X.

Demonstracdo. Fixado r €]a,b[, defina a func¢do f: X x I — R por

f(xA) =D (x)+ (A—po)¥(x) +h(A)—r.

Vamos aplicar o Teorema 1.1 a aplicacdo f. Vejamos primeiro a condic¢io (a). Consideremos entio o
seguinte subconjunto de I:

I ={A e R;f(x,A) >0}

Da expressao de f, concluimos que a desigualdade que define I, é equivalente a

P(x)+¥Y(x)A+h(A) >0,

onde definimos, para simplificar a notagéo, P (x) = @ (x) — puo¥(x) —r, que redne os termos que ndo
dependem de A. A funcgdo definida por P (x) +W¥(x)A+ h(A) é, entdo, continua em relagdo a A, uma
vez que \P(x) e W(x) ndo dependem de A e h € continua. Dai, pela Proposicdo A.1, segue que I, é

fechado em I, para todo x € X. Consideremos agora o conjunto

Jr ={A € R;f(x,A) > 0}.

Vamos mostrar que, para cada x € X, (i) ], € ndo-vazio, (ii) conexo e (iii) aberto em I. (i) Se J, fosse

vazio, terfamos f(x,A) < 0 para todo A em I, ou seja,

O(x)+(A—uo)¥(x)+h(A) <.

Entdo, aplicando primeiro o sup, . em ambos os membros e depois o infy¢x, obtemos:

b = inf sup(®(x)+ (A—po)¥(x)+h(A)) <,
xeX eI
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uma contradi¢do. Logo, ], € ndo-vazio. (ii) Se ], ndo fosse conexo, existiriam dois abertos disjuntos
A e B nido-vazios tais que ], = AUB [16]. Entéo existem & € A e 3 € B, que podemos supor serem
tais que & < (3. Como um subconjunto da reta é conexo se, e somente se, ¢ um um intervalo ([16],
Proposicao 6 do Capitulo 4), segue que ], ndo pode ser um intervalo. Desse fato, concluimos que
existe A € I tal que « < A < 3 mas A ¢ J.. Segue entdo da defini¢do de ], que, como A € I\ ], temos
f(x,A) < 0; porém, como «,f3 € ], temos f(x,x) > 0 e f(x,) > 0. Mais claramente, da expressdo de

f, podemos escrever as desigualdades:

O(x)+A—p)¥(x)+h(A)—1 < 0
Ox)+(x—p)¥(x)+h(x)—1 > 0

O(x)+(P—p)¥(x)+h(B)—r > O.
Entdo, comparando a primeira com a segunda, obtemos
O(x)+ (x—pg)¥(x) +h(o) =1 >0=> O(x) + (A —po)¥(x) + h(A) —T,

isto é,

o¥(x)+h(e) >A¥(x) +h(A).

Analogamente, comparando a primeira desigualdade com a terceira, obtemos
BY(x)+h(B) >A¥(x)+h(A).

Estas duas tdltimas desigualdades podem ser reescritas, isolando o termo ¥(x), como

h(a) —h(A) h(A) —h(B)
ﬁ >W(X) > ﬁ,

uma vez que A— o > 0 e 3 —A > 0. Dai, seque que

que € uma contradi¢do com o fato de que h é concava [14]. Isso prova que |, é conexo. (iii) Para ver
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que J, € aberto em I, basta usar a Proposi¢cdo A.1. Para mostrar (c), escolhemos Ay = iy e consideramos

0 conjunto

Y = {xeX;f(x,up) <0}
= {xeX;D(x)+h(uy)—r<0}

= xeX;O(x) <r—h(pp)}

Suponhamos, por contradi¢io, que Y nido seja conexo. Entdo [16] existem W,Z C Y disjuntos, abertos
em Y e ndo-vazios, tais que WU Z =Y. Como X é convexo, dadosw e W,ze Zete (0,1), T=
tw—+ (1 —1t)z pertence a X. Logo, existe t € (0,1) tal que T € X\Y, pois Y nédo é conexo. Entao, como

T &Y, temos f(T,up) > 0, ou seja,

r—h(i) < Dtw+ (1 —1)z). (1.2)

Mas, como w,z € Y, temos

Multiplicando a primeira destas desigualdades por t e a segunda por (1 —t) e somando os resultados,
obtemos

td(w) + (1—t)®(z) < T—h(uo). (1.3)

Comparando as equagdes (1.2) e (1.3), obtemos

tO(W)+(1—-1)P(z) < O(tw+ (1 —1)z),

que é uma contradicdo com a convexidade do funcional ®@. Portanto, tomando Ag = o, Y ={x €
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X; f(x,A0) < 0} é conexo. Para mostrar (b), fixemos A € I e consideremos o conjunto

L = {xeX;f(x,A\) <0}
= {xeX;0x)+A—py)¥Y(x)+h(A)—r <0}

= xeX;O(x)+A—p)¥(x) <r—h(A)}

Vamos mostrar que (i) L é ndo-vazio, (ii) fechado e (iii) sequencialmente compacto. (i) Se L fosse
vazio, teriamos

Ox)+A—p)¥(x)+h(A) >

para todo x € X. Dati, aplicando o infycx em ambos 0s membros e, em seguida, 0 sup, 1, obtemos

a=sup inf (D (x)+ (A—po)¥(x)+h(A)) >,
AcIxEX

que € uma contradi¢do com a defini¢do de a. Logo, L é ndo-vazio. (ii) Seja xg € X tal que

@ (x0) + (A—1o)¥(xo) > r—h(A).

Assim, tome p > 0 tal que

D(x)+(A—pug)¥(x) >r—h(A)

para todo x € X com ||x —xg|| < p. Como E & separdvel e reflexivo, pela Proposi¢do B.1, o seu dual
também ¢& separdvel e reflexivo. Entdo, pela Proposicdo B.2, concluimos que a bola unitdria de E é

metrizavel na topologia fraca e, portanto, a bola

Bp(x0) ={x € X;|[x —xo| < p}

também é. Pela Proposicdo B.3, como @ é um funcional convexo e semicontinuo inferiormente (ver
Defini¢dao A.6) num espaco de Banach, segue que @ ¢é continua. Em particular, é fracamente continua.
Além disso, da Proposi¢do A.3, segue que, como ¥ € fracamente sequencialmente continua, restrita
a bola ﬁp (x0) (que é um espagco métrico), serd fracamente continua. Consequentemente, o funcional

@ + (A— o) Y, restrito ao conjunto B, (xg), € fracamente continuo. Dessa forma, existe uma vizinhanga
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V 3 x¢ na topologia fraca de E de modo que

D(x)+ A—ug)¥(x) >r—nh(A)

para todo x € VN X com |[x —xg|| < p. Pela Proposi¢do A.1, segue que X\ L é fracamente aberto em
X. Dai, L é fracamente fechado em X e, portanto, é fechado em X (ver Proposi¢ao B.10). Finalmente,
como X ¢é fechado, por hipétese, segue que L € um conjunto fechado. (iii) Em primeiro lugar, afirmamos
que L € limitado. Com efeito, se L fosse um conjunto ilimitado, seria possivel construir uma sequéncia

{xn} C L tal que lim ||xy, || = +o0. Dessa forma, teriamos, por um lado,

O(xn)+(A—mo)¥(xn)+h(A) <r

para todo n € N, pela definicdo de L e, por outro lado, teriamos

lim (®(x)+ (A—p)¥(x)+h(A)) =+oo,

[[x]] =400

da hipétese do Teorema. Terfamos entdo uma contradi¢io; logo L C X € limitado. Dessa forma, toda
sequéncia {x,, } em L € limitada. Dai, pelo Teorema de Eberlein-Smulyan (Proposi¢ao B.7), seque que
{xn} possui uma subsequéncia fracamente convergente. Como L é fracamente fechado, este limite
pertence a L. Da arbitrariedade da sequéncia, segue que L é sequencialmente compacto. Isto prova
entdo (b). Portanto, como todas as hipdteses do Teorema 1.1 se verificam para o funcional f, existem
x* € X, A* € I, uma sequéncia {A,} em I convergindo para A* e uma vizinhanga U > x* tais que

f(x,An) >0 paratodon € Netodo x € Ue f(x*A*) =0, isto &,

O(x")+ (A" —po)¥Y(x*) +h(A") =r.

Logo, x* é um minimo local de f(-,A*). O fato de que x* ndo é um minimo absoluto de ® + (A* — py) @

segue da definicdo de a. De fato, se x* fosse um minimo global, terfamos

T=0(x")+ (A" —p)¥(x™) + h(A") < @ (x) + (A" — po) W (x) + h(A"),

para todo x € X. Dati, aplicando a defini¢do de a, isto €, aplicando o infycx € depois 0 sup,c; em
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ambos 0s membros, obteriamos T < a, uma contradi¢io com r € (a,b). Portanto, x* é um minimo
local ndo-absoluto do funcional. Finalmente, a convexidade de @ implica A* = 1, 0 que conclui a

demonstragao. O

O resutado a seguir € a versao original to Teorema de Ricceri, que d4 condi¢des para um funcional

possuir pelo menos trés pontos criticos distintos.

Teorema 1.4 (Ricceri, [20]). Sejam X um espaco de Banach real, separdvel e reflexivo; @ : X — R
um funcional convexo e continuamente Gateux diferencidvel, cuja derivada de Gateux admite uma
inversa continua em X*; ¥ : X — R um funcional continuamente Gateux diferencidvel, cuja derivada
de Gateux € compacta; I C R um intervalo; e g € 1. Assuma que

lim (®D(x)+(A—py)¥(x)) = +oo, (1.4)

[[x||—+o0

para todo A € I, e que existe uma funcdo continua e concava h: I — R tal que

sup inf (D (x)+ (A —pe)¥(x) +h(A)) < inf sup(D(x)+ (A —po)¥(x) +h(A)).
AeIxEX xeX el

Entdo existe A* € I\{po} tal que a equagdo

O'(x)+ (A" —po)¥'(x) =0

tem pelo menos trés solucdes em X.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, como X é um espaco de Banach, € ilimitado e fechado. Por hi-
pétese, € também separavel e reflexivo. Afirmamos que @ e ¥ satisfazem as hipdteses do Teorema
1.3 demonstrado anteriormente. De fato, como os funcionais @ e V¥ sdo continuamente Gateux dife-
rencidveis, da Proposicdo B.14, segue que eles sdo Fréchet diferencidveis e, da Proposicdo B.12, sdo
também, continuos. Em particular, ® é semicontinuo inferiormente e, por hipétese, convexo. Além
disso, da Proposi¢do B.15, como a derivada de Gateux ¥’ é compacta e X é um espago de Banach real
e reflexivo, segue que V¥ € sequencialmente fracamente continuo. Como as outras hipéteses do Teorema

1.3 sdo claramente satisfeitas, por serem também hipéteses aqui, podemos aplicar o Teorema anterior.
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Desta forma, existe A* € I\{po} tal que o funcional
G=0+ A" —p)¥

possui um minimo local ndo-absoluto x* na topologia fraca de X (e, portanto, na forte). Além disso,
pela coercividade, segue que este funcional possui um minimo absoluto também. Com efeito, pela
Proposicdo B.4, como @ € convexo e s.c.i. (por ser continuo) e X € reflexivo, segue que este funcional
€ fracamente s.c.i. Entéo, aplicando a ¢ a Proposic¢do B.5, que requer a coercividade (eq. 1.4), vemos
que este funcional possui um minimo global u. Como x* nédo é minimo global do funcional, temos dois
pontos de minimo distintos. Pela Proposi¢do B.18, tomando A = @’ e C = (A* — po)¥’ (W’ compacta

*

implica C = (A* — o)W’ compacta), vemos que ¢ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (ver Defini¢do

B.16). Entdo, pela Proposi¢ao B.17, este minimo global u satisfaz a equagao
O/ (u)+ (A" —po)¥'(u) =0.

Pela hipétese (I3) de [4], segue que a condi¢do de compacidade (C3) da Proposi¢ao B.20 é equivalente
a condicgdo de Palais-Smale (ver observacdo apds o Teorema 1 de [17]). Portanto, o funcional ¢ satisfaz
a condicdo (C3). Entdo, pelo Coroldrio B.21, como ¢ possui dois pontos criticos distintos, segue que

ele possui um terceiro ponto critico. O

1.2 Aplicacio em uma Classe de Problemas Elipticos Locais

Antes da demonstracdo do resultado principal, Teorema 1.6, vamos precisar da seguinte Proposicao.

Proposicao 1.5 ([20]). Seja X um conjunto ndo-vazio e sejam @ e ] duas fungdes reais em X. Suponha

que existem 1 > 0, xg,x; € X tais que

@(xo) =J(x0) =0, @(x1) >, (1.5)
J(x1)
. 1.6
qu(s]lipoo,ml(x) <o) (1.6)
Entdo, para cada p satisfazendo
sp J(x) < p <)) 1.7)

@1 (]—o0r]) D(x1)’
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tem-se

sup inf (®(x) +A(p—J(x))) < inf sup(®(x)+A(p—J(x))).
A>0xEX XEXA>0

Demonstragdo. Em primeiro lugar, afirmamos que @ é limitada inferiormente em J~!([p, + oo[) e que

inf sup(@(x)+Ap—J(x))) = inf D(x). (1.8)
XEXA>0 xeJ ! ([p,+ool)

De fato, dado p satisfazendo (1.7), temos

sup{J(x);x € O '(]—o0,1])} < p,

ou seja,

sup{J(x); @(x) <1} < p.

Em particular, @ (x) < 1= J(x) < p, cuja contrapositiva € J(x) > p = @ (x) > 1, que pode ser reescrita
como

x €] Hlp,+o0l) = 1< D(x).

Logo, @ ¢ limitada inferiormente em J~!([p, 4 oo[). Segue, entio, que

r< inf O(x) (1.9)
x€J 1 ([p,+oo[)

e este infimo estd bem definido, para todo p satisfazendo (1.7). Vamos agora mostrar (1.8). Pelas

propriedades bem conhecidas do supremo, como em [14], Capitulo 10, temos

sup (@ (x) +A(p—J(x))) = sup®@(x)+supA(p—]J(x))
A0 A0 A0

= @(x)+supAlp—J(x))
A0

Como A > 0, o valor deste ultimo supremo depende apenas do sinal de p — J(x), que independe de A.
Se p—J(x) > 0, temos

supA(p—J(x)) = +o0.
A0
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Ese p—J(x) <0, temos A(p—J(x)) <0, donde

supA(p—J(x)) =0.
A>0

Entio, como p—J(x) >0& J(x)<pexec] H(l—ocoplep—J(x) <0=p<J(x) exe ] Hp,+
ool[), temos
400, x€]J 1(]—o00,pl)

sup (@ (x) +A(p—J(x))) =
A0 O(x), xe] p,+ool)

Dai, como ®@(x) < oo, ao calcularmos o inf,cx desta expressdo é suficiente considerar apenas os
pontos x que pertencem a ]~ !([p, + co[) C X, pontos nos quais o supremo vale ®(x). Dessa forma,
podemos escrever

inf sup(®@(x)+A(p—J(x))) = inf D(x),
XGX)\>0 xeJ~!([p,+ocl)

que € a expressdo (1.8). Observamos agora que, para cada p satisfazendo (1.7), tem-se J(x;) > p > 0.

Com efeito, como @ (x;) > 1 >0, temos 1/D(x;) < 1/r, donde

J(x1) J(x1)
T@(X]) <r—

=J(x1).

Além disso, p > 0. De fato, como @ (xg) =0 < T, temos xg € ®~!(] —oc0,1]). Entdo, de (1.5) e (1.7)
segue que

0=1J(xo) <p.

Portanto, J(x;) > p > 0. Vamos agora definir a func¢ao ¢ : [0, + oco[— R por

$(A) = inf (@ (x)+Alp—]J(x))).
xeX

Afirmamos que (i) ¢ tende a —oco quando A — +o00 e (ii) ¢ € semicontinua superiormente. Suponhamos,
por contradi¢do, que (i) seja falsa. Entdo existe € > 0 tal que para todo 6 >0 temos A > d e ¢(A) > —¢,
ie.,

inf (O (x)+A(p—J(x))) > —e. (1.10)
xeX
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Em particular, para
40 (x1)

= Tt

>0,

vemos que A > § implica

O(x1) +A(p—J(x1)) < —¢,

que € uma contradicdo com a desigualdade (1.10). Desse modo,

lim ¢(A) =—o0.

A——+00

(ii) Observe que, dado b € R,

¢ (—oo,b) = {A€[0,+o0l;d(A) < b}

= {A 20;2161§<(®(X)+7\(D—J(X))) <b}.

Devemos entiio mostrar que ¢! (—o0,b) é aberto em [0, 4 oo para todo b € R. Se ¢! (—o0,b) é
vazio, entdo o problema estd resolvido, pois o conjunto vazio € aberto. Porém, se este ndo € o caso, seja
Ao € ¢! (—00,b) e definamos

EEb—d)U\()) > 0.

Como p—J(x1) < 0, temos, simplificando a notagao,

inf (p—J(x)) =inf(p—]J) < p—J(x1) <O,
xeX

de onde vemos que fica bem definido o nimero real

o —&
*iaio ) "

Seja entdo A € (Ag— 6,A¢ +6) N [0, 4 oo[. Multiplicando a desigualdade Ag— & < A por inf(p—J) < 0,
chegamos a

(Ao—8)inf(p—J) > Ainf(p—J).
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Somando entdo com inf @, obtemos
inf® +Aginf(p—J) —dinf(p—J) > inf® + Ainf(p—]J),

ou seja,

$(Ao) —dinf(p—J) > $(A).

Note que, como A > 0, ¢ (A) estd bem definido. Das defini¢bes de 0 e ¢,

€
d(A) < d(Ao)+ m

< ¢(Aog) +b—b(Ao)

inf(p—7J)

< b
Logo, A € ¢~ !(—o0,b). Como estes argumentos valem para todo A > 0, concluimos que
(A—8A+8)N[0,+o00[C d~'(—o0,b).

Como a inclusio inversa é imediata, segue que, dado b € R, ¢! (—o00,b) é aberto em [0, + oo, ou
seja, ¢ € semicontinua superiormente. Entdo, gracas as propriedades (i) e (ii) acima, podemos aplicar o

Corolario B.6 para concluir que existe A > 0 no qual ¢ atinge seu valor méximo global. Dessa forma,

sup inf (O (x)+A(p—J(x))) = inf (O (x)+A(p—]J(x))). (1.11)
)\>0x€X xeX

Por conveniéncia, vamos classificar os possiveis valores de A em dois casos. Se 0 < A < 1/p, temos

inf (@) +A(p—(x))) < O(x0) +A(p—](x0)) =Rp <, (1.12)

pois @ (xg) = J(xo) =0, A < 1/p e p > 0. Por outro lado, se r/p < A, temos, de (1.7),

J(x1) D(x)
o) = J0)

p<T <g < pD(x1) < 1J(x1).
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Somando —rp, obtemos

PO (x1) —1p <7J(x1) =T & p(D(x1) —7) <7(J(x1) —p)

Dai,
POUZT T 5 = wx)—r < A1) —p).
Jxi)—p p
de onde se conclui que
inf (@) +A(p—J(x))) < ®(x1) +A(p—J(x1)) <. (1.13)

Logo, das relagdes (1.11), (1.12) e (1.13), segue que

sup inf (O (x)+A(p—](x))) <.
)\>0X€X

Finalmente, comparando com (1.8) e (1.9), temos

sup inf (@(x)+A(p—7J(x))) < inf sup(®@(x)+A(p—TJ(x))).
)\>0X€X x€X7\>0

O

Teorema 1.6 ([20]). Seja O C R™ um conjunto aberto e limitado, com fronteira suave, e sejam f,g :

R — R duas funcdes continuas, com

£
supJ f(t)dt > 0. (1.14)
geRJo

Assuma que existam quatro constantes positivas a,q,s,y, com q < (n+2)(n—2) (sen>2),s<2e

2 <y <2n/(n—2), tais que

max{|[f(&)LIg(&)} < a(l+[g9), VEER, (1.15)
& &
max“ f(t)dt,J g(t)dt‘} < a(l+[E°), VEeR, (1.16)
0 0
© &
limsupM (L.17)

£—0 |¢7‘:.|y
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Entdo existe 6 > 0 tal que, para cada p € [—5,0], existe Ag > 0 tal que o problema

—Au = Ao(f(uw)+pg(u)), em Q,
(Pp)
u = 0, em 0Q),

tem pelo menos trés solucdes fracas distintas em Wé’z(Q).

Demonstra¢do. Vamos aplicar o Teorema 1.4, tomando I = [0, +oo[, gy =0e X = Wé’z(Q), com a

1/2
Juf = (wanzdx) .

Note que, de [8], X é separavel e reflexivo, estando, portanto, de acordo com as hipéteses do Teorema

Jitu) = JQ <J:(X) f(t)dt) dx
Rl =] (J:(X) g(t)dt) dx.

Da desigualdade (1.17), segue que a fungéo & —— (fg’ f(t)dt)/|€]Y € localmente limitada superior-

norma

1.4. Para cada u € X, defina

mente numa vizinhanga de 0 com & # 0 ([15], Capitulo VI). Dessa forma, existem 1 €]0,1] e ¢ > 0 tais
que (féf(t)dt)/\5|y < ¢, ou seja,

&
J f(t)dt < clEfY,
0

para todo & € [—m,n]. Note agora que

1 S
= sup LL&H =a sup |& 7Y +a sup £~ (v=s) > 0,
gl>n & £]>n >0

pois a > 0. Como y > 2, a fung@o |&| — |&| 7Y € decrescente, donde |&] > = [E]7Y <n Y. Dai,

sup [E[7Y <Y < 4o0.
[E]>7

E,comoy—s >0, poisy >2es <2, podemos aplicar o mesmo argumento para o segundo termo e con-

cluir que & < +00. Dessa forma, fica bem definido o nimero real positivo ¢; = max{c,c}. Afirmamos
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agora que

IS
J f(t)dt < cylgl”, (1.18)
0

para todo & € R. De fato, como vimos, esta desigualdade vale se || <, pois ¢ < c;. Por outro lado,

se |&| >, de (1.16), temos féf(t)dt < a(l+1&J%), donde

[ofmdt _ a1 +[Ef)

[E]>n Y \\£|>n &Y N

Logo, fgf(t)dt < ¢1|&]Y também quando |&| > n, o que prova a afirmacéo (1.18) (se & =0, a desi-
gualdade € imediata). Sejam agoratT >0eu € Wé’z(Q), com ||u||? < 2r. Entdo, tomando & = u(x)

na desigualdade que acabamos de provar, temos

u(x)
Ji(uw) = L) (J f(t)dt> dx < L) cilu(x)[Ydx = ¢, L) [u(x)[Y dx.

0

Como 2 <y < 2n/(n—2), podemos aplicar o Teorema de Imersdo de Sobolev (Proposi¢do B.23) para

concluir que existe k > 0 tal que |[ul[ v (o) < kHuHW(;l(Q)’ ou seja,

/v 1/2
<J Iu(x)lydx> < k(J IVu(x)Izdx> .
Q Q

Entio, elevando a poténcia vy, segue das relacdes anteriores que

hw < clj ()l dx
Q
Y/2
< cﬂ@’(J IVu(x)Izdx>
Q
< okYullY
< kY ((uf?)Y/?
< kY (2r)Y/?
< clkVZY/er/z,

pois |[u]|? < 2r. Entdo J; (u) < co1Y/2, onde ¢, = ¢ kY2Y/2 é uma constante. Afirmamos que sup{J (1t); [|u||> <
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21} > 0. De fato, € possivel construir u € X tal que |[u|> < 2r e J;(u) > 0. Em particular,

sup  Ji(u) >0.

lul><2r

Entdo, desta desigualdade e da anterior segue que

0< sup Ji(uw) < czrV/2
[luf2<2r

ou, dividindo por 1,
SUp 2o J1 (W)
T

0< <cprY/? L,

Como vy > 2, temos y/2—1 >0, donde lim rY/2=1 = . Entdo, pelo Teorema do Confronto, conclui-

r—0+t
mos que
Su u
lim Pl St (1.19)
r—0* T

De (1.14), existe & # 0 tal que fé f(t)dt > 0; logo, podemos tomar w € X\{0} de modo que J; (w) >
0, pois, neste caso, fg)(x) f(t)dt > 0, para todo x € Q. Como w # 0, podemos fixar r > 0 tal que
T < ||w||?/2. Entio, aplicando a defini¢io de limite a direita a (1.19), vemos que, em particular, dado
e=2]i(w)/||w|)* >0, existe d > 0 (que podemos supor ser menor que ||w||?>/2, como caso particular)

tal que 0 <1 < d implica sup|,, |22, J1(u)/T < e. Ou seja, existe 1> 0, com 1 < |w|[?/2, tal que

Ji(w)
sup  Ji(u) <2r .
luliz<ar w2

Aplicando entdo a Observagdo 1.7 a esta desigualdade, vemos que existe ¢ > 0 tal que

sup Jy(w) < 20l (1.20)

ulP<2r ol
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A seguir, vamos mostrar que Supjj,,|2<or [Jo(u)] < +o00. Dada u € X, temos, de (1.16),

L, ([ soar)a

R

0
< J a(1+ hu(x)l*)dx
Q

[J2(w)]

N

dx

= aJ dx+aJ lu(x)[®dx
Q Q

= al0l+aful:

Entdo, pela Proposi¢do B.9, existe « > 0 tal que ||u|ls < «|ju/2, pois s < 2. Além disso, pela desi-
gualdade de Poincaré (Proposi¢do B.22), existe 3 > 0 tal que ||u|]» < B||Vul|2 = B||u||. Dessa forma,
podemos escrever

T2 (W)l < alQl+ ao® B |uf]®,

donde

sup [J2(uw)] < alQ+ax®B® sup |lul|® < +oo,
lul<2r ul<2r

pois Q é limitado e ||u|® = (]|u||*)%/? < (2r)%/2. Isso prova a afirmagio. Entdo, sendo este supremo

> 0, podemos tomar & > 0 tal que

6( sup |]2(u)|+21‘|]2(w)|><£
|

lufP<ar |l

e definir o ndmero real positivo

o= 5—6< sup IIZ(u)I—i—ZTUZ(w)).

<2 w2

Nestas condi¢des, afirmamos que vale a desigualdade

sup  (Ji(u) +pJa(u)) < 5y (@) + 1o (w)

22 o, (1.21)
luf?<2r Jwl|
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para todo p € [—,8]. Suponhamos, por contradi¢do, que exista p € [—5,0] tal que

sup  (J1(u) +pfa(u) > 2r : (1.22)
lulP<ar ]l
Somando sup pJ, (para simplificar a notacdo) em ambos os membros de (1.20), temos
IIC)
” ||2 +SupH]2 SUPII-i-SuPHJZ'
Entdo, como sup(J; + wJ2) = sup]J; + sup pJo, segue de (1.22) que
Ji(w) Ji(w) 4+ pJa(w)
2r +suppfp—e>2r—-=F—F———0
lwl]? lwl]?
ou, simplificando,
suppj, —e > 2rp]||2( P )
Entio, da defini¢do de o, temos, apds simplificar o ¢,
2r
sup uJa > supdlJa|+ — T (1]2(w) +8l]2(w)l),
pois & > 0. Entéo, como ], (w)—+ 8|J>(w)| = 0 (veja a Observacédo 1.8), temos
sup w2 > supd|J.
Por outro lado, como 8|]»| > uJ,, temos
supd|J2| > sup po,
uma contradicdo. Isso prova a afirmagao (1.21). Em particular, da Observacao 1.7, temos
(w) +pJa(w)
sup (] (w)+ () < 2r) 1 ML), (1.23)

[ul2<2r Jawl[?
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uma vez que o > 0. Fixemos agora it € [—0,0] e definamos ®,¥: X — R, e h: [0, 4 co[— [0, 4 oo, por

o = Sl
Y = i)+ ulaw)
h(A) = pA

onde p é um ndmero fixado satistazendo

sup  (Ji(u)+uf2(u)) <p< o 1(@) +1Ja(w)

(1.24)
luf2<2r Jw]]?

Vamos agora aplicar a Proposicdo B.24 aos funcionais J; e J,. De (1.15) e do fato de que f e g séo

continuas, segue que ambas satisfazem as condicdes (p1) e (p2) da Proposi¢ao B.24. Tomando a; =

a; = a, vemos que eles satisfazem as hip6teses da Proposi¢cao, com P sendo definida pelas integrais
u(x) u(x) ~ . . ~

Jo T f(t)dte [, g(t)dt, em cada caso. Entdo, segue que os funcionais J; e J, sdo fracamente

continuos e tém derivada de Gateux compacta, logo o mesmo ocorre com ¥, que é uma combinagéo

linear de J; e J,. Para aplicarmos o Teorema 1.4, precisamos mostrar também a coercividade do

funcional associado ao problema, i.e., devemos mostrar que

lim (@(u)+A¥(u)) = +oo,

[[w||—+o0

para todo A > 0. Em primeiro lugar, observe que, de (1.16), temos

w(x)
Ji(u) = J;) (L f(t)dt) dx < JQ a(l+u(x)®)dx = alQ+ aljul3.

Entdo, assim como fizemos para mostrar que sup||,, 2«2y |J2(u)] < 400, aplicando a Proposi¢do B.9 e
a desigualdade de Poincaré (Proposi¢do B.22) com p = 2, vemos que existe b > 0 tal que a|u|| <
b|lu||®, donde

Ji(w) < alQl+b[[uf®.

De maneira inteiramente andloga, chegamos a

J2(u) < alQ+b[uf]®,



Capitulo 1. Teorema de Ricceri - Versao Original 27

usando a desigualdade (1.16). Dai, segue que

Ji+u) < (1+u)(alQl+bul®)

< a1+ [pDIQI+ b1+ ) Juff®.
Assim, dado A > 0, como
® () 4 A¥(w) = 2wl —AlJ (w) + uTa(w)]
temos, da desigualdade anterior,

1
Ou)+A¥(w) > S ul® —Aa(l+ )OI =Ab(1+ ) fu*

2Ab(1 +|ul)>

1
5 —7\a(1+|ul)IQI+|lu||2<1— .
3 TP

Note que, como queremos considerar ||| — +o00, podemos supor u # 0; logo, a divisdo acima estd bem
definida. Agora, como 2—s >0, o limite da funcao dentro do paréntesis € igual a 1, quando ||u|| — +o0.
Além disso, como —Aa(1+|u|)|QJ é constante, segue que @ + AY € limitada inferiormente por uma

fun¢do que tende para +o0o quando ||u|| — 4o00. Entéo, em particular,

lim (O(u)+A¥(u)) = +o0.

[[u]| —+o0
Além disso, os funcionais @ e ¥ satisfazem as hipéteses da Proposi¢cao 1.5: basta tomar xg =0 € X

(pois J1(0) =J2(0) =0), x; = w e ] ==Y, uma vez que, fazendo estas escolhas, temos

O (]—oor]) = {xeX;®(x) <1}

{xeX; Hu\|2/2 <r}

= [xeX;|ul*<2r}
e
o) Jw) _ Ji@)+uh(e ) Jilw)+wlw)
D(x;)  O(w) lwll?/2 el

das definicdes de @ e de V. Deste modo, a desigualdade requerida na Proposicdo 1.5 equivale a
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desigualdade (1.24). Notando que, como | = —V,

O(x)+A(p—J(x)) = @(x)+Alp+V¥(x))
= O(x)+A¥(x)+Ap

= @O(x)+A¥(x)+h(A),
segue da Proposicdo 1.5 que

sup inf (O (x)+A¥(x) +h(A)) < inf sup(D(x)+A¥(x)+h(A)).
)\20X€X XGXAZO

Para estar de acordo com as hipéteses do Teorema 1.4, precisamos mostrar ainda algumas propriedades
dos funcionais ® e ¥. Afirmamos que (i) @ é convexo, (ii) continuamente Gateux-diferenciavel e que
(iii) @’ admite uma inversa continua T : X* — X. Vamos provar (i). Com efeito, a fun¢io real definida

por K(t) = t2 é convexa e crescente em [0, + ool. Logo, dados ue v em X e dado 6 € [0,1], temos
K(|[0u+ (1—0)v||) < OK(||u|]) + (1—=0)K(|[v]).
Entdo, como @ (i) = K(||{t||)/2 para todo @ € X, temos

OOu+(1—-0)v) = %K(HQU-{— (1—0)v|)

1 1
< SOK(ul) + 3 (1=0)K(|[vi)

= 00(uW)+(1—-0)D(v),

o que prova que @ é convexa. (ii) De fato, ® é de classe C!(X,R) (ver Aéndice B.4), com derivada
®’(u) =u, no sentido da Observacdo B.32. Como @' é a identidade, sua inversa € a propria identidade
T:X* — X, definida por T(v) = v. Quanto ao funcional ¥, como ele é uma combinagio linear de J; e
J2, podemos aplicar a Proposicdo B.24 a J; e J», usando as hip6teses sobre f e g, (1.15) e (1.16), para
concluir que ¥ € fracamente continuo, continuamente Gateux-diferencidvel e tem derivada compacta.

Observamos também que a fung¢do h(A) = pA é concava (e convexa), uma vez que, dado 0 € [0,1] e
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dados A, A’ > 0, temos

h(OA+ (1—0)A') = BpA+ (1—0)pA’ = Oh(A) + (1—0)h(\).

Dessa forma, como todas as hipéteses do Teorema 1.4 sdo satisfeitas, concluimos que o funcional

@ + AVY tem pelo menos trés pontos criticos. Como este € o funcional associado a

—Au = MN(f(u)+pg(u)), em Q,
(P1)
u = 0, em 0Q),

concluimos que esse problema tem pelo menos trés solucdes fracas em Wé’z(Q). 0

Observacao 1.7. Dados dois nimeros reais y e z, tais que y < z, se € € tal que 0 < ¢ < z—y, entdo
y < z—e¢. De fato, temos ¢ < z—y = —(z—y) < —¢ =y =z— (z—y) < z—¢. Reciprocamente, se
existe € > 0 tal que y < z—¢, entdo y < z. Com efeito, se fosse z < y, terfamos ¢ < z—y < 0, um

absurdo.

Observacao 1.8. Para todo p € [—6,8] e para w € X fixado na demonstracéo anterior, tem-se

]2 (w) +8[J2(w)[ > 0.

Com efeito, suponhamos J,(w) > 0. Entao, como —6 < w, temos

=O[J2(w)| =—=8]2(w) < puJr(w)

e, portanto, 1, (w)+8|J2(w)| = 0. Analogamente, se J,(w) < 0, entdo

—d[J2(w)| = 8]z (w) < uJ2(w),

pois 1 < 8. Logo pJ2(w) 4+ 8|J2(w)| = 0. Finalmente, se J>(w) = 0, a desigualdade é imediata.



Capitulo 2

Um problema tipo Kirchhoff

No capitulo anterior, aplicamos o Teorema de Ricceri para mostrar a existéncia de trés solucdes fracas
para um problema local, resultado publicado em 2000, no artigo [20]. Em 2009, Ricceri apresentou
uma versio mais refinada desse resultado, no artigo A further three critical points theorem [19], que é
o Teorema 2.6. Ele aplicou entdo essa nova versdo do teorema a um problema nao-local, uma classe
mais geral de problemas que a anterior, no seu artigo On an elliptic Kirchhoff-type problem depending
on two parameters [21], de 2010. Neste capitulo, vamos analisar detalhadamente esse dltimo artigo,

onde se considera o seguinte problema néo-local tipo Kirchhoff sobre um dominio limitado QO C R™:

M<J IVu(x)Izdx) Au = Af(x,u)+pg(x,u), em Q,
Q (P2)
1w _= O’ cm aQ,

onde M : [0, + co[— R é uma fungdo continua dada, e mostrar que ele possui pelo menos trés solugoes

fracas. Uma solugdo fraca deste problema € uma fun¢do u € Wé’z(Q) tal que

M (J IVu(x)lzdx) J Vu(x)Vv(x)dx = J (AMf(x,u(x)) + pg(x,u(x)))v(x)dx,
Q Q Q

para toda v € Wé’z(Q). Vamos também analisar em detalhe o caso particular do termo original de

Kirchhoff, M (t) = a+ bt, que é o problema (P3).



Capitulo 2. Um problema tipo Kirchhoff 31
2.1 Teorema de Ricceri - Versao Refinada
Para estabelecer o resultado com precisdo, vamos introduzir alguns conceitos e notacdes.

Definicao 2.1. Uma fungdo ¢ : Q x R — R é de Carathéodory quando for mensurdvel em relagéo
a primeira varidvel e continua em relagao a segunda, ou seja, quando ¢(-,t) é mensurdvel para todo
t e Re @(x,) é continua para todo x € Q. As vezes, esta definicio é generalizada, exigindo-se apenas

que a func¢do f tenha essas propriedades a menos de um conjunto de medida nula, como em [3].

Definiciao 2.2. Assim como em [21], vamos denotar por A a subclasse das fun¢des @ : QO xR — R de

Carathéodory tais que, se . > 2, existe ( tal que

lp(x,t)|
sup
(xt)eQxr 1 +[t9

< 400,

com0< < (n+2)/(n—2)sen>2e0< q<+oosen=2.Esen=1,denotamos por A a subclasse
das fungdes @ : QO x R — R de Carathéodory tais que, para todo 1 > 0, a fungdo 1+ supjy <, |@(x,t)]

pertence a L!(Q).

Definicao 2.3. Se X € um espago de Banach real, denotamos por Wy a classe de todos os funcionais @ :
X — R que possuem a seguinte propriedade: se {u, } € uma sequéncia em X que converge fracamente

parau € X e liminf @ (u,,) < @(u), entdo {un } possui uma subsequéncia que converge forte para .
n—oo

Definicao 2.4 ([15]). Diz-se que um funcional f: X — R possui um minimo local estrito num ponto
X0 € X quando existe uma vizinhanga V de x tal que f(xo) < f(x) para todo x € V e f(x¢) < f(x) para

todo x # xg em V.

Teorema 2.5 (Ricceri, [19]). Sejam X um espaco de Banach real, separavel e reflexivo; @ : X — R
um funcional coercivo, sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente, que pertence a Wx,
¢ limitado em cada subconjunto limitado de X, é C! e cuja derivada admite uma inversa continua
T:X* — X; J: X — R um funcional C', com derivada compacta. Assuma também que @ possui um

minimo local estrito xo, com @ (xg) = J(xo) = 0. Finalmente, assuma que

- J(x) . J(x) }
max{ ISP G P g f SO @1
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que

sup min{®(x),J(x)} >0 (2.2)
xeX

e defina

0:= inf{ ql)((xx)) ;x € X, min{®@(x),](x)} > 0}.

Entio, para cada intervalo compacto [a,b] C]o, + oo[ existe r > 0 com a seguinte propriedade: para
todo A € [a,b] e todo funcional C! W: X — R com derivada compacta, existe & > 0 tal que, para cada
u € [0,8], a equagdo

Q' (x) =AJ'(x) +p¥’' (x) (2.3)

tem pelo menos trés solucdes cujas normas sdo menores do que T.

2.2 Aplica¢ao em um Problema Nao-local

Precisamente, o resultado fundamental deste capitulo € o seguinte.

Teorema 2.6 (Ricceri, [21]). Seja f € A. Defina

paracadat >0, e
t

F(x,t) = L f(x,s)ds,

onde (x,t) € Q x R, e assuma que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(a;) sup J F(x,u(x))dx > 0;
ueH}(Q)JQ

(a2) tlggM(t) > 0;

(as) existe o > 0 tal que

o~

M(t)

liminf > 0;

t—+o0

(a4) existe uma fungédo continua h : [0, + co[— R tal que

h(tM(t?)) =t, para todo t > 0;
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sup,co F(x,t) <0

X ’

(as) limsup
t—0 t?

sup, e F(x,t)

(ae) limsup e

[t| =400

~ s

Nessas condi¢des, se definirmos

0* = inf{/N\l(IQ [Vu(x)Fdx)

|
2 [ o Flxu(x))dx W HO(Q)’J

F(x,u(x))dx > 0},
Q

entdo, para cada intervalo compacto [a,b] C]0*, 4 oo[, existe um nimero real r > 0 com a seguinte

propriedade: para cada A € [a,b] e cada g € A existe 6 > 0 tal que, para cada p € [0,8], o problema

-M (J [Vu(x) |2dx> Au = Af(x,u)+pg(x,u), em Q,
Q (P2)
u = 0, em 0Q),

A ~ . 1,2 ~
tem pelo menos trés solugdes fracas cujas normas em W,,;*(€)) sdo menores do que T.

Demonstrag¢do. Nosso objetivo € aplicar o Teorema 2.5. Para isso, vamos tomar X = Wé’z(Q), que é

um espaco de Banach real separdvel e reflexivo ([8]), com a norma usual

1/2
ull = (Lm(xwdx) ,

e vamos definir em X os funcionais @ e ] dados por

(D(u):%/l\/\l(HuHZ) e ](u):JQF(x,u(x))dx.

Devemos entdo mostrar que estes funcionais satisfazem todas as hipéteses do Teorema 2.5. Afirmamos
que (i) @ é coercivo, (ii) C!(X,Q), (iii) sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente,
(iv) pertence a classe Wy, (v) é limitado em cada subconjunto limitado de X, (vi) possui derivada
com inversa continua em X* e (vii) tem um minimo local x¢ tal que ®@(xp) = 0. Vamos mostrar ().
Defina

= inf M (t).
Y= inf (t)
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De (a3), v > 0 e, além disso,

para todo t > 0. Em particular,

1~ 1
O(u) = 5M(||u||2) = EY”UHZ’

de onde vemos que @ é limitado inferiormente por uma fung@o que tende a +o0 com |[u|| — 400, ou

seja, @ é coercivo. (ii) Das Proposicdes B.30 e B.31, vemos que o funcional @ é de classe C!(X,Q);

em particular, é continuo, da Proposic¢éo B.12. (iii) Da Proposi¢do B.15, vemos que ® é fracamente

sequencialmente continuo, em particular, € sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente,

uma vez que X é um espaco de Banach real e reflexivo e que @’ é continua, pelo item anterior. Para

mostrar (iv), seja {uy, } uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X e que satisfaz
liminf @ (u,) < O(u).

n—oo

Da defini¢do de @, segue que

liminf M(||un |2) < M(JJu)?).
n—oo

Sendo M continua, essa desigualdade leva a
M (liminf |[un ||*) < M([u//?).

n—o0
Além disso, como M é crescente, como se vé pela sua definicdo e por uma integragdo simples, temos

liminf |, ||* < [Ju//?

n—oo
Entdo, como esta sequéncia é ndo-negativa, vale a regra do produto (liminf |1, ||)? < liminf ||u/|?. Da,
n—oo n—oo

liminf|jun || < |Jul.
n—,oo
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Existe, entdo, uma subsequéncia {in, xecn de {un } tal que

limsup [[wn, || < [Juf].
k—o00

Desta desigualdade e do fato de que X = Wé’z(Q) ¢ uniformemente convexo (ver Proposi¢cdo B.28),
podemos concluir que esta subsequéncia converge forte para u, ou seja, na topologia da norma de X.
Isso mostra que ® € Wx. (v) Seja’ Y C X limitado. Entdo existe d > 0 tal que ||u|| < d paratodou €Y.
Sendo M continua, restrita ao intervalo compacto [0,d?] assume um supremo a, que é > 0, por (as).

Entdo,dadauc,

ad?

1 (lhul? a
J ads =< |ul]* < —
0 2

N |

2 B

o que mostra que @ € limitada em Y, pois, como veremos no item (vii), ®(u) > 0 para toda u € X.
(vi) Vamos mostrar agora que @’ possui uma inversa continua, identificando X* com X. Por (a4),

existe uma funcéo continua h de modo que podemos definir uma aplicagdo T : X — X continua por

h([vID
Twy={ 1Y V70

0 sev=0.

Da observagio B.32, podemos escrever @’ (1) = M(||u||?)u. Isso permite mostrar que T é a inversa
de @'. De fato, por (as), M(||u|?*) > 0 para todo u € X\{0}. Entdo, para cada u € X\{0}, temos, da
definicao de T,

T(@'(w) = TM([u]*)u)

~ h[IM(JlulP)ull] ' .
= M) MR
O RIMO) ] e
= M M
- h“lull-1\4(||u||2n”%”.

Da hipétese (a4), tomando t = |ju

, temos

T/ (w) = - o =
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Como T(®’(0)) = T(M(]|0]|*)-0) = T(0) =0, temos T(®’(u)) = u para todo u € X, o que mostra

que T é a inversa de ®@’. Finalmente, (vii) é imediato, uma vez que

1~ 1(°
@ (x0) = 0(0) = ;M(0]) = 5 | Mis)ds =0
2 2 Jo
e que
1~ 51 ([l 1 il 1 s
O(u) = =M(|Ju]|”) = J M(s)ds > J vds = =y|u||” >0, (2.4)
2 2 Jo 2 Jo 2

para toda u # 0. Quanto ao funcional J, vemos que ele é de classe C! e possui derivada compacta, pela
Proposicdo B.24, devido as hipéteses sobre f, que pertence a classe A (exatamente como no capitulo
anterior). Além disso, claramente temos J(xo) = J(0) = [ a fg f(x,s)ds dx = 0. Vamos mostrar agora
que os funcionais @ e | satisfazem a desigualdade (2.1), tomando xo = 0. Em primeiro lugar, afirmamos
que

limsup L < 0. (2.5)

uso @(u)

Vamos separar essa demonstracdo em dois casos: n=1en > 1. Sejam entdion =1, ¢ > 0 fixo e

representemos por ¢ constantes positivas independentes de € e u € X. De (as), existe n > 0 tal que

F(x,t) <

K€

2
xeQ t

para todo t €] —n,n[\{0}, pois este supremo ¢é limitado superiormente numa vizinhanca de 0, da

defini¢do de limite superior. Em particular, temos
F(xt) < et?, 2.6)

para todo (x,t) € Qx]—nmn[. Como n = 1, temos a imersdo compacta de Wé’z(Q) sobre C°(Q), pois
Q € limitado (Proposig@o B.25). Daf, existe ¢ > 0 tal que supq, [ul = [[u| cog) < col[ut/|. Tomando

entdo &1 =n/cy > 0, temos

sup [u(x)] = [[ufl com) < collul| < codr =m.
x€Q

Em outras palavras, existe 8; > 0 tal que, para todo u € X satisfazendo ||u|| < 8, tem-se supp, [u| <.
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Entdo, quando n = 1, para toda una bola Bs, (0) C X, temos [u(x)| <1, para todo x € Q, do argumento
anterior. Logo, podemos aplicar a desigualdade (2.6), com t = u(x), pois, neste caso, (x,u(x)) €

Q x] —n,nl. Entdo, da Desigualdade de Poincaré (Proposi¢do B.22),
J(w) —J Flx,u(x))dx < eJ lu(x)Pdx = sHuH% < aHqu,
Q Q
para um certo ¢; > 0. Além disso, como /I\Z(t) > vt para todo t > 0, temos, em particular,
[ul? < ———, 2.7)

pois Y > 0, de (a;). Dai, segue que

M(J[ul>)  2ec; 1
==

2¢ecy

J(u) < cre M([[u|?) Top(u).

De (2.4), ®(u) > 0 para toda u # 0. Entdo

Jw) 2ect
O(u)

na vizinhanga ||u|| < 81, com u # 0. Em particular,

) J(w)  2ecy
limsu < —), 2.8
TP o) S Ty @9

para todo ¢ > 0. Da arbitrariedade de ¢, temos a desigualdade desejada. Vejamos agora o caso n. > 1.
Para isso, vamos precisar da seguinte proposi¢ao: para todo n > 1 existe p > 2, com p < 2n/(n—2)

se n > 2, tal que
[F(x,t)l

(xt)eQxr I TtP

2.9)
De fato, da Defini¢do 2.2, sendo n > 2, existe 0 < q < (n+2)/(n—2) tal que

If(x,s)]

(x,s)€QXR 1+|S|q

B:=
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Em particular, |f(x,s)| < B(1+]s|9) para todo (x,s) € Q x R. Dai,

[t] [t]
gJ If(x,s)ldsgBJ (1+]s/9)ds.
0 0

t
[F(x,t)] = J f(x,s)ds

0

Entdo, como f(‘)tl Is|9ds < [t[9F!/(q+1), temos
[F(x,t)] < Blt|+ i|t|“'“.
1] ~X q+1
Tomando entio & = max{2,q + 1}, como & < 2n/(n—2), podemos tomar p tal que
2<E<p<2n/(n—2).

Dividindo entdo por 1+ |t|P, temos

[F(x.t)] _ Bltl+ g5y ta™!
1+tp = 1+tp

Comop > q+1, se [t| = +oo0, [t|P domina sobre [t|97F!. Daf, como o segundo membro da desigualdade

acima € continuo em relagdo a [t| e tende a zero com [t| — +o0, possui supremo finito. Em particular,

[F(x,t)]

(xt)eQxr L HItP

< +00,

quando n > 2. Pela defini¢c@o 2.2, para considerarmos o caso n = 2, basta tomar p > § para obter o

mesmo resultado. Ou seja, esta desigualdade vale para todo n > 1, provando (2.9). Dai,

Fixt) < [FOet) < c(1+1tP) =c+cltfP <P +ctlP = colt/?, (2.10)

para todo (x,t) € Q x (R\] —nnl), em particular, onde c e ¢ sdo constantes positivas convenientes.
Dessa forma, por (2.6) e (2.10) (note que (2.6) é consequéncia de (as), ndo dependendo do valor de
n), concluimos que

F(x,t) < et? +caltlP, 2.11)
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para todo (x,t) € Q x R. Em particular, dado u € X, temos

Jiw) = jQF(x,u(x))dx <e j

|u(X)|2dX+C2J ()P dx = e [ull3 + cal 5.
Q Q

Usando a Desigualdade de Poincaré na primeira parcela e a Imersio de Sobolev na segunda (Proposi-

¢des B.22 e B.23), uma vez que 2 < p < 2n/(n—2), obtemos
J(w) < ec’[[ul? +eac”|[ul|P < eslelful* + f[ulP),

onde ¢3 = max{c’, co¢”}. Usando a desigualdade (2.7), temos

m(llullz)y/2

IullP = (PP < (
.

Dai e de (2.7) segue que

o M) (Y™
Y Y

Entdo, como /N\l(Hqu) =20(u), temos

Dividindo por @ (u), u # 0 (veja (2.4)), temos

J(w)  2ecs (2)?” [®(w)]P/?
. [@uw)IP=
Y

o) Sy ¢ o)

de onde

limsup[® (u)]*,

u—0

/2
. J(u) _ 2ecs < 2 ) P
limsu < +cC
o W Sy Y
onde & =p/2—1 > 0. Logo, limsup[®(u)]* = 0, donde concluimos que
u—0

2
limsup ALY« 26¢3. (2.12)

uso O(u) h Y

Portanto, a desigualdade (2.5) é vélida para todo n > 1, da arbitrariedade de ¢ > 0. Para concluir a
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demonstracdo da desigualdade (2.1), é necessdrio mostrar também que

limsup ——L <0. (2.13)
Em primeiro lugar, definimos

2 sen <2,

2min{«, -5} sen >3,

e observamos que Wél(Q) estd continuamente imerso em LP (Q). Em seguida, escrevendo

1 := liminf
Y t—+oo t*

vemos que y; > 0, por (a3). Entao, podemos encontrar ¢4 > 0 tal que

—

M(t) = y1t* —cq, (2.14)

para todo t > 0. Além disso, podemos também garantir a existéncia de uma funcdo R € L' (Q) (que é
constante se n > 1) tal que

F(x,t) < elt|P +R(x) (2.15)

para todo (x,t) € xR e todo ¢ > 0. Precisamente, essa desigualdade segue de (ag) nos casos em que
n<2oun>3ea< 5, esegue de (2.9) no caso em que n > 3 e -2 < «. Integrando entdo (2.15),

n—2’ n—2 >

com t = u(x), obtemos

J(u) = JQ F(x,u(x))dx < SJ

MOl + | ROx)ax=elulf +c.
Q Q

onde escrevemos € = [ o R(x)dx. Usando a imersdo de W(l)’z(().) em LP(Q), temos, para um certo
c >0,

J(w) < ecllullP +e <esleful|P +1),
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onde ¢s = max{c, ¢}. Dividindo essa desigualdade por @, levando em conta (2.14), segue que

Jw _ 2es(efullP+1) _ 2es(efuf®+1) _ 2es(efuf>*+1)
oW~ M(ur) villulP¥—es T vilufP—ca

>

pois 3 < 2. Como vamos considerar ||u|| — +o0, supomos acima que ||u|| > 1, sem perder generali-
dade. Dai,

Jw) _ 2ese 14 1/¢fuf>*

O(w) ~ yi I—ca/yilluf*

de onde segue que

Da arbitrariedade de ¢ > 0, e do resultado andlogo para o limsup quando u — 0, concluimos entdo que
vale a desigualdade (2.1) do Teorema 2.5. Para mostrar a outra desigualdade requerida, veja que, de
(ap), existe u € X tal que

J(u) = JQ F(x,u(x))dx > 0.

Essa fungdo u deve ser diferente de zero, pois, se fosse 1 = 0, teriamos

J(u) = JQ (Jj f(x,s)ds) dx =0.

Sendo u # 0, temos @ (u) > 0, por (2.4). Em particular, min{®(u),J(u)} > 0, donde

sup min{®@(x),J(x)} > 0.
xeX

Portanto, todas as hipé6teses do Teorema 2.5 sdo verificadas e podemos, entdo, aplici-lo. Dessa forma,
a equacao

D'(x) =AJ (x) =¥’ (x) =0

tem pelo menos trés solugdes, cujas normas sdo menores que um certo T > 0, que sdo justamente as

solugdes fracas do Problema

—M<J IVu(x)Izdx> Au = Af(x,u)+pg(x,u) em Q,
Q (P2)
uw = 0’ em aQ,
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uma vez que O —AJ —uW¥ € o funcional associado a (P3). ]

2.3 Caso M(t)=a-+Dbt

Como caso particular, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 (Ricceri, [21]). Dadosn >4e g G]O,:—f% [, seja f : R — R uma fungéo continua tal que

f(t

limsup [f(t) < +o00, (2.16)
[t|—+o0 |t|q
F(t

lim sup % <0, (2.17)
t—o t

sup F(t) >0, (2.18)

teR

onde

Entdo, se fixarmos a,b > 0 e definirmos

0" — inf{ afo IVu()Pdx+ 5 ([ o [Vu(x)Pdx)?

) 1
2 [ Flu(x))dx ’uGHO(Q)’J

F(u(x))dx > O}, (2.19)
Q

para cada intervalo compacto A C]0*,+ oo, existe um nimero T > 0 com a seguinte propriedade: para

cada A € A e cada g € A existe d > 0 tal que, para cada . € [0,0], o problema

— <a+bJ IVu(x)lzdx> Au = Af(u)+pg(x,u), em Q,
Q (P3)
u = 0, em 0Q),

A ~ . 1,2 ~
tem pelo menos trés solugdes fracas cujas normas em W,*(Q)) sao menores do que 1.

Demonstracdo. Vamos aplicar o teorema anterior. Primeiro, provemos que f € A. De (2.16), existe

d > 0 tal que [t| > b implica
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para um certo B > 0. Por outro lado, sendo f continua, restrita ao intervalo compacto [—9,0], atinge

supremo e infimo, logo existe C > 0 tal que |f(t)| < C para todo t € [—9,5]. Entdo, se [t| > 0, temos

If(t) If(t)
<——«8B
L+[ta  [t[d
e [t| < & implica
ol C

T+[t]a = 1+[tja”
Sendo este ltimo quociente uma fungdo continua em relacio a t, é limitada no intervalo compacto

[—9,8]. Portanto,
up [0

< +o00,

ou seja, f € A, pois 1 > 3. Provemos agora (a;). De (2.18), podemos encontrar u € X tal que F(1t(x)) >
0 para todo x € Q. Dai,

sup J F(u(x))dx > J F(u(x))dx > 0.
uexJQ

A condig¢do (a,) é imediata, pois

inf M(t) = inf (a+bt) = a+ inf bt = a > 0.
t>0 t>0 t>0

(a3) Observe que

—~

M(t) fg M(s)ds f;(a+bs)ds B at+1bt? B at1*“+lbt2*°‘
te ot tx ot 2 '

Dai, vemos que, tomando o = 2, obtemos

liminf M(t) = 1b > 0.
t—+4o00 t&* 2

(a4) Sendo I = [0, + oo, definimos a fungdo g : I — I dada por

g(t) = tM(t?).

Como M € continua e estritamente crescente, € injetiva, bem como g. Além disso, g é sobrejetiva, pois,
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dado T > 0, a equacdio tM(t?) = T sempre tem solugio real em t, pois equivale a equacio
at+bt’ =T.
Entdo, pela Proposi¢do A.2, g tem uma inversa h : I — I que € continua e satisfaz, em particular,
h(tM(t?)) =h(g(t)) =t
para todo t > 0. A condi¢do (as) é a prépria desigualdade (2.17). (ag) Se f € A, n > 3, existe
0<qg< % tal que

_ op 100
ter 1+[t[9

< +00

Entdo, sendo F(t fo s)ds, temos

F(Ol 1y f(s)ds

|t|20c - |t|2(X

fo [f(s)|ds
|t|20(

fo (1+[s|9)d
|t|20c

B|t|+|t|“‘“/(q+1)
|t‘2cx

_ g M L ! t[a+t
B tPx g1 |tPe

Como q+1 < 755, para que o segundo termo tenda a 0 com [t| — 400, basta tomar & > —". Fazendo

N

N

esta escolha, temos

t 1 yatt
limsup —5— F(t) Blimsup( ‘2| + -| ‘2 ):0.
|t\—>+oo| |2 [t|——+o0 [tF> - q+1 |t

Finalmente, observando que

— b
M(t) :J (a+bs)ds =at+ Etz’
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temos

iV 2 _ 2 B 2 2
M(JQ|VLL(X)| dx) = aJQIVu(x)I dx+ > <L1|Vu(x)| dx> ,

ou seja, 0 0* de (2.19) estd de acordo com as hipéteses do Teorema 2.6. Portanto, o resultado segue. [



Capitulo 3

Um Teorema de Unicidade

Em [21], Ricceri deixa como problema aberto saber se o Teorema 2.7 € vélido para n = 3. Como
provado em [5] por Giovanni Anello, veremos que a resposta é negativa. Na realidade, quando n = 3,
é possivel construir uma funcdo que satisfaz todas as hipéteses do Teorema, mas que possui uma Unica
solugdo fraca ndo-nula. Nesse capitulo, vamos apresentar esse contra-exemplo de Anello ao problema

aberto de Ricceri.

Teorema 3.1 ([5]). Seja Q uma bola aberta em R? centrada na origem com raio R > 0 e seja q €]3,5]
(pois n = 3). Consideremos entio a funcédo f: R — R definida por f(t) =t9set>0e f(t) =0 se

t < 0. Entdo, quaisquer que sejam as constantes positivas a, b e A, o problema

—<a+bJ |Vu(x)|2dx> Au = Af(u), em Q,
Q (P3)
u = 0, em 0Q),

admite uma tnica solugfo fraca ndo-nula em X = Wé’Z(Q).

Demonstracdo. As solugdes fracas do problema acima sdo exatamenente os pontos criticos do funcio-

nal I : X — R definido por

w(x)
I(w) = % <a||u||2+ l;||u||4) —AJQ (L f(t)dt> dx.
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Da definicdo de f,

1 b u(x)
tw = 5 (a3 el) <A (] erat)ex
2 2 a \Jo
A

1 2, by J q+1
= = — - dx.
3 (ol But) - 3 [ it
Observe que 1(0) = 0. Designando por C a melhor constante da imersdo de W(I)’Z(Q) em LI71(Q),

temos

1 b —
1) > 5 ((alulP+ 3 ) ~AChu o+

onde C = C(C,q). Como q+ 1 >4, parar = |[u|| < 1 suficientemente pequeno, existe & > 0 tal que

I(u) > €. Note ainda que para 0 < w € Wé’z(Q) et>1

L[ boay 4 tat! +1
I(tw) = = | at’||w]+ Zt*[|w|" | = A lw[97 dx.
2 2 qg+1Jo
Como q+1 >4, tlim I(tw) = —oo. Portanto, I satisfaz a geometria do Passo da Montanha (ver
— 00

Proposi¢do B.19), de onde concluimos que I possui um ponto critico ndo-nulo u; € X (ver se¢do 8.3 de
[10]). Além disso, pelo Principio do Méaximo Forte, Proposicao B.35, vemos que toda solu¢do ndo-nula
deste problema deve ser positiva. Vamos mostrar agora que u; € unica. Suponhamos entio que u, seja
outro ponto critico ndo-nulo. Dividindo a equag@o do problema por a+b IQ |Vul?dx > 0, vemos que

u; (1= 1,2) € solugao fraca do problema

—Au = A ), cm Q,

——f(u
at bl (Pa)
u = 0, em 0Q.

Em [2] se mostra que o problema abaixo

—Au = f(u), em Q,
(P4)
u = 0, em 0Q,

tem uma Unica solucio vy € X, que € positiva, pelo principio do maximo forte. Isto implica que, para
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1 . .
todo A > 0, a funcdo v, = AT-d9v; € a Unica solucdo do problema a seguir:

—Au = Af(u), em Q,
(P)
u = 0, em 0Q.

Para verificar isto, basta substituir v no problema, usar a defini¢do de f e lembrar que —Av; = f(vy),
1

1
de (P4). Dessa forma, em particular, dadas vy, = ?\11"‘ Vi eV, = ?\2‘"‘ v1, dividindo uma pela outra,

vemos que elas sdo relacionadas por

A\ T—a
w\l:<}\;) VA, 3.1)
Escrevendo entdo
A
- S 3.2
PN WP 3-2)

vemos que u; € a solugéo do problema (P,, ), ou seja, temos, de (3.1),

Por (3.2),

1
a+b||u2|]2>1q
u=—— Wy. 3.3

! <a+buuluz : G-

Tomando a norma em ambos 0os membros e elevando a poténcia 1 — g, obtemos

2
l—q __ a+bHu2H 1—q
u = uw ,
” IH a—i—bHu1||2H 2”
ou seja,
af|u|'79 4+ bl P79 = alua||'T9 + bl (3.4)

Mas, dado t > 0, a funcdo t — at'~9 4 bt3~9 & estritamente decrescente, pois q > 3. Consequente-
mente, de (3.4),

wi | = [zl

Substituindo em (3.3), vemos que 1] = 1, 0 que conclui a demonstracao. O



Apéndice A

Topologia Basica

Neste apéndice, apresentamos algumas defini¢des e resultados classicos de andlise na reta, espagos
métricos e espagos topolégicos. Além disso, incluimos uma secio sobre multifungdes, que usamos no

inicio do Capitulo 1.

A.1 Analise na Reta

Proposicao A.1. Se I C R € um intervalo e g : I — R é uma fung¢@o continua, entdo, dado r € R, os
conjuntos

Ar={Ael,gA)>r} e Br={AeclgA)<r}

sdo abertos em I e os conjuntos
Cr={AeLgAN)<r} e Dy={AeLgA) =1}

sdo fechados em 1.

Demonstracdo. Para demonstrar esse fato, aplicamos a defini¢do de funcao continua para construir um
conjunto aberto U tal que A, sejaigual a UNI. O resultado para B, é andlogo e, como C;. e D, sdo os

complementares de A, e B, em relagdo a I, o resultado segue. 0

Proposicao A.2 ([15]). Seja f:I — R uma fun¢do continua injetiva, definida num intervalo I. Entdo f

¢ monétona, sua imagem € um intervalo e sua inversa é continua.



50 A.2. Espacos Métricos
A.2 Espacos Métricos
A proposicdo a seguir é demonstrada em [16].

Proposicao A.3. Sejam M e N espagos métricos, x € M e seja f : M — N. Entéo f € continua se, e
somente se, X, —> x em M implica f(x) — f(x) em N. Em outras palavras, uma aplicacéo entre

espacos métricos € continua se, e somente se, € sequencialmente continua.

A.3 Espacos Topologicos

Definicao A.4 ([24]). Um espaco topoldgico é um par ordenado (X,t), onde X é um conjunto e T é

uma colecdo de subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos, que satisfazem
1) 9. XeT
(i) Se Uy,...,.U, €T, entioU;N...NU, €T,

(iii) Se (Uy)xca € uma colecdo arbitraria em T, entdo
U Uy €T

Em geral, nos referimos ao conjunto X como sendo o espaco topolégico e a colecdo T como sendo a

topologia de X. Naturalmente, X pode ter mais de uma topologia.
Proposicao A.5. Todo subconjunto fechado de um espago topoldgico € sequencialmente fechado.

Demonstracdo. Seja X um espaco topoldgico e seja F um fechado de X. Se F ndo € sequencialmente
fechado, existe x € X que ndo pertence a F mas que € o limite de uma sequéncia de pontos {x,} de
F. Da defini¢do de convergéncia em um espaco topolégico, como X\F é aberto, existe ng € N tal que

n > ng implica x,, € X\F, que é uma contradicéo. O

Definicao A.6 ([9]). Sendo X um espaco topoldgico e ¢ um funcional definido em X, dizemos que ¢
é semicontinuo inferiormente (s.c.i.) se ¢! (a,+ o) é um subconjunto aberto de X, para todo a € R.

Analogamente, ¢ é semicontinuo superiormente (s.c.s.) se ¢! (—o0,b) é aberto, para todo b € R.
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A.4 Multifuncoes

Definiciio A.7. Uma multifungio F entre dois conjuntos nio vazios X e Y é uma aplicagio F: X — 2V,

onde 2 representa o conjunto das partes de Y.

O conceito de multifuncao serve para tornar precisa a ideia de “funcdo multivaluada”, pois a cada
elemento x € X a multifun¢do F associa um subconjunto F(x) C Y, que é a imagem de x por F. O
que vamos apresentar a seguir é apenas o estritamente necessario para a leitura da primeira se¢do do
Capitulo 1. Pode-se encontrar mais sobre propriedades de multifun¢des, por exemplo, em [11].

Dados dois espagos topolégicos X e Y e uma multifungio F: X — 2Y, escrevemos, para cada Q C Y,

FFQ)={xeX;Fix)NnQ # &}

Este conjunto € o andlogo da imagem inversa para fungdes. Na realidade, se cada conjunto F(x) for
unitdrio, F~(Q) serd a prépria imagem inversa de Q por F. O grdfico de F, denotado por gr(F), é o
conjunto

gr(F) ={(x.y) e Xx Yy e F(x)}.

Definiciio A.8. Sejam X e Y dois espacos topolégicos e seja F: X — 2Y uma multifuncio. Dizemos
que F é semicontinua inferiormente se para cada conjunto aberto Q C Y, o conjunto F~(Q) é aberto.
De forma analoga, F é semicontinua superiormente se para cada conjunto aberto O C Y, o conjunto
F~(Q) é fechado. Dizemos também que F é sequencialmente semicontinua superiormente se para cada
sequéncia {(xn,yn )} em gr(F), com {x,, } convergindo para algum xq € X, existe uma subsequéncia de

{yn} que converge para um certo yo € F(x).

A seguir, veremos algumas propriedades topoldgicas das multifungdes, apresentadas e demonstra-

das em [20].

Proposicao A.9. Sejam X um espago topoldgico, I C R um intervalo compacto, S um subconjunto
conexo de X x I cuja projecdo sobre I é igual a I e seja F: X — 2! uma multifun¢io semicontinua

inferiormente, cujos valores sdo conjuntos ndo-vazios e conexos. Entdo o grafico de F intersecta S.

Proposicao A.10. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos, com X conexo e primeiro contdvel, e seja F :

X — 2Y uma multifungdo semicontinua inferiormente e sequencialmente semicontinua superiormente.
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Se existe xg € X tal que F(xg) € ndo-vazio e conexo, entdo o grifico de F é conexo.

Proposicdo A.11. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e seja F: X — 2Y uma multifungio, com
valores ndo-vazios, tal que F~ (y) é aberto para todoy € Y e X\F~ (yo) é sequencialmente compacto
para algum yo € Y. Entdo, dada uma sequéncia ndo-decrescente {Yy } de subconjuntos de Y cuja unido

éigual a VY, existe k € N tal que F~(Yy) =X.

Proposiciio A.12. Sejam I C R um intervalo, X um espaco topolégico e F : I — 2X uma multifuncio,
com valores sequencialmente fechados e sequencialmente compactos, tal que, para cada x € X, o

conjunto I\F~ (x) é conexo e aberto em I. Entdo F é sequencialmente semicontinua superiormente.



Apéndice B

Analise Funcional e Aplicacoes

Neste apéndice, com o objetivo de tornar a leitura mais confortavel, apresentamos alguns resultados

cldssicos de Anélise Funcional e aplicacdes que sdo usados com frequéncia no texto.

B.1 Analise Funcional

As proposicOes a seguir encontram-se demonstradas em [7], nos capitulos 4 e 5, respectivamente.

Proposicao B.1. Se E é um espago de Banach reflexivo e separavel, entdo seu dual topolégico E*

também ¢ reflexivo e separdvel.

Proposicao B.2. Sejam E um espago de Banach e E* seu dual topoldgico. Entdo E* é separavel se, e

somente se, a bola unitdria de E é metrizavel na topologia fraca.
O resultado a seguir € a proposi¢do 3.15 de [1].

Proposicao B.3 ([1]). Se E é um espago de Banach e ¢ : E — R € um funcional convexo e semicontinuo

inferiormente, entdo ¢ é continua.
A proposi¢do a seguir € o exemplo B da secdo 2 do capitulo 1 de [9].

Proposicao B.4. Se ¢ : E — R € um funcional convexo e semicontinuo inferiormente num espaco de

Banach reflexivo E, entdo ¢ € fracamente semicontinuo inferiormente.

Proposicao B.5 ([9]). Seja X um espaco de Hilbert ou um espago de Banach reflexivo e suponha que

um funcional ¢ : X — R seja
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(1) fracamente semicontinuo inferiormente;
(i) coercivo, ou seja, $(u) — 400 quando ||u|| — oco.

Entdo ¢ € limitado inferiormente e existe 1y € X tal que

$(uo) = inf d(x).

xeX

Corolario B.6. Seja X um espacgo de Hilbert ou um espaco de Banach reflexivo e suponha que um

funcional 1 : X — R seja semicontinuo superiormente e que

lim YP(u) =—oo0.
[[u]|—+o0

Entdo 1 € limitado superiormente e existe 1y € X tal que

(uo) = sup P(x).

xeX

Demonstracdo. Basta tomar o funcional ¢ = —, observar que, dado a € R,

d)il(a’—i_oo) = Il)il(_ooa_ G.)

e aplicar a proposi¢do anterior a ¢. O

Proposicao B.7 (Eberlein-Smulyan, [26]). Um espaco de Banach E é reflexivo se, e somente se,
é fracamente localmente sequencialmente compacto. Ou seja, E € reflexivo se, e somente se, toda

sequéncia limitada de E possui uma subsequéncia que converge fraco para um elemento de E.

Definicao B.8 ([13]). Sendo X e Y dois espacos vetoriais normados, um operador linear T: X — Y ¢
chamado compacto quando, dado um subconjunto limitado B C X, sua imagem T(B) é um conjunto

pré-compacto, ou seja, quando o fecho de T(B) for compacto, para todo conjunto limitado B C X.

Proposi¢iio B.9. Se u: Q — R pertence a L'(Q), com Q C R™ limitado e t > 1, entdo, dado 1 < s < t,

tem-se LY(Q) C L3(Q) e, além disso, existe o > 0 tal que

ulls < ol
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Demonstragdo. Temos |[ul|$ = [ 5 [u/®dx. Entdo, usando a desigualdade de Holder || fg||1 < [/f|lp]/g]|q.

tomando p =t/s > 1, q o conjugado de p, f = |u|* e g = 1, obtemos

Iulls = JQ ul*dx = [Ifglli < |Ifllpllgllq

<JQ|f|de> o g/[QQQdX>::q
(Jmes) ™ (J )

= -l

Elevando a poténcia 1/s, encontramos
Il <1QIM9 - ).

Em particular, como u € L*(Q) e Q € limitado, temos ||u/|+ < +00 = ||ul|s < 400, ou seja, L*(Q) C

L5(Q).

Proposicao B.10 ([8]). Seja E um espaco de Banach e seja C um subconjunto convexo de E. Entdo C

¢ fechado na topologia fraca se, e somente se, € fechado na topologia da norma de E.

B.2 Derivadas de Fréchet e Gateaux

A definicdo de diferenciabilidade que aprentamos a seguir € uma generalizacdo natural da definicdo
usual de diferenciabilidade das aplicagdes f: R™ — R™ que se encontra em [3]. No que segue, vamos

considerar que X e Y sdo espacos de Banach e que U C X € aberto.

Definicao B.11. Seja u € U. Dizemos que F: U — Y é Fréchet diferencidvel ou, simplesmente, dife-

rencidvel em u se existe uma aplicacfo linear continua A : X — Y tal que, definindo
R(h) =F(u+h)—F(u)—A(h),

tem-se
[R(W)|

im =0.
-0 /Rl
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Pode-se mostrar que [3]:

Proposiciio B.12. (a) A aplicacio A definida acima é tnica. E representada por dF(u), para cada

u € U em que F for diferencidvel.
(b) A diferenciabilidade de F: U — Y em u € U implica a continuidade de F em u.

Em vista desta proposicéo, se F for diferenciavel em todos os pontos de U, estd bem definida a
aplicacdo F': U — L(X,Y), que associa a cada u € U a aplicagdo linear continua dF(u). Neste caso,
F’ é chamada a derivada de Fréchet de F. Assim como este conceito generaliza a diferenciabilidade, a

chamada derivada de Gdteaux, definida a seguir, generaliza a dervada direcional.

Definicao B.13 ([3]). Seja F: U — Y e seja x € U. Dizemos que F é Gdateaux diferencidvel em u se

existe A : X — Y linear e continua tal que, para todo h € X, tem-se

. Flu+eh)—F(u)
lim

e—0 £

= Ah.

Da unicidade do limite, segue que A, quando existe, € tinica. Neste caso, dizemos que a aplicacdo A é
a derivada de Gdteaux de F em u e a denotamos por dgF(u). Se F for Giteaux diferencidvel em todo

ponto u € U, a aplicagdo F(; : U — L(X,Y), dada por F(; (u) = dgF(u), fica, entdo, bem definida.

Proposicao B.14 ([3]). Suponha que F: U — Y seja Gateaux diferencidvel em LUl e que a aplicagdo
Fi (1), definida anteriormente, seja continua em u* € U. Entdo F é Fréchet diferencidvel em u* e
F/(u*) = dgF(u*). Em outras palavras, se uma aplicacio F é continuamente Gateaux diferencidvel
num ponto, entdo é Fréchet diferencidvel neste ponto. Em particular, F € continua neste mesmo ponto,

da Proposi¢ao B.12.

Proposicao B.15 ([27]). Seja X um espaco de Banach real e reflexivo e seja ¢ : X — R um funcional.
Se a aplicacdo ¢ (u) existe e é continua, ou, mais geralmente, compacta, entdo ¢ é sequencialmente

fracamente continuo em X.
Os resultados a seguir encontram-se na se¢ao 38.10 de [27].

Definicao B.16 (Condicdo de Palais-Smale, [27]). Seja ¢ : X — R um funcional Gateaux diferenciavel
no espaco de Banach X, com derivada de Gateaux ¢’. Entdo ¢ satisfaz a Condicdo de Palais-Smale

(PS) caso aconteca o seguinte: Se (1, ) é uma sequéncia em X que satisfaz
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(i) (d(un)) élimitada,
(i) [[(¢"(un))|| = 0 quando n — oo,
entdo (uy ) possui uma subsequéncia convergente.

Proposicao B.17 ([27]). Seja ¢ : X — R um funcional Fréchet diferencidvel no espaco de Banach X
que € limitado inferiormente e satisfaz (PS). Entdo existe u € X tal que ¢ (1) é um valor minimo global

de ¢ e, além disso, satisfaz ¢’ (u) = 0.

Proposicao B.18 ([27]). Seja ¢ : X — R um funcional Gateaux diferencidvel no espaco de Banach X,

cuja derivada de Gateaux ¢’ pode ser escrita como uma soma ¢’ = A + C. Se

(i) ¢(u) — oo quando ||u|| — oo,

(i) A :X — X* possui um operador inverso continuo A~!: X* — X e C: X — X* é compacto,
entdo ¢ satisfaz a condig¢do de Palais-Smale.

Teorema B.19 (Passo da Montanha, [10]). Seja H um espago de Hilbert real e C a classe de todas os
funcionais I € C'(H,R) cuja derivada I’ : H — H ¢é lipschitziana em todo subconjunto limitado de H.
Assuma que [ pertence a classe € e satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (Defini¢ao B.16). Assuma

também que

(i1) existem constantes r,a > 0 tais que

Iw>a se [uf=r

(ii1) existe v € H tal que

v >r e I(v)<O.

Definindo, entéo,
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o niimero real ¢ definido por

:= inf I(g(t
¢:= inf max (g(t))

€ um valor critico de I.

A proposicdo a seguir é o Teorema 1 do artigo [17], que fornece uma versdo enfraquecida do

teorema do Passo da Montanha.

Proposicdo B.20 ([17]). Sejam X um espaco de Banach e ¢ € C!(X,R) um funcional que satisfaz as

seguintes condicdes:

(Cy) existem nimeros reis a, r e R tais que 0 < 7 < Re ¢(x) = a paratodo x € A, onde

A={xeX;r<|x|| <R}

(C2) ¢(0) <aed(u) < a,paraalgum u € X com [[u|| > R;

(C3) toda sequéncia {x,,} em X tal que limdp(xn) > a e ¢'(xn) — O possui uma subsequéncia

convergente.

Nessas condi¢es, existe um ponto critico xg € X, diferente de 0 e de u, com valor critico ¢(xg) > a.

Além disso, xg € A quando c = a.

Esse resultado possui o seguinte corolario, que foi utilizado por Ricceri em [20] na construcio do

Teorema 1.4.

Corolario B.21. Se a condigio (C3) da Proposi¢io B.20 € satisfeita e, além disso, o funcional ¢ possui

dois minimos locais distintos, entdo ¢ possui um terceiro ponto critico.

B.3 Espacos de Sobolev

Proposicao B.22 (Desigualdade de Poincaré, [8]). Suponha que 1 < p < 0o e que Q C R™ é um

conjunto aberto e limitado. Entdo existe uma constante (3 > 0, que depende de Q e p, tal que

ullp < BlIVulp.
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para todau € Wé’p (Q). Em particular, a expressdo || Vu/|,, ¢ uma norma em Wé’p (Q) e é equivalente

anorma |[ul[\y1p(); além disso, no caso particular p = 2, a expressdo

ouw ov
<1,L,V> = ZJ 677(1 aXi dx

i=170
¢ um produto escalar em W(l)’2 (Q) que induz a norma || V|, e € equivalente a norma [[u/|yi12(q)-

As proposicdes a seguir encontram-se no Apéndice B de [18].

Proposicao B.23 (Imersdo de Sobolev). Seja (O um dominio limitado em R™ cuja fronteira € suave.

Seue Wé’z(Q), entio u € L2/ ("=2)() (onde n > 3) e existe uma constante k > 0 tal que
e o) < Ktz o) (B.1)
paratodo y € [1,2n/(n—2)] e para todo u € Wé’z(Q). Além disso, a imersdo
W2 Q) — LY(Q)

é compacta, para todoy € [1,2n/(n—2)].

Proposicao B.24. Seja (Q um dominio limitado em R™ cuja fronteira é suave. Tomemos uma funcéo

p satisfazendo
(p]) p(xsa) € C(ﬁx R7R)’ €

(p2) existem constantes aj,a, > 0 tais que

Ip(x,&) < ar + azl&l9,

onde0 < g< (n+2)/(n—2)en>3.

Se
3

P(x,§) = J p(x,t)dt

0

I(u) = L) (%IVuF —P(x,u)) dx,
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entio I € C'(W,?(Q),R) e

1'(u)cp=L(Vu-w—p(x,u)@)dx

para todo @ € Wé’z(Q). Além disso, o funcional

¢ fracamente continuo e a sua derivada J'(u) é compacta.

Proposicao B.25 ([12]). Sep >n, Wé’z(Q) C C%(Q) e existe ¢ > 0 tal que

sup [u(x)| < QY™ VP vullp.
xeQ

Definicao B.26 ([8]). Um espaco de Banach E é uniformemente convexo se para todo ¢ > 0 existir

& > 0 com a seguinte propriedade: dados x,y € E tais que ||x|| < I, [[y|| < 1 e |[x+y]| > ¢, tem-se

x+y

H <1-06.

Proposicao B.27 ([8]). Todo espago de Hilbert é uniformemente convexo. Em particular, Wé’z (Q)é

uniformemente convexo, pela Proposicao B.22.

Proposiciao B.28 ([8]). Seja E um espaco de Banach uniformemente convexo. Se {x, } ¢ uma sequéncia

em E tal que x,, — x na topologia fracade E e

entdo x,, — x na toplogia da norma de E.

B4 Diferenciabilidade do Funcional ® (v) = JM(|[u//P)

Nesta secdo, vamos mostrar que o funcional @ associado ao primeiro membro dos problemas aqui

tratados, onde aparece o laplaciano, é de classe C!' (X,IR), onde X = Wé’p (Q)). Para isso, vamos mostrar



Apéndice B. Andlise Funcional e Aplicagdes 61

que o funcional é Gateaux diferencidvel e que sua derivada é continua no dual de X, considerando
p > 1 qualquer (ver [23]).
Para essa demonstragdo, vamos precisar de um importantissimo resultado da teoria da medida,

conhecido como Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, a seguir.

Teorema B.29 (da Convergéncia Dominada, [6]). Seja {f;,} uma sequéncia de fun¢des integriveis,
com uma medida p, que converge q.t.p. para uma fun¢do real mensurdvel f. Se existe uma funcio

integravel g tal que |f,,| < g para todo n, entdo f € integravel e
deu = limendu.
Proposicao B.30. Sejam X = Wé’p (Q) com a norma usual

1/p
ull = {Jﬂm(x)wax} ,

M : [0, + co[— R uma fungdo continua,
e @ : X — R o funcional definido por

Entio @ é Gateaux diferenciavel.

Demonstracdo. Sejam w,v € X e seja € > 0. Defina G : [0, + co[— [0, + ool por
G(s) =|Vu+seVvlP.

Note que G(0) =|VulP e G(1) =|Vu+ eVv|P. Entdo, sendo G diferenciével, pelo Teorema do Valor

Meédio, existe 0 < A < 1 tal que
G(1)—G(0)

=G'(A
- ),
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ou seja,

IVu+eVvP —|[VulP = G'(A). (B.2)

Para calcular esta derivada, observamos primeiro que

G(A) = [Vu+AeVyP
= |[Vu-+AeVv[*P/2

= (Vu+AeVv,Vu+AeVv)P/2,

onde este é o produto interno usual do R™, no qual vale (x,x) = |x|>. Como G é uma funcio real de

variavel real, temos

G'A) = P YU+ AeVV,VU+Ae VW) 271 26 (W, Vu+ Ae Vv
2
= ep(VU+AeVV,Vu+AeVV) (P2 (Vy Vu+AeVv)

= ep|Vu+AeVV[P2(VV,Vu+Ae V)

Dessa forma, dividindo (B.2) por ¢, obtemos

IVu+eVv|P —|VulP
€

= pIVu+AeVVP2(Vv,Vu+ AeVv)

Tomando o limite ¢ — 0, chegamos a

. IVu+eVv|P — [Vulp
lim

£e—0 [

=p|VulP 2VuVy,

onde simplificamos a notagéo, como € usual, escrevendo (Vu,Vv) = VuVv. Vamos agora integrar
esse limite e aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Para isso, devemos mostrar
que a familia de fungdes no integrando é limitada por uma funcdo em L!'(Q). Vamos mostrar, entdo,

que
IVu+eVv|P —|VulP

. <plVu+ V[P~ Wy

e que o segundo membro dessa desigualdade pertence a L!(Q). Observe primeiro que 0 <A < 1 e

que podemos supor ¢ €] — 1,1[, pois estamos considerando ¢ — 0. Desse modo, 0 < |A¢| < 1, de onde
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concluimos que

IVu+Ae Vv < [Vu+ V.

Observando também que

{(VV,Vu+Ae V)| < [VV-[Vu+Ae Vv,

pela desigualdade de Schwarz, obtemos

[Vu+ eVv|P — |VulP

- = p|Vu+Ae VP 2(Vv,Vu+Ae V)|

N

PIVU+AeVV[P 2| VV] - [Vu+Ae VY|

= plVu+ AeVv[P~ Wy

N

pIVu+ V[PV, (B.3)

Notando agora que —— é o expoente conjugado de p, podemos aplicar a desigualdade de Holder para

P
escrever
p-1 1
P P
pJ IVu—i—VvlplIVvlgp(J (Vu—i—VvIpl)%) <J |Vv|p> )
Q Q Q
Como
B » (=1
P P P P
<J (Vu—i—Vvlpl)Pl) = <J |Vu+Vv|p1> = [u+v|[P~! < o0,
Q o)

e ([o|VVIP)/P =|jv|| < oo, pois u,v € X, concluimos que
pj IVu+ VP~V < .
Q

Portanto, p|Vu+ V[P ~1|Vv| € L1(Q), como afirmamos. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue, concluimos que

. J [Vu+eVv|P —|VulP
lim =
Q

pJ IVulP2VuVv,
€ O

e—0
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ou seja,

\V4 V[P — VulP P ||lullP
i Jo VA e [ VWP e — ufP

e—0 3 e—0 €

pJ IVu|P2VuVv.
Q
Vemos entdo que o funcional F definido em X por F(u) = ||u|[P é Gateaux diferencidvel, com
F(u)-v= pJ IVu[P~2VuVv.
Q

Além disso, temos

_ drt
M) = = L M(s)]P"ds = IM(E)]P ",

pelo Teorema Fundamental do Calculo. Entdo, pela Regra da Cadeia,

O'(u)-v = ;/M(F(u))’F’(u)-v

_ 1[M(F(u))1p—1-pj VuP2Vuvy
p Q

~ [M(Hurpnpl-j U2 Vuvy,
Q

o que mostra que @ é Gateaux diferencidvel. O

Proposicao B.31. A aplicagdo derivada @’ : X — X* € continua.

Demonstracdo. Observe que @’ é a aplicacdo que associa a cada u € X o funcional ®’(u), cuja
expressdo foi demonstrada anteriormente. Seja entdo {u,, } uma sequéncia em X tal que u,, - uem X

e seja ¢ € X. Da defini¢do de X, temos
Vun, — Vu em LP(Q).
Logo, existe s € LP(Q) tal que

[Vun (x)] < s(x) q.t.p. em Q.
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Escrevendo entdo, para cadax € Q ecadan € N,

Gn(x) = [Vun (x) P2 Vun (x) Vo (x)

G(x) = [Vu(x)P>Vu(x) Vo (x),
temos
IVun ()P Vun () VO = [Vun (X)IP 2 Vun (X)]- [V (x)]

= [Vun ()P V()

< [PV (x)] (B.4)

q.t.p. em Q. Entdo sP~! € Lv"1(Q), pois

Jﬂ(spl)v"l — (jﬂ sp>% < oo,

jd que s € LP(Q). Entdo, assim como na Proposi¢do anterior, podemos aplicar a desigualdade de

Holder, obtendo

p—l

p—1 ) P p %: p—1
[ s |V¢|<<JQ(S ) ) (jﬂw«m) IsIB =" o).

Como s € LP(Q) e ¢ € X, as integrais acima so todas finitas, de onde se conclui que sP~!'|V |
pertence a L' (Q). Entdo podemos integrar a desigualdade (B.4) e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para concluir que

nmJQ G ()] = JQ Gl (B.5)

pois G (x) — G(x) g.t.p. em Q. Isso significa que, dado € > 0, existe ng € N tal que
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sempre que n > ng. Lembrando da Proposi¢@o anterior que
Flu) o= | IVuP 2vuxveix)
Q

a desigualdade (B.5) pode ser escrita como
[F(un)-¢—F(u)- | <e.
Em particular, tomando o supremo sobre todas as fungdes ¢ € X tais que ||$p|| < 1, obtemos

[F/ (wn) —F'(w) | x < e.

7

Isso mostra que a aplicagdo F: X — X* é continua, de onde se conclui que F € C'(X,R). Finalmente,

como a norma e a funcdo M sdo continuas, o resultado segue. O

Observacao B.32. Como caso particular dos resultados anteriores, se p = 2, temos
Q' (u)-v= M(||u||2)J VuVv.
Q

Escrevendo agora

u-v:J VuVv,
Q

podemos entender essa operacdo como um produto interno em X = Wé’z(Q), como na Proposi¢do

B.22. Isso permite simplificar a notacio e escrever

' (w) = M([[ul?)u.

B.5 Principio do Maximo Forte

Defini¢cao B.33. Um operador diferencial parcial de segunda ordem L em QO C R™, definido por

n n
Lu=— Z Qij Uy, Uy, —i—ZbiuXi +c-u,

ij=1 i=1
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onde u,. representa a derivada em relacdo a i-ésima variavel, € chamado uniformemente eliptico se
X’l

existir uma constante 6 > 0 tal que

> ay(x)&ig; > 0[EP,

ij=1
para quase todo ponto x € Q, qualquer que seja & € R™,

Proposicao B.34 ([25]). Suponha que L seja um operador estritamente eliptico e que ¢ < 0. Se u €
C2(Q)NC(Q) e Lu>0em Q, entdo ou 1 = sup, U ou U ndo atinge um méximo nio negativo em

Q.
Um importante Coroldrio deste Teorema € o seguinte, também provado em [25].

Coroléario B.35 ([25]). Seja QO um dominio limitado do R™ e suponha que L seja um operador estrita-

mente eliptico, com ¢ < 0. Se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

—ILu>0 emQ,

u>0 emoQ.

entdio ou u(x) >0ouu=0.
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