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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos a existéncia solucoes multi-bump positivas para
o sistema Schrodinger-Poisson no R? via métodos variacionais. Inicialmente,
encontraremos uma solucao fraca associada a um subconjunto da variedade
Nehari /. Em seguida, estudaremos um problema auxiliar e a limitacao de
suas solugoes. Por fim, usaremos o lema de deformagcao para provar o resultado

principal.

Palavras-chave: Schrédinger-Poisson, solucdo multi-bump, problema

auxiliar, lema de deformacao.
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Abstract

In this dissertation we study the existence of positive multi-bump solutions
for a Schrodinger-Poisson system in R? by variational methods. Initially, we find
a weak solution associated with a subset of Nehari manifold A/. Then, we study
an auxiliary problem and the boundness of their solutions. In the end, we use

the deformation lemma to show the main result.

Key-words: Schrodinger-Poisson, multi-bump solution, auxiliary

problem, deformation lemma.
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Notacoes

Notacoes gerais

e m: fim de uma demonstracao;
e B.(x) : bola aberta de centro z e raio r;
e — : convergeéncia forte;
e —: convergéncia fraca;
o /f : denota / f(z)dx;
Q Q
e (.,.)x: produto interno em X;

e Au= 23 24 denota o laplaciano da funcao u : Q C R® — R;

1=1 8:222

Espaco de Funcoes
e ((2) denota o espago das fungoes continuas com suporte compacto em );

e C*(Q) denota o espago das fungdes k vezes continuamente diferencidveis

sobre Q, k € N;
L] OOO(Q) = ﬂkle"“(Q);
e Para 1 < p < oo denotemos

LP(Q2) = {u:Q—>R;/Q|u|p < oo};

o [P

loc

(Q) = {u € LP(QY) para todo compacto Q' C Q};

o L) ={u:Q — R;|u(x)| <C q.t.p sobre §, para algum C' > 0};



Dado © C R?, definimos H*(£2) como o espago o das fungoes u € L?(Q) tais

que existem g; = % € L*(Q), com i =, 1,2, 3 satisfazendo

0
/ (pdq:——/(pgl-dx,WpEC'go(Q),i:l,Q,B;
Q
Com g;,7 = 1,2, 3 satisfazendo a propriedade acima temos
DY(R?) = {u € L* (R"); Vu = (g1, 92, g3) € L*(R%)},

onde 2* =6e g =2% comi=1,23;

82: )
H~Y(€) denota o dual topoldgico do espago H'(f);

D~12(R3) denota o dual topoldgico do espago D?(IR3);

Normas

l|ul]|oo = Inf{C > 0;|u(z)] < C q.t.p em Q} denota a norma do espago
L(9);

1
lulp0 = (/ |u\pdzv> p, denota a norma do espago de Lebesgue LP(Q2) com
0
0 C R3

1

2

||u||D1,2(R3) = </ VUVU) .
R3



Introducao

Esta dissertacao tem como principal objetivo expor de maneira detalhada o
artigo de C.O Alves e M.Yang (3], trabalho no qual os autores estudam a existéncia
de solucoes multi-bumps positivas para o sistema de equagoes nao- lineares do
tipo Schrédinger-Poisson

(5P) —Au+V(x)u+ ¢u = f(u) em R3

—A¢ = u? em R3,
onde V(z) : R*> = R é uma funcao continua nao negativa, comumente chamada
de potencial e f é uma fungao continua e diferenciavel que obedecerd algumas

condicoes previamente impostas.

O sistema (SP) é inspirado na equagao de Schrodinger em R? dada por

0
_ia_@: — — A+ V(@) + o) — [P

com2<p<2°=6et:Q—=Ce¢:Q— C sio duas funcdes desconhecidas.

Tal equacao tem grande importancia para a fisica-matematica, como por
exemplo, modelar interacoes entre particulas quanticas. Para uma melhor

abordagem fisica ver [7], [10], [12], [28], [33] e [34].

Em nosso caso, estaremos interessados em situacoes onde ¢ é determinado
pela equacao de Poisson —A¢ = u?, ou seja, ¢ depende da funcao de onda do

problema.



Serd mostrado no Apéndice A que, para cada u € H'(R?) existe uma tnica

¢ = ¢, € DV3(R?), solugio da equagao de Poisson
—A¢ =u? em R

Assim, o estudo do sistema (SP) se reduz ao estudo de uma tnica equagao
de Schrodinger
~Au+ V(2)u+ du = f(u) em R>. (P)

O termo ¢,, também conhecido como termo nao-local, possui propriedades
que serao amplamentes usadas em nosso texto, tais propriedades serao enunciadas

agora e demonstradas no Apéndice A.

[Propriedades da ¢,]: Para qualquer v € H'(R?), valem as seguintes

propriedades:

1 2
i) ¢u(r) = / wy) dy para todo x # y € R?;
3wz Jps |z — y

ii) Existe C' >0
[ 1VouPis = [ owtds < Clullhy ey
R3 R3
iii) ¢, >0 Vu € H'(R3);
V) b = 2y, Vi > 0;

v) Se u, — u em H'(R3), entao ¢,, — ¢, em DV?(R3) e

lim Gy, utdr > buuida;
R3 R3

vi) Se u, — u em H'(R?), entao ¢,, — ¢, em DV?(R?). Além disso,

lim / Gu, u2dr = puu’de.
R3 R3



Recordemos que uma solugao fraca para o problema (P) é, por defini¢ao, uma

fungao u € H'(R?) tal que

/Rs (VuVo + V(z)uv) dx + /

R3

Ppuvdr — f(u)vdr = 0,Yv € H'(R?).
R3

Associamos entao ao problema (P) o funcional [ : F — R dado por

1 1
I(u) = =|Jul]* + —/ puuidr —/ F(u)dz,
2 4 R3 R3
onde F(s) = [J f(t)dt e E ¢ um subespago vetorial de H'(R?) dado por
E={uec H'(R®): / V(2)|u)*dr < oo}
R3

e munido da norma

1

lull = ( [ 070+ Vluyic)

Além disso,
I'(u)v = / (VuVo + V(z)uwv)dx + | ¢yuvdr — [ f(u)vdx,Vu,v € E.
R3 R3 R3

Logo, (P) pode ser estudado por meio de métodos variacionais, visto que, os

pontos criticos do funcional I sao solugdes para o problema (P).

Muitos autores ja trabalharam com o sistema (SP) via métodos variacionais,
estudando existéncia e nao existéncia de solugoes [25] e [16], multiplicidade de
solugdes [15], solugoes nodais [5] e [6], solugoes do tipo ground state [8], solugdes
radiais e nao radiais [24] e [17], concentragao de solugoes [24], solugbes positivas
[14], solucoes nao negativas [32] e solugoes positivas com expoente critico [39)].
Para o problema em dominio limitado indicamos [35]. Todavia, pouco se conhece
sobre a existéncia de solugdes multi-bump para o sistema Schrodinger-Poisson

com pontencial bem definido, por isso a importancia do trabalho [3].

Assim como em [3] assumiremos que o potencial V'(z) é da forma
V(z) = da(x) + 1,

5



onde A é um parametro real positivo e a : R*> — R ¢ uma funcao continua nao

negativa. Portanto, o sistema (SP) serd escrito como

—Au+ (Aa(z) + Du + ¢u = f(u) em R3,

(SPy)
—~A¢ = u? em R3.

Para u € H'(R?) escreveremos (P) como

—Au+ (Ma(x) + Du + dyu = f(u).

(Py)

Para chegar ao principal resultado da dissertacao, trabalharemos sob as

seguintes hipoteses para a funcao a e para a nao linearidade f:

(a1) O conjunto int(a='{0}) é ndo vazio e existem k componentes abertas e

disjuntas 21, (s, ..., 2, tal que

int(a='{0}) = U Q;

Jj=1

dist(€2;,€2;) > 0 parai # j,i,7 =1,..., k.

De (ay), vemos que

a0} = U9

As hipéteses sobre a funcao f sao:

(f1) limﬁ =0;

s—0 8

(f?) liIn|S|Ho<> % = 0;

(f3) Existe 6 > 4 tal que

0<0F(s) <sf(s), Vs e R\ {0};



Observagao 0.1 Da condigdo (f3)
/ Qda < / Mda, para todo s > 1.
1 0 1 F(o)

Calculando os valores das integrais, obtemos

F(s)

Ins’ <1 .
ns < nF(l)

Como In € uma func¢ao crescente, temos

F(s)
(1

¥ <

=

Portanto existe uma constante k > 0 tal que

e consequentemente

(f2) f8(§) é crescente para |s| > 0.

Observagao 0.2 Esta condi¢ao nos diz que a derivada da fun¢ao

positiva, entao

f'(s)s* — 35 f(s) > 0.
Como exemplo de fungao que satisfaz (f1) — (f1) temos

f(s) =1s]""?s com 4 < q < 2*.

Vale ressaltar também que como iremos buscar solucoes

assumiremos em todo trabalho que f(s) =0se s <0.

O principal resultado desta dissertacao é o seguinte:

f(s

33

)

é

positivas,



Teorema 0.1 Assuma que (a1) e (fi) — (f1) valem. Entao, existe Aoy > 0 com
a sequinte propriedade: para qualquer subconjunto ndo vazio Y de {1,....k} e
A > X, o problema (Py) tem uma solu¢ao positiva uy. Além disso, se fizarmos
o subsconjunto Y, entdo para qualquer sequéncia A\, — 0o podemos exrtrair uma
subsequéncia (An,) tal que (uy, ) converge fortemente em H'(R®) para a fungdo
u, tal que, u =0 no complementar de dy = Ujer(;, e ujq, € solugdo de energia

mintma para o problema nao local

/

—Au+u+ ¢pu = f(u) em Q,
(Poox §u(z) >0, Vo e QevVjeT,

u € HOI(QT)

Nosso trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1 nosso principal resultado sera mostrar a existéncia de solugao
nao trivial para o problema (P). v, para isso iremos introduzir a variedade Nehari
N e um subconjunto M C N. Mostraremos algumas relacoes entre o funcional
associado a (P)sx e os conjuntos M e N. Por fim, o funcional associado a
(P)so,y sera minimizado em M. Usaremos o teorema da funcao implicita para
provar que o ponto critico de tal funcional restrito a M é também ponto critico

em todo o conjunto Hg(Qy) .

No Capitulo 2 faremos um truncamento sobre a nao linearidade f e
introduziremos assim o problema auxiliar (A)). Veremos também que o funcional

associado a (A,) satisfaz a condi¢ao Palais-Smale.

No Capitulo 3 usaremos o processo de iteracao de Moser para mostar a

limitagao das solugoes de (Ay) em R3\ .

No Capitulo 4 introduziremos o conceito de sequéncia (PS)s e condigao
(PS)s e detalharemos importantes propriedades dessa classe de sequéncias.

No Capitulo 5 definiremos um valor minimax para o funcional associado ao

problema auxiliar e estudaremos algumas relagoes desse valor.

8



No Capitulo 6 faremos pequenas adaptagoes no lema de deformacao e entao

demonstraremos o Teorema 0.1.



Capitulo 1

O Problema (P),, v

)

Neste capitulo estudaremos o problema (P). y dado por
—Au+u+ ¢u = f(u) em Qry.

Associaremos a tal problema o funcional Iy : H}(Q2y) — R, onde

1 1
Iv(u) = —/ (|Vul* + |ul?)dx + puu’dr — / F(u)dz
2 Jay 4 Joy Oy
e
L (u)v = Vqudx—i—/ uvdx + duuvdr — f(u)vdz,Yu,v € Hy(Qy).
QT Q'r Q'I‘ QT

Sera introduzido também a variedade de Nehari, examinaremos algumas
propriedades interessantes do funcional associado ao problema restrito a um
subconjunto da variedade de Nehari. Por fim, mostraremos que o problema
estudado possui uma solucao de energia minima. Iremos considerar, sem perda
de generalidade, Y = {1,2}. Os conjuntos Q, N, M denotarao os conjuntos Qr,

Ny, M~ respectivamente, onde:
Qleuﬂg,QlﬂQQ :(Z),
N = {u e Hy(Q)\ {0}: Ip(u)u =0}

10



M={ueN: I}t(uw)u; = Ix(uw)uz =0 e uy,ug # 0}
com u; = uj,, j = 1,2.
Neste capitulo, denotaremos Iy simplesmente por I.

Primeiramente, nossa meta sera provar a existéncia de um ponto critico de

restrito a M.

1.1 Lemas técnicos

No que segue, iremos denotar por |[[.||,||.|l1,]]-]2 as normas de

Hi (), H}(Q4), Hy(Q2) respectivamente, dadas por

[Jul] = (/Q (IVul* + |uf?) df@‘)%

it = ([ 9+ 1) )
ot = ([ 9w+ ) )

O préximo lema ird nos garantir que o conjunto M é nao vazio.

Lema 1.1 Seja v € H(Q) com v; = vg, # 0 para j = 1,2. Entao existem

t,s > 0 tais que

I'(tvy + svg)(tvy) = 0 e I'(tvg + svg)(svg) = 0,
onde tvy € €)1 e svy € .
Demonstracao. Consideremos a funcao H : R*? — R?, dada por

H(s,t) = (I'(tvy + sv)(tvy), I'(tvy + svs)(sv2)).

11



Como I € C'(H}(Q),R) (ver Apéndice D), temos que H estd bem definida e
¢ continua. Além disso, definindo Hi(s,t) = I'(tvy + svy)(tvy) e Ha(s,t) =

I'(tvy + svy)(svq), obtemos
Hy(s,1) = / (Y (t01 + 502)V (t01)dz + (tor + sv2)(t01)] da
Q

+ /Q Oty +svs (tU1 + SU2)(tvy)dx — /Q f(tvy + svy)(tvy)dz

Hj(s,t) = /Q [V (tvy + sv2)V(sve)dx + (tvy + sve)(sve)] dx

+ /Q Oty 450, (LU1 + SU2)(sV9)dx — /Q f(tvg + svy)(svg)dex.

Observe que o suporte de v; = vjq, ¢ disjunto do suporte de vy = v|g, € ¢, > 0.
Entao tem-se que
Hi(s,t) = / (|Vtvr|* + [to|*)dz + Broy 450, |01 |*d — f(tvy)(tvy)dx
of) of) ol

> / (|Vtvr|* + [tv|*)dz — [ f(tvr)(tvy)de
Q1

Q1
_ (/ (1Vor ]2 + [vn[?)der — Mw?d@n) . (1.1)
ol 0 tv

1

Da condigao (f1) existe & > 0 tal que para todo t < ¢ tem que a expressao
(1.1) é maior ou igual a zero; ao substituir €; por €y e procedendo de maneira

analoga, concluimos que

Hy(s,t) > s </ (]VUg\z + |vg\2)dx — M]vg\de> >0
Qo SUg

Qo

para s suficientemente pequeno.
Agora, da observacao feita apds a condigao (f3),
Hl(S, t) =

/ (|Vt1)1|2 + |t’l)1|2)d$+/ t4¢v1|211|2d1’+/ t2¢sv2|"01|2 — f(tl)1)(t’01)d$
Q1 Q1

Q1 Q

12



S / (|vt7}1|2 + |tU1|2)dZE +/ t4¢vl|v1|2dx +/ t2¢sy2|1}1|2 - K (tUl)edl’ =
Q1 [ Q1 Q1

Vo, |? 2 1
t* (/ %dw%— by, [01)?dx + t_2/ B, |[V1]* — Kt94/ vfdx) ,
o o 0 o
(1.2)

com 0 > 4.

Entao existe &' > 0 tal que para todo t > ¢’ tem-se que a expressao (1.2)
¢ menor ou igual a zero. Novamente, usando raciocinios anédlogos e fazendo as

mudangas necessarias, a mesma estimativa valerd para as integrais sobre 25.

De (1.1) e (1.2) juntamente com as observagoes feitas acima e com o fato de

que Qr = QU e Q1 NQy =0, tomando r < d e R > ¥, concluimos que
Hi(r,s) = I'(rvy + sve)(rvy), Ha(t,r) = I'(tvy 4+ rvg)(rvg) > 0,Vt, s € [r, R]
Hi(R,s) = I'(Rvy + svy)(Ruvy), Ho(t, R) = I'(tvy + Ruvg)(Ruvg) < 0,Vt, s € [r, R]
Usando o Teorema de Miranda (Teorema B.1) concluimos que existem ¢, s > 0
tais que H(s,t) = (0,0), chegamos assim ao resultado desejado.

O lema a seguir nos garante a coercividade do funcional I restrito a N, isto
é, I(u) — oo quando [|u|] = co. E também mostra que as sequéncias em M nao

podem convergir pra zero.

Lema 1.2 Eziste p > 0 tal que:

2
(i) 1) > P05 ) > p, v e v

(i) ||lwill; > p, Vw € M e j=1,2, onde w; = wyg, .
Demonstracao.
(i) Desde que u € N tem-se I'(u)u = 0. Entao para qualquer u € N/
41 (u) = 4I(u) — I'(u)u

13



ZGKNWW+MW“+A%ﬁ“—§A”WW>
— (/Q(\Vu\z + |ul?)dz + /nguzfdx —/Qf(u)udx)

= Jful? + / uf () — AF(u)d.

A condigao (f3) nos garante que uf(u) — 4F(u) > 0, logo

AT(u) = [Jul? + / fuf (u) — AF (u))dz > |[u] %

implicando que
[l

I(u) > 1

De (f1) dado € > 0, existe d; tal que |s| < d; implica que ‘@’ <e=|f(s)] <
els| = f(s)s < €|s|?, esta tltima implicagao se justifica pelo fato de f ser uma
funcao nao negativa.

De (f3), dado g5 > 0, existe dy > 0 tal que |s| > do = |%| < ey = f(s)s <

8286.

Da continuidade de f, temos que f é limitada em [dy, d2], pois a imagem de

um conjunto compacto por uma funcao continua é compacta e portanto limitada.

Dessas observacoes, pode-se afirmar que existe C' > 0 tal que

A182

f(s)s < + Cs5, para todo s € R,

onde \; é o primeiro autovalor de (—A, H}(2)), isto é, o inverso de \; é a menor
constante que verifica a desigualdade de Poincaré (Teorema B.20). Como u € N,

tem-se

Il 2 < [Jul 2 + / pouds — / wf(w)dz < 2 / e+ C / .
Q Q 2 Q Q

A desigualdade de Poincaré nos diz que

1
/WS—/WWW
Q At Ja
14



Desta desigualdade e da imersao continua de Sobolev,

[lull* < Slull® + Cllull®,

N | —

donde segue que,

1 ~
Sllul? < el

1\ 1
|wu>(A>
20

Fazendo p = (%) ! chegamos ao resultado desejado em (7).

implicando em

(74) Ora, como I'(w)w; = I'(w)wy = 0,Vw € M, entao

Pw)us = [ (Fusf + P+ [ umetds = [ fwuds,
Q1

Ql Q1

isto é,

1 w3 (y)
I'ww:[’ww+/w2< / 2222 dy ) dz = 0.
(wpor = P+ [t (5 [ 800y

Donde se conclui que I'(w;)w; < 0 para j = 1,2. Assim,
sl < sl + [ uyutde < [ (uws)uyde
Q; Q;
Usando os mesmo argumentos de (¢) concluimos que ||w;||; > p. m
Lema 1.3 Se (w,) € uma sequéncia limitada em M e p € (2,6), temos
liminf/ |wy, j|Pdx >0, para j = 1,2,

onde Wy j = Wy, -

Demonstracao. Argumentando como no lema anterior, dado ¢ > 0 existe C' > 0

tal que

f(s)s < eXis® + C|s|P + es°, para todo s € R.
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Desde que w,, € M, novamente pelo lema anterior

p? < ||wn3||32 < / Wy, ; f(wy,;)dx < 5)\1/ w?w-dm + C’)\l/ \wy, ;[Pdz,
Q; Q; Q;

P <e )\1/ wijdx—k/ ngdx —I—C/ |w, j|Pd.
Q Q Q;

J J
Usando a limitagao de (w,,), existe C7 > 0 tal que

isto é,

p* <eCy + C/ \wy, ;|Pdz.
£

p2

30 temos

Fixando € =

0
Wy, i |Pde > —,
. ol = 4

passando ao limite

n—o0

2
. P
1 f njilfdr > — > 0.
1m1n/ﬂj|w7]| T2 55

1.2 Existéncia de solucao de energia minima
para (P)e

Agora estamos em condicoes de demonstrar o principal teorema deste capitulo.
Tal teorema garante a existéncia de solugdo para o problema (P)sy. A ideia
principal é provar a existéncia de um ponto critico para o funcional I restrito a
M e usar o Teorema da funcao implicita para mostrar que tal ponto ¢ de fato

ponto critico de I em todo conjunto (2v.

Teorema 1.1 Se as hipdteses (f1),(f2),(fs) e (fs) sdo satisfeitas, entio a

equagdo (P)sy possui uma solugdo de energia minima no conjunto M.
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Demonstracao. No que segue, denotaremos por ¢y o infimo de I em M, isto é

= inf I(v).
0 UIEHM (U)

Da parte (i) do Lema 1.2 concluimos que ¢q > 0 e do Lema 1.1, sabemos que

M # (). Entao existe uma sequéncia (w,) em M satisfazendo

lim I(w,) = co.
n—oo

Da coercividade do funcional restrito a M , podemos afirmar que (w,) é
uma sequencia limitada. Entao dos Teoremas B.16 , B.3 e da imersao compacta
H}(Q)) — LP(Q) com p € [1,2*), a menos de subsequéncia, existe w € HJ (L),
verificando

w, — w em Hy(Q),

w, — w em LP(Q),Vp € [1,27),

wy () = w(x) q.t.p em Q.

Consequentemente, usando o fato de que w,,; e w, 2 tém suportes disjuntos

lim / \wy, ;|Pdx :/ |w;|Pdz, para j =1, 2.

Agora, de (f3)
f(s)

lim —= =0e lim F(S>
s—oo 89 s—oo £56

=0, para j = 1,2. (1.3)

Desde que (wy ), ¢ limitada em Hj(£2;), da imersdo continua de Sobolev

tem-se que

sup/ wfhj < 00. (1.4)
Q

n 4

Da continuidade da funcoes f e F', temos

f(wy,(x)) = f(w;(z)) g.t.p em Q; e F(w,;(z)) = F(w;(x)) q.t.p em Q;.
(1.5)
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Dos limites obtidos (1.3),(1.4) e (1.5) temos que as fungoes f e F' est@o nas

condigoes do Lema da Compacidade de Strauss (Teorema B.2), portanto

lim Wy, ; f(wy, ;)dx = / w; f(w;)dx, para j = 1,2

oo Jq, Q;
e
lim F(w, ) = / F(w;)dx, para j = 1,2.
e Ja; Q;
Segue do Lema 1.3 que w; # 0, j = 1,2. Entao pelo Lema 1.1, existem ¢,s > 0
verificando
I'(twy + sws)(twy) = 0 e I'(twy + sws)(swsy) = 0.
Vamos mostrar que ¢, s < 1. Desde que I'(wy)w, ; = 0, pois w, € M, tem-se
Nwnall} + [ G wi de+ | G, pwi jde = | flwpy)wnde
o o o
e
|[wn.al]5 + / ¢wn72wi’2dx + / ¢wn71wi’2dx = [ (wy2)wy, odz.
s Q0 Qo

Tomando n — oo,
i (ol + [ G wtidet [ Guwtide) = i [ fwns)unade
n—00 N ’ ’ N ’ ’ n—00 o
(1.6)

Usando (v) do lema A.1, obtemos em (1.6) a seguinte estimativa

lim ||wn1||f—i—/ buw,widr + | Pu,widr < lim flwp)wyade.  (1.7)
n—oo Ql

Q n—oo fo
Como a norma é fracamente semicontinua inferiormente, ou seja, ||wi|| <
lim inf ||w,, 1 ||, segue de (1.7) que
n—oo
Hw1||2+/ qﬁwlwfd:v—i—/ Pu,wide < [ f(w))wide
(951 Q4 951
e com o mesmo raciocinio

||U)2||2+ 0 qbwzwgdl‘—F o ¢w1w;d$ S o f(U)2>'lU2dl’ (18)
2 2 2
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Relembre que
I'(twy + swy)(twy) = I'(twy + sws)(swy) = 0,
ou seja,

Bl +t* | puwide +125* | pp,wide = f (twy)twdz
(951 Q1 931

Slwa|[3 + st | du,widr +125% [ puwide = [ f(swy)swydz.
QQ Q2 Ql

Sem perda de generalidade supomos s < t. Da equacao anterior, obtemos a

estimativa

$%|[wa |5 + st Gupwsdx + st P, widx > f(sws)swadzx.
Qo Qo 931

1
Multiplicando ambos os membros desta ultima desigualdade por —,
s

f(swy)

4
Q0 S

[[wal[3

+ [ puwidr + | Gp,widr = swodx
QQ QQ

52

e subtraindo (1.8) em ambos os lados da desigualdade, tem-se

[lwall3 w2 < / (f(swz)swz B f(wz)wz) wids.
Qo

EE (swq)* wh

Entao se s > 1, o lado esquerdo da inequagao acima é negativo, mas por (f4)

o lado direito é positivo. Um absurdo, logo temos que ter s < leentaot < s < 1.

Nosso objetivo agora é mostrar que [(tw; + swy) = c¢o. Pelo Lema 1.1

twy + swy € M, portanto
co < I(twy + swq) = I(twy + swq) — }lf’(twl + swq) (twy + swy). (1.9)
Agora, note que
I(tw + swy) = ||tw||? + i (/91 G, (twy) dz + o Gsws (tw1)2dx) — /Q1 F(twy)dx
+ |[sws] |3 —I—1 (/ Do (SW2)*dx + ¢tw1(8w2)2d1’> —/ F(swy)dz,
4 \Ja, Qs Q0
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donde segue que

1
I(twy + swy) = I(twy) + I(swy) + 1 ( B, (tw1)2d + ¢tw1(sw2)2dx) :
Ql Q2

Do mesmo modo
I'(twy + swq) (twy + swy) = I'(twy) (twy) + I'(sws) (swo)

+ [ Gown(tw1)’dr + | Ppu, (sw2)?dx
O Qo

Assim, em (1.9) teremos

co < (Hewn) = L) 0w ) + (Tswa) = {1 sun)us))

ou ainda,

o< (2= 1) qrwn i+ sy + [ (LEDE) )
(- (A

(L (1 i)

Utilizando a condigdo (f4) é facil ver que a funcao 1 f(¢)t — F(t) tem derivada

positiva, ou seja, é crescente. Lembrando que s,¢ < 1 obtemos

1 1 wr ) (w
co= (57 )Ilwlk — = — F(uy) | dx

# (3= 1) i+ [ (20802 p) ar

Usando novamente as propriedades de convergéncia fraca da norma e as

convergéncias descritas no inicio da demonstragao, vemos que

o 1
co < timinf (5 = ) (lunall? + fhnal)
+ lim (f<wn’1 + wn’2>(w1 i w2> - F<wn,1 + wn,2>> d:lf,

isto é,

1
co < I(twy + swy) < liminf <I(wn) - ZI’(wn)wn> )

n—o0
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Como w,, € M C N

1
co < I(twy + swy) < liminf (I(wn) - ZI'(wn)wn> < lim I(w,) = ¢.

n—0o0 n—o0

Portanto,

co = I(twy + swy).

Até o momento provamos que existe wy = tw; + swy € M, tal que I(wg) = co.
No que segue, denotaremos wy simplesmente por w. Para completar a prova do
teorema precisamos mostrar que w é um ponto critico para o funcional I. Para
mostrar isso, vamos considerar para cada ¢ € H}(Q) fungdes Q' : R®* — R,
1 = 1,2, dadas por

Ql(ra 2, l) = |V(’LU1 +rpr+ Zwl) |2d$ + ¢(w+rcp+zw1+lw2)(w1 +rer+ Zwl)de
Ql Q1

— [ flwy + 711 + 2wy (wy + 1) + 2wy) de

951
(&
Q2(T7 2, l) = |V(w2 T T2+ lw?) |2dx + / ¢(w+r<p+zw1+lw2) (w2 + TP+ lw2)2dx
QQ QQ
— fws + 70y + lwy) (wy + 1ps + lwsy)?d.
Qo

Vamos calcular a derivada BTQ;(O, 0,0). Veja que as integrais ndo dependem
da variavel z. Entao, podemos derivar todas as parcelas sob o sinal da integral e

usando a regra da cadeia segue diretamente que

oQ! ,
8—2(0,0,0) =2 g |Vw; [2dz + 4 i Ppw?dr —/Q (f'(w)wi + f(w)w;)dz.
1 1 1 (1.10)
Como I'(w)w; = 0, podemos escrever
flwy)wde = |V |*dz + | ¢,widz. (1.11)

Q1 Q1 Q1
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Substituindo (1.11) em (1.10), obtemos

1
T 0.0.0) = [t = i 2 [ ot

Novamente por (f4),

1
99 0,0,0) = / (Flwn)un — Ployud)de +2 [ gouide

82 o}

Ppw? = —2 ( f(wy)widx — qﬁwwfdx)

Ql Ql

< / (Fan =8 ey )42

971

Logo, por (1.11)

Q!
E(O,O,O) < —2||lw|]? < 0.

De maneira totalmente analoga, obtemos

8 2
2 (0,0,0) < 2l < 0.

Entao, aplicando o Teorema da Funcao Implicita (Teorema B.10), existem
fungoes z(r),(r) de classe C'' definidas em algum intervalo (—4,4),d > 0 tal que
2(0)=10)=0¢e

Q' (r, 2(r), 1)) = 0, 1 € (~6,6),i = 1,2
Isso mostra que para todo r € (—4, )

v(r) =w+re+ z(r)w, + 1(r)wy € M.
Desde que

I(w) =c¢y = vlen/\f/t I(v),
temos que I(v(r)) > I(w), Vr € (—0,9) ,isto é,
IHw+re+ z(r)wy + (r)wy) > I(w), Vr € (—0,9),
implicando que
IHw+re+z(rw, + U(r)wy)  I(w)

- >0, Vr € (0,0).

T T
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Fazendo r — 0, temos

T

I (w—l—r <<p+@w1+@w2>) — I(w)
lim > 0.
r—0 r

Da definigao de derivada e como z(0) = [(0) = 0, o limite acima nos d&
I'(w)(e + 2'(0)wy + I'(0)ws) >0,
usando a linearidade da aplicacao derivada

I'(w) () + 2 () (w)(w) + I (0)I'(w) () > 0.

Novamente usando o fato de que I'(w)w;, = I'(w)wy = 0, a desigualdade

acima nos diz que

I'(w)p >0, Vi € Hy(€).
Entao se tomarmos ¢ como uma fungao negativa, concluiremos que

I'(w)p =0, Vo € Hy(Q).

Mostrando que w é de fato um ponto critico para I.

23



Capitulo 2

O Problema Auxiliar

Neste capitulo iremos associar ao problema:
—Au+ (Aa(x) + Vu + ¢u = f(u) em R?, (Py)

um problema auxiliar, de modo que, em dadas condi¢oes uma solucao do problema
auxiliar seja também uma solu¢ao do problema (Py). A origem dessas ideias

podem ser encontradas no trabalho [18] de Del Pino e Felmer.

Recordemos, primeiramente, que o funcional I, : F), — R associado ao

problema (P), é dado por:

I\(u) = %/RP)OVMQ + (Ma(z) + Du?)dx + i g puuids — /]R3 F(u)dzx,

onde E) = (E, ||.||x) com

E= {u € HY(R?); /RS a(x)|ul?dr < oo}

s = ( [ 09uP + afe) + 1>u2>dx>) ‘.

Nossa proxima proposi¢ao mostrard algumas propriedades basicas do espago

E)\ que serao amplamente usadas em todo o trabalho.
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Proposicao 2.1 Valem as sequintes afirmacoes:
(i) E\ estd imerso continuamente no espago H'(R?);
(i) Ey estd imerso compactamente em LY (R®), para p € [1,6);
(1ii) E\ € um espago de Hilbert.

Demonstracao.

(i) Como A > 0 segue-se diretamente da definicao de [|.|[x que ||u||g@s) <
|||, entdo E\ — H'(R?) estd imerso continuamente.

(i1) Para mostrar que o operador i : (E\,||.|[n) — LP(R®) para p € [1,6)
é compacto, é suficiente provar que dado U C F) limitado, o conjunto i(U)
é precompacto em L! (R3®) para p € [1,6). Ora, mas dado U limitado em

loc

(Ex,|]-]|x), pelo item anterior, U serd limitado em H'(R?), mas H'(R?) estd

p
loc

imerso compactamente em L? (R3) para p € [1,6) e entao ¢(U) é precompacto

em LP(R?) para p € [1,6).

(1i1) Seja (u,) uma sequéncia convergindo para u em E), entao

/ a(x)|u, — urdr < oo,
R3

donde segue diretamente da desigualdade triangular que que
/ a(x)|ul*dr < oo.
R3

Assim, u € Ey, logo E) é um subespago fechado de H'(R?) e portanto E) ¢
um espaco de Hilbert.

Tomando um aberto @ C R3, da relacao:

||U||io > |U|§,O7

para todo u € E) com X\ > 0, fixado ¢ € (0,1), existe v > 0, tal que:

2 > v
o > (125 ) u

25
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ou seja,

lull.o = vIul3 o > dllull} o, (2.1)

onde:

[lullxo = (/O(IVUI2 + (Aa(z) + 1)|U|2)d93))%

ko= ([ |u|2d:c>)é.

Da hipdtese (f1) dado e; > 0 existe 6; > 0 tal que, para todo |s| < d; tem-se
|f(s)] < e1]|s| e da hipdtese (f2) dado e > 0 existe d > 0 tal que para todo

|s| > 8y tem-se | f(s)| < e2|s]°. Entao, para |s| < d; e |s| > dq:
|[f(s)] < erls| + eals]”.

Desde que f : [01,02] — R é continua, f possui um méximo, entao existe
C., > &y, onde |f(s)] < C.,|s|® para §; < s < . Assim, temos a seguinte

condicao de crescimento sobre a f, a qual chamamos de quasecritico.

If(s)] < els| + C.,|s]°,Vs € R. (2.2)
Consequentemente:
€ C.,

A préxima proposicao nos garantirda a existéncia de um ntmero que sera

importante posteriormente na construcao de uma funcao truncada.

Proposicao 2.2 Para v > 0 fizado em (2.1), existe um unico h € R tal que:

f(h)
h

— = V.

f(s1)

3
51

v
Demonstracao. Fixado s; € R temos = k, tomando s > s; tal que s > z

da propriedade (f;) temos:
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f(s) _ f(s1)

3 3
5 53

f(s)

Da condigao (f1), — < v para um s suficiente pequeno, entao pelo Teorema
s

:k:>@>y.
S

do Valor Intermedidrio (Teorema B.11), existe pelo menos um h € R tal que

f(h)

*——= = v. Ainda da condigao (f;), tem-se

h
0 < f'(s)s = 3f(s) < f'(s)s — f(s),
o que implica que a derivada de m é positiva, entao @ é crescente, e portanto
s
h
existe um unico h que satisfaz f% ) =v

Agora estamos em condicoes de definir a seguinte funcao truncamento f :

R — R, definida por:

. f(s), se s <h,
f(s) =
vs, se s > h.
Segue da monotonicidade de @ que:

f(s) <vls|,¥s € R,

f(s)s < v|s|®, Vs € R, (2.4)
F(s) < g|s|2,V8 €R, (2.5)
onde F(s) = [} f(t)dt.

Agora, desde que Q2 = int(a~'({0})) é formado por k componentes conexas
1, Qg, ..., Q com dist(£2;,Q;) > 0, # j entdo para cada j € {1,...,k}, podemos

fixar um dominio 2} de fronteira suave, tal que:
Qe UNQ; =0 parai # j.
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Fixemos um subconjunto nao vazio T C {1,....,k} e

xr = 1, se x € Qf,
QT = UjETQj; Q{r = UjeTQ;‘ € XT(ZL’) =

0, se z € R\ Q.

Entao definimos as funcoes:

g(w,s) = xr(x) f(s) + (1 = xr () f(s). (2, 5) € R® x R

G(x,s) = / g(x,t)dt, (z,s) € R® x R.
0
Definimos também o problema auxiliar nao local:

—Au+ (Aa(x) + Vu+ ¢yu = g(z,u), em R3,
(Ax)

u € F,y.
O problema (A,) ¢é relacionado com (Py) no sentido que, se uy é solu¢ao para
(A,) verificando:

ur(z) < h, Vo € R3\ Qf,

entao também é solugdo para o problema (P).

Para entender em que sentido é mais vidvel trabalhar com o problema (A))

ao invés de (Py) precisamos da seguinte:

Definicao 2.1 Sejam E um espa¢o de Banach e I : E — R um funcional

diferencidvel. Se ezistirem ¢ € R e (u,) C E tais que

I(u,) = ceI'(u,) =0,

dizemos que (u,) ¢ uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I,
resumidamente, (u,) € uma sequéncia (PS). para 1. Se tal sequéncia possui
uma subsequéncia convergente, diz-se que I satisfaz a condi¢cao Palais-Smale no

nivel ¢ para I, ou simplesmente, que I satisfaz a condi¢ao (PS)..
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Em comparac¢ao com o problema (Py) o problema (A,) tem a vantagem de
que o funcional de energia associado a (A, ), denominado por Jy : £y — R e dado

por:

Ta(u) = %A3(|Vu|2 + (a(@) + D]u)de + Zi /R budz — /R G(z, u)dz,

satisfaz a condic¢ao (PS). Por outro lado, o funcional associado a (Py) pode nao

satisfazer.

De maneira andloga a I, a derivada de Gateaux de J, (ver apéndice D) é dada

por:

Ji(u)v = / (VuVo + (Aa(z) + Duwv)de + | ¢yuvdr — / g(z,u)vde.
R3 R3 R3
Proposicao 2.3 Todas as sequéncias (PS). para Jy sao limitadas em E).
Demonstracao. Da continuidade da aplicacao derivada, temos
|3 () un| < Clun]|r,

onde C' é uma constante real positiva. Deste fato e da limitagao de Jy(uy),

obtemos
1
Ii(up) — 5J/’\(un)un < Cy + Cllug||as (2.6)
para n suficientemente grande.

Observe que, da condicao (f3) e da defini¢ao de f podemos obter

1 1 1
G(s) — 5g(s)s < <§ - 5) v|s|?, Vs € R.

A desigualdade acima, junto com (2.1), nos da:

1

J,\(un) (9

IS () uy, =
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1 1
> (2_2 2
> (5-7) i (27)

Portanto, de (2.6) e (2.7), concluimos que

1 1

(E - 5) Ollunlli < C1 + Cllual|x.

Logo, existem constantes K; e K5 tais que
K [[un} < K| [unl|x,

que ¢ equivalente a

Ky||un||x < Ko.

Mostrando assim que a sequéncia (u,) é limitada em FE).

Proposicao 2.4 Se (u,) € uma sequéncias (PS). para Jy, entdo dado € > 0,

eriste R > 0, tal que

lim sup / (Vun? + (Aa(@) + D]un2)dz < . (2.8)
R3\BR(0)

n—oo
Consequentemente, uma vez que g tem crescimento subcritico, se u € Ey € o

limite fraco da sequéncia (u,), entdo

/ 9(r, up)upde — g(x,u)udx
R3

RS

/ g(x,up)vdr — | g(z,u)vdx,Yv € Ej.
R3

R3
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Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para Jy, R > 0 suficientemente

grande tal que Q4 C Bg(O) e nr € C™(R?) satisfazendo:

0,z € BE(O),
nr(z) = ’

1,% c R3 \ BR(O),
com 0 <ng<1le|Vng|l< %, onde C' > 0 nao depende de R.

Observe que

) o) = [

(Vu,Vnru, + (Ma(z) + Dung)ds + / Gu, U2 RdT
R3 R3

/ g(x, up)uynpde = / (Un VU, Vg + ng| V| + (Aa(z) + Dung)dx
R?’

-/
+ / Gu, uZnpdr — / g(x, up)u,npde.

R3 R3
Com isso e com o fato de que f(un)unnR = 0 em %, podemos escrever,

/ (Vaal? + (Na(e) + 1)eng)de + / bu e = (2.9)
R3 R3

U, Vu, Vnpdr + / f(up)uynrde.

R3\ (2,

) i) — [

R3

Denotando

L= [ [Vl + (o) + 1w lna)d
R3
da hipétese posta sobre ng, de (2.9) e de (2.4), obtém-se

Up VUu,nrdr + 1//
R

L < J(un) (1) + /

]un|2ana:
R3 3

C
< Jy(un)(nr) + —/ U, V,de + vL.
R Jys

Usando a desigualdade de Holder na integral acima, concluimos que

, C
L < Jy\(un)(nrUn) + §|Un’2|vun!2 +vL.
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Note que (u,) e (Vu,) sdo sequéncias limitadas em L?*(R3), pois ambas sdo
limitadas em H'(R?) e H'(R?) estd imerso continuamente em L?*(R3). Além

disso, temos que J; (uy,)(nru,) — 0, pois (u,) é (PS). para Jy. Assim, obtemos

L<o,(1)+C+vL= L(1-v) gon(1)+C:>L§0;(1)+L.
(1-v)R
Logo,
limsup/ (|Vu,|? + (Aa(z) + 1)|u,|*)dz < _C :
n—oo  JR3\Bg(0) T (1-v)R

Entao, dado ¢ > 0, escolhemos R > 0 suficientemente grande e obtemos

(I_LV)R < e. Provando assim (2.8).

Falta mostrar que

limsup/ g(x, up)u,de — | g(x,u)udz.
R3

n—o00 R3

/ g(z,up)vde — | g(x,u)vdx,Vv € Ej.
R3

R3
Primeiramente, faremos o limite acima no complementar de Bg(0). Usando

o fato de que (u,) ¢ uma sequéncia (PS),., temos que J3(u,)u, — 0, e entdo

[uall3 g\ Ba(0) +/ Gu, u2dr — / g(z, up)updr — 0.
R3\Br(0) R3\BR(0)

Por (2.8)

Hun|’§\,R3\BR(O) —0

e pelo item (i7) do Lema A.1

/ C Gude < Ol ) — O
R3\BRr(0)

Concluimos entao que

/ g(x, up)u,dr — 0 (2.10)
R3\BR(0)
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Temos também que

/ g(x,u)udx:/ 9(@, u)uxes By (0)dz.
R3\ B (0) R3

Ora, desde que /
R3
e g € L'(R3), usando o Teorema da Conergéncia Dominada de Lebesgue, temos

g(z, w)uxrs\ py)dr — 0, para R suficientemente grande,

/ g(x,u)udx — 0, quando R — +o0. (2.11)
R3\BR(0)

Além disso, da proposi¢ao anterior, (u,,) é limitada em F) entao existe u € F)
de modo que u,, — u em FE), pois F/, é um espaco de Hilbert. Usando novamente

o Lema da Compacidade de Strauss (Teorema B.2) , conclui-se que:

/ g(x, up)updr — g(z, u)udz. (2.12)
Br(0) Br(0)
De (2.10), (2.11) e (2.12) podemos concluir

R3 R3

<

+

Br(0) Br(0)

/ g(m,un)undx—/ g(z,u)udx| < e.
R3\BR(0) R3\BR(0)

Assim,

[ st wdunds > [ gtawuds
R3

RS

Usando os mesmos argumentos, podemos mostrar que

/ g(z,up)vdr — | g(z,uw)vdz,Yv € Ej,
R3

RS

o que completa a demosntracao.
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Proposicao 2.5 O funcional Jy satisfaz a condi¢ao (PS)..

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para J, para demonstrar o
resultado desejado, teremos que mostrar que (u,) possui uma subsequéncia
convergente em FE). Da Proposi¢ao 2.3 sabemos que (u,) é limitada, entao, a
menos de subsequéncia, existe u € F), tal que u,, — u em FE). Considerando o

funcional linaer A; : F, — R, dado por
A (v) = / VuVudz,
R3
segue da desigualdade de Holder e da imersao continua Ey < L*(R3), que
A1 (0)] < [Vulo| Voly < [Vulof[o]]x.

Assim, A; é um funcional linear limitado. Entao, a convergéncia u,, — u em FE)
nos da

Vu(Vu, — Vu)dz — 0. (2.13)

RS

Usando um argumento totalmente andlogo, concluimos também que
/ (Aa(x) + Du(u, —u)dx — 0. (2.14)
R3
Definindo, para cada j € N, Ay : By — R, por

Ay, (v) :/ Gu, ujvd.
R3

Temos, pela desigualdade generalizada de Holder, pelo item (v) do lema A.1 e

pelas imersoes continuas D'?(R?) — L5(R3) e E\ < LP(R3) para p € [2, 6], que

< ow, lsluglslv]z < Kfvl|y,

s )] = [ 0w e
]RB

para todo 7 € N. Novamente a convergéncia fraca nos mostra que

A2j(un)=/ <bujujundx—>/ Gu;ujude = Ay (u),
R3 R3
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para todo 5 € N. Isto implica que,
Ay, (uy) :/ by, U’ dx —>/ G, upudr = Ay (u). (2.15)
R3 R3

Como (u,) é uma sequéncia Palais-Smale limitada, podemos afirmar que

T} (1) (i, — 1) = 0, isto ¢,
/RS(VU,LV(un —u) + (Aa(x) + Duy, (u, — u))de+

By U (U, — w)dx — / 9(z, up) (up — u)dx — 0.

R3 R3

Da proposi¢ao anterior sabemos que

/R3 g(x,uy)(up —u)dr — 0.

Disto e de (2.15), segue que
/R (T ot ) + (ha) + Dt (1 — 1)) > 0. (2.16)
De (2.13), (2.14) e (2.16) temos que
itn — w2 = /R (V¥ — ) + () + gt — )+
/R (Vul Ty~ Vu) + ale) + D, — ))dz 0,

completando assim a demonstracao.
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Capitulo 3
A limitagao das solugoes de (A))

Neste capitulo analisaremos a limitacao das solugoes de (A, ) fora de ¥.. Para
isso usaremos o processo de iteracdo de Moser, adaptando ideias de [4] e [20]. A

constante h que aparece na proposicao seguinte é a mesma da Proposicao 2.2.

Proposicao 3.1 Seja (uy) uma familia de solugoes para (Ay) tal que uy — 0 em

HY(R3\ Qy), quando A — co. Entdo existe \* > 0 com a sequinte propriedade:

|U)\|OO7R3\er S h,V)\ Z A
Além disso, uy € uma solugao para (Py) para A > \*.

Demonstragcao. No que segue denotaremos uy simplesmente por w.

Fixando Q; C Q;, considere ¢ uma funcdo C>(R?) tal que 0 < ¢(z) < 1 para
todo z € R e ((z) = 0 se x € O, C(x)zlsex€R3\UQj, com |V(| < C'.
jer

Assim, definiremos as fungoes:

v = C2uu2L(ﬁ Ve w, = Cunl) ",
onde uy, = min{u, L} com L > 0 e > 1 a ser fixado convenientemente.

Temos que:
Vo =2 (V) w2V 4 ¢ ((W) WO 128 — D3 (V) )
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Vuwy, =V (Cu)u) ' +¢ ((Vu) W (B = 1)ul (V) u) :
Como ¢ € C®°(R?) eu € HY(R3\ Qy), logo v € H}(R3*\ 2}). Usando v como

funcao teste no problema (A)) e da definigao de solugao fraca, tem-se

/R 3\%[(Vqu)+()\a(x) 1)un]dat /

o %U"de—/RS\Q/ g(z,u)vdr = 0. (3.1)
T

Observe que f(s) = 0 quando s < 0, podemos entao afirmar que u é nao

negativa em R\ Q% pois

T =l + [

pyuidr — / g(z, u)udx = 0,
R3\Q R3\Q

lembrando que pelo lema A.1 ¢, > 0, que ¢ = f em R3 \ Q e que uy — 0
em H'(R?\ Qy) a imersdao de Sobolev e o Teorema de Vainberg nos garante que

uy(z) = 0 q.t.p em R3\ Qy, assim f = f, quando \ — .
Além disso, independentemente do valor de uy, temos que

uY = (2u2ui(ﬁ 2 > 0.

Usando o fato de que V{Vu > 0, pois, u, ( > 0. Lembrando que § > 1,

também obtemos
VuVo = 2(Vu (V¢) w42 <|vu|2 B~ 4 2(8 — 1) Vu (Vuy) ) > 0.

De (3.1) concluimos que

/ VuVodr < / g(x,u)vdz,
R3\ Q2 R3\Q

entao
2/ (Cuui(ﬁl)VuVC)d:U—i-/ (22D | Vu) da
RS\, R\,

+2(8 — 1)/ (uuiﬁ VUV )de < / g(ﬂf,u)CQuui('Bfl)dx,
Ry R\,
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donde segue que

/ (¢? 26 NVl da </ g(a:,u)§2uui(ﬁ_l)dx.
R\ Q2 R\ Q2

Como neste caso u estd definido em R®\ Q) tem-se ¢ = f. Logo, do

crescimento de f descrito em (2.4) existe v > 0 tal que

/ (2O V| VuP)de < v / ] (2D d (3.2)
e\,

R3\ QY

Agora, da imersao continua H(R?) < LP(R3) com p € [2,2*], obtemos
wfo<C [ upi=c [ [Vcu P
R3\ Q2 R\

E entao da desigualdade elementar (a + b)* < 2a® + 2b%, temos que

|va

5. < 20/ V¢ 2uus’ 2 de + 4C/ |Vu|2C2u%(B_l)dx +
R3\ Q2 R3\ Q2

w@-12 [

P |V |P|ufPde < 20/ IV¢PuPu?P 2 da
R3\

R\,

+ 40/ |Vu|2C2uiw—1)dx +4C’52/ Ctu; 202 17 |2 |ufPda.
R3\ R3\ 0

Donde segue que

2. <Oy </ IV Putun dx+/ ]Vu|2(2ui(ﬂ_l)dx>.
R3\Qf Ry

Note que acima usamos tacitamente o fato de que u;, = min{u, L}. Além

’va

disso, de (3.2) e observando que v pode ser tao pequeno quanto se queira, tem-se

5 < C18° (/ |VC!2u2ui(B 1)daz:> .
R\

As defini¢oes de ¢ implicam que

3*73 < Gy (/ u2uiﬁ b da:)
r
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onde B=R*\ QeI = | JO;\ .
JEY
Agora fazendo L — oo e usando o coroldrio do Lema de Fatou (Corolério B.1)

3*,3 < Cy3? </ uwdm) )
r

2 2
Z*Bﬁ,B < C’Qﬁ2|u]2§$,

na variavel L, obtemos

[u”

O qual é equivalente a

lu

implicando em

258 < C57 57 |ulap . (3.3)

|u
Considerando x = %, temos que 2y = 2* e 28y = 2*3, V5 > 1.
Agora, vamos iterar e assim a estimativa desejada.

Passo 1

Considerando = %, da limitacdo de u em H'(R®\ Qy) e por (3.3), tem-se

que
u? € LA(T).
Entao,
ulns < CF B lule
Implicando que
ulaye < CF B¥lula- -

Novamente usando a limitagao de u em H'(R?\ %)), temos

1 1 L 1
|ulgy2p < Oy Bxlulyp < C7XBXK

Mostrando que,
Lo
[ a5 < O3 XK.

Isto equivale a dizer que

*

5) e 12(n). (3.4)

ul®
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Passo 2

Considerando f = (2)2, por (3.4)

2

u’ € LA(T).
Logo,
s 5 < OF B ulz .
O que implica,
[ul g2 5 < O3 B¥luloyer. (3.5)
isto é,
|ul2ye 5 < Cf%ﬁ%(f"xilu 25T
Entao,

1
|ty < G5 (X)) C¥ xx|u

Segue diretamente que,

P OE e < 0P

|ul2ys,8 < 022?
Concluimos por (3.5) e (3.4) que
2%\ 3
u(Z) e Ly D). (3.6)

Repetindo os argumentos do Passo 1 e do Passo 2 de modo iterativo,

obtemos

1 m —1q .
F X mo—i
’U‘2Xm+1,8 <} >t XZz:l Xy,

. (3.7)

Como Y7, i é uma série geométrica de razao menor que 1, ao fazer m — oo

concluimos que

U0 m\y < Kuloe

para algum K > 0.
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Desde que, u = uy e uy — 0 em H'(R3\ Qy), a imersao continua H'(R3) <

LP(R3) para p € [2,2*], nos granate que existe um \* > 0 tal que

’u)\|oo7R3\er < h’7V)\ > A
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Capitulo 4
A Condigao (PS)x

Neste capitulo definiremos sequéncias (P.S), bem como propriedades relativas
a tais sequeéncias. Essas propriedades desempenharao um importante papel no

decorrer do trabalho.

Definigao 4.1 Uma sequéncia (u,) € dita (PS)s para a familia (Jy)x>1, se

existe uma sequéncia (\,) C [1,00] com A\, — 0o sempre que n — 00, verificando:

Ia, (Un) = c e ||, (un)l|ez — 0 quando n — oo,

para algum ¢ € R.

Proposigao 4.1 Seja (u,) C H'Y(R3) uma sequéncia (PS)s para (J\)r>1-
Entdo, a menos de subsequéncia, existe u € H'(R?) tal que u, — u em H'(R3).

Além disso:

(i) u, — u em H*(R?);

(i) u=0emR*\ Qy, ygq, >0,Vj €Y, eu éuma solugio para o problema:
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—Au+u+ ¢u = f(u), em Qy
(P)OO,T
u € Hy(Qr);

(iii) )\n/ a(x)|u,|*dr — 0;
R3

(i0) 1l — ull g, — 0

(U) ||un||?\71[g3\ﬂT — 0;

1 1
(vi) Jy, (u,) — 5/0 (IVul? + |u)?)dx + 1 puuds —/Q F(u)dz.

Qy

Demonstracao.  Usando um argumento totalmente andlogo ao usado na
Proposigao 2.3, concluimos que ||u,l||y, é limitada em R e (u,) é limitada em

H'(R3). Entao, a menos de subsequéncia, existe v € H'(R?) tal que
up, — uem HY(R?) e u,(z) = u(x) q.t.p em R3.

Agora para cada m € N, definimos:

1
Ch = {x € R*a(x) > —} :
m
Sem perda de generalidade, podemos assumir que A, < 2(\, — 1), Vn € N.
Entao,
9 2m 9 2m 9
|un|"dz < =— [ (Ana(z) + Dfup[*dz < —|lua|l}, <
m )\n Cm, )\n " )\n

Usando o lema de Fatou, obtemos,

/ lim inf |u,|*dr < liminf/ |up, [P dr < liminf)\g =0,
c m

n—oo n—00 n—00 n

/ lu|*dz = 0.

Sendo assim, concluimos que u = 0 em C,, e consequentemente uv = 0 em

R\ Q pois a(z) > 0,Vx € R*\ Q.

implicando que
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Agora estamos em condigoes de provar (i) — (vi)

(i) Pelo lema da compacidade de Strauss (Teorema B.2), temos:

/Qg(:c,un)unda:%/ﬂg(:c,u)udaz. (4.1)

Além disso, usando a desigualdade de Holder, tem-se

C
[ st unds < lglalinls <lgla- 0. (42)
R3\Q n

Como u = 0 em R?\ Q e das expressoes obtidas em (4.1) e (4.2), conclufmos

que

/RS 9@, ) (ty, — w)dz — 0.

Repetindo os mesmos argumentos utilizados na proposicao 2.5, mostra-se que
/ (|Vu, — Vau| + (Awa(z) + 1)|u, — u*)dr — 0, (4.3)
R3

que implica a convergéncia u,, — u em H'(R3).
(41) Novamente, usando o fato de que u € H'(R?) e u = 0 em R3\ Q, temos
que u € H(Q) ou, equivalentemente, ujQ; € Hi(Qy) para j = 1,2, ..., k. Desde

que Jy, ¢ um funcional de classe C', ¥n € N e por (i) u, — u em H'(R?).

Dado ¢ € C3°(Qy) tem-se J} (un)p — Jy (u)p = 0. Como C°(Qy) = Hy(Qy),
conclufmos que u ¢ solucao do problema (P)y. Entao ujg, # 0, para todo
jeT.

Usando o mesmo argumento, se j ¢ Y, temos

/(|Vu|2+|u|2)dx+/ gbuqux—/ Flwyud = 0.
: Q Q

Q; )

De (2.4) obtemos

0 :/ (|IVul® + \u|2)dx—|—/ puuide —/ fuw)udz > HUH%J — I/‘u|ng
. Q, Q

Q; J
Agora, por (2.1), existe § € (0,1) tal que
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0> |[ullé, — viulg, = dllulliq, >0

Donde segue que ujg, = 0 para j ¢ T, ou seja, u = 0 em R*\ Qy. Assim, (i7)

fica provado.

i73) Como u =0 em R?\ Qv e a = 0 em Qy, tem-se
(112) ,

)\n/ a(x)|un|2dx:)\n/ a(x)|u, |Pdr— <)\n/ a(x)|u|2dx—|—/\n/ a(:p)|u|2d$).
R3 R3 R3\Qy Qr

< )\n/ a(@)|u, — uPde < ||u, — ull} -
R3
Como visto em (4.3), ||u, — u|3 — 0. Completando assim a prova de (44).

(1v) Seja j € Y. De (i), usando a imersao continua de Sobolev

Entao,

J

(|Vu,|* — |Vul?)dz = / (Vu, + Vu)(Vu, — Vu)dx
@y

< |Vu, — Vulya, [Vu, + Vulya, — 0. (4.4)

/
e

Do mesmo modo,

/, (Jun|* — |u|?)dz — 0. (4.5)

QT
De (ii)
/ Nt 2 — 0. (4.6)
Q

/
T

De (4.4), (4.5) e (4.6) segue que

||un — UH?\% = / (IVu, — Vul> + (Aa(z) + 1) |u, — u*)dz — 0.
QI

e

(v) Novamente por (4.3) tem-se ||u, — ul[5 — 0, conclui-se que
la B e, = [ (VP + Oaa(o) + D
R\ QY
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Por (i), u = 0 sempre que u € R?\ Qr, temos que |[un |3 gayq, — 0-

(vi) Vamos escrever o funcional J, da seguinte forma:

Ta () =)

jer

1 1
- / (V2 + pa(e) + DBz + [ 60,2 | +
0

Q.

1 1
—/ (|Vun|* + (Ana(z) + 1)|u,|?)dz + —/ Gy, utdr — / G(z,uy,)dz.
2 RS\Q; 4 R?’\Q} R3

De (iv) e (v) temos

1
5/ (|Vun|* + (Ana(z) + 1)|u,|?)dz — / (|Vul? + [u*)dx
o Q;

1
—/ (IVun 2+ (a(z) + 1) unP)dz — 0.
2 Jrnay

Do lema A.1,

Ou, uidaz — duude.
R3 Q~r

Da continuidade, crescimento de G e usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

/ G(z,u,)dr — F(u)dz.
R3 Oy
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Capitulo 5

Um valor minimax especial para

J\

Neste capitulo estabeleceremos um valor minimax para o funcional J, e

mostraremos propriedades importantes para esse valor.
Vamos fixar um subconjunto nao vazio T C {1, ..., k}, considere também

1

1
Iv(u) = —/ (|Vu\2 + |u|2)dx + -
Qr 4

5 puudr — / F(u)dz, uw € H}(Qy),
Qy

Qy

o funcional energia associado a (P)sy, € Jyr : HY(Q%) — R dado por:

1 1
Iar(u) = 5/ (|Vul* + (\a(z) + 1)|u*)dz + 1 paudr — / F(u)dz,
0 o o

/
T
o funcional de energia associado ao problema nao local

~2

—Au+ (Ma(x) + Du + (/Q dy) u= f(u),u € Qr,

/T’ﬂﬁ—y!

onde
u(z), em O,
i(r) =

0,em R*\ Q.
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No que segue , denotaremos por ¢y o nimero dado por

ox = ], I

onde

My ={u e Ny; I (u)u; =0eu; #0,Vj € T}

com uj = ujq; €
Ny = {u € Hy(Qx) \ {0}; Iy (w)u = 0}
Do mesmo modo, denotamos o nimero cy y o nimero dado por
C)\,Y = mf J)\x(u),
ueMy
onde

Y ={ueNy; Jyy(u)u; =0eu; #0,Vj € T}

com uj = ujq; €
T ={ue H Q) \ {0}; /3 v (u)u = 0}.

Repetindo o mesmo processo usado no Capitulo 2, afirmamos que existe

wy € Hy(Qy) e wyy € H' () tal que

IT(U)T) = Cy € I/T(IUT) =0

Iar(way) = exr e Jyy(way) = 0.

Novamente, argumentando como no Capitulo 2, é posivel mostrar que existe

7 > 0 tal que se u € M, entao
lusll; > 7,Vj €T, (5.1)

onde ||.||; denota a norma em H(€;) dada por

ull = ( | v+ \u|2>dx)
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Em particular, desde que wy € My, também temos que
lwrll; > 7.Vji €T, (5.2)

onde wy ; é wy restrito a €;.

O préximo lema nos mostra que ¢y > 0 e consequentemente wy # 0.

Lema 5.1 Valem as sequintes afirmagoes:

(Z) 0< C)\Y < cr, VA > 0,’

(ii) exx — ¢y, quando A — oo.

Demonstragdo. (i) Note que Iy (H}(Yy)) C Jay (H'Y(Qy)), em particular

Iy (Mx) C Jy (M%). Portanto inf Jy(u) < inf Iy(u), ou seja, ¢y \ < cy.
ue M. ueEM-y

17) Basta mostrar que dado j € T tem-se ¢y, ; — ¢;, quando n — oo, para
q J nj 3s d P

todas as sequéncias (A,) em [1,00) com A, — 00, quando n — 0.

Dado (A,), considere uma subsequéncia arbitraria de (cy,r). Seja w, €
H'(€)) com

J,\n,y(wn) =C\,,Y € J/’\mT(wn) = 0.

Pelo item anterior, (c,, r) ¢ uma sequéncia real limitada, entao pelo Teorema
de Bolzano-Weistrass tal sequéncia admite uma subsequéncia convergente, logo
existe também uma subsequéncia (wy, ) de (w,) tal que (Jy,, r(wy,)) converge e
Si, 1 (Wn,) = 0.

Assim, temos que (wy,,) ¢ uma sequéncia (PS).. Entao da Proposicao 4.1,

itens (i), (ii) e (vi) existe w € H(Qy) \ {0} € H'(Q4) tal que

w; =wy, #0,Vj €T

wy, — w em H'(Q)), quando k — oo.
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Além disso, w é solucao de (P)eo ,

Ot = a1 (Wiy) = Ir(w)

0= 7} rlwn) > Ir(w).
Entao w € M+, e por definicao de cv,
lim a1 > cr.
Isto, juntamente com (i) implica que

Con, T — €T, quando k — oo.

Lema 5.2 Ezxiste R > 1 verificando

1 1
0< ]j, <§U}]> (ij) e ];(ij)(ij) < 0, pamj S T) (53>

onde I; denota o funcional

1 1
Ii(u) = 5/Q (|Vul® + |ul*)dz + ZL/Q puu’dr — /Q F(u)dz, u € Hy(Q;),

com ¢, sendo solugao do problema
—A¢ = u?, em R3,
¢ € DVA(R?).

Demonstragao. De fato, dado Ry > 1

1 1 1 1 1
I’._A_}>_»2._/ —w; | —w;d
! (le]> (lej) B R%Hw]"j ij (le]> R
1
1 f(a—lwa)
— g (Mol = [ = uddo

— 2 J
Rl B

Qj Ry J
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Entao, para R, suficientemente grande temos por (f1) que ]’(Rile)R1 w; > 0.

Com um raciocinio andlogo e da observacao feita apds (f3) temos que

w;l|?
I'(Rowj)Ryw; = Ré‘ <||B§%||J —i—/Q. ¢ij?d:v — KR94/Q.w?dx> ,

onde 6 > 4. Assim, para R, suficientemente grande, temos I'( Row;)Row; < 0.

Tomando R > Ry, Ry o lema fica demonstrado. [

Agora podemos definir:

Yo(t)(z) = thij(x) € H (), ¥t = (t1,....,1;) € [1/R* 1)) ¢ RY,

T, = {7 [1/R* 1) = By \ {0};7 é continua ;y(t)]o; # 0,V € T5y = 70 em I[1/R?, 1]’}
(§]

by = ian max Jy(7(t)), com t € [1/R?]".
yelx

Agora, o préximo passo é correlacionar by v, cy e cyy. Para isso precisamos

do seguinte:
Lema 5.3 Para todo v € T, eziste (sy,...,5) € [1/R2, 1] tal que

Jg\,j(fY(sla "'7&))(7(517 "'751)) = O,V] € T,

onde

ri(u) = %/Q

Demonstracio. Dado v € T, considere 7 : [1/R?,1]' — R tal que

(|Vu|2+(/\a(x)+1)]uﬂdw—i—i qbqudx—/ F(u)dr,u € H'(QYy).
, 0

,. /.
J J

F(t) = (S (Y)Y (E), -..s Sy (v(£))¥(t)), onde t = (t1, ..., 1),

Desde que v € T, entdo J(t) = Fo(t) para t € 9([1/R%1]')). Temos
também que nao existe t € 9([1/R?)!) tal que (t) = 0. De fato, por definicao,
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I
() (x) = thij(x) e como w; estd definido em €2; e a(z) = 0 para todo
j=1

z € ) para qualquer j € T, temos
J3(0(6)70(t) = L (70(t))v0(t).

Desta forma, se t € 9([1/R2,1]!), entao ti=1lout; = %, para algum j € T.
Logo por (5.3)
I3 (0(6)0(t) = I;(Rw;) Rw; < 0
ou
/ (1 1
JAJ‘(’YO(t))'VO(t) = Ij ij ij > 0.
Assim,

J//\,j (70(t))70(t) # 0.

Ficando entao bem definido deg (7y, (1/R2, 1), (0,...,0)), perceba que aqui
estamos assumindo tacitamente que (0,...,0) é valor regular de 4, pois caso
contrario, existe t € [1/R? 1] tal que J} ;(7(t))(v(t)) = 0 para j = 1,...,1 e

assim o resultado estaria demonstrado.

Agora, da Proposicao C.2 tem-se que
deg (7, (1/R*, 1), (0, ..., 0)) = deg (o, (1/B*, 1)", (0, ..., 0)) .

Observamos que para t € (1/R? 1)},

So(t) =0t —tp— =, .. 1
Yo = =1tg = R

1

De fato,se t # (%, e }—2) entao temos duas possibilidades

Caso 1: Existe t; € [1/R? 1/R) paraalgum j € T = {1,...,}, e consideremos

t; =min{t; < 5,7 € T}. Assim
(o) (0(8) > (Re? il 2 + (Rt / P / J (Rt Ruyda
Q; Q;
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~pna Nl / o, fiRw) 4
= (Rt;) ((Rti)z_l— o Guwpw;dx . —(tiRwi)B'widx .

J@Rw;) _ f(wi) 5
O <( BE e entao

Bau®)00(0) > (et (et [ gupatan = [ H8uar) >0

Caso 2: Existe t; € (1/R,1] para algum j € T = {1,...,1}, e consideremos

Da condicao (f4) tem-se que

t; = max{t; > ,j € T}. Assim, andlogo ao anterior

T (0(0) ((t)) < (Bta)*[Jwil [} + (Rt;) /%T -de—/ﬂ f(tiRwq)t; Rw;dz.

i

f(tRw) _ flwi)
@Rw)? ~ (o)

Bau®)00(0) < (et (et [ gupatao = [ Huar) <o

Da condicao (f;) tem-se que e entao

Os casos acima nos mostram que J3 ;(70(t)(70(t) # 0 se t # tg

Entdo 7, (0) = {tg}, portanto
deg (50, (1/R2,1)",(0, .., 0)) = sgn(det J5, (tr)).
Da Proposigao C.3

deg (5/07 (1/R27 1)17 (Ov ) 0)) - H deg (J;\,j('YO(t))('yO(t))? (1/R27 1)7 0) :

JET

Como a matriz Jacobiana de Jj ; ¢ a matriz Hessiana da aplicagao J, ; e desde
que tg ¢ ponto critico de J) j, a matriz Hessiana de J) ; ¢ diferente de zero para

todo j € T. E entao

deg (¥, (1/R*1)",(0, ...,0)) # 0.

Evocando a Proposigao C.1 chegamos ao resultado desejado. [ ]
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Observacao 5.1 Na demonstragao anterior, podemos observar que para todo

te[l/R* 1]
B0l = Lo (8) < 2+ 2 / Duntds / F(tRuw,)d.

Mas a funcdo A; : [1/R,1] = R, j € T, definida por

(tR)*

Aj(t) = = Twll] +

wids — / F(tRw;)dx

¢ decrescente, pois

A}(t) = tRijH? + (tR)?’/Q gzﬁww?dx — /Q J(tRw;)Rw;dx =

[|w;] 13 f(tRw;)
3 il 25 i) p, 4
(tR) ( 5 —i—/ﬂj Puwidz o, (Rwy)? Ruw;dzx

5 ( 1wl 2 fwj) 4
< (tR) (T%-/Qj ¢ww]~dw—R/Qj (wj)ngjda: < 0.

No cdlculo da derivada foi usado o Teorema B.5, para podermos derivar F'

sob o sinal da integral. Enquanto nas estimativas foi usada a condi¢do (fy) como

na demonstracao do teorema anterior.

Entdo, para todo j € T, para todo t € [1/R* /1] et € [1/R, 1] temos
Ing(n(8) = L0o(8) < (RPIfwllf + 4R)* | ouuide— [ FleRuy)is <
i i

Proposicao 5.1 Valem as sequintes afirmacoes:

(1) exx < by <cy,VA > 1;
(11) byy — ¢y, quando A\ — oo;

(iii) J\(v(8) < ex,YA > 1,y €T\ e t= (t1,... 1) € I([ %, 1]").

Demonstracao.
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(1) Desde que g € T, segue da Observacao 5.1 que

by = inf ( max J,\('y(t))) < max  Jy(7(t)) < max Iy (thij> = cy.

velx \t€[1/R2 1] T te[1/R2 1] (t1,...t1)E[1/R2,1]! ——
J

Agora, dado v € T, pelo Lema 5.3 existe s = (s1, ..., ;) € [1/R?,1]' tal que
J3a(7(£)) (1 (t)) = 0.
De onde segue que v(s) € MY, portanto

Iar(y(s)) > exxr = inf Jyr(u).

ueMi

Além disso,
J)\RB\Q/T (u) > O,Vu € (Rg \ QlT)?

pois por (2.5)

v
Inmsvay (u) > [Jul]f — §|U|§ > 0.
Isto nos leva a concluir que

I((6) > Jax(y(8)), vt € [1/R* 1),

entao

J t)) > .
el A1) > ey

Implicando que
by > car.
(¢7) Do item (ii) do Lema 5.1 sabemos que c¢yy — cy entdo, utilizando o

Teorema do Confronto na desigualdade do item anterior chegamos ao resultado

desejado.

(ii1) Para t € O([1/R?,1]"), vale v(t) = vo(t). Portanto,
Ia(y(t)) = Ix(7(t)).
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Desde que maxie(1/p2it Ir(70(t)) = cx € I (10(t)) # 0 em ([1/R?,1]"), tem-se

I(y(t) < er —e
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Capitulo 6

Demonstracao do Teorema

Principal

Nosso principal objetivo neste capitulo sera provar o Teorema 0.1.

No decorrer do capitulo denotaremos por

i
u € By llullagy > g5 Vi €

J:\:T = {U c E)\; JA(U) < CT},
onde T é a constante que aparece em (5.1) e R é a constante introduzida em (5.2)
O Lema 1.2 garante que © # (.

Além disso, fixamos ¢ = 5=, e para j > 0
A;\L = {u € Oqgs; | J\(u) — ex| < u}. (6.1)
Observamos também que
wy € Aﬁ NJy",
mostrando que Af; NJy* # (). Na prroposicao seguinte obteremos uma estimativa
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para ||.J3(u)||g; no conjunto (Aj, \ A}) N J3*. Note que
A;\M\Al/) = {U € Ogs; 0 < |J>\(u) - CT| < 2#}.

Proposicao 6.1 Para cada i > 0, existe A, > 1 e oy > 0 independente de A\ tal
que

[T ()]l gy > 00, para A > A, e Vu € (.Aé\u \ Aﬁ) N Jyr. (6.2)

Demonstracao. A prova sera feita por contradicao, entao assumiremos que existe

Ap — 00 € Uy, € (A;‘Z \ Aj) NJRY tal que

15, (un)ll = 0.

Ora, mas desde que u,, € (A%; \ A}r) temos que (Jy, (uy)) é uma sequéncia
limitada em R. Pelo teorema de Bolzano-Weirstrass podemos afirmar que existe

uma subsequeéncia (Jy, (un,)) de (Jy, (u,)) tal que (Jy, (un,)) converge. Entao

D () = c e[|y, (un )y, = 0.

Pela definicio dada no Capftulo 3 a sequéncia (Jy, (un,)) ¢ uma sequéncia

(PS)s € dos itens (7) e (i) da Proposigao 4.1, a menos de subsequéncia
Uy, — uem H'(R?), [tng [|x,, RNy = 0 € Iy, (Uny) = Ir(u).

onde 0 < u € H}(Qy) tal que u é solugao para o problema (P)s -

Relembrando que (uy,, ) € O, temos que

T .
||Unk||)\nk,§2; > ﬁVJ eT.

Entao, fazendo ny — 400 e evocando (iv) da Proposigao 4.1 afirmamos que

T .

logo u é uma soluc@o nao nula do problema (P).y ou seja I (u) = 0, entdo
u € My. Desta forma, Iy(u) > cy. Por outro lado, desde que (u,) € J{" tem-se

que Jy, (u,) < ey e Jy, (un) = Ir(u), entao Iy(u) < cy.

o8



Assim, para n suficientemente grande, J), (u,) estd suficientemente préximo

de Iy(u) = ¢y e entdo
Up, € Ogs € |y, (uy) — x| < .

Mostrando assim que u,, € Aﬁ", obtendo assim uma contradigao.

Na sequéncia denotaremos por p; o seguinte niimero

min I t) —cy| = > 0.
tea(u/Rz,l]l)'T(%( ) —cx| = m

Também definiremos
Buy(0) = {u € Ex;[|ul[x < M},

onde M > 0 é uma constante suficientemente grande que nao depende de \ tal
que

M
70 (t)]|x < ~» bara todo t € [1/R* 1"

Por fim,

i 3}
g = 1min Ml?&? )

onde ¢ foi dado em 6.1.

A proxima proposicao nos deixard em condicoes de demonstrar o teorema
principal. Note que o inicio da demonstracao de tal proposicao esta baseado no
Lema de Deformacao (ver [38]), todavia, modificamos os conjuntos utilizados no
em tal lema. Por isso se faz necessario uma revisao nos argumentos que provam

o Lema de Deformacao.

Proposigao 6.2 Seja > 0 suficientemente pequeno e A, > 1 o mesmo nimero
da proposicao anterior. Entao, para X > A, eziste uma solucao uy de (Ay) tal

que uy € .Af; nJy* N Bu+1(0).
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Demonstracao. Novamente vamos provar por contradi¢ao, entao para A > A,,
nossa prova partira da afirmagao de que nao existe pontos criticos de J) em

.A,’) N J5T N By (0). Afirmamos que existe uma constante dy > 0 tal que

||J/'\(7,L)||E/A > dy, para todo u € .Af; N Jyr N B (0). (6.3)

De fato, se nao existisse tal constante, existiria uma sequéncia (u,) em
A% 0 IS N By (0) tal que || J5(un)||z, — 0, e desde que (J(u,)) é limitada

em R, passando a uma subsequéncia se necessario, teriamos

In(un) = ce Jy(u,) — 0.

Mas pela Proposigao 2.4 o funcional J, satisfaz a condi¢ao (PS)., logo existe
uma subsequéncia de (u,,) que converge para u em Aﬁ NJ5 N Byri1(0), assim da

continuidade do funcional J}, u seria ponto critico de Jy, uma contradicao.

Além disso, a proposicao anterior nos garante que
||J;(u)||E/A > 0y, para todo u € (.Aé\/L \ Af;) NJyr, (6.4)

onde gy > 0 nao depende de .

No que segue, denotamos

A = A3, MOz N By (0)

B= Agu N ©; N By (0)

Considere ¥ : F, — R é uma aplicacao localmente lipschitziana definida por

C d(u, By \ A)
Plu) = d(u, B\ A) + d(u, B)’

(ver [38])
donde segue que
U(u) =1, para u € A%u N Os N By (0),
U(u) =0, para u ¢ Ag‘# N G5 N Bry1(0)
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0< qj(“) < 1,YVu € FE,.
Também consideraremos H : J,* — E) dado por

_\I](U)H}}:E—Z;H’ para u € A;\M r\|§M—i-1(0)7

H(u) = B
0, para u ¢ A3, N B41(0),

onde Y é um campo vetorial pseudo-gradiente para Jy em K = {u € E,; J\(u) #
0} (Defini¢ao B.4). Observe que de (6.3) e (6.4) que Ji(u) # 0, para u €
A3, NI N Bar11(0), entdo pelo Lema B.1, H estd bem definida.

Agora, desde que H ¢é localmente Lipschitz (ver [38]) e

|H(u)|| <L,VA> A eue Ji".

O Teorema de Picard (Teorema B.21), juntamente com o Teorema B.22
garantem a existéncia de uma funcdo continua 7 : [0,00) x Ji© — J{¥ que é

solucao do seguinte problema de Cauchy
an(t,u) = H(n)
n(0,u) =u

e entao, da Definicao B.4 e da regra da cadeia, obtemos

d 1 ,
L t.w) < 2wt )| (e )] <0 (6.5)
dn
—I| = <1 .
%] =i <1 (6:6)
Logo,
n(t,u) =u para todot > 0eu e Ji* \A%M N Bari1(0). (6.7)

Iremos estudar separadamente duas aplicagoes que serao importantes no

restante da demonstracao
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e A aplicagdo t — n(t,7(t)), onde t = {t,....t;} € [1/R? 1]".
Relembre que

i I t)) — = >0
tea(ﬁl/l}%lw)! T(%(t)) — ex| = m

R Gy
p'=min < p1,0, — ¢ .

e que

2
Entéo, para todo t € 9([1/R?,1]"), se € (0, %)

[Ia(n0(t) —ex| = = % > 2/
Por (iii) da Proposigao 5.1

JA(10(t)) < ex, vt € O([1/R?, 1]1).
Entao v (t) € Jy, e portanto de (6.7), tem-se

n(t,70(t)) = 10(t), vt € O([1/R* 1]).

Portanto,

n(t,0(t)) € I'y, para cada t > 0. (6.8)
e A aplicacio t — 7(t), onde t = (t1,....1;) € [1/R2, 1]".
Ressaltamos novamente que
!
Yo(t) = thij # 0 em Or,
j=1

pois wy € Nvy. Além disso J,(7o(t)) nao depende de A > 1, pois w; esta definido
em ();, para todo j € T.

Relembramos ainda, da demonstracao da Proposicao 5.1 e da Observacao 5.1
que

J)\<’}/o<t>> < CT,Vt & [1/R2, 1]l
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IA(0(t)) =cx &t = tp.

Portanto,
mg = sup { Jy(u));u € v0([1/R? 1]\ A)},
¢ independente de A e mg < cv.

Agora, observe da Definicao C.4 e do Teorema B.14 que dados u,v € By;(0),
tem-se
Ja(u) = JA(v)

< [A(ww| < K,
[lu — ]| g

onde u =v+ w e K, > 0. Entao,

| (u) — Jx(v)| < K.||lu — v]||, para todo u,v € B(0). (6.9)

Mostraremos que, para 1" > 0 suficientemente grande, vale

1
te[?/l%gi/l]l I (n(T,7v(t))) < max {mo, T ao,u} : (6.10)

De fato, escrevendo u = yo(t), t € [1/R? 1], se u ¢ A} de (6.5), temos que a

funcao Jy(n(t,u)) ¢ decrescente para t € [0, 00), entao
JA(U(taU)) < J)\(n<07u)> = JA(“) < my, Vt > 0,
e assim a equagao (6.10) seria satisfeita.

Caso contrario, assumimos que u € .Ai; e definimos

Oopt
K.dy

ii(t) = n(t,u), dy = min{dy, 00} e T =

Agora, analizaremos os seguintes casos:
Caso 1: 7j(t) € A3 N Os N B (0), ¥t € [0, T).
2

Caso 2: 7(tg) ¢ Ag# N ©s N By (0), para algum t, € [0, T).

Analise do Caso 1:
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Neste caso, da definicdo de ¥ e da hipdtese sobre J;, teremos W(7(t)) = 1 e
175((t))|] > dy para todo ¢ € [0, T]. Assim,

d

J)\(ﬁ(T)) = J)\(U) +/(; %J)\(f](t))ds < Cy — %/0 d~)\d8,

isto é,

. L -
I(T)) < ey — Ed,\T =cr — ou,

2K,

mostrando assim (6.10).

Analise do Caso 2: Neste caso, obtemos uma estimativa para as seguintes

situacoes:
(a): Existe ty € [0,T] tal que 7(t2) ¢ O;5. Fazendo t; = 0, temos que
[17(t1) = ()] = ||| = [(t2)l| =2 20 =6 =0 > p.

Pois, por hipdtese, u = 7o(t) € A e entdo u € O;.

(b): Existe ty € [0,T] tal que 7j(ts) & Ba(0). Fazendo t; = 0, temos que
. . . . M
17(t1) = nE)l] = ()] = [In(t)]l =2 M - = = p.

Pois, por defini¢ao, u = o(t) € E%(O).
(c): 7j(t) € ©5 N By (0) para todo t € [0,T], e existem 0 < t; <ty < T tal que
i(t) € As, \ A} para todo t € [t1,15] com

AGI(0)) = exl = e [Gi(ta) — ex| = 2

De (6.9), temos

1) A0 2 A 0(E) — AR 2 e — L=
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As estimativas obtidas em (a),(b) e (c) mostram que existe C' > 0 tal

que ||7(t2) — 7(t1)|| > Cp. Entao, utilizando o teorema do valor médio em

7 : [t1,t2] = Jy*, obtemos

|17(t2) — 71(t1)]|
[ts — 1]

= {77 (t)Il;
isto é,
ity — 11| < Cip,
onde C, = max{f, 57 }.
Assim, de (6.5), temos
I(T)) < Ia(u) - /OT‘P(ﬁ(S))llJS(ﬁ(S))||d8-

O qual por (6.4), implica em

to
IA(T)) < ey — / oods = cy — op(ta —t1) < ey — Cuog < oy —

Oolt,
t1 2K*
mostrando assim (6.10).
Fixando 7(t, ..., t;) = n(T,v(t1, ..., t;)). Por (6.8), n € Iy, levando a
1
brar < In(t1, .. 1)) < - <
ATS oma A((t, 1)) < max {mmCT K oou} cr,s

o qual contradiz o fato de que by y — cy.

Para conforto do leitor, enunciaremos novamente o Teorema principal de nosso

trabalho. Em seguida, faremos sua demonstracao.

[Teorema Principal]: Assuma que (a1) e (f1) — (f4) valem. Entdo, existe

Ao > 0 com a sequinte propriedade: para qualquer subconjunto mao vazio Y de

{1,...,k} e A > Xg, o problema (Py) tem uma solu¢ao positiva uy. Além disso,

se firarmos o subsconjunto Y, entao para qualquer sequéncia A\, — 0O podemos

extrair uma subsequéncia (\,;) tal que (uy, ) converge fortemente em H'(R?)

para a fungdo u, tal que, u = 0 fora de Qy = Ujex€);, e ujq, € solugdo de energia

minima para o problema nao local
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;

—Au+u+ ¢u = f(u) em Q,

(P)ooxr §u(z) >0, Vz € QeVjeT,

u € H&(QT)

Demonstragao. Segundo a Proposigao 6.2, para p € (0, u*) e A, > 1, existe uma
solugdo uy para (A,) tal que uy € A} N J5T N Byy(0), para todo A > A,.
Afirmacgao: Existe A\g > A, e uo > 0 suficientemente pequeno, tal que uy é
solucdo para (Py) para A > X\g e p € (0, o).
De fato, fixado pu € (0, up), assuma por contradigdo que existe A\, — oo,
tal que (uy,) nao é solu¢do para (SP,,). Da proposigao 6.2, a sequéncia (uy, )

verifica:

(a) Jy (ur,) =0, para todo n € N. Pois, (u,,) é solucao de (Ay,);
(b) J3,(ux,) = d < cy. Pois uy, € J{', para todo n € N;

(¢) [lur,||r.r3\0r — 0. Pois de (a) e (b), (uy,) é uma sequéncia (PS) e se

verifica (v) da Proposicao 4.1.

O item (b) nos garante que podemos usar a Proposigao 3.1 e entao concluir que
que uy, € solugao de (SP,,), para valores de n suficientemente grandes. Temos

assim uma contradicao. Entao a afirmacao feita acima é verdadeira.

Falta provar a segunda parte do teorema. Para isto, tomemos uma sequéncia
(uy, ) satisfazendo os limites acima, usando novamente a Proposi¢ao 4.1, temos
que uy, — u em H'(R?), onde u = 0 fora de Qy e ujq, # 0, para j € T. E u é
uma solucao positiva para

;

—Au+u+ ¢u = f(u) em Q,

(P)oox §u(z) >0, Vo e QeVjeT,

u € H&(QT),
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e entao,

IT(U) > Cy.

Por outro lado, sabemos que
i () = Iy (u),

que pelo item (c) implica em

Desde que d < ¢y, deduzimos que
Iy(u) = Cr.

Mostrando assim que u é solugao de energia minima para o problema (P)qo -

Ou seja, (u, ¢,) é solu¢ao de energia minima para o problema

;

—Au+u+ ¢u= f(u) em Qr,

—A¢ = u? em R3,

u € HOI(QT)
\
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Apeéendice A
Resultados sobre ¢,

Primeiramente, vamos mostrar que para cada u € H'(R?) existe uma tnica

¢ = ¢, € DV3(R?), solucao da equagio de Poisson
—A¢ = .

Para isso, definimos, para cada u € H'(R?) o funcional ¢, : D'?(R?) — R,

dado por:

©u(v) :/ wvdz.
R3

Notemos que das imersoes continuas D'?(R3) — L5(R3) e H'(R3) — LP(IR3)
para p € [2,6] e da desigualdade de Holder que o funcional ¢, estd bem definido.

Além disso,
/ ‘U2’Ud$ S |u2’g|v|6 = ‘U|21?2|’U‘6 S C’U‘%HUHDIQ(RB). (Al)
R3 °

o que mostra que ¢, € L(DV?(R3),R). Entao, pelo Teorema da Representacio
de Riesz (Teorema B.17), existe um tnico ¢, € D'*(R?) tal que

ou(v) = / WPode = (G, 0) prages), Yo € D'2(RY) (A.2)
R3
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[ ullcpr2@®2)) = llpullcpr2@s)-

No préoximo lema mostraremos uma caracterizagao para funcao ¢,, como

também algumas propriedades importantes.

Lema A.1 Para qualquer u € H*(R?), valem as sequintes propriedades:

1 2
i) du(x) = / u(y) dy para todo x # y € R3;
3wz Jrs |7 —yl

it) Eziste C' >0
/ \V(bu\Qda::/ budz < OlJul|p sy
R3 R3
iii) du >0 Vu € H'(R?);
iv) O, = t2¢u, Vit > 0;

v) Se u, = u em H'(R3), entao ¢,, — ¢, em DV*(R3) e
lim / Gu, u2dr > dpulde;
R3 R3
vi) Se u, — u em HY(R?), entdo ¢,, — ¢, em DVA(R3). Além disso,
lim / Gy, utdr = duude.
R3 R3

Demonstracao.
(¢) Ver [23].

(1) Da definicao de produto interno em D'?(R?) e de (A.2) temos
[ V6. = (0u oo, = oulon) = [ ouiids
R3 R3

De (A1) |éull = llull < Cluf,.

Entao,

| owitde < Julldulo < Cllullpses).
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(i7i) Segue diretamente da caracterizacao dada em (i).

(iv) Veja que
_A(btu =t*® = _t2A¢u = _A(t2¢u)

Da unicidade da solucao, segue o resultado desejado.

(v) Para mostrar que ¢,, — ¢, temos que mostrar que para todo J € D~
tem-se J(¢n,) — J(éu), mas pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe
v € DVY2(R3) tal que:

J(Pu,) = (U, u,,) Dr2(RS3).-

Das observagoes feitas anteriormente,

<Ua¢un>D1’2(R3) :/ uivdx

R3

Entao é suficiente mostrar que

<1), ¢un>D172(R3) = / uivdz — u2vd:c = <U, ¢u>D1’2(R3)7 Yo € Dl’Q(RS).

R3 R3

Seja v € C5°(R?), entao existe R > 0 de modo que supp(v) C Bg(0), logo

/ uivdx:/ uvdz.
R3 Br(0)

Da imersao compacta H'(R?) — L (R?) com p € (2,6), tem-se

/ wlvdr — w?vdr, Yo € CF(R?).
Br(0) Br(0)

Desde que DM?(R3) = Cg°(R?), a convergéncia acima é vdlida para todo
v € DM(R3) e entao ¢,, — ¢,. Dai, segue que diretamnete que @, (v) — @, (v)

para cada v € DV?(R3), entao

o ()] = lim||pw, (V)| < lim|e, [[v].

I [I* da isometria [|pu|| = [|du|

Assim lim ||y, ||2 > |]pu

lim ||¢y||* = lim({,, Pu) D12(R3) = / Py, uZdr > ppuldr
R3 R3
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(vi) Inicialmente, queremos mostrar que

16, = Gullpra@sy = 0,
equivalentemente
(Pup, — Pus Pu,, — ¢u>D1a2(R3) — 0,
ou seja,
(Pups Oup — Gu) D12®3Y = (Pus Py, — Pu) D12w3) — 0.

De (A.2), isto é o mesmo que

[ w6u, — iz = [ 6, ~ 6.)dz 0.
R3 R3
Isto é,
[ [n, 2 =) = onta — i o
que é equivalente a )
[ (Gu=0) w2~ < 0w, ~nlsli =g < o, =ulelu =1l sy — 0.
° (A.3)

Donde segue que ¢, — ¢, em DV2(R?).

Note que em (A.3) foi usado a desigualdade de Holder e as imersées continuas
DY (R?) — L5(R?) e HY(R?) — LP(R?), com 2 < p < 6. E também o fato de
que (¢, ) é uma sequéncia limitada em D?(R3) C L%(R?) | pois u, — u em
H'(R3?), entao u, — u em H'(R?) e pelo item anterior ¢,, — u em D?(R?).

Usando novamente a desigualdade de Holder e as imersoes continuas

D'"2(R?) — L5(R?) e HY(R?) — LP(R?), com 2 < p < 6, obtemos

/ (u, 1> — Puu?)da = / (P, 12 — Puti?) + (Pu,u? — Gy, u?)]dr =
R3 R3

/ fun (1% — )+ / (b, — ) < |G,
R3 R3

o2 — |5+ 2] |, — Buls — 0.

Concluindo entao que

lim / Gu, u2dr = ppulde.
R3 R3
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Apendice B

Resultados usados

Neste apéndice iremos apresentar algumas definicoes e resultados gerais que

foram usados na dissertacao.

Teorema B.1 (Teorema de Miranda): Dado G = {x € RY : r < x; <
R,1 < i < N} e suponha que a aplicacio F = (f1, fo, ..., fn) : G — RN ¢
continua no fecho G de G tal que F(x) # 0 = (0,...,0) para todo x na fronteira
de G, e

Z) fi(l'l,l'g, vy i1, Ty Tijg 1, axN) Z 0 bara 1 S { S N e
”) fi<'r17x27 "'7xi—17R7 Lit1, ,I‘N) S 0 para 1 S { S N
Entao F(z) = 0 tem uma soludo em G.

Demonstra¢ao. Uma prova curta deste teorema pode ser encontrada em [37].

Teorema B.2 (Lema da Compacidade de Strauss): Sejam P,Q : R — R

duas fungoes continuas satisfazendo

(P.1) ggi; — 0 quando |s| — oc.

Seja (uy,) : RY — R uma sequéncia de funcoes mensurdveis tal que
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(P.2) sup, | |Q(u,)|dz < oo

R
e

(P.3) P(un(x)) — v(z) g.t.p em RY.
Entdo para qualquer conjunto boreliano B limitado vale
/B | P(un(x)) — v(z)|dxe — 0
Demonstragao. Ver Teorema A.I em [11].

Teorema B.3 (Teorema de Vainberg:) Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes

em LP(QY) e f € LP(QY) tais que
fi = [ em LP(Q)
Entao, eziste (f;,) C (f;) e uma funcdo g € LP(Q) tal que

|fj(2)] < g(x) g.t.p em Q

fiv(@) = f(z) g.t.p em Q

Demonstracao. Ver [9]

Teorema B.4 (Lema de Fatou): Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
mensurdveis, com relacao a uma medida p , tal que f, > 0 para todo n € N

entao

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fndu

Demonstragao. Ver [9].

Corolario B.1 Seja f, : E — R uma sequéncia de fungoes mensurdveis

convergindo pra f, tal que

/th
E
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Entao

Lsz

Teorema B.5 Seja f : X X [a,b] — R, tal que x — f(t,z) é mensurdvel para
cada t € la,b] e (X,w) € um espago mensurdvel. Suponha que para algum
to € [a,b], a fungcdo x — f(x,ty), € integrdvel em X, Of /Ot existe em X X |a,b],
e existe uma funcao g integravel em X tal que

5

)] < ato)

Entao a funcao F definida por
F(t) = [ fa.tyde,
b's

¢ diferencidvel em [a,b] e

dF  d [ of

Demonstragao. Ver [9].

Teorema B.6 (Desigualdade de Holder): Seja f € LP(Q) e g € LI(QY), onde
p>1 e%+$:1. Entao, fge L) e

1fgllr <\ fllzellgllza-

Demonstracao. Ver [9].

Teorema B.7 (Desigualdade de Young ): Seja 1 < p,q < oo tais que Z%—{—% =1.
Entao,
P bq
ab < a——l——, (a,b>0).
p q

onde a,b > 0. A igualdade so ocorre se, e somente se, aP = bl.

Demonstragao. Ver [19].

74



Teorema B.8 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue):
Seja (fn) uma sequéncia de fungdes integraveis na qual convergem q.t.p para
alguma funcao mensurdvel f. Se existe uma funcao integrdvel g tal que |f,| < g

para todo n, entao f € integrdvel e

/ fdy = lim / Fadp

Demonstracao. Ver [9].

Teorema B.9 (Teorema da funcao inversa:) Sejam U C RN um aberto
e f: U — RN de classe C*(1 < k < o00) tal que, em um ponto xq € U,
f'(x0) € L(RN) € um isomorfismo. Entdo f é um difeomorfismo de classe C* de

uma vizinhanca V' de xo sobre uma vizinhanga W de f(zo).
Demonstracao. Ver [26].

Teorema B.10 (Teorema da fun¢do implicita:) Dado A um aberto em
R™™ seja f : A — R" de classe C*(k > 1), onde f = f(x,y) com x € R"
ey € R". Suponha que (a,b) é um ponto de A tal que f(a,b) =0 e

det g—gjj(a, b) #0

Entao existe uma vizinhanca B de a em R" e wma inica fun¢ao continua

g: B — R" tal que g(a) =b e

flz,g(x)) =0
para todo v € B. Além disso, a funcdo g também € de classe C*
Demonstragao. Ver [30].

Teorema B.11 (Teorema do Valor Intermedidrio): Se uma fungdio real
f definida num intervalo [a,b] € continua, entdo qualquer ponto d tal que
fla) < d < f(b) ou f(a) > d > f(b) existe algum ponto ¢ do intervalo [a,b],
com f(c)=d
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Demonstragao. Ver [27]

Teorema B.12 (Teorema de Bolzano-Weirstrass): Se (x,) ¢ uma
sequéncia de niumeros reais limitada, isto é, existe M > 0 tal que |z,| < M

para todo n € N. Entao (z,) admite uma subsequéncia convergente
Demonstragao. Ver [27]

Teorema B.13 (Teorema de Borel Lebesgue): Scja K C RY um compacto.

Entao, toda cobertura aberta de K C Uxep Ay admite uma subcobertura finita

K C A>\1 U A,\2 U..u A)\L

Demonstragao. Ver [27]

Teorema B.14 dados X e Y espacos vetorias normados. Uma aplicao linear
T:X —Y € continua se, e somente se, para todo conjunto limitado B C X, sua

imagem T(B) € limitada em Y .
Demonstracao. Ver [31].

Definicao B.1 (Ver [31])(Convergéncia fraca): Seja X wum espago vetorial
normado e (x,) C X. Dizemos que x, converge fraco em X, se existe v € X

verificando:
f(zn) = flx) em R VfeX.

Neste caso, x ¢ chamado limite fraco de x, em X, e denotamos x, — x.

Teorema B.15 (Ver [31]): Seja (x,) uma sequéncia fracamente convergente

num espaco vetorial normado, isto €, existe v € X tal que
Tz, —~x em X.

Entao,
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a) O limite fraco x de (x,) € unico;
b) Toda subsequéncia (x,;) C (x,) converge para x;
c) A sequéncia (x,) € limitada.

Demonstragao. Ver [31].

Teorema B.16 (Alaoglu): Se X é um espago normado, entio a bola fechada
By« = {f € X* : ||f|]| £ 1} ¢€ um espaco de Hausdorff compacto na topologia

fraca®
Demonstracao. Ver [31].

Teorema B.17 (Teorema da Representacao de Riesz): Sejam H um
espaco de Hilbert e H' seu dual. A aplicagio v : H — H', v(z) = f., para

cada x € 'H, dada por

v(@)(y) = fa(y) = (z,y), para todoy € H,
¢ uma isometria sobrejetora em H'.
Demonstragao. Ver [31].

Definigao B.2 (Ver [1])(Imersio continua): Dizemos que o espago normado
(X, ]| ||2) estd imerso continuamente no espago (Y, || ||,) e escrevemos X — Y

se.

i) X for subespago vetorial de Y;
ii) A aplicagao identidade
1 X = Y
r — i(r)==x
¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)||y < M||z|x, Yz € X.
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Definicao B.3 (ver [31]) Um operador linear T : X, — Xy € compacto, se a
imagem T(A), de todo subconjunto limitado A C X, € precompacta em Xs, ou

seja, seu fecho € compacto em Xo.

Teorema B.18 (Imersdes de Sobolev): Seja Q@ C RY com N > 2, entio as

sequintes imersoes sao continuas:

. L) ; 2<s<2*=-2 para N >3
Hy () —
L3(Q) 1<s< o para  N=1 ou N =2

Demonstragao. Ver [29].

Teorema B.19 (Imersdo compacta de Rellich-Kondrachov): Sendo Q C RY um

Dominio limitado do RY, as sequintes imersoes sio compactas:

Ls(Q) ; 1<s<2 =2 para N >3

Hy () —
L3 (Q) ; 1<s< o0 para  N=1 ou N =2

Demonstragao. Ver [13].

Teorema B.20 (Desigualdade de Poincaré): Se Q0 é um dominio limitado

do RY, entdo existe C > 0 tal que
[k <e [ vu
Q 0
para todo u € Hy(S2).
Demonstragao. Ver [13].

Definicao B.4 (Ver [38]) Seja M um espago métrico, X um espago normado
eh: M — X"\ {0} uma funcio continua. Um campo vetorial g € um pseudo-
gradiente para h em M se g : M — X € uma func¢ao continua e localmente

Lipschitziana tal que para todo u € M,

gl < 2[h(w)l] e (h(u), g(u)) = |[h(u)]]*.
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Lema B.1 Seja M um espagco métrico, X um espago normado e h : M —

X"\ {0} uma funcao continua. Entao existe um campo pseudo-gradiente para h

em M.
Demonstracao. Ver [38] Lema 2.2.

Teorema B.21 Seja E um espago de Banach e f : [ty — a,to + a] X Bg(x¢;b) C
R x E — E wuma aplicacao limitada, continua, lipschitiziana com relacao a

sequnda varidvel. Entdo existe uma unica solucdo do problema de valor inicial

(PVI)

dz
I
i
I(to)zl’g,
definida no intervalo [ty — a,ty + af, onde o = min{a,b/M} e M =

sup{||f(t, z)l|p, (t, z) € [to — a,to + a] X Bp(zo;b)}.
Demonstragao. Ver [36].

Teorema B.22 Seja X um espaco de Banach, e f continua definida em X x R
e tal que ||f|| < M. Entao toda solugdo de

Lo(t,u) = f(o(t,u))

o(0,u) =u
¢ continua e pode ser prolongada por toda a reta.

Demonstragao. Ver [36].
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Apéndice C

Alguns resultados de Teoria do

Grau

Neste apéndice, daremos a definicao de grau topdgico de Brouwer. E
mostraremos as propriedades do grau topoldgico que foram usadas em nosso
trabalho. Para as demonstragoes que aqui serao omitidas e para uma abordagem

mais completa veja [2].

Definicao C.1 Dados Q C R™ aberto e limitado, e f € C'(Q,R"™), definimos o
grau topolégico de Brouwer de f com relag¢do a £ em um ponto reqular p & f(92)

como:

0, se f~(p) =0,
Z sgn(detJ;(x)), se f~1(p) # 0.

zef~1(p)

deg(f,Q,p) =

Onde J¢(x) € a matriz jacobiana da fung¢do f no ponto x e sgn € a fungao sinal

definida por:

1, set >0,
sgn(t) =
0, set <O.
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Ainda falta justificar porque o grau topodlogico definido acima esté de fato bem
definido, isto ¢, que o0 somatério 3 ¢ (-1, sgn(detJ¢(x)) < oo, e tal fato s6 ocorre
se o conjunto f~!(p) é finito. Veja que p é um valor regular de f entdao para todo
x € f(p) tem-se det Jp(z) # 0 logo a transformacao linear f'(z) : R® — R" é
um isomorfismo, assim do Teorema da Aplicacao Inversa f é um difeomorfismo
de uma vizinhanga U de x em uma vizinhanca V' de b, portanto f~1(p) é discreto,
pois dado 2’ # x em U da injetividade de fi;, f(2') # p. Logo, f~*(p) é fechado
em Q que por sua vez é compacto, assim f~!(p) também é compacto. Usando
o Teorema de Borel-Lebesgue vemos facilmente que o conjunto f~!(p) ¢é finito,

mostrando que (C.1) estd bem definida.

Definigao C.2 Dado f € C(L,RY) e seja b ¢ f(O2). Considere (f,) C
CYQ,RY) tal que f, — f em C(Q,RN). Define-se:

deg(f,©2,b) = lim deg(f,,2,0).
n—oo

Além disso, € possivel provar que a defini¢ao nao depende da escolha particular

de (fn).

Proposicao C.1 Se f € C(QR") e p ¢ f(Q) entio deg(f,Q,p) = O.
FEquivalentemente, se deg(f,$2,p) # 0, entdo existe x € Q tal que f(x) = p.

Proposicao C.2 Seja f,g € C(Q,R") tais que f = g em 09, seja também
p ¢ f(0), entdo
deg(f,Q2,p) = deg(g, 2, p).

Proposicao C.3 Sejam Q; € R™ e Q, C R™, considere f € (Q,R™) e
f2 € (Q02,R™) onde p1 ¢ f1(0) e p2 & f2(0). Entdo,

deg((f1, f2), 1 x Qa, (p1,p2)) = deg(f1, 1, p1) deg(fa, 22, p2).
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Apendice D

Funcionais Diferenciaveis

Neste apéndice, detalharemos a diferenciabilidade dos funcionais utilizados

em nosso trabalho. As técnicas utilizadas aqui podem ser encontradas em [20].

Definicao D.1 Seja X um espaco de Banach e U C X aberto, considere o
funcional I : U — X . Este funcional possui derivada de Gateaux no ponto u € X

quando existe um funcional linear Ty € X' tal que

lim I(u+ tv) — I(u) — Tov

=0, para todo v € X.
t—0 t

Definicao D.2 Seja X wum espaco de Banach e U C X aberto, considere o
funcional I : U — X. FEste funcional possui derivada de Fréchet no ponto u € X
quando existe um funcional linear T € X' tal que

hm[(u—i—v)—f(u)—Tv

=0, para todo v € X.
=0 [|v]]
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Lema D.1 Seja [ : X — R um funcional definido em um espago de Banach X.

Se a deriwada de Gateauzr é continua em X', entdo as derivadas de Gateaux e

Fréchet coincidem e I € C1(X,R).

Demonstra¢ao. Denotamos por I'(u) a derivada de Gateaux no ponto u € X.

Agora, consideremos
r(v) = I(u+v) —I(u) — I'(u)v.

Queremos mostrar que

r(v)|

Tl — 0 quando ||v|| — 0. (D.1)
v

Defina ®(¢) : [0,1] — R por
O(t) = I(u+ tv).

Como,

lim D(E+1t)— D€ — lim Iu+&v+tv) — I(u+ &w)

t—0 t t—0 t

= I'(u+&u)o,

temos que ® é uma funcao diferenciavel, pois I é Gateaux diferenciavel.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe x € (0,1) tal que

B(1) — B(0) = (k).

Entao,
I(u+v)—I(u) =I'(u+ Kkv)v.
Por (D.1)
r(v) =I'(u+ rkv)o — I'(uw)v = (I'(u + ko) — I'(u))v.
Consequentemente,

[r()] < 1w+ ko) = I'(w)[[|v]]
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Da continuidade da derivada de Gateaux em X' segue o resultado desejado.

Proposicao D.1 O funcional I : E — R dado por

1 1
I(u) = §||u||2 + ZL/RS dpuide — /RS F(u)dx,

¢ tal que I € C'(E,R) com

I'(u)v= | VuVuvdz + / V(z)uvdr +
R3

dpuvdr — f(u)vdx, Yu,v € E.
R3 R3

R3
Lembrando que onde F(s) = [ f(t)dt e E é um subespago vetorial de H'(R?)
E={uc H'(R: / V(@) ufdz < o)
R3

munido da norma

N

full = ([ (%0 + vialufyas

Demonstracao.

Vamos considerar I(u) = I (u) 4+ Ir(u) — I3(u) com I (u) = 3||ul|?, Ir(u) =

1

| puuidr e Iz(u) = / F(u)dz.
4 R3 R3

Primeiramente vejamos que o funcional I estd de fato bem definido. Ora,

u € B, entdo I1(u) = 3||u|]} < oo, temos também por (i7) do Lema A.1 que
Io(u) = / buds < ClJul|sgs) < 00.
R3
Da condigao de crescimento descrita em (2.3), temos que o funcional I3 estd

bem definido.

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux de [I;, representaremos sua

derivada por DIy,

1 2 2 _l 2 2
L(u+to) = Lu) 2 /RS(|Vu+tv| + V(2)|u + tv|*)dx 2/RS(|Vu| + V(x)|u|?)dx

t t
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%/RB [V (u+ t0)V(u+tv) + V() (u+ tv)*]de — %/quvup V(@) da

t

1
= — [Zt/ (VuVo + V(2)w)dr +t* | |Vol* + V(a:)|u|2d:v] :
2t R3 R3
Portanto,

DI (u)v = lim Liutv) = h(v)

t—0 t

= /3(Vqu + V(z)uv)dz.

Mostraremos agora que o operador DI é continuo. Seja (u,) uma sequéncia

em FE tal que u,, — u em F.

Assim, para cada v € E, com ||v|| <1 temos

|[DI1(u,) — DI (u)]v| = Vu,Vu — VuVu + V(2)(u,v — uv)

RS

< |\Vu, Vo — VuVo| + V(x)|u,v — ul.

R3
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz

DI (un)— DI (w)]o] < </ Vit — Vul? + V(@)|un — u|2) (/ Vol? + V(:c)|v]2)
R3 R3
= [|un — ull[|v]] — 0.
Logo,

|DLy(un) = DI (un)|| e = / sup |[D1y(un) = DIy(u)]v] < [lun — ul| = 0.

[lv]]<1

Vamos calcular agora a derivada de Gateaux de I, que representada por DIy

1
i / Gutro(u + t0)° — 1 Pyt
DIy(u)v = lim —& R
t—0 t
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Como A¢yis = (u+ tv)?, por (iv) do Lema (A.1) tem-se que —Ag, 4 =
—Ap, — t*¢, — tA¢ 5, Entdo

2 1

2
WU
4 R3¢

i / (Gu + by + 0 j55y) (u + tv)
DIy(u)v = lim —&

t—0 t

o1
— lim I 2000y, + tyv + to,u” + 2P Pyuv + ¢ mpt’ + 2ty + 2O v

t—0 R3
1 1
= _/ 2uv¢u + _/ ¢\/2uvu2'
4 R3 4 R3

Da caracterizacao de ¢, dada em (i) do Lema A.1, tem-se

1 1 9 1 2w
- u - ————dx | dy.
2 R3¢uv+4/ﬂg3u (/Rg&ug]:c—y] a:) y

Pelo Teorema de Fubini,

1 1
— LUV + — 2uVQ,,.
2 R3 ¢ 4 /IR;3 ¢

Assim,

DI(u)v = DU,
R3

Dada uma sequéncia (u,) em FE tal que w, — w em F, afirmamos que

DIs(u,) — DIy(u) em E’, de fato, dado v € F, tem-se

D, UnV — / DUV
R3 R3

- gbunv(un - U) + /R3 (gbun - QSU)U’U .

de Usando a desigualde de Holder, as imersoes de Sobolev e a imersao D'2(R?) <

L5(R?)

/ (bununv + ((bunUU) - (buuv - (¢unuv)
R3

R3

, ¢unv(un —u) < |¢un|6|v|3|un - U|2
R

/]R3 U0 (Pu,, — Pu) < |ul2|v]3|Pu, — duls.
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Desde que E C H'(R?), pelas imersdes de Sobolev, a convergéncia u,, — u em
F implica que u,, — u em LP(R?) para p € [2,6]. De (vi) do Lema A.1 ¢,, — ¢,
em DM?(R3) e da imersiao DV?(R3) — L5(R?) tem-se ¢, — ¢, em L5(R?), entao

/ G 01t — ) < |bu o]l — tly — 0
RS

[ w00, = 62) < lubloblgu, = ouls = .

/gbununv—/ DuUv
R3 R3

Mostrando assim a continuidade de DI,.

Donde segue que

[|DIy(un) — DIy(u)||pr = sup

llo]l<1

— 0.

Vamos calcular a derivada de Gateaux do funcional I3, o qual representaremos
por DI3. Para cada t € R com 0 < [t| < 1 e para cada u,v € FE,
consideremos a fungdo h : [0,1] — R dada por h(s) = F(u + stv). Observe
que h'(s) = f(u+ stv)tv, h(1) = F(u+tv) e h(0) = F(u).

Desde que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), do Teorema do Valor

Médio, existe p € (0,1) tal que

de onde concluimos

F(u+tv) — F(u)
t

= |f(u+ pto)|[v].
Da condigao de crescimento (2.2) sobre a fungao f, obtem-se
|f(u+ ptv)||v] < alu + pto||v] + blu + ptv|’|v|.

Portanto, |f(u + ptv)|jv| € L'(R?).
Além disso, para uma sequéncia |t,,| — 0 temos que
fu(z) + ptyv(x))v(z) — f(u(z))v(z) pontualmente em R?.
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, tem-se

fig 20 00) = Bw) [P [ Fw

t—0 t t

= lim flu+ ptpv)v = [ f(u)v.
RS

n—oQ R3

Assim, DI3(u)v = fRS w)v. Mostraremos que o operador DI3 é continuo.

Seja u, — u em E C H'(R?).

Portanto, das imersoes continuas de Sobolev
u, — u em LP(R*), com 2 < p <6.
Do teorema de Vainberg, existe (u;) C (u,) e g € LP(R?) tal que

Up, (2) = u(z) g.t.p em R®

[, (2)] < g(x) q.t.p em R,
desde que f é uma funcao continua,
|f (un, () = f(u(@))][v] = 0 q.t.p em R®.
Da condigao de crescimento (2.2), temos
[f (wn; (2)][0] < alg(@)]|v] + blg(z)[v].
Entao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/funjw fwe,

para todo v € F.

Argumentando como nos casos anteriores concluimos que DIz é um operador

continuo.
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