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Resumo

Neste trabalho, baseado nos artigos de Brezis-Kamin [6] e Brezis-Oswald
[7], investigaremos a existéncia e unicidade de solu¢do para problemas elipticos
sublineares em dominio limitado, bem como para problemas elipticos em todo o
R¥. Para a obtencao de solucao nesses respectivos dominios, usaremos o método

variacional e o método de sub e supersolucao.

Palavras-chave: Equacoes elipticas sublineares, Minimizacao, Sub e

Supersolugao
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Abstract

In this paper, based on articles by Brezis-Kamin [6] and Brezis-Oswald [7], we
investigate the existence and uniqueness of solution to sublinear elliptic problems
in bounded domain as well as for elliptic problems in whole R™. To get solutions
in these domains, we use the variational method and the method of sub and super

solution.

Keywords: Sublinear elliptic equation, Minimization, sub and supersolution.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia e unicidade de solugao positiva
para problemas elipticos sublineares tanto em dominio limitado quanto em
dominio nao limitado. Para isso, temos como referéncia os artigos de Brezis-
Kamin [6] e Brezis-Oswald [7].

Seguindo os argumentos de Brezis-Oswald [7], investigaremos existéncia e

unicidade de solugao positiva para o problema

—Au = f(z,u) em
u = 0 sobre 0f),

(P1)

onde €2 ¢ um dominio limitado de RY com fronteira 92 suave e f :  x [0, +00) —

R.

Ao menos em nosso conhecimento, diferentemente dos trabalhos anteriores
que utilizaram argumentos de sub e supersolugao, ver por exemplo [9], [18] e [25],
Brezis-Oswald [7] foi o primeiro artigo a atacar o problema (P1) utilizando uma
abordagem via método variacional. Nesse sentido, associaremos ao problema (P1)

o funcional energia E definido por

E(u):%/g\Vu\zdx—/QF(a:,t)daz onde F(:U,t):/o f(z,s)ds

de forma que pontos criticos de E s@o solugoes fracas de (P1).

Uma outra novidade que surge em [7] estd relacionada a prova do resultado

de unicidade de solucao. De fato, para mostrar que o problema (P1) admite uma

4



Unica solucao, Brezis-Oswald, lancam mao de um inteligente artificio algébrico o
qual contrasta com todas as demonstracoes dadas anteriormente, as quais estao

baseadas em argumentos de comparagao e principio do méximo (ver [3] e [21]).

Para a resolucao do problema acima, assumiremos as seguintes condicoes sobre

a funcao f:

f1. Para quase todo ponto x € Q a funcao t — f(z,t) é continua em [0, +00)

flzt)
t

e a funcao t — é decrescente em (0, +00);

f2. Para cada t > 0 a funcao x — f(x,t) pertence a L*(Q);

f3. Existe uma contante C' > 0 tal que f(z,t) < C(t+1) para quase todo ponto
r e Vt>0.

Importante destacar ainda que Brezis-Oswald [7] foi o primeiro artigo a
mostrar que, sob as hipdteses (f1) — (f3), existe uma condigdo necesséria e
suficiente para a existéncia de solugdo do problema (P1). FEstamos aptos a

enunciar o resultado principal de Brezis-Oswald [7]:

Teorema 0.1 Suponha que f satisfaz as hipdteses (f1)—(f3). Entao, o problema
(P1) possui uma tunica solugao positiva. Além disso, a solugao de (P1) existe se,

e somente se, \{(—A —ag(z)) <0 e M (—A — ax(x)) > 0.

Aqui A\ (—A —a(z)) denota o primeiro autovalor do operador —A — a(z) com

condicao de fronteira de Dirichlet e

ag(r) = lim f@,1) Uoo(z) = lim f@’t).

tso0t+t t—too T

Em Brezis-Kamin [6], os autores estudam existéncia e unicidade de solugao

positiva para o problema

—Au(z) = p(z)u*(x) em RV, (P2)



onde N > 3,0 < a<1ep(x)>0¢éuma fungao ndo identicamente nula.

Para o estudo desse problema, os autores buscam solucao via método de sub

e supersolucao e condigdes menos restritivas que em [12], [13] e [24] para a fungao

o

% (RY) e usaremos

p(x). Assumiremos ao longo de todo este trabalho que p € L

frequentemente a seguinte definigao:

Definigao 0.1 Dizemos que a fungio p € LS (RY), p(x) > 0, tem a propriedade

(H) se o problema linear
—Au=p(z) em RY
tem solucao positiva limitada.
Dessa forma, o principal teorema de Brezis-Kamin é o que se segue.

Teorema 0.2 O problema (P2) tem solugao limitada positiva se, e somente se,

satisfaz (H). Além disso, existe uma solu¢ao positiva minimal de (P2).

Brezis-Kamin ainda mostra que a solu¢do minimal de (P2) tende a zero no
infinito no sentido de que

lim inf u(z) = 0.

|z| =400
Salientamos ainda que o estudo do problema em questao esta relacionado ao

comportamento assintético da solugao v = v(x,t) da equagao parabdlica

0
p(x)g—;} =Av™ em RY x (0,+o0), (1)
com m = — > 1. Nesse caso, se u(x) é solugao de (P2), entao
a
v(x,t) = Cur (@)
(t +7)mT

satisfaz (1), onde C,, = (m — 1)m;—11 e T uma constante real.



Finalmente, com hipdteses adequadas sobre f, os autores estendem os

resultados obtidos a problemas mais gerais que (P2), da forma
~Au=p(x)f(u) em RN,

Este trabalho contém dois capitulos e cinco apéndices, os quais estao

estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, seguindo Brezis-Oswald [7], estudaremos existéncia e unicidade

de solugao para o problema (P1) via método variacional.

No Capitulo 2, baseado em Brezis-Kamin [6], investigaremos solugao para o

problema (P2) via método de sub e supersolugao.

No Apéndice A, faremos uma breve revisao sobre os resultados mais

importantes dos espagos de fungoes utilizados ao longo do texto.

No Apéndice B, apresentaremos alguns resultados basicos que foram utilizados
no decorrer desta dissertacao e que sao importantes para a plena compreensao da

mesma.

No Apéndice C, faremos um estudo de alguns resultados relevantes para nossos

propésitos, acerca do problema
—Au=f em RY,

no qual u ¢ uma fungdo limitada e f € LS (RY). Estas informagoes sao tteis
para a demonstragao de resultados de existéncia e unicidade de solucao para o

problema (P2).

No Apéndice D, apresentaremos algumas demonstracoes alternativas para a

unicidade de solugao do problema

—Au = p(z)f(u) em
u = 0 sobre 0f),

f(t)

quando e ¢ decrescente e 2 um dominio limitado de R¥.



No Apéndice F, faremos um breve estudo sobre o problema de autovalor

—Au — c(x)u = AIu, em
u = 0, sobre df2
que serve de auxilio na resolu¢cdo do problema (P1). Nosso objetivo nesse

Apéndice é mostrar um resultado de existéncia de autovalores e estudar algumas

de suas propriedades.



Notacoes

[1: fim da demonstracao.

e (.t.p: quase todo ponto.

e Au: operador Laplaciano aplicado a funcao u.

e Vu: gradiente de u.

e (): subconjunto aberto do espaco euclidiano RY.

e |Q, 09, @ medida de Lesbegue, fronteira e fecho do conjunto €,

respectivamente.
e Br(0): bola aberta de centro em 0 e raio R.
e wy: volume da bola unitéria em RY.

e )\;: primeiro autovalor do operador Laplaciano com condicao de fronteira

de Dirichlet.

][ . integral média na esfera de raio R.
Sk

|0B1(0)]: 4rea da bola de centro 0 e raio 1.



Capitulo 1

Um Problema Sublinear em

Dominio Limitado

1.1 Introducao

Neste Capitulo, seguindo as ideias que aparecem em [7], vamos estudar a

existéncia de solugao para o problema

—Au

u

onde € C RN ¢é um

= x,u) em
= 0 sobre 0f),
dominio limitado com fronteira suave e

f:Qx[0,00) = R é uma fungao satisfazendo as seguintes hipéteses:

(f1).
a funcao t — @
(f2).

(f3).

x € () e para todo t > 0.

para quase todo ponto = € € a fungdo t — f(x,t) é continua em [0,00) e

é decrescente em (0, 00);
para cada t > 0 a fungao x — f(x,t) pertence a L*>®(Q);

existe uma contante C' > 0 tal que f(x,t) < C(t+1) para quase todo ponto

10



Usaremos as seguintes notagoes:

ag(x) := lim J@t) e ax(z) = lim M
t—0+ t—oo T

Lema 1.1 Valem as sequintes desigualdades

—o0 < ag(r) <400 e — 00 < ax(r) < +oo.

Demonstracao. De fato, seja 0 < t < to. De (f1) segue que

fat) _ fla)

t.p. em Q.
o n q.t.p
Dai, passando ao limite em ¢t — 0%,
T, t ) x,t
lim f(@,t) < lim f(@.1) = ap(z).
t—0+ 1o t—0+ T

De (f2), concluimos que —oo < ag(z) < +00.

De modo andlogo, se escolhermos 0 < ¢y < t e usarmos (f1), teremos

f(l’,t) < f(%to)

t.p. em €.
/ o 4P
Dai, passando ao limite em ¢ — 0o, obtemos
t t
aoo<x) — lim f(x7 ) < f(l', 0).

Novamente por (f2), resulta que —00 < ao(z) < +00.
O

Lema 1.2 Suponha que f satisfaca (f1) — (f3), entdo para cada w € H(2) N
L>®(Q), u >0, temos f(zx,u(x)) € L>=(Q) e

=[S, [lullo)] < f(2, u(x)) < C(lu(z)] +1). (1.1)

11



Demonstracio. E claro que (1.1) vale no conjunto €y dos pontos = € € onde u

se anula. Por outro lado, tendo em vista (f1),

fladul) _ floue) o
fulle = ul) o )
Assim,
ol o < (o), (12)
pois u(x) > 0 em €.
Considerando,
—1f (@, ullso)] < f (2, ulle)- (1.3)
De (1.2) e (1.3), resulta que
~ et e ] < £ u(o)), (14)
Desde que u(z) < [[u(z)]|,
<o ﬁfﬁ@ . (1.5)
De (1.4) e (1.5) implica em
=[S [Jullo)] < f(2, u(z)). (1.6)
Agora, de (f3) temos
flz,u(z)) < C(u(z) +1) < C(ju(z)] + 1). (1.7)

Portanto de (1.6) e (1.7) segue (1.1).
U
Definigao 1.1 Dizemos que u € H}(Q)NL>®(Q) é uma solugao fraca de (P1) se
/QVqudx = /Qf(x,u)vdx Vv € Hy ().

12



Note que do Lema 1.2, a segunda integral é sempre finita.
Lema 1.3 Se u ¢ uma solugdo fraca de (P1) entio u € W2P(Q) N CH(Q).

Verifiquemos que uma solugio de (P1) pertence a W??(Q), para p < +00.

Primeiramente, notemos que o operador Laplaciano é estritamente eliptico

pois se considerarmos

n

Lu(x)zz Ja (9.7:] Zb —+c x)u

i,j=1

e tomando b; = ¢ = 0 bem como

1, se 1=

0, se i#J,

a; () = 0;5 =
teremos Lu(x) = Au(z) com
1 n
5IC < ;cf =[P <2 VO= (G G) €RT— {0}

Aplicando o Teorema B.2 com ¢ = 0 e observando que f € LP({2), obtemos
uma solucao de (P1) pertence a W??(Q)) para p < co. Para obtermos a intersegao,

observemos o Teorema A.12 de imersao continua.
O

Para a comodidade do leitor, enunciaremos novamente o teorema principal

deste capitulo.

Teorema 1.1 Suponha que f satisfaz as hipdteses (f1)—(f3). Entao, o problema
(P1) possui no mdximo uma solug¢ao positiva. Além disso, a solugao de (P1)
existe se, e somente se

M(—A —ax) >0 (1.9)

13



onde A\;(—A — a(x)) denota o primeiro autovalor de —A — a(z) com condigao de

Dirichlet zero (ver Apéndice E).

Observagao 1.1 No caso especial onde f(x,u) = f(u) € independente de x,

entao (1.8) e (1.9) sao equivalente a

oo < )\1(—A) < ayg.

A demonstragao desse resultado estd dividida em véarios lemas ao longo deste
Capitulo. Antes, porém, apresentaremos um lema preliminar necessario a prova

de unicidade.

Lema 1.4 Suponha que f satisfaz (f1) — (f2) e u é uma solugao fraca de (P1).
Entao
ou

u>0 em§ e — <0 sobre 092,
an

onde n denota a dire¢do normal exterior a fronteira OS).

Demonstracao. De ||u|oo > u(x) e (f1), temos

flu(@) o f@ flufl)

u(z) [l

q.t.p. em Q. (1.10)
Por (f2), existe uma constante M > 0 tal que
(@, lJullso)] < M,

e consequentemente,

3 < f(a, |lull) < . (L.11)

Dessa forma, por (1.10) e (1.11) temos

flule) o M
aw) - Tl
Assim,
flz,u(z)) > —Mu(z) em (1.12)



para alguma constante M > 0.

Desde que —Au(z) = f(z,u(z)) e (1.12), temos

—Au(z) + Mu(z) >0 q.t.p. em €,

e a conclusao segue do Teorema B.3.

1.2 Unicidade de Solucao

Nesta se¢ao demonstraremos que a solu¢ao do problema (P1) é tnica.
Teorema 1.2 Se (f1)—(f3) ocorrem entio a solugio de (P1), se existir, é unica.

Demonstragao. Suponha que u; e up sao solugdes do problema (P1).

Logo,
@) = few@E)
—Aus(z) = [z, u2(z))
Equivalentemente,
—Aufe) = Sl wm) q.t.pem €.
Aup(z) = —f(z,uz(z))
Pelo Lema 1.4, uq; > 0 e us > 0 em 2.
Entao,
Auy(z)  flz,w(2)) Aup(z) — f(@,uz(z))
Tu@ e ¢ w@  w@ e

Somando as igualdades membro a membro, vem que

CENTE T R

15



Agora multiplicando essa igualdade por u?(x) — u3(z) e integrando sobre €,

temos

Jn =i (S35 S e
/QV (u () — ngg) YV, (v)dz — ) v (Zig; —u (x)) Vus(z)dz
Logo,
[ ) ) (~Rl) Sl g,
[ [Fu@vaw -v (2D) vuw)]
- /Q {V (Zigg) Vus(w) — vu2(x)vu2<x)} dz. (1.14)

2
= —Vu — 5 Vu,. (1.15)
2
Analogamente,

16



2 9 2
\ (@) = =2V, - %Vul. (1.16)
1

[ ) — ) (-2l Sl g,
/Q {IVul(as)F - <2;12(<f)) Vuy(x) — %vul(gﬁ)) vul(x)] dz

_/Q K%(;))Vul(x) a Z;g VUZ(x)) V() — ’VU2($)I2} dx.

J

Logo,

—

w(x) — ud(x)) (—Aul (@) | AW(@) dz

uy () us ()
— UZ(:E) U\r U2\ T U2(x) uU\r : Xz
[ {17m@P =22 V@) V(@) + | S @) ]d

us () ug () ua ()

Organizando os fatores de forma conveniente, temos

- !VU2($)\2] dz.

/ (ui(2) — u3(x)) (— Aulz) Au?<x>) dz —

uy () ug(x)

2 otilt) u () Vus(z (@ oz : X
/Q[!Vul(a:)\ 2uz(x)v 1(2) Vs () + uz(:c)v 2(2) ]d

_ us () . M e ( 2 ,
# [ [P 22 V@ v + | v ]d.




Das igualdades (1.13) e (1.17),

/Q (f(x,ul(:c)) B f(:l:,m(ac))) (43(2) — v () d > 0. L.18)

up(x) us(x)

Consideremos os conjuntos,
Q. ={z € Q:u(x) >u(x)};
Q. ={zeQ:u(r) <u(zx)};
Qo ={z € Q:u(z) =us(z)}.
Veja que os conjuntos sao disjuntos dois a dois, e

0=0,U0_UQ,.

Além disso,

|9 = 124 + [Q-] + |-
Mostraremos que €24 e 2_ tem medida nula em 2. Suponha que [Q24] e [Q_]
tém medida positiva.

Logo, segue do Lema 1.4 que ui(x) > wug(z) > 0 em Q, consequentemente

u?(x) —ui(x) > 0.

Por (f1),
flr,ui(z))  flz,us(z))
w0 () < () em €.
Assim,
f(ili',u1<£ll')> . f(l',UQ(l')) em
uy () ug () <0 24
Logo,

18



/Q (f(:v,m(iv)) B f($,u2(x))> (02(2) —u2()) d < 0

ul(fE) UQ(ZL‘)

De modo analogo, temos que

/Q <f(x,u1(:c)) 3 f(x,UQ(x))) i (0) — a(0)) dr <

U1<LL’) UQ(,I‘)

Por conseguinte

Q=100  qtpemQ. -
De (1.18)
[ (oo S ) g -
[ 5™ - ) e - )
o (Pt - T (i) - o)
[ S - T e - )

Portanto, concluimos que

/Q <f(9211<t1x(>x)) B f(f;;(ti()x))) (2(2) — () —
/QO (f(i;f(b;()x)) _ f(z,;(tgx()m))) (2(2) — B(z)) = 0

e u; = uy em 2

Em [6] os autores apresentam demonstragoes alternativas para o resultado de
unicidade quando f(z,t) = p(x)f(t). Tais demonstragdes sao apresentadas em

detalhes no Apéndice D.
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1.3 As condigoes (1.8) e (1.9) sao necessarias

Nesta se¢@o, mostraremos que se o problema (P1) admite solugdo entao
AM(—A —ap(z)) < 0 < M(—A — ax(x)). Nossa demonstracio serd dividida

em alguns resultados.
Lema 1.5 ao(x) < f(z,1) e ap(x) > f(x,1) q.t.p em Q.

Demonstragao. De fato, se tomarmos t < 1 e considerarmos (f1), temos

f(z,t)
t

> f(z,1) q.t.p em Q.

Passando ao limite de t — 0, temos

lim —f(x, 2

t—0+ t

> f(z,1),

mostrando que ag(z) > f(x,1).

Da mesma maneira, se escolhermos t > 1, segue de (f1) que

t
@ < f(x,1) q.t.p em €.
Passando ao limite de ¢t — +00 obtemos

im 2D o gy F(z,1).

t——+00 t T t—+oo

O que implica em ao(x) < f(z,1).
0J

Em ambos os casos do Lema anterior, por (f3), existe uma constante C' > 0 tal

que |f(z,1)] < C e consequentemente

aoo(z) <C e ap(x) > —=C q.t.p. em .
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Segue da Proposicao E.4 que

AM(—A —a(x)) = ¢i€r§1 {/Q IVo|*dr — /Qagz52dx}.

lloll2=1

Note que se a(x) é mensuravel e a(x) < C' q.t.p em 2 entao
/ang € [—o0, +00).
Q
Por outro lado, se a(z) > —C' ¢.t.p em Q entao
/a(b2 € (—o0, +00].
Q

Logo, segue da caracterizacao variacional do primeiro autovalor que A\j(—A —
a(x)) € (—o0,400], no primeiro caso e A\;(—A — a(x)) € [—00, +00) no segundo

caso.

Proposicao 1.1 Suponha que f satisfa¢a (f1)—(f3), entdo A\i(—A—ap(z)) <0
e M(—A — ag(x)) > 0.

Demonstragao. Pela caracterizacao de Aj(—A — ag(x)),
M=A —ap(z)) =  inf {/ Vo|2dz — / a(x)q§2dx}
PEH(Q) Q Q

llélla=1
2 u \2
dx—/ alx <—) dz.
AN

IN

¥ (i)

\Vu(@)de — | alz)u?(z)de
(2)) < /Q /“’éo :

/Q w(2)dx

Por outro lado, integrando por partes, temos

Sendo assim,

)\1(—A — Qg

/QVU(.I)VU(:E)CZ.:E: —/Qu(x)Au(x)dx.
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Como —Au(z) = f(z,u(x)),
/QVu(:c)Vu(x)d:r:/Qu(x)f(x,u(x))dx.

Sendo u > 0 podemos escrever

ey [ Sl
/Q|Vu(x)| dx—/Q (x) () dx. (1.20)

Por (f1), temos
o) — i 108 _ S

s—0t 8 u(x)

(1.21)

De (1.20) e (1.21),

t@WMszéﬁmﬂ%%QM<Lﬁm%mm

Logo,

[ vuP = [ i <o

Q

Portanto, do modo como o primeiro autovalor associado ao operador —A —

ao(x) foi caracterizado, obtemos

M (—A —ap(z)) < 0.

Agora mostremos que A\j(—A — ax(x)) > 0. Para isso, facamos as seguinte

consideracoes:
Seja

~ f(@u|ee + 1)

a(z) = il + 1 € L>=(Q)

p=M(=A—a(x)).
Seja 1) denotando a autofuncao correspondente, isto é

—AY—ap=pup em )
>0 em
=0  sobre 0f2.
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Assim,

AP =+ . (1.22)

Multiplicando (P1) por v e integrando em 2, temos
/Q—Au(x)@bdx = /Qf(x, u(z))pde. (1.23)
Integrando por partes,
/Q—Au(x)@bdx = /QVU(:L‘)V’Q/Jd:L‘. (1.24)
Ainda integrando por partes,
/QVu(x)dex = /Q —u(z)Apdz. (1.25)
De (1.24) e (1.25) resulta em
/ ~ Au(a)dz = / —u(z)Avdz. (1.26)
Q Q
E observando (1.22) e (1.23),
| 1 @it = | u) @)+ po)do.
Usando a distributividade em ) e as propriedades da integral, temos
/Qu(x)a(x)wdx + /Q u(z)updr = /Qf(x, u(z))de. (1.27)

Por outro lado temos que f(z,u(x)) > a(x)u(zx). De fato, desde que

[Uloo +1 > |t|oe > u(z) q.t.pem Q

e observando que W ¢ decrescente em (0, +00), temos
u(x
f@ ulo +1) _ f(z, u(z))
1.p. Q. 1.2
|uloo + 1 = u(z) a--p- e (1.28)
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Logo,

Equivalentemente,

u(z)a(zr) < f(z,u(z)). (1.29)

De (1.27) e (1.29) implica em

/Qu(x)d(w)wdx + / u(z)ppdr > u(x)a(x)y q.t.p. em .

Q

Cancelando os termos de mesmo valor, temos
/ u(z)pupdx > 0 q.t.p. em €.
Q
Como u(z) e 1) sao positivas pois satisfazem (P1), resulta que p > 0 e portanto
M(—A —a(z)) =pu > 0.
Nao nos esquecamos que devemos mostrar que

AM(=A —ax(z)) > 0.

Para isso, tomemos s > |u|o + 1. E em virtude de (f1),

flas) _ S Jul +1)

t.p. Q.
s oo + 1 A-4-p- e
Passando ao limite quando s — +00, temos
s—+00 S s—+o00 |u|oo +1
isto é,
aso () < a(z). (1.30)
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Aplicando a caracterizagao em (1.9) e usando (1.30), temos

M-A —au(z) = inf {/|Vu(x)|2dm—[Héoaootﬂ(x)dx}

uweHE ()
lullz=1

> inf {/]Vu(a:)ﬁd:c—/ auz(a:)dx}
[ o

= A=A —a(z))

Portanto,

M (—A —ax(z)) > 0.

Portanto se (P1) tem solucao entao (1.8) e (1.9) ocorrem.

1.4 Existéncia

Mostraremos que existe uma solucao positiva nao trivial para o problema
(P1). Estabeleceremos um resultado de existéncia ligeiramente mais forte do que
o enunciado no Teorema 1.1, no sentido que exigiremos hipoteses menos restritivas

sobre f. Em vez de (f1), assumiremos apenas que
f4. para quase todo ponto = € €2, a fungao t — f(x,t) é continua em [0, +00).

Assumimos também

f5. para cada 0 > 0, existe uma constante Cs > 0 tal que f(x,t) > —Cst
Vt € [0,6] q.t.p. em €.

Lema 1.6 Se valem as hipdteses (f1) e (f2) entao (f5) ocorre.
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De fato, dado ¢ > 0, por (f2) existe uma constante C' > 0 tal que

|f(z,6)] <C q.t.p em €.

e pelas propriedades de médulo, segue que —C' < f(x,d) < C.

Set <)
f(a;, t) > f(fg, 5) @t em O,
ou seja,
Fla,t) > fz, 5)% > —%t.

Como ¢ é arbitrario, C' depende apenas de §. Assim, vale a afirmacao.

Agora sejam

— lim sup =~ wz))
wole) = o =)
)

1o0(¥) = lggigop u(x)

Lema 1.7 Sob as hipdteses (f5) e (f3), existe uma constante C' tal que ag(z) >
—C eax(r) <C.

De fato, por (f5) existe uma constante (que depende de §) tal que

f (@, u(z))
u(z)

Passando ao limite quando u — 07, temos

> Cs.

lim sup > lim sup —Cj.

u—0t U(ZL’)

Logo,



Agora por (f3), existe uma constante C' > 0 tal que
flz,u(z)) < Clu(x) +1).

Dividindo esse desigualdade por u(x), tem-se

Assim,
<o fivly)

Passando ao limite quando u — +00, resulta em

imsu M im C< L)
e e ek )

Dali,

aoo(z) < C.
U

Teorema 1.3 Assumimos que (f2), (f3), (f4), (f5), (1.8) e (1.9) ocorrem,

entdo existe uma solugao de (P1).
Demonstragdo. Considere o funcional E(u) : H}(Q) — R definido por
1
Eu) = 5/ V() Pdz — / Fla,u(z))dz, e H(Q). (1.31)
Q Q

Definimos também a seguinte aplicacao:

f(z,t), se t>0
f(z,0), se t<0,

F(z,t) =

t
onde F(x,t) = / f(z,s)ds e E estd bem definida, visto que
0

1
F(z,t)<C (5752 + \t!) vt € R.
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De fato, para t > 0 e por (f3),
t
F(x,t) = / f(z,s)ds
° t
< C’/ (s +1)ds
0

t2
()

2

f@ﬂ§0<%+0 vt > 0.

Logo,

Para t < 0, e do modo como F'(z,t) foi definida, temos

F(z,t) = /Otf(a:,s)ds

= /Of(a:,O)ds
f(z,0)t

Dai,
F(z,t) < |f(z,0)][].

Como f(z,0) € L>*(Q),
[f(z,0)] < C

e portanto,

2
ﬂ%wgcmgc(%+0.

Mostraremos a partir de agora que o funcional associado ao problema definido

em (1.31) assume minimo. Para tanto, langaremos mao de trés importantes lemas.

Lema 1.8 F € coercivo em Hy (), isto €, H ‘l‘im E(u) = +o0.
ul|—+00

Demonstrag¢ao. Assumimos por contradigdo que exista alguma sequéncia (u,,)

em H}(Q) tal que
||n]| = 400 e E(u,) < C.
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Entao,

1
—/ |Vun|2d:v—/F($,un)dx§C.
2 Jo 0

Ou seja,

1
—/\VunIdeg/F(x,un)da:—i—C’.
2 Ja 0

Mas por (f3),
flz,t) <c(t+1) t>0.

Integrando em [0, t], obtemos

F(x,t) = /Otf(x, s)ds < /Ot c(s+1)ds.

Dessa forma,

ﬂ@wgc(§+0.
Afirmamos que existe uma constante C' > C' tal que
F(z,t) <C(?+1).
De fato,

Logo,
m-@g(@-%)ﬂ

Podemos tomar entao C' > o) para que a afirmacao se cumpra.

Logo, retomando (1.32), temos
1 2 (2
5 |Vu,|*de < | C(u;, + 1)dz,
Q Q

ou equivalentemente,

1 —
Ml < Cllaalf + 192
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Seja t, = ||unll2 € v, = % Segue de (1.34) que

t, — 00, llonlla =1 e o] < C.
De fato, da hipétese ||u,|| — 0o e pela desigualdade (1.34),
tn = ||unl|lz — o0.
Ainda, ||v,||2 = 1, pois

[lonll2 =

Por fim, ||v,|| < C,

Da desigualdade (1.34),

loall* = 5 |lun]®

IN

(Hluall3 + 1€21)

o)
- o1+ |
[k

Como ||u,||3 — oo, segue a afirmacao.

Segue dessa ultima afirmacao que (v,) é uma sequéncia limitada no espago de
Hilbert Hj (). Logo, (v,) possui uma subsequéncia (v, ) fracamente convergente

em H}(Q), isto é, existe v € Hj () tal que

Up, — U em H}(Q).
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Em virtude da imersao compacta de HJ(2) em L*(), existe v € L?(2) onde

Up, —> 0 em L%(Q).
Afirmamos que
F(x, t,v, 1
limsup/ Mdm < —/ oo (1) d. (1.35)
oo Jo ot 2 Jiv>0)
De fato, observe que

/ F(z,t,v,)dx = / F(z,t,v,)dx + / F(z, t,v,)dx. (1.36)

Q v >0 v, <0

Mas
/ F(z,tyv,)dx = / F(z,t,v))dz. (1.37)
v, >0

Q

Ainda, usando Q = {v > 0} U {v < 0} temos

/ F(z, tyv))de = / F(z,t,v))dx + / F(z, tyv,) )du.
Q [v>0]

[v<0]

E por (1.37),

/ F(x,tnvn)dxz/ F(:v,tnv:{)d:EJr/ F(x,tyv, )d.
v, >0 [v>0]

[v<0]
Dai, substituindo essa iltima igualdade em (1.36), resulta em

/F(:E,tnvn)da::/ F(.ﬂ:,tnv;’)dasjt/ F(w,tw%’)daz%—/ F(x, t,v,)dz.
Q [v>0] [v<0] v, <0
(1.38)

Faremos agora uma estimativa para cada integral. Estimando a segunda

integral e tendo em vista a desigualdade (1.33), encontramos

1
/ F(x, t,v})dz < C’/ (—ti(v:)z + 1) dr.
[w<0] <o) \2

Dividindo-a por 2, obtemos

F(x,t,v)) C’/ < 1 )
e < — v+ = ) da. 1.39
/[v§01 t 2 Jiw<o) () t (139



Em virtude de t,, — oo,

F(x,t,uf C
/ Mdm < —/ (v)*dz.
p<o] 2 Ji<o)

n

Como v, — v em L*(Q) e pelo teorema A.3,

F(z,t,of
[v<0]

n
quando n — oo.

Para fazer uma estimativa da terceira integral, usemos a definicao da f quando

t <O.

Dessa forma,

F(z,t) = /Otf(x,O)ds
(x,0)

= tf(z,0
< [f(2,0)]st].
Tomando C = |f(z,0)|, temos
F(z,t) < C[t.
Assim, integrando em v,, <0,
/ F(z,tyv,)de < C |tnon|dx
vp <0 v, <0

< C/tn\vn\dx.
0

Dividindo a desigualdade por ¢2, obtemos

F(z,t,v, 1
/ de < C’/ — v, |dx.
<0 ta atn

Fl(x, t,v, 1 1
/ E@.bvn) g < L i,
v, <0 3

t2

E pelo Teorema A.8,
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pois 2 é limitado.

Como t,, = ||u,|| — +00 quando n — 400, temos

F(x,t
/ de —0. (1.41)
v, <0 tn

Fazendo estimativas para a primeira integral, notemos que

F 1
lim sup (z,u) < —aoo() q.t.p em Q.

N—00 u? 2

Pois, da defini¢ao de limite superior,

t
lim sup f(z,t) = ay(7) = inf sup

t—+o0 €0 ¢>¢

)
t

Assim, dado 0 > 0 existe € > 0 tal que

[, 1)
t

<aw(r)+0  Vt>e

Logo
flz,t) < (a0 + )t Vit > e.

Dai, fazendo uso dessa desigualdade

F(x,t) = F(z,¢) /f$rd7‘
o+ 0)t
< F(z,€e)+ (a ; )
Consequentemente,
F(x,t)  F(z,e) ax(z)+0
2 < 2 + 5 vVt > e.
Logo
F(x,t - 0
lim sup (a;, ) < 0o () + .
t——+o00 2

Sendo 0 > 0 arbitrario, obtemos

F(x,t 1
lim sup (z,) 1
t——+o00 2




e portanto

F(z, t, v
lim sup —(I’ U (7)

2
n—00 tn

< oo (7)0*(2) q.t.p em [v > 0]. (1.42)

J& que podemos multiplicar ambos os lados por (v)?, para obtermos

Ia +
lim sup —(x, tnty (7))

MSUP 5 ()2 (v*(2))* <

1
L @) (@)
Como lim (v;))? = (v (2))? e vt =v em v > 0,
n—oo

F(z,t v (z))

1
B e M) S gl ()
Dali,
. F(z,t,vf (2)) e L + 2
hfzn—igp t%(vr_l_)g ( n) < §CLOO(Z‘)(’U (ZL’))

Desse modo,

lim sup Pl tavy (7)) < 1aoo(x)(er(x)f q.t.p em [v > 0].

n—00 t2 -2

Por outro lado,
F(z, t,vl)
t2

conforme a desigualdade (1.33).

Como v, — v em L?(2), pelo Teorema A .4 existe uma funcio h € L?(Q), a menos
de subsequeéncia tal que

Up — U q.t.p em Q

.| <h  qt.pem Q.

Desse modo, com h € L'(€2),

F(z,t,v))
12 -

IN

C[(h)* +7].



Tomando h = 7° + ¢, resulta em

F(z,t,v)) _

h — 2 >

Aplicando o Teorema A.5 na expressao acima, encontramos

F(z, tyvt F(z, tyvt
/ lim inf <h - M) dr < liminf/ (h - M) de  (1.43)
Q ntoo t% n—+oo [q t%

Assim observando o primeiro membro,
F(z, t,vr F toot
/ hm ]nf h — (1‘7—’"’,0”) d:lf — / hm lnf h + hm lnf (Iy nvn) d:L’
qQ n—too t% n—+oo n—+o00 t2

tn +
= / /hmsup ki )dx. (1.44)
Q) n—+4oo

E no segundo membro,

F + r +
hrninf/ (h— M) dr = liminf/hdm—{—liminf/ (——<x’t"v”)> dx
n—+oo o t% n—+oo [ n—+oo [ t2

n

F +
= /hdz—limsup/de. (1.45)
Q Q

n—+oo t%

Logo, de (1.44) e (1.45),

F + F +
limsup/ Mdm S/limsup Mdm. (1.46)
Q Q

n——+0oo t% n——+00 t%

Integrando (1.42) em [v > 0],

F(x,t,vf 1
/ lim sup Mdm < —/ oo (2)0?(2)d q.t.p em Q.
v>0 tr 2 >0

n

Mas pela desigualdade (1.46) e usando o fato de que

F(z,t,vf F(z,t,v’
lim sup / de = lim sup / Mdm
Q v>0

n—-+00 t% n——+0oo t%

temos

F(x,t,vf 1
limsup/ de < —/ oo (2)0*(2)d.
v>0 v

n—-+0o00
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Pela igualdade (1.38), dividimos ambos os membros por 2 e passamos o limite

superior para obter

F 123 v F t vl F th +
lim sup / de < lim sup / Md{[’ + lim sup / (-1'7 Uy, )dZE
Q v>0 v<0

n—-+oo t% n—-+o0o t% n—-+oo t%
, F(x,t,vf
+ limsup / de.
n—+o00 Ju,>0 tn

Entao podemos substituir nessa desigualdade as estimativas para cada integral.

Dessa forma,

F(xz,tyvt 1
limsup/ de < —/ oo (7)0? (1) d.
Q v>0

n—-+o0o t% 2

Verificando assim que a afirmagao (1.35) ¢é vélida.

Agora, observando a desigualdade (1.32) e dividindo-a por t2, segue-se

2
Nual 4, g/ Fla ) € g,
2J)o 8 Q ta t

Passando ao limite superior, temos

2
Up, F(z,u,
—hmsup | ’ dr < limsup/ de.
n—+00 n—+oco JQ tn
Dai, pela afirmagao (1.35),
1 2 1 2
— [ |Vu*dx < = | ac(z)v(x)dz. (1.47)
2 Ja 2 Ja
Como
a = inf {/ IVo|*dx —/ aoo(x)¢2d:c} :
verj @) (Jo v>0
lll2=1
+
Tomando ¢ = W e considerando que v* = v em v > 0, encontramos
v

+ + \2
a < /V( U+ )‘dw—/ aoo(v—+) dz
Q vt o0 ATl

|
1
= TLIE \Vu+|2dx—/ oo ()02 d2.
U||2 Q v>0
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Ainda, tendo em vista a desigualdade (1.47),
allot|]3 < / |Vv+|2dx—/ oo(T)v?dr < 0.
Q v>0

Mas, a > 0 entao ||v"||3 = 0. Mais precisamente, v+ = 0.

Logo
/ oo (2)02dz = 0.
v>0

Com isso, pela desigualdade (1.47) teremos que v = 0. Um absurdo, ja que

||v||2 = 1. Portanto, o funcional E(u) é coercivo.
U

Mostraremos agora que o funcional associado ao problema é fracamente

semicontinuo inferiormente.
Lema 1.9 E é Fracamente semicontinuo inferiormente.

Demonstragao. Para demonstrar essa afirmagao, devemos concluir que se (uy,)

converge fraco para u em H}(f2) entao

E(u) < liminf E(uy,).

n—-+0o00

Para isso, suponha que u,, — u em H}(Q) e do Teorema A.10, resulta que
u, — uem L*(Q)). Podemos entao aplicar o Teorema A.4 para afirmar que existe

uma fungao he L*(2) a menos de subsequéncia tal que

Up —> U q.t.p em Q,

lun| < h q.t.p em .

Assim

F(x,u,) < Cu?+1) < C((h)*+1) q.t.p em €.
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Tomando h = C ((E)Q + 1) e aplicando o Teorema A.5 em

h— Flz,u,) >0,

temos
/ liminf [h — F(z,u,)]dx <liminf [ [h— F(z,u,)|dx.
q n—+oo n—+oo Jo
Daf
/ hdx + / lim inf[—F(z, u,)]dz < / hdz + liminf [ [—F(x,u,)]dz.
Q n—>+oo Q n—+oo Jo

Como F'(z,u,) é continua e u,, — u q.t.p em €2,

n—-+00

/Q(—F(x,un))d:c < limian[—F(x,un)]dx_

Considerando essa desigualdade e recordando que a norma é fracamente

semicontinua inferiormente, decorre em

BElu) = /|vuy da:—/ Flz, u)dz

—hmmeVunH2 +hm1nf/[ F(z,u,)|dx
2n —+oo Jq

hIIllIlf[ /|Vun|2dx—/ (x,un)dx]
n—+oo

= liminf E(u,).
n—-+oo

IN

IN

Mostrando portanto, que o funcional é fracamente semicontinuo inferiormente.

O
Lema 1.10 Euziste alguma funcao ¢ € H}(Q) tal que E(¢) < 0.

Demonstragdo. Fixemos ¢ € H}(Q), ¢ # 0 satisfazendo

/lecblzda: — /an(x)gb?(x)dx < 0.
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Note que essa funcao existe em virtude a A;(—A — ag(z)) < 0. Podemos
sempre assumir que ¢ > 0 e que ¢ € L>®(Q2) (Caso contrario, substituimos ¢ por

|| e trucamos ¢).

Notemos inicialmente que

. F 1
liminf ———= > §a0(x).

n—-+o0o

Assim, tomando t = €g,

. S 1
hrﬁrilglf 25 (n) = an(x)
Logo
F 1
lim 1&1f M > an(x)f(x) q.t.p em Q. (1.48)
e— €
Por outro lado, decorrendo de (f5),
<5” “b) > _C¢? > —C. (1.49)
Pois
F(QZ',E ) . : F(JZ,E¢($)) 1 2 . f($,6¢)
€2 = hglglf €2 = §¢ ( )PHO €@
> S¢%(x)(—C5)
> —C.
Aplicando o Teorema A.5 em
F(x,zeqb) LO>0
€
temos,
/lim inf < (z,¢¢) + C’) dr < liminf ( (x26¢) ) dz.
Q e—0 e—0 Q €

Dai

/liminf F(x;eqﬁ)dx < liminf/ F(z, ) dx.
Q Q

e—0 € e—0 €2
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E pela desigualdade (1.48) chegamos em

%/@éo a0($)¢2($)d$ < liminf/Q (x2€¢)

e—0 €

Ou seja,
1 F
! / a0 (2)6X(z)dx < / (@.c0) 4
2 Joro0 Q@ ¢
Equivalentemente,
F(ZE,EQb) 1/ 2
_ < __
/Q = d 5 an(x)(b (x)dx
Logo,
1
/|ng5| dx / Flo, 6¢)d < /]V¢|2dx———/ ag(2)¢*(z)dz < 0.
2 Jor0
E assim,
1/ |Veq5|2dx—/F(m,e¢)da:<0.
2 Ja Q
Obtendo

E(p) <0, com @ = €q.

Portanto, existe ¢ = e € H} () tal que E(p) = E(e¢) <0

Assim podemos concluir que o infimo é atingido por uma funcao u # 0

em H}(Q), pois como H(Q) é um espago de Hilbert reflexivo e E(u) é um

funcional fracamente semicontinuo inferiormente e coercivo, entao existe uma

fungao uy € H}(Q) tal que
E(ug) = inf E(u),

e pelo lema (1.10) verificamos que inf E(u) # 0.

Note que podemos sempre assumir que u > 0, caso contrario substituimos

por u™ e usamos o fato de que F'(z,u) < F(x,u™) .
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Desse modo,
+ 1 +12 + 1 2
Ew")y == [ |[Vu"|de — | F(z,u")dx < = [ |Vu|*dx — [ F(z,u)dz.
2 Ja Q 2 Jo Q

Logo,
E(") = inf E(v).

vEH]
Vejamos agora que u € L*(). Para este propdsito, introduziremos um

problema truncado. Para cada inteiro k£ > 0, temos

max{ f(x,t),—kt}, se t>0

fk(x7u>:
f¥(x,0) = f(x,0), se t<0.

Consideremos também

k
t
ag(z) = lim inf Fit) e a" (r)=limsup

A=)
a—

Observe que as hipéteses (f2), (f3), (f4) e (f5) valem para f*(z,t). Ainda,
(1.8) e (1.9) valem para a*.

Mostraremos que (1.8) ocorre para ah e (1.9) ocorre para a”_.

i). (1.8) ocorre para af, ou seja, \;(—A — af(z)) < 0. Pela definicio de

fH(x, 1),
fl@,t) < fH(z,t).

Entao, para t > 0, resulta em

[t _ )
t - t

Logo, para quase todo ponto em (2,

k
lim inf _f(x,t) < liminf —f (;c,t)‘

t—0t t t—0t

E assim,

ao(z) < af(z) q.t.p em €,
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ou

—ak(z) < —ap(x) q.t.p em .

Dessa forma,

A(A — af :'f{v%z— "“Qd}
(@) = B, [ wods = [ di(erei(aas

< ¢EiHn%f(Q) {/Q|ng§|2dx—/ﬂao(x)¢2(x)dx}

ll¢ll2=1

= M(A —ap(z)) <0,

portanto, segue a afirmagcao.

ii). (1.9) ocorre para a® para dado k suficientemente grande. Para isso, basta
k

e}

verificar que a® — a., quando k — +oo. De fato, como f(z,t) < f*(z,t) e

f¥(x,t) — f(x,t) quando k — 400, segue que
k

k
z,t
ay, = limsup ft) — lim sup
t——+00 t——+oo

fat) _
T l)

quando k — 4o00.

Por (£3),
fF(x,t) = max{f(z,t), —kt} < C(t+1).

Dali,

Logo, a partir de § > 0,

Portanto,

k
inf sup M <C,

d—4o00 t>6

42



isto é,

at < C.

Logo, estamos nas hipdteses do teorema da convergéncia dominada de

Lesbegue (Teorema A.3). Assim, para v € H} () e [|v|| = 1 temos

lim a’;o(:v)vz(x)dx:/aoo(x)UQ(x)dx.

Além disso,

M(—A—dk (2)) :inf{ /Q Vol2de — /Q a];OUQ(x)da:} < /Q Vol2de— /Q o () dz.

Tomando o limite superior,

limsup A (—A — a® () < M (—A — ag()). (1.50)
k——+o0
Por outro lado, temos que para € > 0, existe v € H}(Q) com [|v|| =1 tal que

/ |Vv|*dx — / a® (x)v?(x)dr < M\ (—A —d* (2)) + e
Q Q

Como

kl_i>IJPOO{/Q\Vv|2dx—/ﬂalgo(x)v2(x)dx} :/Q|Vv|2dx—/gaoo(x)v2(x)dx,

segue que, tomando o infimo,

M(—A —ax(2)) < l]igm inf A\ (—A — a*_(z)). (1.51)

—+00
Logo, de (1.50) e (1.51),

M(—A —a* (1)) — M(=A — ax(z)) > 0.

o0

Portanto,

M(—A —d* (z)) > 0.

o0
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Segue pelos mesmos argumentos anteriores que existe, para k suficientemente

grande, u;, € H}(Q) tal que

Bluw) = inf (y(u).

Além disso, uy, satisfaz

—Aug(z) = f¥(z,u(z)) em z€Q
up(r) > 0,u, #0 em x€Q (1.52)
ug(x) =0 sobre z € N2

Note que Ej é de classe Ct, visto que |f*(z,t)| < Ci(|t| + 1), pois

fE(a, t) = max{f(x,t), —kt} = f(z,t) < C{t+1)  Vi>0

fEx,t) = f(z,0) < C(t|+1) Vi <0.

Logo,
Iff(x,t)| < O(t|+1)  VteR.

Como mencionado em [7], segue-se do crescimento da funcao truncada f* que

a solugao uy, € L*(R). Seja v = min{u, uy}. Afirmamos que
E(v) < E(u),

isso nos diz que podemos considerar u em L*>(2), pois do contrério trocamos u

por v. De fato, note que E(u) é uma solucao de (1.52). Assim,
B(u) < E(e) Vo€ H(Q).
Dessa forma,
1 2 k 1 2 k
— [ |Vu|*de — | F¥(x,up)dx < = [ |Vo|*dx — | F*(x,¢)dx. (1.53)
2 Jo Q 2 Ja Q
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Em particular vale para ¢ = max{u,u;}. Observe que sobre o conjunto
{ur > u} as integrais dos dois lados da desigualdade s@o iguais, pois neste caso

¢ = ug. Consideremos entao ¢ = max{u, ux} = u.

Observando (1.53) e integrando em uy < u, temos

1 1
—/ |Vuk|2dx—/ F*(2,up)dr < —/ \Vu\de—/ F*(2,u)dx.
2 U <u uR<u 2 U <u U <u

Equivalentemente,

1/< (Wl — [Vul) d:cg/ (F*(z,u) — FRa,u)) do.  (L54)

2 U <u

Notemos que
E(v) — E(u) = /< [(2\vuk|2— Lvu |2) Fla,ug) + f(o,u)| dr.
E por (1.54), obtemos
E(v) — B(u) < / [P~ P = Pl + £ ] de

Dai, aplicando a cada integral a definigao da F'(x,u

)
E) - Eu) < / f’“(x,t)dt—/uf’“(:v,t)dt—/Oka(x,t)dt+/ouf(m,t)dt
/ fk:ctdt—/ f(z,t)d

_/ (F*(x.t) — f(a,1) dt.

, segue-se

Como u > uy,

E(v) - E(u) < / (flet) - fet) de.

Uk

lembremo-nos que f*(z,t) > f(x,t) q.t.p em Q. Dessa forma,

/“ (f(%t)—fk(%t)) dt <0 para u > uy.

Uk

Decorrendo em

E(v) < E(u).
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Capitulo 2

Um Problema Sublinear em R

Estamos interessados com a questdo de existéncia (ou nao-existéncia) e

unicidade de solugoes positivas do problema
—Au(z) = p(z)u®(x) em RY (P2)

onde N >3 com 0 <a <1ep(xr)>0¢éuma fungdo nao nula.

o

* (RY). Dedicaremos atengao para

Assumiremos a partir de agora que p € L
uma solugao u > 0, u # 0 de modo que pelo principio do maximo forte, se uma

tal solucao existe entdao u > 0 em RY.

Usaremos frequentemente o seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1 Dizemos que uma funcio p(x) € L(RY), p(x) > 0 tem a

loc

propriedade (H) se o problema linear
—AU(z) = p(x) em RY (2.1)
tem uma solucao positiva limitada.

Para conforto do leitor, informamos novamente o principal resultado deste

capitulo.
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Teorema 2.1 O problema (P2) tem solugao positiva limitada se, e somente se,

p(x) satisfaz (H). Além disso, existe uma solugdo positiva minimal de (P2).

O problema (P2) para dominios limitados com condi¢ao de Dirichlet zero foi
extensamente estudada (mesmo para fungoes sublineares mais gerais). O estudo
do problema (P2) esta relacionado com o comportamento assintético (quando

t — +00) de uma fungao

p(x)— = Au™ em RY x (0,+0c0) (2.2)

Comm:é>1.

Vamos, a partir de agora demonstrar o Teorema 2.1. Para tanto, necessitamos

das seguintes definigoes:

Definigao 2.2 Uma func¢io u € C?*(Q) N C(Q) € uma subsolugio do problema
(P2’) se

-A < p(x)u*(z) em Q,

u(z) < 0 sobre 0f2.

Definicao 2.3 Uma funcio u € C%(Q) N C(Q) é uma supersolugcdo do problema
(P2°) se
-A > p(x)u*(x) em £,
u(z) > 0 sobre  0f).
Primeiramente, mostremos que se p(x) satisfaz a propriedade (H) entdao o

problema (P2) tem solugao limitada. Para tanto, seja
Br(0) = {r € RY; |z| < R},

e seja ug uma solucao do problema

—Au(x) = p(z)u*(z) em  Bg(0)
u(z) =0 sobre 0Bg(0).

(P2)
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Note que upr estd bem definida. Para isso, procuraremos deixar ugr nas
hipéteses do teorema de existéncia de Brezis-Oswald. De fato, tomando f(z,t) =

p(x)t®, verificamos que f(x,t) é continua para todo x € Bg(0). Ainda observemos

que
f(z,t) 1
= X
; p( )tl_a
. flxt) . . .
Assim, ; ¢ decrescente com t > 0 e 1 —a < 1. Verificamos ainda que existe

uma constante ¢ > 0 tal que f(x,t) < ¢(t + 1) para quase todo ponto x € Bg(0)

e para todo t > 0.

Nesse sentido, observando a funcao que se segue

tOé
t) = .

f(®) 141

Dai,
ta
im =0,
t—+oo 1 + ¢

e f(0) =0.

Portanto, estamos nas condicoes de existéncia do Teorema de Brezis-Oswald

[7] estudado no Capitulo anterior. Assim, ug existe.

Mostraremos ainda que f(z,t) = pt® satisfaz A\;(—A —ag(x)) <0 e
AM(—A = ax(z)) > 0.

Seja
t t
ap(z) = lim 1) (oo(z) = lim f(@,t)
t—0t ¢ t=too ¢
Segue que
t* t®
ao(q; =1 p(:L‘) aoo(:c) = lim p(ZL‘) ,
t—0+ 1 t—+oo T
ou seja,
= i L _ 1 L _ 0
ap(x) = Jim p(x) e = +0o0 e Uoo() = Jim (x)tl_a = 0.
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Logo,
A(—A —ap(x)) <0 e AM(—A —ax(z)) > 0.

Lema 2.1 ug € supersolugdao para o problema (P2').

Demonstragao. Note que para cada R > 0, (ug) é uma sequéncia nao decrescente,
no sentido de que se R’ > R entdo ur > ug. De fato, se R > R, temos
Br(0) C Bgr/(0) e assim,

VuR/ngdx :/

plapippde> [ plaupds o € H(Ba(0). 20,
Brs(0)

Br(0) Br(0)

onde definimos
o(x), se z € Bg(0)

plx) = ¢ € Hy(Br(0)).
0, se z € Bgr(0)\Bg(0)

Dai,

/ VurpVedz > / p(z)uGpdz Yo € Hy(Bg(0)), ¢ >0.
Br(0)

Br(0)

Portanto, ug é supersolugao de (P2).
0

Construiremos agora uma subsolucdo u para o problema (P2’) tal que u < up.
Isto implicara (pelo método de sub e supersolugao) que existe uma solugao u do
problema (P2’) tal que u < u < ug. Como (P2’) tem solugao unica ug, segue-se

que u = ug.
Lema 2.2 u € uma subsolu¢do para o problema (P2').

Demonstragao. Para a subsolugao u, tomemos u = ep; em (P2’) onde € > 0 e ¢

é solucao do problema

—Apr = p(x)pr em  Bg(0)
w1 =0 sobre 0Bg(0).
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Assim sendo,
/ V1 Vwdr = /\1/ p(r)prwdr  Yw € Hy(Br(0)). (2.3)
Bg(0) Bg(0)

Devemos mostrar que

—A(ep1) < p(x)(epr)” em  Bg(0)
ep1 <0 em 0Bg(0),

ou seja,

/ V(ep1)Vipde < / p()ep)e Vo € HA(Br(0)).
Br(0) Br(0)

Assim,
do [ VevVedr< [ pe)teds Ve e Hi(Bal0)).
Br(0) Br(0)
Tendo em vista (2.3),
[ padapds < [ playetiods Ve € HYBA())
Br(0) Br(0)
Note ainda que

€7\ / p(z)prpde = €7\ / p(x) ool *da
Br(0) Br(0)

IN

Al / pla) S pde
Br(0)

/ p(@)etpd.
Br(0)

1
Dessa forma, podemos escolher 0 < ¢ < ———— Vo € Hj(Bg(0)) Ve > 0.
[lepllooAs™

IN

Assim, u = €p; é subsolucao de (P2’).
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Mostraremos agora que a sub e a supersolugao estao ordenadas, ou seja,

u < ug q.t.p em Bg(0).

Como up > ¢ q.t.p em Bg(0), com ¢ > 0, escolhendo

. 1 a
€ < min —, ,
{||§0||oo/\11_a H%HOO}

temos €1 < |||l < a. Onde,

epp <a<ur em Bg(0).

Assim, tendo em vista essa ordenacao da sub e supersolucao, existe u €
H}(Br(0)) tal que v < u < up onde u ¢ solugao fraca de (P2’). Sendo a

solucao desse problema unica, obtemos

U=ur < Upg.

Vejamos em seguida que a sequéncia (ug) é limitada quando R — +o00. Seja

U uma solucao fraca do problema
—AU = p(x) em RN
U>0 qgtpem RY,
isto é,

VUVwdx = / p(x)wdr  Vw e HY(RY).

RN RN

Como p satisfaz a propriedade (H), existe uma constante C' > 0 tal que
Ue<ctt

Dai
(CU)* < C.

Assim,

/B WELEETE / p(e)Cpdr Vg € HY(Bg(0), ¥ > 0.

Br(0)
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Portanto

| s@curei< [ VEUVeds Ve e HYBO), 920
Bgr(0) BRr(0)

O que implica que CU é uma supersolucao fraca de (P2’).

Como CU > & > 0 em Bg(0), escolhendo € < HSD?H , obtemos
epy < CU.
Pelo método de sub e supersolucao,
epy <up <CU < C. (2.4)

Mostrando que (ug) é limitada quando R — +o00. Observamos ainda, que sendo

(ug) nao-crescente e limitada,

u(z) = Rgrfoo ug(z) q.t.p em Bgr(0).

Claramente, u é solugdo minimal para o problema (P2). De fato, se @ é outra
solugao de (P2’), entdo ugr < w em Bg(0), por comparagao. Assim, u < u.
Provemos a reciproca do Teorema 2.1, ou seja, devemos mostrar que se u é

uma solugao limitada de (P2), entao p(x) satisfaz a propriedade (H). Para isso,

suponha u uma solugao positiva limitada de (P2). Dessa forma,

VuVedr = / p(x)u“pdx Yo € HY(RY).

RN RN

Seja também,

ut, (2.5)

Entao

—Av = au " HVul* + p > p.
Com efeito, note primeiramente que a partir de (2.5),
Vv =u *“Vu.
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Tomando ¢ = ¢gu~*, com ¢ € C(RY), ¢ > 0 e u uma solugao de (P2), tem-se

/RN VuV(pu™*)dx = / p(x)pdr Yo € H'(RY).

RN

Pelas propriedades do produto do gradiente,

/ Vu (Vou™® — au " '¢Vu) do = / p(x)pdr Vo € H'(RY).
RN

RN

Dali,

VuVou *dr — /

agu” | Vul*dr = / p(r)pdr Yo € HY(RY).
RN

RN RN

Como Vv = u~*Vu,

/ VvV¢dm—/ a¢u‘a_1|Vu]2dx:/ p(x)pdr Yo € H'(RY).
RN RN

RN

Usando o fato de que VuoVodr = — oAvdr,

RN RN
- pAvdr — / agu” | Vul|’dr = / p(x)pdr Yo € H'(RY).
RN RN RN
Assim,

/ (—Av — au*Vul|?) ¢pdz = / p(x)pdr Yo € HY(RYN).
RN RN

Desse modo

—Av — au * HVul* = p(x).

O que implica em

—Av = au " |Vul|® + p(z).

E, como u(zx), p(x) > 0,
—Av > p(x). (2.6)

A solugao Wg do problema

—AWpg =p(x) em Br(0)
Wr=0 sobre 0Bg(0),
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satisfaz Wi < v. Assim, Wg é crescente quando R — +o0o para uma solugao
limitada de (P2’). Mostremos isso.
Por (2.6)
—Av > p(x) em  Bg(0)
v >0 em O0Bg(0).

E considerando

—AWg =p(x) em  Bg(0)
WR =0 e 8BR(O),

Logo,
—Av>—-AWg em  Bg(0)
v>Wg em O0Bg(0).

Assim pelo Teorema B.7,

v>Whg em Bg(0).

Seja W = Rlim Wg. Como W = lim Wpx < v, entao W é limitado. Além

—+00 R—+o00

disso, como Wgr < v,

Wgrdr < / vdx
Br(0) Br(0)

1
= / ut~%dx
e Br(0)

= C u'"%dxr < +oo0,
Br(0)

Dai

lim Wgr < +00.

Assim, W é solugdo fraca e limitada de —Au = p(z) em RV,
U

O significado do Teorema 2.1 é que se p(z) decai suficientemente rapido no infinito,

entao o problema (P2) tem solugao.
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Proposicao 2.1 A solugao minimal u obtida no Teorema 2.1 satisfaz

u(x) = C /R plr)u”(y) dy

N o —y[N2

lim udz = 0.

(2.7)

(2.8)

Demonstragao. De fato, u satisfaz (2.8) para qualquer solugao positiva U da

propriedade (H), em particular podemos tomar U = Hm
x

% p. Aplicando a

Proposigao C.7, concluimos (2.8). E, como consequéncia da propriedade (H),

liminf u(z) =0,
|z|—+o0

pelo Corolério C.2.

Entao existe uma tunica solugao u para o problema

—Av=f em RY

lim inf u(z) = 0,
|z| =400

onde f = p(z)u*(x), tal que Rlim vdr = 0.

——+00 SR

Podemos entao tomar
c
V= ———=%p
|| V-2 ’

visto que u satisfaz tanto (H) quanto (2.10). Dessa forma,

M@:CA PYy)

Nz —y N

Proposicao 2.2 A solucdo u de (P2) depende monotonicamente em p.
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De fato, seja p; < pg, u; e uy as solugdes minimais correspondentes de (P2) e

consideremos o problema (P2'), a saber,

—Au(x) = p(z)u*(z) em Bg(0)
u(z) =0 sobre 0Bg(0).

Assim,

| VuVeds= [ piepieds Vo€ HY(Br(O)
Br(0) Br(0)

| VuVedi= [ pa(epgude v e HY(BAO))
Br(0)

Bgr(0)

Tomando a segunda igualdade acima e tendo em vista p; < po, vem que

/ VusVipde > / prSvde Vb€ HY(Bg(0)),4 > 0.
Br(0)

BRr(0)

Portanto us é supersolugao do problema

—Av(z) = p1(x)v(z) em  Bg(0)
v(z) =0 sobre 0Bg(0),

o que implica em u1g < us. E, como ja sabemos, u; = lim wu;z. Concluimos
R—+o00

dessa forma que u; < us.

OJ
2.1 Unicidade de solucao
Como temos notado, a solu¢ao minimal u construida acima satisfaz
lim inf u(z) = 0. (2.11)

|z| =400
Nosso principal resultado de unicidade é o seguinte:
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Teorema 2.2 Assumindo p(x) com a propriedade (H), existe exatamente uma

solugao positiva limitada de (P2) satisfazendo (2.11).

Antes de efetivamente demonstrarmos o teorema acima, facamos algumas

observagoes tteis a prova.
Lema 2.3 Existe outra solugdo positiva limitada de (P2) a qual satisfaz (2.11).

Demonstracao. De fato, dado qualquer constante positiva a, existe uma

solucdo de (P2) satisfazendo

liminf u(z) = a.
|| =00

Com efeito, considere o problema

—Au(z) = p(x)v*(z) em  Bg(0)
u(z) = a sobre 0Bg(0).

(2.12)

Note que a é uma subsolucao de (2.12), pois

0=—Aa < p(z)a®*(x) em Bg(0)
a=a em O0Bg(0).

Ainda, (CU + a) é supersolugdo de (2.12) para C suficientemente grande.

Mostremos isso. Note que

~A(CU +a) = —A(CU)

pois U é solugao do problema (2.1).

Dessa forma, para que (CU + a) seja supersolucao devemos ter
Cp(x) = p(x)(CU +a)*,
O que implica em
C>(CU+a)*  sobre  Bg(0).
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Como

(CU+a)* < (Cllullor +a)*<C  Yo<a<l,

temos

Clidlsa o _
Dai,

C’||u||50iR ta_
Logo,

IIZJII?&,R R
Assim,

llllson o _llullsn , @ _

o= T or T o o=

o que implica em

C > (lulloor + a) ™%

Portanto, tomando C' > (||u||so,r + )™= temos CU + a supersolucio de (2.12)

Podemos entao considerar em particular que U = x p e levando em

|| N2
conta que o método de sub e supersolucao garante a existéncia de uma solucao

u(z) tal que

a<u(zr) < ¢

— — |l‘|n_2 * p+ CL,

segue que

liminf u(x) = a.
|z|—+o0

Ou seja, existe outra solugao limitada de (P2) que nao satisfaz (2.11).

Dividiremos a demonstragao de unicidade em trés passos.

Passo 1. Assumiremos pi(x) < po(z) os quais satisfazem a propriedade (H).



Dado uma solugao positiva limitada wu;(z) qualquer do problema

—Auy(2) = pr(z)us(z) em RN

(2.13)
lim ][ u(x)dS, = 0.
Entao existe uma solucdo positiva limitada us(z) do problema
—Auy(z) = po(z)ug(z) em RN
(2.14)

REToo]éR us(z)dS, =0,

tal que uy(z) < ug(x).
Demonstragao. Claramente u;(x) é uma subsolugao do problema (2.14) no sentido
de que

—Auy (z) < pafw)ui(z).

De fato, desde que u;(x) seja uma solucao limitada de (2.13),

Vuy(z)Vo(x)dr = p(x)uS(z)de Yo e HY(RY), ¢ >0. (2.15)
RN RN

Em virtude de py(z) < po(z),

[ o@ni@et) < [ m@ut@eds Ve e MEY, ¢ 2 0. 210
Entao, de (2.15) e (2.16),

Vu@Ve@dr < [ pi@e@ds Ve HEY, 920
RN RN
O que mostra realmente que u;(x) é uma subsolugao para (2.14).

Agora, visto que ui(x) é uma solugao limitada do problema (2.14), existe uma

constante positiva C' > 0 tal que uf < C.

Assim,

—Auy = py(r)ui(z) < po()C.

Logo,
—Auy(x) < Cpo(z).
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Dali,

< Uso d o = i :
ui(x) <wu onde u RiToouR
Mas pelo Teorema C.2, U = us. Entao tomemos em particular U =
C
Hﬁ % p2, j& que esta convolugdo é uma solugao limitada de (H). Perceba
x

que a convolucao é uma supersolugao para (2.14) para C' suficientemente grande.

Em outras palavras,

A C C “
- W*PQ > P2 W*Pz ,

C «
Cp2 > p2 (W *PQ) ;

considerando que a convolugao é solugao para o problema (2.1).

Mas, para isso

Dai, .
crer( o)
Logo, .
> (m% * pg) .
Tomando U = m% % pg, temos

_1
C = ||U]ls"

Dessa forma, para C' > ||U Héﬁ, concluimos de fato que a convolugdo é uma
supersolucao para o referido problema. Segue que usando a técnica da iteracao
monétona padrao diretamente em RY obtemos uma solucio us(x) do problema
(2.14) tal que

1

ur(z) <wug(x) < CW * Po.

O que conclui a demonstracao do passo 1.
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Mostraremos agora que € suficiente para a prova o teorema 2 no caso p > 0.

Passo 2. Suponha que tenhamos provado unicidade para qualquer p > 0, entao

também temos unicidade para p genérico.

Demonstragdo. Seja p. = p + e¢h onde h € C*(RY) N LY(RY) N L>*°(RY) com

h > 0. Seja u, a Unica solucao de

—Au(z) = pe(z)u®(z) em RY

(2.17)
lim ][ ue(z)dS, = 0.
R—+4o00 SR
Seja u uma solucao qualquer do problema
—Au(x) = p(zr)u®(x) em RY
(2.18)
lim ][ u(z)dS, = 0.
R—+o00 SR

Pelo passo 1 (e pela unicidade de u.) sabemos que u < u.. Provemos que

conforme € — 0, u, — u aonde u ¢é a solugao minimal construida no Teorema 2.1.
De fato, seja u.g, ur solucoes positivas dos respectivos problemas

—Aucg(z) = p(x)uly(z) em  Bg(0)
uer =0 sobre 0Bg(0)

(2.19)

~Aun(z) = pla)u(e) em  Br(0)
ug =0 sobre 0Bg(0).

(2.20)

Multiplicando (2.19) por ug e (2.20) por u.g e usando o Teorema A.13 sobre a

bola de raio R, temos

VurVucgpdr = / pPeupuprdr

Br(0) Br(0)

/ VurVu.pdr = / PURURAT,
Br(0) Br(0)

com ug, u.g = 0 sobre dBg(0).
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Assim,
/ Peuipuprdr = / PURURAT.
Br(0) Br(0)

Somando — / pulpurdr em ambos os lados da igualdade, encontramos
Br(0)

/ (peugrur — puigur) doe = / (pugucr — puigug) dz.
Br(0) Br(0)

Dai,
/ ulpug (pe — p) dx = / pulpur (ulp® — up ) du.
Br(0) Br(0)

Agora note que

uly < (CU)" e ugp<U, (2.21)

onde u. e U sao, respectivamente, solucoes do problema —Au, = p. e —Au = p.

Tais desigualdades decorrem de (2.4). Como p. — p = €h e de (2.21), temos

/ PUCRUR, (Uiﬁa - U}a_a) dz < / C*chU.Udzx.
Br(0) Br(0)

Percebamos que

OO‘G/ hUgUdJCSCaG/ hU:‘Uda:SCO‘G.‘Ug‘OolU’OO’h’Ll
Br(0) RN

Tomando C, = C*€|U%x|U||h|L1, obtemos
[ puty (ud — ) de < C.
Br(0)
Sabemos que 0 < ug < u.g. Dessa forma,
pugrufy (uep”™ — up ) = 0.
Assim, usando o Teorema A.5, deduzimos

.. 1— 1—
/]R Miminf pugpufy (uig® = up ) Xspode <

1. . f a .« l-a | 1-« d < :
A /RN pugu (ug® — up ) XBroydr < C
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Logo
/ pulu® (ul™* —u'"*) dx < C.,
RN

pois u = Rlim ug, solugao de (P2), determina uma solugdo minimal do mesmo
——+00

problema.

Agora considerando que u < u,, implica em

/ puo‘z_f“ (ul—a o gl—a) dr = O,
RN

e, portanto

u=u.
O que finaliza a demonstragao do passo 2.

O

O ultimo passo envolve o uso de equagoes parabdlicas. Como ja mencionado, se

u(z) é uma solugao de (P2), entao

1
v(w,t) = L"‘(Ji)
(t+ 7)m—1
satisfaz
p@ = Av™ (2.22)
ot ’ '

1 _
onde m =—eC, = (m— 1)7711. De fato, perceba que por um lado usando a
«

regra de derivacao do quociente, temos

o —Coum(2) L (t+ )71
ot (t+ 7’)%
Dai, )
ov —Cpum (x)
o (m—1)(t+r)m
Logo,

v - Pt ()
Pot = m—V)(t+7)m (2.23)
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Por outro lado,

Assim,

—1
Visto que C,, = (m — 1)™=D resulta em

—Cmpu ()

Av™ = )
(m—1)(¢+ )

(2.24)

Portanto, de (2.23) e (2.24) segue (2.22).

Nossa prova de unicidade para o problema

—Au(zr) = p(r)u”(z)

liminf u(z) =0,
|z| =400

depende fortemente da existéncia, unicidade e propriedades de solucao de (2.22).

Passo 3. Recordemos primeiramente um resultado sobre dominios limitados.

Lema 2.4 Seja Q C RY um dominio suave limitado, p € L>=(Q), p > 6 > 0 em
Q. FEntao dada qualquer vy > 0 em €, vg € L>®(Q), existe uma unica solugdo
v(z,t) do problema

p%—Avm:O em  x (0,+00)

v=0 em O x (0,+00) (2.25)
v(x,0) =vo(z) em Q.
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Além disso, se existe outra solu¢io v(x,t) de (2.25) com o(xz,t) > 0 em

02 x (0,400) e 0(x,0) > vo(x) entdo v(x,t) > v(x,t).

Demonstragao. Ver referéncia [11].

Seja u uma solugdo minimal positiva do problema (P2) no sentido do Teorema
2.1. Seja u qualquer solugao positiva limitada de (P2) satisfazendo (2.11). Entao,
pela Proposicao C.7,

Rlirfm . u(z)dS, = 0.

Seja vy solucao do problema

8113

P Avp =0 em Bg(0) x (0,+00)

vr(z,t) =0 em OBg(0) x (0,400) (2.26)
vr(x,0) = Cpum(z) em Bgr(0).

Por comparacao em dominios limitados, obtemos

Cptim
on(n,1) < Smr ), (2.27)
(t+1)mT
e também
ot ()
vg(z,t) < =~ (2.28)
tm-1
Para mostrar que (2.27) ocorre, notemos que vg(x,t) é uma solu¢do tnica do
Cop i
problema em Bg(0) e % ¢ outra solugdo do problema (2.26), pois
t+1)meT
podemos tomar §2 = Bg(0), entao
Crti 0
u—(:cl) satisfaz pﬂ —AVE' =0
(t+1)m-1 ot

em Bg(0) x (0,+00) do mesmo modo como haviamos mostrado anteriormente.

Ainda, u(x) é solugao do problema

—Aug = p(x)u*(z) em Bg(0)
UR:O em 8BR(O)
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Dessa forma,

§\~

Cmum (x)

=0 em 0BRr(0) x (0, 400),
(t + 1)T

e fixando ¢ = 0, temos C,um () em Bg(0). Estamos, portanto, nas condigdes do

lema anterior. Assim, de fato (2.27) ocorre.

Para (2.28), basta recordar que u é solu¢ao minimal do problema (P2). Assim

sendo, u satisfaz (2.27).

Nesse sentido,

Logo,

Verifiquemos que

Voo, 1) = RETOO vr(z,t) q.t.p em Bg(0).

Para isso, mostraremos que vr € nao decrescente e limitada, onde
i(
Crm (T
vr(z,t) =
(t+ 7') m—
Afirmo que vi é ndo decrescente, no sentido de que se R’ > R, entao vg > vg. De

fato, se R > R, entao Br(0) C Bgr/(0). Assim, desde que (ug) é nao decrescente,

temos

Logo, vgr(x,t) é nao decrescente.

Afirmo também que vg(x,t) é limitada. Pois, desde que U é uma solugao limitada

do problema (2.1), u < CU para uma constante C' apropriada.

Nesse sentido,




Logo, vg(x,t) é limitada. Portanto

Voo, 1) = RLHEOO vr(z,t) q.t.p em Bg(0).

Diante disso, ve(z,t) satisfaz

ag—f(x t)—Avl =0 em RY x (0,+400),

bem como,

1

Voo (x,0) = Cpyum (z).

Além disso,

3=

Cin
Voo, t) = lim wg(z,t) < ~mbmF) (f) :
R—+o00 (t + 1)m—1

J& temos entao uma solucao para o problema

p—r —Av? =0 em RY x (0,+00)

L

Cum ()
(t + 1)7
Afirmamos que

a saber,

Voo (T, 1) = ———5= = 0(x, 1). (2.29)

Para isso, multipliquemos a igualdade
o . .
P (0(x,t) — Voo(x, ) — A (0" (2,t) — v(2,t)) =0

pela funcao




Desde que v, p € L*(2), usemos o Teorema A.6 e integramos sobre Br(0)x (0, 7).

Dessa forma,

/B (0)/ K= (ﬁ@ t) — voo(z, 1)) dtdr —
/B (0)/0 A (0™ (x,t) — v (z,t)) K(z)dtdz = 0. (2.30)

Observando a primeira parcela do primeiro membro, temos

/BR /K ((xvt>_voo(x,t))dtdx:

/ 5% (0(z,t) — voo(, t)) dtdz.

BR(O)

Pelo teorema fundamental do céalculo,

/B ) / K (@(g; 1) — v, 1)) didy — / K(@)p(x) (6(z, ) — vao(, 1)) |Tda

Br(0)

o que resulta em

T o
/BR(O)/O K(CE)P(l’)E (0(x,t) — vo(, t)) dtdx =

) K(z)p(z) (0(x,T) — voo(x,T) — 0(x,0) + voo(x,0)) dz.

1

Visto que 0(z,0) = voo(,0) = Cryum (2),
/B / K (ﬁ(ﬂf t) — Voo(x, t)) dtdx =

; (0) (x)p(z) (0(z,T) — vo(,T)) dx. (2.31)

Observemos em seguida a segunda parcela de (2.30). Apliquemos sobre esta o

Teorema A.13. Dessa forma,

/OT [_ /BR(O) A (0™(x,t) — vl (x,t)) K(x)dx} di —

/0 {/B V(@0"(x,t) — v(x,t)) VK (x)dx — K(:v)2 (0™ (x,t) — v (x,t)) dx| dt,

7(0) 9Br(0) 97
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onde 7 é um vetor normal a bola Br(0).

Como lin}% K(z) = 0 sobre 0Bg(0), obtemos
z—

/oT [_ /BR(O) A" (1) — v, 1)) K(:E)dx] dt =
/OT VBR(O) V(0" (@, 1) = (@, 1)) VK(az)da:} d.

Podemos fazer uso novamente do Teorema A.13 no segundo membro da igualdade

anterior. Assim,

/OT {_/B A0™(x,t) — v?o(x,t))K(x)dw} dt — /OT/QBR(O)%K(];)(W(%t)_vg(x’t))dex

r(0)

- /OT/B o Ak(z) (0™ (x,t) — vk (x, 1)) dadt. (2.32)

Nos preocupemos, por enquanto, apenas com este ultimo termo do segundo

membro. Note que
/ Ak(z) (0™ (x,t) —v(x,t)) de = / Ak(z) (@™ (x,t) — vt (x, 1)) dz
Br(0) Be(0)
+ / Ak(z) (0™ (x,t) — v (x,t)) dx.
Br(0)\Be(0)
Como K (z) fora da bola B.(0) é nula, deduzimos

/ Ak(z) (0" (x,t) — vt (x,t)) de = / Ak(z) (@™ (x,t) — vt (x, 1)) du.
Br(0)

B.(0)

c C C

= JgN2 T RV onde a2 I'(x) ¢ a solucao

Recordemos que K(x)

fundamental de —A. Assim,

c c —m om B
/Bemf(uw—fwﬂ)(“ 0= ele ) =
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Dai, aplicando o Teorema A.13 nesse ultimo termo, temos

" (x,t) — v (z T = " (2, t) — v (w a—rx
[ AT @@ e = [ @0 i) 5 @i

“ Lo V(0" (z,t) — 0" (z,t)) VI (z)dx. (2.33)

Observando o segundo membro, mostremos que a primeira integral converge para

v™(0,t) —v2(0,t) e a segunda integral converge para zero. De fato, notemos que

[(z) = T(|z]) = T(r),

¢
or
a—n(x) = VI'(z)n. (2.34)
Mas,
or PN LN
T =T =T
Logo,
VI(z) = r’(r)%. (2.35)
Assim, de (2.34) e (2.35) tem-se
ar x
— =T"(r)—m.
an ( )mn
Entao,
[ - e go@as = [ @ - ) S s
9B.(0) on 9B.(0) | ]

Perceba que (x,n) = |z||n| cos§ = €, pois |z| = €, n é unitério e cos = € (para
z € 0B.(0)) o vetor normal & bola forma um angulo de 0° com o vetor unitario).

Dessa forma,

/ (1) — 0 () U s = F—(E)e/ (@™ — u™) dS
dB.(0) 9B.(0)

|| €
= —— vt —v
|aBe(0)| 0Bc(0)

- ][ (3™ — v™) dS.
9B (0)
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Pelo Teorema B.4, quando ¢ — 0
][ (5 — o) dS — T — o (2.36)
9B.(0)

Estudando por fim a segunda integral da igualdade (2.33), segue que fazendo

uso do Teorema A.13, temos

o™ — vl (x x)dr = 2 o™ — o) I(z)dx
L T E w0 =) Vi@ = [

- / A @™ — o) T(z)d.
B.(0)

Dai, se C1 = supg; |V (0" (2, t) — vie(z,1))], temos

< ¢4 / [(z)dz
8B (0)

— T / i
9B.(0)

= OT(e)NwyeV ™!
Ch

)
— (@ = 02)(z)dx
/636(0)877( )T(x)

Logo, quando € — 0,

)
— (@ =v2)[(x)dx — 0.
/83(0)8n< )T(x)

Da mesma forma, se C» = supgg; [A[U™ — v,

< Oy / [(x)dz
B(0)

/ o AW (x,t) — v (x,t))(x)dx

Dali,



quando € — 0.

Diante disso,

V(@™ (x,t) —v(x,t)) VI (x)dx — 0. (2.37)
B.(0)

Portanto, tendo em vista a igualdade (2.32) e observando os resultados em

(2.33), (2.36) e (2.37), obtemos

K(x)p(z) (0(x,t) — voo (2, 1)) dx+/0 /83 o %—[n((x) (0" (z,t) — v (x,t)) dSdx

Br(0)

+/0 (¥™(0,t) —v2(0,t)) = 0.

Equivalentemente,

K(z)p(x) (0(x,t) — ve(x, t)) dz + /0 (¥™(0,t)dx —v22(0,1))

' 0K " — vl (x x
__/0 /aBR(O)a_n(x) (™ (1) — ™ (1, £)) dSda. (2.38)

Notemos que a integral do lado direito é limitada por C'T’ ][ u. De fato, pois
SR

4 oK, )
_/0 /aBR(o) 5_77(x> (0" (2, 1) — v (e, ) dSds <

g OK
/ / max |— ()
0 JOBR(0) on

BRr(0)

(V™(x,t) —vl(x,t))dSdt.

Assim,

T
/ / x) (0" (z,t) — v (2, 1)) dSds = C4 // (0" (z,t) — v (x, 1)) dSdt.
dBR(0) 87) 0 JaBg(0)

Como 07 (z,t) > 0, segue que

T oK T
[ [ Ewerwn-mwndsis<a [ [ s
0 JoaBgr(0) 97 0 JOBRr(0)
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Dai, usando o fato de que v (x,t) < CMu(x),

T
/ / v"(x,t) —vl(x,t))dSds = ClCﬂ/ / udSdt
dBR(0) 877 0 JoBgr(0)

T
— C,C™OBR(0)) / ][ udSdt
0 SR

_ ClC;g‘l(?BR(OMT][ uds.
Sr

Tomando C' = C,C!"'|0Bg(0)|, temos

g OK
—/ / —(z) (0" (z,t) — vi(z,t)) dSds < C’T][ udS.
o JoBr) ON Sk

Perceba ainda que pelo Teorema C.7,

lim udS = 0.

Dessa forma, o primeiro membro de (2.38) é limitado por zero, ou seja,

K(x)p(z) (0(x,t) — voo(x, t)) da —l—/o (@™(0,t) —v22(0,t)) <O0.

BRr(0)

Observemos que

o >l (2.39)

(tendo em vista a caracterizagao de v™ e a desigualdade (2.27)). Assim, a segunda

integral é necessariamente nao negativa. Logo, devemos ter

K(x)p(z) (V(x,t) — voo(, 1)) dz < 0.
Br(0)
Mas, como p(z), K(x) >0,
v(x,t) — veo(z,t) < 0. (2.40)
Considerando (2.39) e (2.40), cocluimos
v(x,t) = veo(x, t).
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Agora passando o limite em (2.28) e recordando (2.29) e que v(z,t) =

lim wvg(z.t), tem-se
R—+o00 R( ’ )7

Fazendo t — +o00 concluimos que u < u.

O

Observagao 2.1 Assumimos que p(x) tem a propriedade (H). Como jd sabemos
do Teorema C.7,

lim udS =0,

c
onde U = ——— * p e assim, pelo Corolario C.2 concluimos que liminf U = 0.
|.I'|N_2 |z| =400

Enunciemos nesse momento um teorema de unicidade sob hipoteses mais fortes

que o resultado anterior.

Teorema 2.3 Assumimos que existe uma solugao de (2.1) tal que | |lim U(z) =
x| —+00

0. Entao existe uma dnica solugao positiva u de (P2) tal que | |lim u(z) = 0.
x|—+00

Demonstrag¢ao. Supondo que existe uma solu¢ao U(x) para o problema
—AU(z) = p(x), em RN
lim U(z)=0.

|z|—=+o0

Pelo Teorema 2.1 (condi¢ao suficiente), para uma constante apropriada, temos
u < CU.
Portanto, considerando a hipdétese tem-se

I —0,
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a unicidade de solucao segue imediatamente do Teorema 2.2. Porém, vamos
analisar um outro argumento creditado a Louis Nirenberg. Da demonstracao do

Teorema 2.1 (condigao necessaria),

—Av = au " Vul|? + p(z). (2.41)
Como
1 -«
V=T
decorre em
Vv =u"“Vu.
Equivalentemente,
Vo |? 9
—| =|Vul~. (2.42)
u—a

Assim, substituindo (2.42) em (2.41),
ca1 L
—Av = au 1u72a]Vv\2+p(:c)

1
| Vol + p(@)

= aﬁ|vw2 + p(z).

= «

«
Tomando C' = ——, temos
1—a

—Av = %WF + p(x). (2.43)

1
A unicidade vale para (2.43) visto que a fun¢ao — é decrescente em v. Mais
v

precisamente, supomos duas solugoes vy e vg de (2.43) com lim v, = lim vy =
|z| =400 |z| =00

0. Entao, w = v; — vq satisfaz
C C
—Aw — =V (v; + v3)Vw + — |V, 2w = 0.
U1 V1U2
Mostremos isso. Supondo v; e vy duas solugoes de (2.43), temos
C
—Avy = —|Vui|* = p(x)
V1

C
—Avy — —|Vuy|* = p(z).
U2

1)



Substituindo membro a membro, encontramos

C C
—Avl + Avg — —‘V’UﬂQ + _’VUQ‘Z = 0.
U1 V2
. C 9 . :
Somando e subtraindo o termo —|Vws|” na iguadadde acima, segue-se
U1
C C C C
—Av; + Avg — — |V, > + —|Va|> + —| Vs> — —|Vuy|? = 0.
U1 U1 () U1
Dessa forma,
C C C
—Avl + AUQ - — (]Vvl\z — ]va|2) + —|V02\2211 — —|VUQ‘2U2 =0
(2 V1VU2 V1V2

Equivalentemente,

C C
—A(Ul — 'UQ) — U—1V(U1 + Uz)V(’Ul — UQ) + @|V02|2(Ul — 1)2) = O,

ou seja,

C C
—Aw — —V(v1 + v9)Vw + — |V, [*w = 0.
U1 V1V2

Visto que o coeficiente de w é nao negativo, podemos aplicar o principio do

maximo para concluir que w = 0.

2.2 Algumas Generalizagoes

Estaremos preocupados a partir de agora, em estender nosso método para

problemas mais gerais da forma
—Au(z) = p(x)f(u)  em RY

sob hipéteses adequadas de f, e em particular f(u) comporta-se como u®

proximo de u = (. Por simplicidade, restringimos nossa atengao para o problema
fu) = u(1—u)

—Au(z) = p(z)u*(1 — u) em RY. (2.44)
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Segue entao um resultado importante para esse problema.

Teorema 2.4 Assumimos que p(x) satisfaz (H). Entao existe uma tinica solugao

u, 0 <u <1 de(2.44) tal que ‘hlm inf u(z) = 0.
T|—+00

Demonstracao. Para demonstrar a existéncia da solucao, procedemos como na

demonstragao do Teorema 2.1 (condigao suficiente). Se p(z) satisfaz (H), entao

u < CU,

para C' apropriado.

Como U(z) é solucao limitada de (2.1), pelo Teorema C.7 vem que

lim UdS = 0 e pelo Corolério C.2,

R—)-‘FOO SR

liminf U(z) = 0.

|z| =400

Consequentemente,

lim inf u(z) = 0.
|z| =400

Portanto, existe u(x), 0 < u < 1 (u ¢é solu¢do minimal menor que todas as outras
nao triviais) tal que

lim inf u(z) = 0.
|x| =400

Para mostrarmos a unicidade de solucao, procedemos em dois passos.

Passo 1. Seja u(z) uma solugao qualquer do problema

—Au(z) = p(z)u*(z)(1 —u(z))  em RY

liminfu(x) = 0.
|z| =400

Entao existe algum e > 0 tal que



Isto é 1til para introduzir a tnica solugao positiva v do problema

—Av(z) = plz)v*(z) em RY
o (2.45)
e =

mostrada na Proposicao 2.1.

Note que u(z) é uma subsoluc¢ao para o problema (2.45), pois

—Au(z) = p(r)u*(z)(l —u(z)))

< plx)u(z),

com 0 < u(r) < 1. E, portanto, por iteragdo monétona e a unicidade de v

obtemos

u <. (2.46)

Agora note que para € > 0 suficientemente pequeno, ev é uma subsolugao para

(2.44), pois

“A(er) = epla?(x)

Podemos realmente garantir ¢ pequeno pois se

ep(x)v(z) < p(a)(ev®(2))(1 — ev(x)),

entao
e < (1 —ev(x)).
Dali,
1 — 61—04
/l) ~ S —
€
Logo,
1—¢el
lim —— = +o0.
e—0t €
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Retomando, por iteracao mondétona obtemos

ev < u. (2.47)

Assim, de (2.46) e (2.47),

a
N
IN
a
<
IN
IS

Portanto,

eu <

IS

Passo 2. Seguiremos nesse passo a mesma técnica usada no método II do

Apéndice D. Seja u(x) uma solugao do problema

—Au(z) = p(x)u(z)(l —u(z)) em RY
o (2.48)
R =0

satisfazendo 0 < u < 1. Seja também
A={te]0,1]; tu <u}.

Lema 2.5 1 € A.

Demosntracao. Suponha por contradicao que to = supA < 1. Pelo passo 1,

sabemos que ¢ty > 0. Assim,
A tou) = ple) f(u) — top(a) f(u).

Fixe K uma constante positiva sufucientemente grande tal que a funcao

f(t) + Kt seja crescente em [0, 1]. Dali,
—A(u —tou) + Kp(x)(u —tou) = p(z)f(u—top(z)f(u)) + Kp(z)u(x) — tou(z)Kp(zx)
= p@) [f(u) + Ku(z) — to(f(v) — Ku(z))].
Como togu < u,
A tow) + Kp(e)(u—tow) > ple) [flton) + Ktou(z) — to( f(w) + Ku(x)]
= p(z) [f(tow) — tof(u)]. (2.49)
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Escolhendo € > 0 sufucientemente pequeno tal que

£ty > e(K + 1), (2.50)

afirmamos que
—A(u — tou — eu) + Kp(x)(u — tou — eu) > 0. (2.51)
De fato, procedendo da mesma maneira como em (2.49), temos
—A(u — tou — eu) + Kp(z)(u(z) — tou(zr) — eu(zx)) =
pla)f(w) —tof(u) — ef (u) + Kp(x)u(z) — Kp(x)tou(r) — Kp(x)eu(z).
Como tyu < u e colocando p(z) em evidéncia,
—Au = tou — eu) + Kp(x)(u(r) — tou(r) — eu(r)) >
p(@) [f(tou) — tof(u) — ef (u) + Ktou(z) — Ktou(z) — Keu(z)].
Mas, considerando que f(u) = u*(1 — u), obtemos
f(tow) —tof(u) — ef (u) + Ktou(x) — Ktou(z) — Keu(z) =
(tow)*(1 — tou) — tou*(1 — u) — eu™(1 — u) — eKu.
Desenvolvendo o segundo membro resulta em
f(tou) = tof(u) — ef (u) + Ktou(z) — Ktou(z) — Keu(z) =
(tou)® — (tou)*™ — tou® + tout — eu® + eu®™ — eKu.
Reorganizando os termos, segue-se
f(tou) = tof(u) — ef (u) + Ktou(z) — Ktou(z) — Keu(z) =
Ut —tg —€) +ut(tg — 5 +€) — eKu.
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Por fim, utilizando (2.50) temos

f(tou) —tof(u) — ef (u) + Ktou(z) — Ktou(z) — Keu(z) > u®(eK) + eKu

= eK(u® —u).
Como estamos admitindo u < 1, implica que de fato

—A(u — tou — eu) + Kp(z)(u — tou — eu) > 0

Pela desigualdade de Kato (ver [19]) temos

Altou + eu —u)™ > A(tou + eu — u)sign(tou + eu — u)™.
E pela desigualdade (2.51),

Altou + eu —u)™ > Kp(tou + eu — u)sign(tou + eu — u)*.

Observe que se tou + eu — u < 0 teremos A(tou + eu — u)* > 0 pois
sign(tou + eu — u)™ = 0. Por outro lado, se tou + eu — u > 0, teremos
A(tou + eu — u)™ > 0, pois sign(tou + eu —u)™ = 1 e K,p > 0. Em ambos
0S casos, temos

Atou + eu —u)t > 0.

Segue entao que ¢ = (tou + eu — u)™ é uma fungao sub-harmonica. Dai, para

qualquer zq, pelo Teorema do valor médio para fungoes sub-harmonica

p(wg) < ][ @dS,
Sr(wo)

onde Sg(xg) denota a esfera de raio R centrada em .

Mas,

p=touteu—u < (to+e€)u pois u > 0.

< (to+e€v  pelo passo 1.
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Assim, concluimos que

][ ¢dS < (to + e)][ vdS — 0 quando R — +o00.
Sr(z0) Sr(z0)

Pelo passo 1, tem-se que (tg + €)u < u. Consequentemente, to+ € € A, o que
contradiz a hipdtese de que to = sup A < 1. Portanto, 1 € A e consequentemente

4 é Unica.
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Apeéendice A

Espacos de Funcoes

Neste Apéndice faremos um breve estudo sobre os espacgos de funcoes.
Enunciaremos aqui, os teoremas mencionados ao longo de todo o trabalho

relativos aos espacos de Holder, espacos de Lesbegue e espagos de Sobolev.

1.1 Espacos de Holder

Nesta secao, apresentaremos as principais definicoes e um resultados

importante envolvendo os espacos de Holder. Para mais detalhes, consulte [4].

Definicao A.1 Seja Q C RY. Dizemos que uma funcao f : Q — R € continua

Holder com expoente o em 1, se

|f(x) = f(y)l

sup ————— < 400
syea [T —yl®
Ay

para algum 0 < a < 1.

Definicao A.2 Dizemos que uma func¢ao € localmente continua a Hélder com
expoente o« em 2, se ela for continua a Holder com expoente o em todo

subconjunto compacto de ).
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Definigao A.3 Seja Q C RY aberto. Os espacos de Holder C**(Q) sdo definidos
como subespacos de C*(Q) consistindo das funcdes cujas derivadas parciais até a

ordem k sdo todas continuas a Holder com expoente v em €2
ch(Q) = {f c CHQ); DV f € C™(Q) Y|yl < k}

Teorema A.1 Seja
Q C RY e CP(Q) = {feC¥Q); D' f € C™(Q) V|y| <k} munido com a
norma

| llena@ = [ llor@) + max{D” flea(q).-

Entdo C** ¢ um espaco de Banach.
Demonstragao. Ver [14], pagina 241, Teorema 1.

Teorema A.2 Seja m um inteiro nao negativo e seja 0 < v < a < 1, sequem as

sequintes imersoes:

CmHL@Q) — 0™(9), (A1)
o™ (@) — 0™(9Q), (A.2)
Cme(Q) — O™ (Q). (A.3)

Se Q € limitado, entdo as imersoes (A.2) e (A.3) sdo compactas. Se ) € convexo,

temos outras imersoes:

CmHLQ) — C™L(Q), (A4)
CmH(Q) — O™ (Q). (A.5)

Se Q é convezxo e limitado, entio (A.1) e (A.5) é compacta.

Demonstracao. Ver [1], pagina 11, Teorema 1.31.
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1.2 Espacos de Lesbegue

Recordemos alguns resultados fundamentais a respeito dos espacos LT ().

Para maiores informagoes, ver [2].
Definicao A.4 Sejap €R com 1 < p < +oo e Q C RY aberto. Definimos
LP(Q) = {u : Q= R;u € mensurdvel e/ lulP < +oo} :
0

A norma LP € definida por

3 =

fally = ([ 1)

L>®(Q) ={u:Q — R;u é mensurdvel e 3 C € R tal que |u(z)] < C q.t.p em Q}.

Definicao A.5 Definimos

A norma em L ¢ definida por
||u||p = inf {c € R; |u(z)| < ¢ ¢.t.p em Q}.
Definicao A.6 Definamos o espaco das funcoes localmente somdveis por

1
Lloc

(Q) = {u : Q — R;u € mensurdvel tal que / |uldz < 400, VYV CC Q} :
v

Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja {f.} wuma
sequéncia de fungoes integrdveis que converge q.t.p para uma fun¢do mensurdvel
f. Se eziste uma fungao integravel g tal que |f| < g para todo n € N, entao f é

integrdavel e

/ fdp = lim fndp.
Q n——+00 Q
Demonstracao. Ver [2], pdgina 44, Teorema 5.6.

Teorema A.4 (Teorema de Vainberg) Seja (f,,) uma sequéncia em LP e f €
LP tal que ||f, — fll, = 0. Entdo existe uma subsequéncia (fn,) e uma fungao

h € LP tal que
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(1) fo,(x) = f(x) q.t.p em Q.
(ii) |fn, (z)| < h(x), para todo k, q.t.p em Q.
Demonstracao. Ver [5], pdgina 94, Teorema 4.9.

Teorema A.5 (Fatou) Seja Q@ C RYN. Se f, é uma sequéncia de fungoes

mensurdveis nao negativas, entao
/liminf frdp < limin /fndu.
Q n—+oo n—+oo [o
Demonstracao. Ver [2], pagina 33, Lema 4.8.

Teorema A.6 (Fubini) Suponhamos que F € L'(Qy x Q). Entdo para quase

todo x € C)y,

F(z,y) € L,(Q) e </Q F(x,y)dy) € LL(Y).

2

De maneira andloga, para quase todo y € §o,
Fogyeri@) o ([ Fani) e o
951

Além disso,

/da;/ F(:C,y)dy:/ dy/ F(m,y)da::// F(z,y)dzdy.
Qo Qo Qo 951 Q1 %0

Demonstragao. Ver [5], pagina 91, Teorema 4.5.

1.3 Espacos de Sobolev

Nessa secao, estudaremos sucitamente alguns resultados sobre espacos de

Sobolev relevantes a esta dissertacao.
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Seja Q € RY um dominio (aberto, conexo com fronteira suave). Sejam m € N

e 1 < p < +o0. Definimos espagos de sobolev

o~ f
ox®

Wm’p(Q)—{fELP(Q); € LP(Q), VaecNY, \a!-ZaiSm}

munido com a norma

lollwns = 3 ID%lls para 15 p< +oo

0<]al<m

Teorema A.7 O espago WHP(Q2) € um espago de Banach, reflevivo e separdvel

para 1 < p < +oo. Ainda, o espago H*(Q2) é um espago de Hilbert separdvel.
Demonstragao. ver [5], pagina 203, Proposigao 8.1.

Definigao A.7 (Convergéncia fraca) Seja X um espaco de Banach. Dizemos
que uma sequéncia (u,) C X converge fracamente para u € X, e denotamos

Up, — u quando l(u,) — l(u) para cada funcional limitado | € X'.

Definicao A.8 Dizemos que wuma fungio G(.) € fracamente semicontinua
inferiormente em Wy (Q) = HE(Q) se tivermos G(u) < liminf G(uy) sempre
n—-+00

que u, — u em H(Q).

Teorema A.8 (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L%(Q)
1 1 .
onde1<p<+ooe_ 4 =1 Entio fg € L) e |fglerey < f1lpllglle-

Demonstracao. Ver [5], pagina 92, Teorema 4.6.

Teorema A.9 (Desigualdade de Poincaré) Seja 1 < p < +oo e Q C RV

aberto e limitado. Entdo existe uma constante C' (dependente de §) e e p) tal que

lull, < Cl[Vull  Yue Wy (9Q).
Demonstragao. Ver [5], pagina 290, Corolario 9.19.
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Definigao A.9 (Imersao continua e compacta) Sejam X, Xy dois espagos
normados tais que X1 C Xy. Diz que X1 estd imerso em X quando a aplica¢do
i = X1 — Xy tal que i(x) = x € uma aplicagdo continua. Da mesma forma,
diz-se que X; estd imerso compactamente em X9 quando a mesma aplicacao i €

compacta.
Dai, seguem alguns resultados envolvendo imersoes para os espagos de Sobolev.

Teorema A.10 Suponhamos que §2 tenha fronteira localmente lipschitziana, m €

Nel<p<+oo. Tem-se entao as sequintes imersoes continuas

N
N\ g N
(i) Sep<—.
. 1 1 m
WmP(Q) — LP(Q) com p<q<p", sendo — = — — —.
p p n
N
N Sepe Y
(it) Sep=—,

WmP(Q) — LP(Q) com p<q<+o0.

(iii) Se % <p,
W™P(Q) — CO(Q).

Demonstracao. Ver [1], pagina 97, Teorema 5.4.

Teorema A.11 Com as mesmas hipoteses do teorema anterior, temos as

sequintes imersoes compactas
, N
(Z> Se p<—,
m

1
WmP(Q) — LYQ) comp<qg<p', — =
p

=
=] 3

. N
(7’2) Se p= E}
WmP(Q) — LYQ) com p<q<+oo.
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N
(13) Se <P

_ N
WmP(Q) — C'(2) com 0<y<m-— o

Demonstracao. Ver [1], pagina 144, Teorema 6.2.

N N
Teorema A.12 (Teorema de Morrey) (a) Se — < P < T entdo
m

_ N
temos a imersao continua W™P — C7(Q2) para 0 <y <m — —.
(b) Se p = e entdo tem-se a imersdo continua W™P — C7(Q) para
m j—
0<y <.

(c) Se

[ <P entdo temos a imersdo continua W™P — C1(Q).

Demonstracao. Ver [1], pdgina 97, Teorema 5.4.

Com o objetivo de definirmos solugao classica, solucao forte e solugao fraca,

consideramos o seguinte problema:

—Au(x) = f(z,u(x)) , z€Q
uz) =0 , ze€df

(A.6)

N
0?u
onde Au = 922 é o operador Laplaciano aplicado em u(z).
€Ts
i=1 i

Definigao A.10 Uma solugdo cldssica de (A.6) é uma funcio u € C*Q)NC(Q)
tal que —Au(x) = f(z,u(z)) para todo x € Q e u(x) =0 para todo x € OS.

Definigao A.11 Uma solugdo fraca de (A.6) é uma fungio u € H}(Q) tal que

/QVu(x)Vv(x)dx = /Qf(:t,u(x))v(x) Vv € Hy ().

Definigao A.12 Uma solugdo forte de (A.6) € uma fungao u € H*(Q) N HL(Q)
tal que

—Au(z) = f(z,u(z)) q.t.p em
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Teorema A.13 (Teorema da Divergéncia) Seja Q C RY dominio limitado,

00 € C! e seja v a normal unitdria exterior a 0. Para uma funcao vetorial F

em C°(Q2) N CHQ) temos
/dz’de:c :/ Fvds
Q 00

OF;

de divF = .
onde div oz,

N
i=1

Seja Q € RN um dominio onde vale o teorema da divergéncia e sejam

u,v € CHQ) N C?3(Q). Entdo,

(i) Primeira Identidade de Green

/VvVudx:/ va—uds—/vAud:E
Q a0 Ov Q

(i1) Segunda Identidade de Green

ou ov
/Q (vVAu — uAv) dr = /aQ (v% — u%) ds

Ver [4], pagina 100.
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Apendice B

Resultados Importantes

Teorema B.1 Seja X um espaco de Banach ou Hilbert reflexivo e ¢ : X — R

um funcional tal que

(a) ¢ € fracamente semicontinuo inferiormente.

(b) ¢ € coercivo, isto €, ¢p(u) — +oo quando ||u|| = +oo.
Entao ¢ € limitado inferiormente e existe ug € X tal que ¢p(ug) = i%f¢.
Demonstragao. Ver [10].

Teorema B.2 Seja Q em CY' um dominio em RN e seja o operador L
estritamente eliptico em 0 com coeficientes a7 € C°(Q), b, ¢ € L®(Q) com
i,j=1,---,nec<0. Sefell(Q) epecW?PQ) coml<p< +o0, entio
o problema de Dirichlet Lu = f em 2, u— ¢ € Wol’p(Q) tem uma unica solucao

u € WP(Q).
Demonstracao. Ver [17], pdgina 241, Teorema 9.15.

Teorema B.3 (Versao fraca do Lema de Hopf) Seja Q@ C RY um dominio

limitado suave, a;; € C*(Q) com a;;j(x) = aj;(z), i > 1, j < N,z € Qe
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N

Z a;;(2)Gi¢; > 0 para todo x € Q e ¢ € RN — {0}. Assumimos que u € C(Q)
ij=1
resolve no sentido fraco,

N N
> Oilai(@)d5u) + > bi(x)du + c(x)u > 0
i,j=1 i=1

em ), aonde b; € L>*(Q) para 1 <i < N, c€ L*(Q) ec(x) >0 ¢q.t.p em Q.

Suponha que xy € 0N) existe uma bola B C Q com xy € OB a qual u = u(x)

satisfaz u(x) > u(zy), v € B.

Se u(zg) <0, entao Z—Z(xo) < 0.

Demonstracao. ver [23], pagina 2, Teorema 1.1.

Teorema B.4 (Teorema do Valor Médio) Sejau € C%(Q2) harmonica em Q.

Entao, para qualquer bola Br(x) C €2, vale

u(z) :]ég udS e u(z) :]éudx.

Da mesma forma, para u sub-harmonica, temos

u(z) < ]éﬂ wdS e u(a) < ]é udz,

e u super-harmonica vem que

u(x) 2][89 udS e u(x) Zjéud:c.

Demonstragao. Ver [14], pagina 25, Teorema 2.

Teorema B.5 (Desigualdade de Kato) Seja
1,m
L= (0 —ibj(x))ajn(x) (O — ibk(x)),
jk

aonde aji € b sio fungoes de valores reais em C*(§2), sendo Q2 um conjunto aberto

em RM. Assumimos que (a;r(x)) € uma matriz simétrica positiva definida para
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cada x € Q. Sew e Lu estao em L},.(Q), entdo

Lolu| = Rel(sign(u))Lu],

onde Lo € um operador com b, =0, k=1,--- ,m e observando que
u(z)
R , se u(z) £0
sign(u(z)) = ¢ |u(z)]
0, se u(z)=0.

Demonstragao. Ver [19], pagina 138, Lema A.

Teorema B.6 Se u é uma funcdo harménica limitada superiormente em RY,

entao u € constante.

Demonstracao. Ver [4] pagina 132, Exercicio 5.5.

Apresentemos a versao fraca para o principio do maximo. Antes porém

enunciemos duas definicoes importantes.

Definigao B.1 Seja T1, T € D(QY). Dizemos que Ty < Ty se, e somente se
<Thp> < <Th,p>VYoeD(),e>0.

Definigao B.2 Seja ui,uy € HY(Q). Dizemos que uy < ug em 052 se, e somente

se (u; —ug)™ € HH(Q).
Agora podemos afirmar que

Teorema B.7 Seja A = A(x) uma matriz satisfazendo

|A(2)¢] < Al VEERY gtpreR

MEP < A(x)ge VEeRY qtpzeR,

onde A e A sao constantes positivas. Seja a € L°°(QQ) uma fun¢do nao negativa.

Para w € HY(Q) definimos —L como
—Lu = —div(A(z)Vu) + a(z)u.
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Entdo temos: Seja uy,us € H*(Q) tal que

—L'Ll,l

IN

—Lus em

IA

Uy Uy, em OSD.

Entao uy < uy em Q.

Demonstragao. Ver [8], pagina 39, Teorema 4.4.

No nosso caso, estamos trabalhando com o operador Laplaciano. Desse
modo, dada a definigdo de —L segue que A(z) = 1 e a(z) = 0 Vz. Com
o auxilio das definicoes e desse teorema acima, temos o seguinte corolario: Se

u,v € H*(Q) N CH(Q), temos
/ (—Auy) p = / Vu Ve < / VusVip = / (=Vuz) o ¢ €D(Q),p > 0.
0 0 0 O

Dai,
/Q (M) — (~Aug)] o < 0.

E portanto,
—Au; < —Auy q.t.p em €.

Teorema B.8 (Versao forte do principio do méaximo) Sejam
u,v € C?(Q) N C%Q) satisfazendo Au > Av em Q e u > v em 0. Entdo

u>v em §).
Demonstragao. Ver [17], pagina 15, Teorema 2.2.

Teorema B.9 (Teorema da mudanca de varidvel na integral) Se

¢ :[c,d] — [a,b] € de classe C' e f : [a,b] — RN é um caminho, entdo
w(d) d ,
[ swa= [ sewnem
w(c c

Demontragao. . Ver [22], pagina 38, consequéncia do Teorema 3.
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Teorema B.10 Seja Q2 um aberto limitado. Entao toda solu¢io u € C*(Q) N
CY(Q) do problema
—Au = f em Q

(B.1)
u = 0 sobre 0f),

satisfaz
) = [ F@)G ),

onde Gr € a funcao de Green relativa a € e nula na fronteira.

Demontragao. ver [4], pagina 111, proposigao 5.16.

Teorema B.11 Seja f € C*(RYN) com suporte compacto. Defina

utn) = [ =)
Entdo u € de classe C? e é uma solucao para a equagdo da poisson
—Au=f emRV.

Demontragao. ver [4], pagina 111, Teorema 5.17.

Teorema B.12 (Alternativa de Fredholm) Seja T € x(X). Entao
(a) N(I —=T) é finito,
(b) R(I —T) € fechado, mais precisamente R(I —T) = N(I —T*)*,
() NU—T)={0} = R(I -T) =X,
(d) dim N(I —T) = dim N(I — T*).

Demonstracao. Ver [5], pagina 160, Teorema 6.6.
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Apéndice C
Um Problema Linear em RY

Neste Apéndice faremos um estudo do problema

—Au= f(z)  emRY, (PL)

onde f € L(RY), f > 0 e nao identicamente nula. Mais especificamente,

estamos interessados em estudar resultados de existéncia de solugao e investigar
algumas propriedades dessas solugoes. O estudo feito neste capitulo é crucial para

resolver o problema (P2) no Capitulo 2.

3.1 Alguns resultados preliminares

Nesta secao, introduziremos alguns resultados iniciais envolvendo areas e

volumes da bola em R,
Definicao C.1 Definimos a fun¢io gama I : [0, 4+00] — R por

F(s)—/ e 57 1dt.
0

Lema C.1 As seguintes igualdades envolvendo a fungio T' : [0,4+00] — R

ocorrem.
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Demonstracao.
(7). Por definigao,

F(s—l—l)z/ e_tts+1_1dt:/ e 't dt.
0 0

Integrando por partes, temos

u=t° dv = e tdt

du = st*~1 v=—e".
Assim,
[(s+1) = —te —I—s/ e ‘5 dt
0
= s/ e 't dt
0
= sI(s).

(7). Por definicao,

(1) = / e 0dt
0

= / e tdt
0

(7ii). Por definigao,
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Fazendo t = u?, temos
Entao,

Note que
(z) - r(3)r ()
2 2 2
= 2. 2/ e v’ (/ e‘”de) du
= / / W +0%) Jud.

Transformando para coordenadas polares, temos

ou o
u = rcosf . ‘a(u,’u) _ | ar 39
v = rsinf a(r,0) dgu v
or 00

Do teorema da mudanga de variavel na integral, implica em
o) - of [~
2
— 4 / a6 /
_ 4rZ —u
55 / du

drd@

Portanto,

Note ainda que combinando (i) com (ii) temos
[(s)=(s—1), para s € N.
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O

Em seguida, nas duas préximas proposicgoes, verificaremos o calculo da area e

do volume da esfera com dependéncia da fungao gama.

Proposigao C.1 A drea de By(0) em RN ¢

0B1(0)] =

Demonstracao. De [16], Proposicao 0.6, Pdgina 7, consideremos que

/ e ™ dy = 1.
RN

Fazendo a mudanga para coordenadas polares, temos

Ouy, - -, un)

N-1
8(7‘17“' 77”N)

=T

r =T (§ ‘

Dessa forma,

1 :/ / e N1 drdg
B1(0) Jo

- |8Bl(0)|/ e N,
0

Aplicando a mudanca de variavel,

2

u = Tr
du = 27mrdr,
temos
o0 $(N-1) d
1= ‘881(0)’/ e ¥ <E> —u17
0 v U\ 2
2 (7)
T
u\ 3
onde r = (—) .
T

99



Assim,

Portanto,

Proposigao C.2 O volume de B;(0) em RY ¢

_ 10B,(0)]
NE TN

Demonstracao. Seja wy = / dv. Fazendo a conversao para coordenadas
B1(0)

wy = / dx
B1(0)
1
= /TNI/ dfdr
0 B1(0)

1
= |0B1(0)] / N,
0

polares, implica que

Portanto,
_19B:(0)
N

WwN
O

Da mesma forma, podemos inferir o volume da bola de centro 2 € R e raio R.

RN
Proposigao C.3 O volume da bola de centro x € RN e raio R ¢ W|Bl(0)|.
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Demonstracao. Seja wy = / dzx. Aplicando uma mudanca de variavel para
Br(z)
coordenadas polares, implica que

R
vV = / erdr/ de
0 B1(0)

R
= / rNdr|Br(0)]
0
N
.
= |BR(O)‘W|(I)%

RN
= |Bgr(0) N

3.2 A equacao de Laplace

Nesta secao, temos por objetivo definir a solu¢ao fundamental para o operador
Laplaciano bem como tecer um breve comentéario sobre a integrabilidade da

mesma.

Definigao C.2 Seja Q@ C RY. Uma funcio u € C?*(Q) € dita radialmente

simétrica quando u(r) = u(|z|).

Lema C.2 Seja u € C?*(Q) uma fungio radialmente simétrica. Entdo

A d*u N N —1du
U=—+——.
dr? r dr
Demonstracao.
De fato, considerando =z = (zy,--- ,x,), obtemos |x| = r = (23 + -+ + mi)%
Dai,
or 1,, g1 x;
—— .. 39, = 4
90 = 2 (x7 4+ +a5) 222 .
Assim,




Pr 1 a?

ox? r 13

Como u(z) = u(r), temos que a primeira derivada de u é dada por
8u( )_duﬁr _dux;
0x; v = dr Ox; drr’

Consequentemente, a segunda derivada é calculada da seguinte forma:

82u<x) dPu Or x; dud*r
022 dr?

: dr? Ox; o %8_:1312
B d*u z; z; n du (1 22
dr2rr dr \r 1)

Logo para o Laplaciano, temos

"L 9% “Td?uz? du (1 22
Au = - = E et ST I 2
Y — dx? — {dﬂ 72 + r (T 7“3)}

Observando que

n 2 2 2 2
i _ Tp Ty Ty
2T atat T
r r r r

=1
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portanto,

Au—@—l- M-l d_u
 dr? r dr’

O

Lema C.3 Sewu é uma funcao radialmente simétrica e harmonica, isto é, Au =0

em RY entdo a solucdo fundamental é dada por

logr, se N =2

u(r) = 1
m, se N Z 3.
Demonstracdo. Pelo lema anterior,
N -1
u"(r) + u'(r) = 0.
r

Considerando w(r) = u/(r) e recordando que u € C?*(1),

equivalentemente,

Integrando a ultima igualdade, obtemos

logw(r) = —(N — 1) logr = logr~ ™1,

Assim,

Como w(r) = u/(r), integrando para obter a solugao u(r),

(i) Para N =2,

1
u(r) :/u(r)dr = / —dr = logr.
Q ol
(ii) Para N > 3,




Portanto, temos
logr, se N =2
u(r) = 1
se N > 3.

)
T'N_Q

Onde u(r) é chamada solugao fundamental

Escolhendo constantes convenientes, chegamos a seguinte definicao:

Definigao C.3 A funcio ® : RY — {0} — R definida por

1
—2—10g\:c], se N =2
b(x) = (R
N(N —2)wy |z|N-2’

se N >3,

¢ chamada solugao fundamental para a equacdo de Laplace.

Usualmente designada por I', denotaremos nesta dissertacao a solucao
fundamental por ® para nao ser confundida com a funcao gama, estudada na

secao 3.1.

Para os resultados subsequentes deste apéndice serd utilizado o seguinte fato:

Lema C.4 Se f(x) € uma fun¢ao radialmente simétrica, entdo
R
/ fdx = NwN/ f(r)yrNtar (C.1)
Br(0) 0

Demonstracdao. De fato, desde que

R
/ fdx —/ / f(r)yrN=tdodr,
Br(0) B1(0) JO

R
/ fdz = |9B(0)] / £ -1dr
Br(0) 0
_ loBi(0)] [ .
= NT\/O' f(T’)T’N dT

R
= NwN/ f(ryrN=tdr.
0

segue que
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Portanto,

R
/ fdx = NwN/ fr)yrNtdr.
Br(0) 0

O

Enunciaremos a préxima proposicao que trata sobre integrabilidade da solugao

fundamental em R¥ .

Proposicao C.4 A funcio ® ¢ integravel em qualquer vizinhanca limitada da
singularidade na origem, mas nao € integrdvel em todo RY, pois

N
—RTlogR—i-E se N =2

/ O(x)de = 1 ng
Br(0) -
(N—-2) 2"

se N > 3.
Demonstracao.

Caso N = 2. Por (C.1) e pela Definicao C.3, vem que

R
1
/ @(x)dx:mug/ ——rlogrdr.
Br(0) 0o 27

N
2

27

Desde que wy = F(%)

, entao wy = 7. Assim,

R 1 R RN R
/ q)(m)d$:27r/ ——rlogrdr = —/ rlogrdr = ———1log R+ —.
Br(0) 0o 27 0 2 4

Caso N > 3. Por (C'.1) e pela Definigao C.3, segue que

R
/ O(z)dr = NwN/ ®(z)rNdr
Br(0) 0

N /R ! L vy
= Nuw r r
N N(N —2)wy rN—2

1 R
= N¥_3 2/ rdr

—2Jo
B 1 R?
- (N=-2) 2"
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Portanto, segue a proposicao.

Calculamos em seguida, as derivadas parciais da solugao fundamental.

Proposicao C.5 As deriwvadas parciais de primeira ordem e de sequnda ordem

de ® sao dadas respectivamente por

ox; (z) = ~ Nuwy |z|N
e
Ox;0z;" " Nuwy \|z|V  |z|N+2)"

Demonstracao. Para o caso em que N = 2 é 6bvio. Verifiquemos o caso em que

N > 3. Pela regra da cadeia,

00, (2= N)lz| Ny
o) T TN = 2oy

Assim,

() = ——— C.2
0x; (z) Nwy ||V (C2)
Calculemos a derivada parcial de segunda ordem utilizando a regra do produto
e a regra da cadeia. Dessa forma,
0?P 1 i
@ = e (2
0r;x; Nwy

_ _L 5@']’ _N l‘il'j .
NwN |$‘N |$|N+2

0r,x; (@) = C Nuwy \Jz|V [z N2

Portanto,
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3.3 A equacao de Poisson

Finalizado o estudo sobre a solugao fundamental, nos voltemos propriamente

aos resultados relacionados ao problema (PL).

Definigao C.4 Dizemos que uma funcio f € L2 (RN), f > 0, tem a propriedade

loc

(H) se o problema (PL) tem uma solu¢do positiva limitada.

Consideremos agora ug solu¢ao do problema

—AUR = f em BR<0)
ur = 0 sobre OBg(0).

(PR)
Note que este problema tem solucdo tnica u € C'(Bg) N W2P(Bg), Vp > 1
(ver [17], pdgina 241, Teorema 9.15).

Lema C.5 A aplicagio (0,+00) > R + up € CYBg) N W*P(Bg) € ndo

decrescente.
Demonstragao. De fato, desde que R’ > R temos que Bg(0) C Bg/(0). Assim,

—AUR/(JI) = f(l’) Vx € BR/(O)

Logo,

v

— Aug(z) —Aug(z) Vz € Bp(0);

0 sobre OBg(0).

v

UpR

Pelo principio do maximo fraco (ver Teorema B.7),

UR Z UR-

Mostrando que (ug) é uma sequéncia nao decrescente de fungdes positivas em

Bg.
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Pelo Teorema B.10,

unle) = [ Galry) 1w
Br
onde Gg é a funcao de Green relativa a Br(0) e nula na fronteira dada por
lyl ( RZy))
d(x—y —(ID(— r— — se y #0,
G(z,y) = ( ) R ly|?
O(z) — P(R) se y=0.

Definamos uq () := Rlim up(z). Pelo Teorema A.3,
—+00

wele) = | e )

Observagao C.1 Segue de uma versao do Teorema B.11 que uy € uma solugao

do problema (PL).

Lema C.6 Eziste somente duas possibilidades: Ou ux(x) = 00 Va, ou

Uso (T) < 400 V.

Demonstrag¢ao. Suponha, por exemplo que 14 (0) < +oo. Escrevemos entao

IO [ )
uoo(x)—/| y|N_2dy—i—/| y|N_2dy.

yl<2le] 1T — y>2la] 1T —

A primeira integral é finita (para cada x fixado). De fato, desde que
f € L>®(Q) e assim existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ para quase todo ponto

x € . Além disso, consideramos a Proposicao C.4. Em outras palavras,

f(y) / 1
—x—dy <c —————dy < +00.
/yISQIx |z —y|N 2 wi<2pz) [T — YN 2

Por outro lado,
/ ) /
i |2 — Y[ 7 [y - 2
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Para justificar isso, recorremos a segunda desigualdade triangular:
[z =yl = x| = [yl = Iyl — |=|.

Como |y| > 2|z|,

lyl  lyl
—y| >y - = ==
lz —y| > |y 5~
Dali,
Noo _ |yNT?

Consequentemente, multiplicando ambos os lados da desigualdade por f(y) e

integrando em |y| > 2|z|, obtemos

/ —f(y) dy < 2N2c/ _f(y) dy = ux(0) < +o0.
| |

y|>2|z| |z —y|N 2 y|>2|x] |y| N2

Portanto, a segunda integral é limitada e concluimos que u, < +0o0.
O

Enunciaremos em seguida, alguns resultados que sao tuteis para os resultados

que envolvem a existéncia e unicidade de solugao positiva para o problema (P2).

Proposicao C.6 f satisfaz a condi¢cao (H) se, e somente se, Hm x [ €
x

L>®(RY).

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que (H) ocorra. Assim, existe uma
solucdo positiva limitada U do problema (PL). Consequentemente, existe uma
constante C' > 0 tal que

U(z)| < C.

Podemos sempre supor que U > 0 em R pois, do contrario, tomamos

v(x) =U(x) + C. Note que
—Av=—-AU—-C)=-AU+ AC = f,

109



com f>0em RV,

Como,
—Aur = f|Bgo) em Bg(0)
ugp = 0 sobre 0Bg(0),
entao
—Aur = —AU  em Bg(0)
ug = 0<U sobre 0Bg(0).

Logo, pela versao forte do principio do méximo (Teorema B.8),

up < U em Bg(0).

Passando ao limite quando R — +0o0, obtemos

C
Uno(T) = 2 x f <U(z) qt.pemRY,

Considerando que U € L®(R"), temos

c -

Reciprocamente, consideremos x f € L‘X’(RN ). Desde que essa

|| N2
convolucdo fornece uma solucao para o problema —AU = f em RY, concluimos

que f satisfaz a propriedade (H).
O

Corolario C.1 Se (H) ocorre, entio us, € a unica solu¢ao minimal positiva do

problema (PL).

Demonstracao. Se vale a propriedade (H), entdo ue(x) = x f é uma

|| N2
solucdo do problema (PL). Mostraremos que u., é a inica solugdo minimal desse

problema.

De fato, se U é outra solucao de (PL), entdao —AU = f em R". Assim, como
no teorema anterior, up < U. Logo, u. < U. Portanto, concluimos que o é

solugdo minimal de (PL), a qual evidentemente é tinica.
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Corolario C.2 Se (H) ocorre, entdo ‘11|m inf uy(z) = 0.
r|—+00

Demonstragao. Seja U uma solugao limitada de (PL) tal que |h‘m inf U(z) = 0,
z|—+00
entao

—Auy = —AU = f em RY.
Dai,
—A(U —uw) =0 em RY.

Desde que U — uy, ¢ harmonica e limitada, segue do Teorema B.6 que U — u, €

constante. Assim,

U—uy =C,
com C' > 0, pois U > u,. Equivalentemente,

U=1uy,+C.

Passando ao limite quando |z| — 400, temos

liminf U = liminf u, + C.

|z| =400 |z| =400

Desde que liminf U = 0, tem-se obrigatériamente C' = 0.
|z| =400

Portanto,

liminf ue(x) = 0.
|z|—+o0

O

O préximo resultado é uma maneira mais forte de expressar que u,, tende

para zero no infinito. De fato, basta usar o Teorema B.4.

Proposicao C.7 Suponha u..(x) < +o0o para todo x € RN, entdo

lim Uoso (y)dS, = 0.

R—+o00 Sk
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C

||N2

]éR Uso (y)dS, —]éR (\iﬂ% * f) (y)dS, .

Usando a definicao de integral média e definicao de convolucao, segue que

1 Cf(x)
dS, = —— — 2 dx|dS,.
]éR oo () Sy = N /s (/RN = y[V2 x) %

Denotando C' =

x f. Assim,

Demonstracao. Seja oo () =

e observando o Teorema A.6,

WN

1
uoodS—C'/ </ —dS)dm
][SR RN ! Sr |‘/E - y|N_2 Y

1
Definindo I(z) := / sty’ consideremos os seguintes casos:
Sp 1T —

(i) |z| > R.
1 N-1
[(.T) = ’x‘N72NwNR
N-1
= |]j|N_2 com C' = Nwy
RN72
= Ry
(i) |z| < R.
1
I(z)=1(0) = / S
ly|=R |y‘
1
N-1
= NU)NR RN72
= CR.
Consequentemente, temos
— 1 — 1 RN-2
][ Uso(y)dS, = Cf(r)5y—CRdx + Cf(2)5y7CR—zy—dv
Sn le|<R R le>R| R ||

¢ f(z)
= /lmKRf(x)dx+/|xI>RC’:C|N_2d:c.

112



Perceba que a segunda integral tende a zero quando R — +o0c0. Estimamos a

primeira integral por

¢ f(:z:)d:v—l—C/

N—-2
R \z|<Ro Ro<|z|<R

f@)

’LL“N72 xX.

Primeiro escolhemos R, tal que

C’/R f<x>dx<e,

0<|| || V=2

e entao R suficientemente grande tal que

= |
— f(z)dx < e.
RN=2 lz|<Ro

Portanto,

][ Uso(2)dS, = 0.
SR

Teorema C.1 Qualquer solugao limitada do problema (PL) tal que

U(y)dS, — 0 quando R — +o0
Sr

coincide com Uss.

Demonstracao.  Seguiremos, nesta prova, o mesmo raciocinio utilizado na

demonstracao do Corolario C.2.

Assumimos que U e uy, sdo duas solugdes do problema (PL). Dessa forma,

—AU = —Auy = f em RY,

com U e uy fungoes limitadas.
Dai,
—A(U —uy) =0 em RY.
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Logo, U — us é uma funcao harmonica e limitada. Assim, pelo Teorema B.6,
U—u, =C.
Visto que
][ U(y)dS, — 0,
Sr

temos necessariamente que C' = 0. Logo,

Uy)dS, —  ux(y)ds,.
Sr SR

Portanto, U coincide com u, quando R — +o00.

O

Teorema C.2 Assumimos (H). SejaU € L*(Q2) uma funcio com AU € Li5.(Q)

loc
satisfazendo AU < f em RY e
][ U(z)dS, — 0 quando R — +oc.
SR
Entao U < ug.

Demonstrag¢ao. Definamos g = —A(us — U). Sabemos da Proposi¢ao C.6 que

Uso < U. Dal, —A(us — U) > 0.

Visto que
][ (Uoo — U)dS, — 0 quando R — +o0,
Skr

podemos aplicar o Teorema C.1 e concluir que

_C

Uoo — U
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Apendice D
Demonstracoes Alternativas

Neste apéndice, baseado em [6], apresentaremos demonstragoes alternativas
para a unicidade de solu¢@o do problema (P1) com f(x,u) = p(x)f(u), isto é, do

problema
—Au = p(z)f(u) em Q
u > 0 em (D.1)
u = 0 sobre 0f),

onde Q@ C RY ¢ um dominio limitado e suave. Para provar a unicidade,

consideraremos as seguintes hipéteses em f e p.

(H1). para quase todo ponto z € 2 a fungao t — f(xz,t) é continua em [0, 00) e

fz,t)
t

a funcao t — é decrescente em (0, c0);

(H2). p(z) > 0, nao identicamente nula e p(x) pertence a L2 ().

loc

Método 1.

Sejam uy e uy duas solugoes para (D.1). Assim,

—Auy = p(x)f(u)
—Auy = p(x)f(uz).



Multiplicando a primeira igualdade por uy e a segunda por —uy, temos

—(Au)uy = p(x)f(ur)us
(Aug)ur = —p(a)f(uz)us.
Equivamentemente,
—(Auy)uy = p(x)ujug fiul)
(Aug)u; = —p(x)ugus fiLUZ)
2

Somando membro a membro, obtemos

~(An)uz + (Aig)uy = pla)uriy (f (w) 1 W) | (2)

Ui (%)
Seja # uma fungao suave nao decrescente tal que 6(0) =0 e

1, se t>1
0(t) =
—1, se t<—1.

Seja 6(t) = 6 (). Multiplicando (D.2) por 6(u; — us), resulta em

flur) — fu2)

U U2

[~ (Aug)us + (Auz)ug] 0. (us — uz) = purus ( ) Oc(ur — us).

Integrando sobre €2, encontramos

/Q [_(AUI)U295<U1 - UQ) + (Au2)u196(u1 — u2)] dr =

/qum, (f(ul) - f(“2>> 0. (u1 — us)dx.

Uy U2

Novamente integrando por partes,

/Q [VUIV(UQHE(UI - UQ)) - VUQV(Ulge(ul — u2))] dr =

/qum <f(“1) - f(”2>> 0. (u1 — us)dx.

U Uz
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Calculando o gradiente, implica em

/ Vu1 (VUQQE(Ul - Ug) + u292(u1 - UQ)V(Ul - Ug)) - VUQ(VUlee(Ul - UQ)+
Q

w0 (11 — 1)Vt — us))d = /

Q Uy Ug

Logo,

/Q [(Vug)ugbl(ug — ug)V(ug — ug) — (Vug)ui0l(ug — uz)V(ug — ug)] da

/Q puLUs (f (w) _/ (“2>> 0 (uy — us)da.

(751 (%)
Assim,
/ [(Vur)ug — (Vug)ug] 02 (uy — ug)V(up — ug)dz =
Q
/pu1u2 (f<u1) — f(UQ)) Oc(uy — ug)dx.
Q Uy Uz
Claramente,

[(Vuy)ug — (Vug)ui] 0 (ur — uz)V(uy — ug)da >

J
J

(Vug)(ug — uq)0(ug — uz)V(uy — ug)de.
De fato, note que
/QUQ(VUl — Vuy)?0.(uy — up)dx > 0.
Equivalentemente,
/QuQ(Vul — Vug)0.(uy — ug)V(up — ug)dz > 0,
ou seja,

/(uQVul — uaVug)0. (uy — ug)V(uy — ug)dx > 0.
Q
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Somando e subtraindo o termo u; Vus no primeiro parenteses, segue-se

/(UQVul — w1 Vug + u1 Vg — uaVug)0 (uy — ug)V(uy — ug)dz > 0.
Q

Dessa forma,

/('LLQV'LLl—U1V'UQ>92<U1—U2)v<u1_ug>dx+/<U1VUQ—'U/2V'U/2)92(U1—UQ)V(Ul—UQ>d$ > ().
Q Q

O que implica em

/(Ugvul—’l,“VUQ)eé(ul—UQ)V<U1—'LL2>d£U 2/Vu2(ug—ul)eé(ul—ug)V(ul—ug)dx.
0 0

Observando (D.3), segue (D.4).

Agora definindo

observemos que

VAe(uy — ug) = v (ug — ug)V(ug — ug).
Mas, segundo a defini¢ao de 7.(t),
Yelur — u2) = (ur — u2)0(ur — ug).
Assim,

VAye(uy —ug) = (ug —ug)0(ug — uz)V(up — ug)

= —(ug — u1)0(ug — ug)V(u1 — us).
Logo, atentando a desigualde (D.4), temos
/Q (Vun)uz — (Vuz)un] 0 (s — w2)V (tr — up)dde >
—/QVUQV%(ul — ug)dz. (D.5)
Visto que |7.(t)| < Ce e Auy € L>(Q),
/Q [(Vuy)ug — (Vug)ug] 0 (uy — uz)V(uy — ug)de > —Cle.
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Observando (D.4), quando € — 0, tem-se

/pu1u2 flu) — flug)

U U2

=0.

Portanto,

U = Usp.
Método 11.

Este método é uma variagdo do método de Krasnoselkii [20]. Seja u; e uy duas

solugoes de (D.1). Sejam

A={te0,1]; tu; <up em Q}.
Claramente A contém uma vizinhanca de zero.

Lema D.1 1 € A.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigao que to = sup A < 1. Entao,
—A(uz — towr) = p(x) f(uz) — to f(ur)p(x).

Fixando uma constante positiva K suficientemente grande tal que f(t) + Kt

é crescente em [0, max uy]. Entao,

—A(uz — tour) + Kp(x)(uz — tour) = p()f(uz) — top(x) f (u1) + Kp(x)uz — Kp(x)tows

= p(x) [f(u2) + Kus — to(f(u1) + Kuy)].
Como tgu; < ug, vem que
_A(UQ — toul) + Kp((lf)(UQ — toul) Z 1% [f(toul) + K(toul> - to(f(Uq) + Kul)]

= p[f(tour) —tof(u1)].
f(w)

u

E este ltimo termo é positivo pois estamos considerando decrescente. Em

0f) temos Ug — t0u1 = (1 - to)(p Z 0.

Distinguimos dois casos, a saber,
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Caso 1: p = 0. Usando o principio do maximo forte observamos que por um
0

lado, ou uy — tgu; > 0 em €2 com a—(ug —touy) < 0 em 0f). Entao, existe
Ui

e > 0 tal que uy — touy > €uy.
Assim, tg 4+ € € A. O que contradiz a hipdtese de que ty = sup A.
Ou , uy — tou; = 0. Isso tambem nao ocorre visto que irfamos ter

pf(u2) = topf(u1), mas sabemos que f(tou1) > tof(u1).

Caso 2: ¢ # 0. Afirmamos que existe algum € > 0 tal que
W = Uy — Loy > €Uq.
Suponha por contradicio que para todo € > 0 existe algum ponto z, €  tal que

ug(xe) — toug () < euq(x,).

Ou de outra forma,

w(xe) < euy(ze). (D.6)
Claramente x. ¢ 0 para € pequeno. Escolhendo um ponto de minimo para
a fungdo w — eu; podemos assumir também que V(w — euy) = 0.
Equivalentemente,

Vw(ze) = eVuy(x,). (D.7)

Quando ¢ — 0 (através de uma sequéncia apropriada), z. — o € Q tal que por
(D.6) e (D.7),

w(xg) <0 e Vw(zg) = 0.
Segue que w(zg) = 0 e assim, zg € .

Isso contradiz o principio do maximo forte (Teorema B.8) visto que temos

—Aw+Kpw > 0 em €
> 0 sobre 01,
# 0.
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Logo, de fato existe € > 0 tal que us —tou; > euy. Assim, to+¢ € A. Um absurdo
pois suponhamos inicialmente t, = sup A < 1. Portanto, 1 € A e por conseguinte

U = Us.

Método I1I.

Esse método é uma variacao da técnica de Louis Nirenberg ja apresentado na
demonstracao do Teorema 2.3. FEle exige mais restricoes sobre f, a saber, f é

5
1
positiva, concava e / ——dt < +00.
o f(t)

v—/ouﬁdt.

Em outras palavras, u = h(v) aonde h satisfaz

Usemos o fato de que

A equagao para v torna-se
—Av — f'(h(v))|Vu[* = p.

A unicidade vale desde que a fungao f’(h(v)) é n@o crescente em v (ver a

demonstragao do Teorema 2.3).
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Apeéendice E

Um Problema de Autovalor

Neste Apéndice, estamos interessados em estudar o problema de autovalor

—Au — c(x)u = Au em
u = 0 sobre 012,

(PA)

onde ¢ € L>®(Q) ¢ Q@ C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave.
Investigaremos para quais valores de A o problema (PA) admite solu¢do nao

trivial.

Definigao E.1 Dizemos que \ é um autovalor do operador —A — c¢(x) quando

existe u € Hy(Q) nao nula tal que

/(Vqup — c(z)up)dr = )\/ wpdz Y € Hy(Q).
Q Q

A fungdao u € chamada de autofun¢ao de —A — c(x) com condigao de fronteira

de Dirichlet associada ao autovalor \.

Teorema E.1 Suponhamos c € L®(Q), ¢ <0, f € L*(Q). Entao

—Au — c(x)u = f(z) emQ
u = 0 sobre 0
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tem solugdo tnica u € WP (Q), para algum p € (1,+00) a qual satisfaz

[lull < Cl[f]]2-
Demonstracao. Ver [17], Teorema 9.15 e Lema 9.17.

O

Pelo Teorema E.1, fica bem definido o operador solugao S : H(Q) — L*(Q)
que a cada f € L*(Q) associa a tnica solu¢ao u = S(f) € H}(Q). Sendo assim,
faz sentido considerar o operador T : L?(Q) — L*(2) como sendo a composigao
T :=i0S,ondei: H} () — L*(Q) é o operador imersao compacta, ver Teorema
A.11. Estudaremos em seguida, algumas propriedades do operador T, o qual

ainda chamaremos de operador solugao.
Lema E.1 O operador solugao T' é linear.

Demonstragio. Dadas fi, fo € L*(Q) e a € R, obtemos tinicas uy,us € Hj(£2)

tais que T'(f1) = uy e T(f2) = ug, isto é,

/Q (Vir Voo — e(w)urg)da = /Q file)pdr Vo€ HL(Q) (£2)

/(VU2V¢ — c(z)ugp)dx = / fo(z)pdx Vo € HI(Q). (E.3)
0 0

Multiplicando a igualdade (E.3) por a e somando membro a membro a igualdade

resultante com (E.2), teremos

/Q(Vngp—c(x)ulgo)daH—a/Q(VUQVgp—c(x)uggo)dx: Lfﬂx)godx%—oz/gfﬂx)gpdw

para toda ¢ € H}(Q). Equivalentemente,

/Q (Vs + 6 Vi)V — ofz) (11 + aun) ] dee = / (i (0)+afa(@)eds Vo € H(Q).
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Segue da linearidade do operador gradiente que
[ 9+ aus) e = clo)us + aushel e = [ (i@ rasia)eds Ve e HYQ),
Q Q

logo,
T(fi +afy) =T(fi) + aT(f2)

e portanto 1" é linear.

Lema E.2 O operador solucao T ¢ continuo.
Demonstragao. Seja u = T(f). Devemos mostrar que existe M > 0 tal que
IT(H)ll2 < M| fll2 Vf € L*(Q).

De fato, da defini¢ao de solucao fraca para o problema (E.1), fixamos u como

funcao teste. Dessa forma,
/(VuVu — c(x)u?)dr = / fudz.
Q Q
Pelo Teorema A.S,
[lull* < flull* - /QC(:E)uzdﬂlj = /qud-%" < (1 ll2llwll2-
Do Teorema A.9, existe M > 0 tal que

[lul[* < M| f]]lul]

Logo,

cllulls < flull < M| £l

e portanto,

IT(H)ll2 < M| fll2 Vf € L*(Q).
Mostrando que 1" é limitado, e por ser linear, é continuo.
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Lema E.3 O operador T’ é compacto.

Demonstragao. Seja (f,) uma sequéncia limitada em L?(Q2). Mostraremos que

u, = T(f,) tem uma subsequéncia convergente em L*((2).

Primeiramente, observamos que pelo Teorema E.1,

e €WAQ)AHNQ) e luall < Cllullaa < Cllfulle < C.

Portanto (u,) estd limitada em H} (). Pela imersao compacta de H} () em
L3(Q2) - Teorema A.10, concluimos que (u,) converge em L*()) a menos de

subsequeéncia.

0

Lema E.4 Um numero real nao-nulo A € um autovalor de T, isto €, Tu = Au,

1
se, e somente se, X ¢ um autovalor de (PA).

Demonstragdo. Se A é um autovalor do operador T', entdo existe u # 0 em Hj ()

tal que T'(u) = Au € L*(Q). Logo,

/[V()\u)Vgo — c(z)(A\u)pldr = / updr Yo € Hy(Q).
0 Q

Dali,
)\/[VUVQD — c(x)upldr = / wpdr Yo € Hy ().
Q Q

Equivalentemente,

/Q[Vquo — c(z)upldr = %/Qf(x)cpd:v Y € Hi(Q).

Lema E.5 O zero nao é autovalor de T'.
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Demonstragdo. De fato, se isso acontecesse, existiria f € L?(Q)\{0} tal que

T(f) =0.f =0. Da definigao de T, concluiriamos que f = 0. Uma contradicao.

O
Lema E.6 O operador T € positivo, isto €,
(T(f). f)2>0, ¥feL(Q)\{0}.
Demonstracao. Seja u = T(f). Notemos que
(T(f), fla=(u, f)o= /Q[\Vu|2 — c(z)u?]dz > 0.
O

Lema E.7 Se existirem, os autovalores de T sdo positivos.

Demonstragio. Desde que T(u) = Au, u # 0, u € L*(Q) e observando o Lema
E.6, temos que

0 < (T (u), u)2 = (A, u)s = Alfulf3.

Portanto, A > 0.

0
Lema E.8 O operador T € simétrico, isto €,
(T(f).9)2 = (. T(9)2. V[ g€L Q).
Demonstragao. Sejam w = T(f) e v =T(g). Entao,
/Q[Vquol — c(x)up;|dx = /Qf(l‘)%diU Vi, € Hy () (E.4)
e
/g;[VUVgOQ — c(x)vps]dr = /Qg(:p)gogda: Vi € HY(Q). (E.5)
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Considerando ¢y = u em (E.5) e 1 = v em (E.4), obtemos

/Q VuVo — e(z)uvldz = /Q o(z)vdz = /Q F(@)udz,

e assim

(T(f).9)2 = {.T(9)2 Vf g€ L*Q).
U

Antes de enunciarmos o principal resultado deste Apéndice, precisaremos

de algumas proposicoes relativas a teoria espectral de operadores compactos e

simétricos.

Proposicao E.1 Sejam o(T) o espectro do operador T', VP(T) o conjunto dos
autovalores de T', E um espaco normado com dimFE = oo eT : E — E um

operador linear compacto. Entao
(i) 0€o(T);
(i) o(T)\{0} = VP(T)\ {0} ;
(131) Ocorre uma, e somente uma, das alternativas:
(a) o(T) = {0};
(b) a(T)\ {0} € finito e, portanto, discreto;
(¢) o(T)\ {0} € uma sequéncia convergindo para zero.

Demonstragao. Ver [5] , Teorema 6.8, pagina 164.

O

Proposicao E.2 Seja L o conjunto dos operadores compactos e T € L(H) um
operador autoadjunto tal que o(T) = {0}. Entao T = 0.
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Demonstragao. Ver [5], Corolario 6.10, pagina 167.
]

Proposicao E.3 Seja H um espaco de Hilbert seperdvel e T wm operador

autoadjunto. Entao existe uma base composta de autovalores de T
Demonstracao. Ver [5], Teorema 6.11, pagina 167.

0

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte resultado de existéncia e

regularidade.

Teorema E.2 Seja ¢ < 0. O problema (PA) admite uma sequéncia de
autovalores {\,}, com X\, — 400 e Ay > 0. Além disso, existe uma base
hilbertiana ortonormal de L*(Y), {¢n}, constituida por autofuncoes de —A—c(x),

tal que @,, € W*P(Q) para todo p > 1.

Demonstragdo. Considerando E = L*(Q) e os Lemas E.1 e E.3, temos que T ¢é
um operador linear e compacto. Assim, pela Proposigao E.1, (i), (ii) e somente
uma das alternativas (a), (b) e (c) ocorrem. Mostraremos que (a) nao ocorre. De
fato, se isso acontecesse, concluiriamos da Proposicao E.2 que T' = 0, o que é uma
contradigao. Vejamos que (b) também nao ocorre. Do Lema E.5, concluimos que
o operador é injetivo e, portanto, N(T') = {0}. Se o(T)\{0} = VP(T)\{0} fosse

finito, concluirifamos dos Lemas E.3 e E.8 e da Proposicao E.3 que

onde V, denota o autoespago associado ao autovalor u, do operador 7. Do

Teorema B.12, isso implicaria que L?(f2) tem dimensao finita, uma contradigio.

Logo, o(T)\{0} é uma sequéncia convergindo para zero. Segue dos Lemas E.6

e E.4 que o operador —A —c¢(z) admite uma sequéncia (\,,) de autovalores tais que
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A\, = 400 e A\; > 0. Por fim, desde que L?*(2) é um espaco de Hilbert separavel
e T é autoadjunto, L*(€2) admite uma base hilbertiana ortonormal formada por

autofungoes de —A — ¢(x).

Seja p € L*(Q) uma autofungao do problema linear. Observemos que em
virtude ao Teorema A.10, obteremos o resultado se ¢ € WP (Q) para algum py

com 2py > N, em cujo caso ¢ € C°(Q) e portanto ¢ € W2P(Q) para todo p > 1.
Como ¢ € W*2(Q), se N = 4, temos
W22(Q) — LP(Q) q>2.
No caso N < 4,
W22(Q) — C°(Q).
Logo em ambos os casos, ¢ € LP(§) para todo p > 1 e portanto ¢ € W*P para
todo p > 1.

Assim, podemos supor que N > 4 com

W22(Q) & IP(Q)  2<q< NQN

> 2.
4

Repetindo o processo obtemos que ¢ € W22NV/(N=4) "com n € N.

Portanto, 2.2N (N — 4n) > N se 4n > N — 4 para n sufucientemente grande.
O

Observacao E.1 Mostra-se, usando a caracterizacao
variacional dos autovalores que a sequéncia de autovalores obtida no Teorema
E.1 € mondtona crescente. Nao faremos isso neste trabalho, porém, daremos a

caracterizacao variacional do primeiro autovalor, ver Proposi¢cao E.4 em sequida.

Por outro lado, no caso em que ¢ > 0, tomamos um nimero real positivo «

tal que c¢(x) — a < 0. Segue entao do Teorema E.2 que o problema
—Au — [e(z)—aju = Au em Q
u = 0 sobre 012,
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o qual é equivalente ao problema (PA), admite uma sequéncia mondtona crescente
de autovalores (\,,), com A, — 0o. Neste caso, porém, ndo podemos garantir que

o primeiro autovalor é positivo.

Destacamos agora algumas propriedades do primeiro autovalor.

Proposicao E.4 O primeiro autovalor do problema (PA) é dado pela férmula

Ai(c) = inf {/ |Vu|2dm—/c(a:)u2dx},
wedy  (Jo Q

llullz=1

variacional

mais precisamente,

/(]Vu]Q — c(x)u?)dx
Ai(c) = min t :
Q
Demonstragao. Consideremos os funcionais J : H} () — R definido por
J(u) = /(|Vu\2 — cu?)dx,
Q

e F': Hj(Q2) — R definido por

J (u)

inferiormente. De fato, se ¢ < ¢y, temos

Denotando I(u) := ,u# 0, u e H(Q), verificamos que I(u) ¢ limitado

J(u) > /Q (IVul? = con)da.

Pelo Teorema A.9, existe C' tal que
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Assim, existe 0, € R com

0<0w= inf I(u).
ueHL(Q)

Usando a definicao de fnfimo, existe uma sucessao minimizante (u,) C Hg ()
com ||u,l|ls =1 e I(u,) = 05 quando n — +o0.

Por (E.G), observamos que (u,) ¢ limitada em H}(€). Passando a uma

subsequéncia, do Teorema A.11,

u, — ug  em L2(Q).

Vejamos que (u,) é de Cauchy em Hj (). Com efeito,

J (W) +J (“”*T“m) - %(J(w + J(un):

Assim, da definicdo de 04, temos

Uy + U,
2

O

e consequentemente

2

—0 sem,n — +4o0.
2

Uy, + Uy,

J (M) < %(J(un) I (1)) = o ||

2

Mostrando que (u,,) é uma sequéncia de Cauchy. Portanto, u, — ug em Hg () e

I(ug) = 00o-

Provamos que o infimo é atingido, vejamos agora que se 0, e u sao tais que

O = I(u), entdo o, é autovalor e u autofuncao.

De fato, definamos,

ft) = I(u+tv), para v € Hj ().

0= f'(0)=I'(uv = J/(U)UF(U}(;;(WF,(U)U = J'(u)v — 0o F' (u)v,
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pois F(u) =1 e J(u) = 0.
Assim, u é uma autofungao do problema (PA).

Evidentemente, o, = inlf I(u) é o menor de todos os autovalores, ji que
u€Hj(Q)

qualquer outro autovalor o/ < 0, contradiz a definicdo de o.. Isto finaliza a

demonstragao.

Notemos em particular que para ¢ = 0, temos

A / uf? < / VP,
Q Q

1
[ull> < S-lIVull, - Vu e Hy (),

ou seja,

que nada mais é do que o Teorema A.9 para p = 2.
Proposicao E.5 Se Oy C Q estritamente, entio M (c) > M2 (c).

Demonstragdo. Seja oy € HA(Qy) uma autofuncao positiva associada a A (c).

Consideremos
w1 em €y,

O, em QQ _ﬁl-

Obtemos que u € H{ () nao é autofuncio de A*(c), ja que ndo é positiva

em {2y. Assim,

(|Vul? - c(w)u?)dz (IVer* = clw)pi)de
A /, )

/ u?dz / prdx
QQ Q1

AP ()
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