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Resumo

UM RESULTADO DE OBSERVABILIDADE PARA
UM SISTEMA ACOPLADO DE EQUACOES DE ONDA
E SUA CONTRAPARTIDA SEMI-DISCRETA
EM DIFERENCAS FINITAS

Joao Carlos Pantoja Fortes

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Para (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessérios para

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

No presente trabalho investigamos as propriedades de observabilidade da ener-
gia para um esquema numérico espacialmente discretizado em diferencas finitas aplicado
em um sistema hiperbdlico de propagacao de ondas acopladas. Nossos resultados mais
importantes versam sobre a perda de observabilidade numérica em dimensao finita. Pa-
ralelamente construimos uma subclasse de solugoes numéricas que sao numericamente

observaveis usando a técnica de filtragem numérica.

Palavras-chave: Andlise numérica; diferencas finitas; ondas acopladas; energia e

desigualdade de observabilidade.
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Abstract
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Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics and Statistics,
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In this study we investigated the properties of observability of the energy for
a numerical scheme spatially discretized into finite differences applied to a hyperbolic
system of coupled wave propagation. Our most important results deal with a loss of
numerical observability in finite dimension. Parallel construct a subclass of numerical

solutions that are observable using the technique of numerical filtration.
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Introducao

Controlar oscilagbes em problemas traduzidos em termos de uma equacao diferencial parcial
de evolugao tém despertado o interesse de muitos pesquisadores nos iltimos anos. Um exemplo
seria controlar as vibracoes de uma membrana em duas dimensoes, onde as vibracoes da mem-
brana sao regidas pela classica equagao de onda. Devido a isto, muito se tem estudado a respeito
das questoes de observabilidade e controlabilidade de EDP’s no contexto continuo, mas quando
nos referimos aos ambientes numeéricos discretos muito ainda hé de ser realizado. Para sistemas
acoplados de equacao de ondas poucos resultados sao encontrados a respeito do problema de
observabilidade numérica da energia.

Iniciamos este trabalho mostrando um rapido panorama do ja se tem feito no estudo de
problemas cléssicos de vibracoes de ondas livres, onde comecamos por destacar o problema
continuo no que diz respeito as questoes de energia, propriedade conservativa e a propriedade de
observabilidade até chegarmos a analise semi-discreta. Esta por sua vez estd bem fundamentada
como poderemos ver através dos trabalhos de J.A. Infante e E. Zuazua [4]. Por que como
poderemos constatar, ao passarmos de um ambiente continuo para um ambiente numeérico, a
desigualdade de observabilidade nao é satisfeita devido a presenca de solu¢des numéricas espurias
(solugoes responséveis pela perda de observabilidade do sistema) introduzidas no modelo quando
o parametro de malha h tende a zero. No capitulo 2, apresentamos o problema objeto de estudo,
que constitui-se de um sistema conservativo de equacoes de ondas acopladas em paralelo com um
tipo de acoplamento que se baseia no acoplamento de osciladores harmonicos. Destacamos que
o problema é observavel e mostramos a técnica usada ao longo deste trabalho para alcangarmos
os resultados desejados.

No capitulo 3, estudamos os métodos numéricos em diferencas finitas, comecando pela

dinamica semi-discreta do modelo de ondas acopladas onde também estudamos a questao da
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perda de observabilidade numérica por meio da anéalise espectral
No capitulo 4, introduzimos uma subclasse de solugoes semi-discreta onde conseguimos obter
a desigualdade de observabilidade uniforme usando técnicas multiplicativas discretas.

Finalmente, finalizamos o trabalho com conclusoes e perspectiva.




Capitulo 1

Perda de Observabilidade no Cenario

Semi-discreto

Apresentaremos neste capitulo um levantamento dos principais resultados ja existentes so-
bre o problema da observabilidade da fronteira da equagao de ondas, tanto no contexto tedrico
quanto no contexto numérico. E muito importante a insercao desses resultados, para que pos-
samos mais adiante utilizarmos das mesmas técnicas para resolvermos o problema objeto de

estudo desta dissertacao.

1.1 A equacgao de ondas a nivel do continuo

A fim de motivar nossos estudos, analisaremos primeiramente as propriedades de observabi-

lidade da equagao de propagacao de ondas unidimensional dada por:

Ot — e = 0, em (0,L) x (0,7T) (1.1)
#(0,t) =¢(L,t)=0 = 0, 0<t<T (1.2)
d(x,0) = ¢o(x), ¢¢(x,0) = ¢1(x), 0<z < L. (1.3)

Em (1.1) — (1.3), ¢ = ¢(z,t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no
intervalo (0, L).
Matematicamente o problema (1.1) — (1.3) é bem posto no espaco de energia H3(0,L) x

L?(0,L). Mais precisamente, para quaisquer (¢o,¢1) € HE(0,L) x L?(0,L) existe uma tnica
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solucao

¢ € C([0,T]; Hy(0,L)) N C*([0,T7; L*(0, L)).

A energia das solucdes é dada por,

L
E(t) :== ;/0 [|¢t|2 + |¢m\2] dz, Vt>0, (1.4)

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,
E(t) = E(0), Vt > 0. (1.5)

O problema de observabilidade da fronteira de (1.1) — (1.3) pode ser formulado da seguinte

maneira: Dado um 7" > 0, existe C'(T") > 0 tal que a seguinte desigualdade

T
mmsanﬁ|%wqu (1.6)

conhecida como desigualdade de observabilidade é valida para todas as solugoes de (1.1) — (1.3).

A desigualdade (1.6), quando existe, garante que a energia total das solugdes de (1.1) —(1.3)
pode ser “observada”ou estimada a partir da energia concentrada na fronteira x = L durante
um determinado espago de tempo (Ver [6,17]. Isto de fato ocorre, pois usando o fato de que a

energia é conservada, resulta que

T
B0 = B(0) < O(T) [ [on(L.0)dr (1.7)

Ja a constante C'(T") na desigualdade (1.6) serd referida como a constante de observabilidade.

Temos entao um primeiro resultado que pode ser verificado no trabalho [1].

Teorema 1.1 Para qualquer T'> 2L, o sistema (1.1)-(1.8) é observdvel. Em outras palavras,
para qualquer T > 2L, existe C(T) > 0 tal que (1.6) € vdlida para qualquer solugdo de (1.1)-

(1.3). Caso contrario, se T' < 2L o sistema (1.1) — (1.3) nao é observével ou equivalentemente

sup __EFO — 0. (1.8)

¢ solugao de (1.1) — (1.3) /T |62 (L, 1)[2

0
A prova do Teorema 1.1 para T > 2L pode ser realizada de varias maneiras diferentes,
incluindo Série de Fourier, técnicas multiplicativas (Komornik [17]; Lions [6]) ou usando as

desigualdades de Carleman (Zhang [18]).
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Agora vamos explicar como isso pode ser provado através de Séries de Fourier. As solugoes

de (1.1) — (1.3) para L = 1, podem ser escritas na forma,

o

dla,t)=> [ak cos(kmt) + by, sin(k:mf)] sin(kmz), (1.9)
k=1

onde ay, e by sao os coeficientes de Fourier dados por:
(z) = Z apsin(krz), ¢(x) = Z by sin(kmz). (1.10)
k>1 E>1

Dai resulta pela propriedade de ortogonalidade das fungdes sin(-) e cos(-),

1
E(0) = ZZ!{:%?(ai—kbi). (1.11)
k>1
Por outro lado,
d(1,t) = Z(—l)klm [ak sin(kmt) + by, cos(kmt)|. (1.12)

k>1
Novamente pela propriedade de ortogonalidade para as fungoes sin(knt) e cos(knt) em

L?(0,2), segue-se que

/021%(1,&\20115:Zk%ﬁ(a%bi). (1.13)

E>1
As identidades (1.11) e (1.13) mostram que a desigualdade de observabilidade vale quando
T = 2 e também para qualquer 7' > 2. Na verdade, neste caso particular, temos de fato a

identidade

1 2
E(0) = 4/ |62 (1,)[?dt. (1.14)
0
Por outro lado, para T' < 2 a desigualdade de observabilidade nao se sustenta. Ver Zuazua

[1].
A seguir, analisaremos o problema (1.1)-(1.3) no contexto semi-discreto das diferengas finitas

e suas propriedades.

1.2 Aproximacao por Diferencas Finitas

Analisamos o analogo de (1.1) — (1.3) para semi-discretizagdes numéricas da equagoes de
ondas. Em particular, essas semi-discretizacoes ocorrem no nivel da varidvel espacial  sendo o

tempo t continuo.
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Vejamos primeiramente a semi-discretizagdo em diferencas finitas para ilustrar o tipo de

problema que ocorre e que foi identificado em detalhes no trabalho pioneiro de Infante e Zuazua

[4].

Dado J € Ne h=L/(J + 1) introduzimos a seguinte partigao regular de malha

O=xo<mi1<..<zj=jh<..<z5<2541 =1L,

com j =0,1,2,...,J + 1. Em seguida introduzimos a seguinte semi-discretizacao em dife-

rengas finitas de (1.1) — (1.3)

¢, —App; = 0, 0<t<T, j=1,2,...J (1.15)
¢o(t) = dyia(t) = 0, V>0 (1.16)
$;(0)=¢9, ¢;(0) = ¢}, ¥V 1<j<J+1 (1.17)

onde Ay, é o operador Laplaciano semi-discreto dado por,

20 + ¢j-1
h? )

Andj = Br1 =

Em (1.15) — (1.17) denotamos por (') e (") a derivacao de 12 e 2% ordem no tempo. O sistema
(1.15) — (1.17) é um sistema de J equagoes diferenciais lineares com J incégnitas ¢1, da, ..., ¢,
uma vez que, ¢g = ¢y = 0.

Obviamente ¢; = ¢;(t) é a aproximacao para ¢(z;,t) sendo ¢ solucdo do problema continuo
(1.1) — (1.3), desde que os dados iniciais ( ?,qb]l-), para j =0,1,2,...,J + 1 sejam aproximagoes
dos dados iniciais de (1.1) — (1.3).

A energia do sistema (1.15) — (1.17) é dada por

J

Balt) = 5 3 16/ +

j=0

jr1— @j

2
- ] vt >0, (1.18)

que é a discretizacao da energia continua em (1.4) para o caso de diferengas finitas. E facil ver

que a energia E}, é conservada ao longo do tempo para toda solucgao de (1.15) — (1.17),
En(t) = Ep(0), Vt > 0. (1.19)

Em seguida temos a versao semi-discreta de (1.6),

30
h

2
dt, (1.20)

T
En(0) < C(T, h)/0
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onde usamos o operador de diferencas avancadas para ¢, no extremo x = L, isto é,

o (L, 1) = ¢J+1(t)h_ 2108 (1.21)

Tendo em conta que, ¢j4+1 = 0 deduzimos que,

—¢(t)
T

¢ (L,t) = (1.22)

o que justifica a desigualdade de observabilidade (1.20).

Podemos notar que para todo h > 0 a desigualdade (1.20) realmente é verdadeira. En-
tretanto, o interesse principal reside na uniformidade da constante C(T,h) com h — 0. Se
C(T, h) permanece limitada quando h — 0 dizemos que o sistema semi-discreto (1.15) — (1.17)
é uniformemente observavel com respeito ao parametro de malha h. Por outro lado, tendo em
conta que a observabilidade do sistema continuo (1.1) — (1.3) vale para T' > 2L seria natural
que T > 2L também seja uma condicao necesséaria para a observabilidade uniforme do sistema
(1.15) — (1.17). No entanto, tal condi¢ao esta longe de ser suficiente e falha para todo T' > 0,
de acordo com os resultados ja estabelecidos por Infante e Zuazua [4].

Em geral essas deficiéncias numéricas afetam as dinamicas numéricas semi-discretas em Di-
ferencas Finitas ou até mesmo para discretizagoes particulares em Elementos Finitos. Vejamos

um primeiro resultado negativo.

Teorema 1.2 Para qualquer T > 0, temos

E
sup Thi(o) — 00 com h— 0. (1.23)
¢; solugoes de (1.15) — (1.17) / |@|2
h
0

Este fato se deve ao surgimento de solugbes espirias que o esquema numérico introduz a
altas frequéncias. Isso foi observado primeiramente nos trabalhos de R. Glowinski et al. em
([13,14,15]), para o caso cldssico de ondas livres em conexao com o problema de controlabili-
dade exata da fronteira usando implementagoes numéricas do método HUM(Hilbert Uniqueness
Method) (ver J.L. Lions [6]). Nestes trabalhos foram propostos dois métodos para ajustar tal
”erro” numeérico: o procedimento de regularizagdo de Tychonoff para minimizagao de funcionais
e a técnica de filtragem para eliminar as componentes de ondas curtas das solucoes do sistema
semi-discreto. A eficiéncia dos dois métodos foi exibida nestes trabalhos em diversos experimen-
tos numéricos. No entanto, nenhuma andlise numérica mais apurada foi realizada pelos autores

para comprovar tais suspeitas.
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Em face ao contexto anterior, entra a principal contribuigao realizada no sentido de analisar
numericamente a imprecisao dos resultados comprovados por R. Glowinski et al. Isto é realizado
no trabalho pioneiro de J.A. Infante e E. Zuazua [4].

Vejamos alguns pontos principais deste trabalho. Por exemplo, para provar o Teorema 1.2
Infante e Zuazua usaram a anélise espectral do problema (1.15)—(1.17) e técnicas multiplicativas
para se obter a desigualdade de observabilidade para os respectivos autovetores do problema de
autovalor associado. Para provar a contrapartida positiva do Teorema 1.2, isto é, desigualdades
da forma (1.20) que sao uniformes com h — 0, os autores, usaram uma técnica conhecida como
técnica de filtragem numérica. Como mencionado acima, para que essas desigualdades sejam uni-
formes com h — 0, deve-se descartar as solucgoes espurias introduzidas pelo esquema numérico.
Isso é feito considerando as classes adequadas de solugoes de (1.15) — (1.17) geradas pela baixa
freqiiéncia dos autovetores, ou em outras palavras, por um truncamento adequado ao desen-
volvimento de solugdes de Fourier de (1.15) — (1.17). Assim, essa abordagem é muito préxima
da técnica de filtragem acima mencionada. Reportamo-nos aos trabalhos de R. Glowinski para
uma discussao completa deste assunto.

Para uma melhor compreensao do tipo de problema numérico que acomete a dindmica
numérica em diferencas finitas quando analisada do ponto de vista da observabilidade, vamos

considerar o seguinte problema de autovalores associado as equagoes (1.15) — (1.16):

Pjr1 — 20+ @j1
_ e

Yo = PJj+1 = 0. (1.25)

= oj, j=1,2,..,J, (1.24)

Denotamos por Aj(h), Aa(h), ..., \j(h) os J autovalores tais que

0 < Ai(h) < A2(h) < ... < As(h). (1.26)

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente tal como realizado por Isaacson e

kmx;
Keller em [2]. Basicamente, podemos admitir que fun¢oes do tipo ¢; = sin < i3 J) Jk=1,...J,
resolvem o problema de autovalor (1.24)-(1.25), pois tais funcoes satisfazem as condigdes de

contorno. Portanto, usando de relacgoes trigonométricas, obtemos

4 krh
Mu(h) = = sin® (;L) k=1,2,..,J. (1.27)
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Portanto, os autovetores ka = (k1, Pk2; -, Pk,J) associados aos autovalores sao dados por

k .
Pk,; = sin ( 7;%), Gk =1,2,...,J. (1.28)

As solugoes de (1.15) — (1.17) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a base de
autovetores de sistema (1.24) — (1.25). Mais precisamente, cada solu¢ao ¢ = (¢1, @2, ...,¢s) de
(1.15) — (1.17) pode ser escrita como

J

d(xj,t) = Z [ak cos(v/Ag(h)t) + by sin(v/ Mg (h)t) | ok ;s (1.29)
k=1

onde os coeficientes a; e by € R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados
iniciais de (1.15) — (1.17). Antes de entrar na discussao sobre a observabilidade de solugdes de
(1.15) — (1.17), é interessante analisar a observabilidade da fronteira dos autovetores. O Lema

a seguir fornece um importante resultado.

Lema 1.1 Para qualquer autovetor ¢ = (p1,92,...,7) do sistema (1.24)-(1.25) é vdlida se-

guinte identidade:

(1.30)

para todo \i(h) em (1.27).

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4] para os detalhes da prova.

Esta identidade estabelece uma relagao explicita entre a energia total dos autovetores (o
lado esquerdo de (1.30)) e a energia concentrada no extremo x = L, que é representada pela
quantidade )%‘2

Nesse sentido, é facil verificar que

A\h? < 4, (1.31)

para todo h > 0 e todo o autovalor A. No entanto, isto nao exclui a possibilidade da
ocorréncia de um “blow-up”da constante no lado direito de (1.30). De fato, pode-se verificar

que para o J—ésimo autovalor tem-se,

As(h)h* =4 com h— 0.
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Portanto, um “blow-up”ocorre e dai decorre a prova imediatamente o Teorema 1.2. Por outro
lado, a fim de obter a contrapartida positiva do Teorema 1.2, introduzimos uma subclasses de
solugoes adequadas de (1.15)—(1.17) no seguinte sentido: dado qualquer 0 < v < 4 introduzimos
a classe Cp () de solugoes de (1.15) — (1.17) gerada por autovetores de (1.24) — (1.25) associados

com autovalores de tal forma que

A2 <y < 4.

Mais precisamente, define-se a classe de solucoes filtradas e que sao numericamente ob-

servaveis, por:

Chl) = {Qs(:cj,t): 3 [akcos( e (R)t) + by sin )\k(h)t)] sin (’“Z”J) - ER}.

A (h)<yh=2
De acordo com o Lema 1.1, a energia de cada autovetor em Cp(7y) pode ser estimada de ma-
neira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira. Este é o procedimento numérico
conhecido como filtragem das solugoes espurias.
O resultado a seguir garante que este é, de fato, o caso de todas as solugoes de (1.15) — (1.17)
na classe Cp(7y) para o tempo T suficientemente grande, cuja demonstracado se encontra no

trabalho de Infante e Zuazua [4].

Teorema 1.3 Suponha que 0 < v < 4. Entao existe T(y) > 2L tal que para todo T > T(v),
existe C = C(T,~) tal que (1.20) € vdlida para todas as solugdes de (1.15)-(1.17) na classe
Cr(7), uniformemente quando h — 0. Sendo assim,

a) T(y) /oo comy /4 eT(y) \ 2L comy\0

b) C(T,7) \« grrtary com v\ 0.

Nota 1.1 O Teorema 1.3 afirma que a desigualdade de observabilidade (1.20) é vélida na
classe Cp(7) para T suficientemente grande. Na verdade, T'(v) — oo com v — 4 e paray — 0 a
observabilidade para o T'(y) — 2L, que é o tempo de observabilidade para o sistema (1.1) —(1.3).
Nota-se que, de acordo com esse resultado, a desigualdade de observabilidade (1.20) é valida

para T > 2L para solugoes de (1.15) — (1.17) da forma

dant)= 3 [akcos( Ne(h)E) + by sin )\k(h)t)] sm<’”ij>. (1.32)

Ao(h) <yh=2




Perda de Observabilidade Numérica 19

Isso permite recuperar a observabilidade do sistema original (1.1) — (1.3) para essa classe de
solugoes da forma (1.32) da dindmica numérica em diferengas finitas.

Observa-se também, de acordo com o Teorema 1.3, que a constante C(T,7) converge para
L/2(T —2L), que é a constante de observabilidade do sistema continuo (1.1) — (1.3). Portanto
o Teorema 1.3 nos garante que o sistema semi-discreto é uniformemente observavel com h — 0
desde que as altas freqiiéncias sejam filtradas.

Por dltimo destacamos mais um Lema que é utilizado na demonstracao da perda de obser-

vabilidade numérica do sistema semi-discreto em diferencas finitas.

Lema 1.2 Para qualquer autovetor ¢ com autovalor A de (1.24) — (1.25) temos a sequinte

identidade

Pi+1 — Pj
h

2 J
=AY sl (1.33)
j=0 j=0

e se @, e @ sdo autovetores associados a autovalores N\ # \; seque-se que:

J

hY (prjn = k) (@11 — ¢15) = 0. (1.34)
=0

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4].
No que segue, para uma melhor compreensao do resultado de perda de observabilidade

numérica, forneceremos a prova do Teorema 1.2 que consta no trabalho de Infante e Zuazua [4].

1.3 Perda de Observabilidade Numeérica

Nesta secao descrevemos a demonstracao do Teorema 1.2, o qual se encontra no trabalho
de Infante e Zuazua [4]. Seja entao ¢ uma solucao de (1.15) — (1.17) associado ao J—ésimo

autovetor e dada por,

¢s(t) = cos(v/As(h)t)p.

2 T
/(]

Temos entao

2
dt.

T
/ cos(v/As(h)t)
0

De (1.30) obtemos,
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2

$s(1) dt. (1.35)

h

<PJJ+1 PYJ,j

24— AJ 2T
dt = ZO /0 cos(v/Ay(h)t)

r

Por outro lado, usando o Lema (1.2),

J

J 2
h P — e ¢ ¢
Eh(0)=2Z{AJ(h)IW,j|2+‘JJ+1h” } hy J]H M
=0 i=0
e por conseguinte,
T 2 2 T 2
4
/ 05| gy - A= A7) P / cos(v/ A ()| dt, (1.36)
o | h 2L ;
de onde resulta que,
BEy0) 2L 1
T 2 4—x;(h)n% (T 2
/ ZIGL 7(h) / cos(y/ A (00| dt
0 h 0
T 2
Como / cos(\/As(h)t)| dt — T/2 com h — 0, temos
0
Ep(0) AL
= ) 1.37
[T TRV (57
0 h

e usando o fato de que h = obtemos

_L_
T+

As(W)R? = 4sin? ('Z?) — 4sin? <72r - ZD — 4 cos? (’;Z) 4, com h—0.

Combinando esses dois tltimos temos que

= En(0) 5— — 00, com h — 0, (1.38)
/ ¢s(t)|"
0 h
|

e portanto segue imediatamente a prova do Teorema 1.2.
A demonstracao do Teorema 1.3 é feita por meio de técnicas multiplicativas e estimativas

de alguns operadores numéricos na classe de solucoes filtradas.
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Todos esses resultados nos motivaram fortemente a estudar uma possivel perda observa-
bilidade numérica para esquemas numéricos semi-discretos em diferencas finitas aplicados as
equacoes de ondas acopladas, em que duas propagacoes de ondas interagem em um mesmo

sistema.




Capitulo 2

O Sistema de Ondas Acopladas

Neste capitulo destacamos o sistema hiperbdlico de ondas acopladas que se constitui no
objeto principal de nossas investigacoes no campo da andlise numérica. Destacamos também
alguns resultados existentes na literatura matematica e, neste sentido, ressaltamos também que
nosso foco principal de pesquisa se concentra nas propriedades de observabilidade numérica dos
esquemas mais elementares em diferencas finitas quando aplicados sobre uma desigualdade de

observabilidade.

2.1 Apresentacao do Problema

O sistema hiperbdlico de ondas acopladas objeto de nossas investigagoes matematicas con-

siste nas equagoes:

Ut — Uge +av = 0, em (0,L)x (0,T) (2.1)

Vi — Ve +ou = 0, em (0,L)x (0,T) (2.2)

u(0,t) = w(L,t) = v(0,t) = v(L,t) = 0, Vte (0,T) (2.3)

u(@,0) = uo(z), w(z,0) =ur(x), v(@,0)=uve(x), v(x,0) = vi(z), Yz € (0, L). (2.4)

O sistema (2.1) - (2.4) versa sobre a propagagao de ondas em um meio eldstico em que dois

modelos interagem entre si por meio da constante positiva de acoplamento o onde ¢ e x sao as



Apresentacao do Problema 23

variaveis temporal e espacial, respectivamente. As fungdes u(x,t) e v(z,t) sao os deslocamentos
de duas cordas vibrantes tal que suas medidas sao a partir das posicoes de equilibrio.

Sua solugdo é bem representada no espaco (HE(0,L) x L?(0,L))?. Assim, denotando U =
(u,ut,v,v¢) teremos que para qualquer Uy € (H(0,L) x L?(0,L))? existe uma tinica solugao
U € (C([0,T]; H}(0, L)) 1 C1([0, T); L*(0, L)))*.

Esse sistema é motivado por problemas similares em equacoes diferenciais ordinarias para
osciladores harmonicos acoplados.

Sistemas hiperbdlicos acoplados do tipo (2.1) — (2.4) tem merecido especial atengao por
parte de alguns pesquisadores nos tltimos anos. Podemos mencionar dos trabalhos de Najafi et
al. ([7],[8],[9],[10]), todos no contexto de estabilizagdo. Outro importante trabalho é devido a
Rajaram e Najafi [12], sobre a controlabilidade exata em R™ em que os autores mostram uma
desigualdade de observabilidade no caso em que as velocidades de propagacoes de ondas sao
iguais.

No decorrer deste capitulo, primeiramente construimos o funcional de energia associado as
equagoes (2.1) — (2.4) e mostramos o seu carater conservativo. Outra importante propriedade
que se diz a respeito a energia é a sua positividade. Nesse sentido, mostraremos que a energia
(2.1)-(2.4) é positiva.

Além disso, descreveremos a solucao do sistema (2.1)-(2.4) em termos da Série de Fourier e
construiremos a desigualdade de observabilidade.

A abordagem que usaremos para obter essas propriedades consiste no desacoplamento do
sistema (2.1)-(2.4) em dois sistemas desacoplados. Esse procedimento é feito em todo restante
do trabalho.

Assim, segue nossa primeira propriedade:

Proposicao 2.1.1 (Conservagdo de Energia) Para todo t > 0, a energia de (2.1)-(2.4) serd:

onde E(t

N)\»a

l\D\H
O\b«

L L
1 1
udm+2/ —|—2/udx—{— /vd:z:+a/uvdx.
0 0

Demonstragao: Inicialmente consideremos a equagao (2.1), onde multiplicamos por u; e

integramos em (0, L). Segue que,
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L L L
/uttutdzn — /umutdﬂn + oz/vutdaz =0 (2.5)
0 0 0
Reescrevendo a equacao acima:
L L
1d
ST Ugprdr + [ vupdr =0 (2.6)
0 0
L
Usando integracao por partes no termo / Uz Urdr obteremos:
0
Ld L L L
T /u%dx — uxut —|— /uxumdx + a/vutdx =0 (2.7)
0 0
Temos das condi¢oes de contorno que uy(L,T) e uy(L,T) sao iguais a zero. Assim,
p L L d L L
1
2d/ 2d/ idx—l—a/vutd:czo. (2.8)
0 0 0
Analogamente para equacao (2.2) :
p L p L L
1 1
2d/ §d— /vgd:n + a/uvtdx =0. (2.9)
0 0 0

Somando (2.8) e (2.9) obtemos:

d
—E(t) =
76 =0
. L X L . L . L L
onde &(t) Q/dem—i—z/vtzdm—&- 2/uidw+2/vzdx+a/uvdx. Portanto,
0 0 0 0 0

E(t)=£E(0),Vt>0,

0 que prova que a energia do sistema é conservada.
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2.2 Desenvolvimento das Solucoes em Série de Fou-
rier

Vamos construir as solugoes de (2.1) — (2.4) usando o desacoplamento das mesmas onde obte-
remos dois problemas associados. O primeiro é obtido fazendo a soma de (2.1) com (2.2) que

denotaremos por ¢ := u + v onde teremos:

bt — des+ad = 0, (0,L) % (0,T) (2.10)

6(0,8)=p(L,t) = 0 0<t<T (2.11)

¢()O) = ¢0('))¢t('70) = d)l(')? HAES (OaL) (212)

E o outro, fazendo a subtragao de (2.1) com (2.2) que denotaremos de 1 := u — v onde
teremos:

Vit — e —ap = 0, (0,L) x (0,T) (2.13)

b0, 8) =p(L,t) = 0 0<t<T (2.14)

¥(,0) =o(.),e(,0) = () z€(0,L) (2.15)

Com esta dinamica de desacoplamento, podemos construir as solucoes do sistema (2.1)—(2.4).
Notemos que é suficiente construir as propriedades que desejamos somente para o sistema (2.13)-

(2.15). Para as propriedades do sistema (2.10)-(2.12) basta mudar —« para o.

Proposicao 2.2.1 A solugao do sistema (2.13)-(2.15) via Séries de Fourier € dada por:

P(x,t) = Z [ak sin(\/Cx t) + by cos(v/Ck t)] Pk
k>1

km

L

2
onde ay, by sao os coeficientes de Fourier, (i = < > — «a, YV k inteiro positivo, sdo o0s

autovalores e pi sao os autovetores dados por:

. [ krx ) , »
Pr = sin T ,k intereio positivo.
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Demonstragao: Usando o método da separagao de varidveis, onde ¢ (x,t) = p(x)g(t) e

substituindo em (2.13) obteremos:

p(z)g"(t) = p"()g(t) — ap(z)g(t) =0

O que implica em

g'(t) _ p'(x) + ap(x)
g(t) p(z)

Perceba que um lado de (2.16) depende somente de ¢ e do outro somente de z. Logo sao

=—¢ (2.16)

iguais a um ¢ que é determinado de modo que as condigoes de contorno sejam também satisfeitas.

Portanto de (2.16) temos:

pl(x) = (= — a)p(x) (2.17)

g'(t) + Cglt) = 0 (2.18)

Para solugées nao triviais, tomemos ¢ > 0 e obteremos o problema de autovetores dado por

T
(2.17) cuja solugao que satisfaz as condigoes de contorno é p(x) = sin (L) e conseqiientemente

k2
() -

De (2.18) temos uma equagao diferencial ordindria de segunda ordem homogénea dependente

seus autovalores sao dados por

do tempo cuja solugao é:

g(t) = agsin(\/(x t) + by cos(v/Ck t)

Onde ay, by, sdo os coeficientes de Fourier. Assim,do principio da superposicao de solugoes,

segue o resultado |

Analogamente teremos:

Proposicao 2.2.2 A solugdo do sistema (2.10)-(2.12) via Séries de Fourier é dada por

o(x,t) = Z [ck sin(\/?k t) 4 di cos(\/&k t)} Pk

k>1
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km
L

2
onde cp,dy sdo os coeficientes de Fourier, & = ( > + «, k inteiro natural, sao os

autovalores e pi sdo os autovetores dados por

. [ krmz L .
Pk = sin T , k inteiro positivo.

E imediato da Proposicio (2.2.1) e (2.2.2) que:

Proposicao 2.2.3 A solugao do sistema (2.1)-(2.4) via Séries de Fourier é dada por:

1 ) .
u(wt) = 53 |awsin(v/Ge 1) + brcos(v/G 1) + e sin(V/E £) + dicos(v/E )] o
E>1
1 . .
v(x,t) = 3 [—ak sin(y/C t) — by cos(\/Cx t) + cpsin(y/E&x t) + dj cos(+/ &k t)} Pk
E>1
2 2
. . . km km
onde ay, by, cr,dr sdo os coeficientes de Fourier, ( = T - a e = A + «a,

Vk=1,..,n sdo os autovalores e py sdo os autovetores dados por

. kmx L
pr = sin ( —— , k inteiro natural

Demonstracao: De fato, basta notarmos que ¢ = v+ v e ¥ = u — v, de onde temos que
o . Bk
2 2

A seguir, iremos construir a desigualdade de observabilidade a nivel de continuo a partir dos

sistemas associados (2.10) — (2.12) e (2.13) — (2.15).

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Em geral, desigualdades de observabilidade (ou desigualdades inversas) sao importantes no con-
texto da teoria de controle e teoria de estabilizacao. Iremos estabelecer uma desigualdade de
observabilidade para os sistemas (2.10)-(2.12) e (2.13)-(2.15), porém, antes devermos enunciar

e demonstrar alguns resultados auxiliares.

Proposicao 2.3.1 (Conservagdo da energia) Para todo t > 0, a energia de (2.13)-(2.15) serd:




Desigualdade de Observabilidade 28

onde G(t /thl dr + = /wal dr — — /de

Demonstragao: Multiplicando a equacao (2.13) por 9 e integrando-a no intervalo (0, L)

obteremos

L L

/ Prpbpda — / Prathidz — o /L iy = 0 (2.19)
0

0 0

Reescrevendo a equagao acima:

L L

1d ad

2d/%m“/wwm mwﬂwﬂzo (2.20)
0 0

L
Usando integragao por partes no termo / Ve edr obteremos:

0

L L
ad
2ﬁ/WAM—%% [ Iy R (2.21)
0 0
Segue das condigoes de contorno que
g(t) = G(0),
onde G(t / e |Pda + = /\wx ?dx — / |2 dz. u

Sabemos que sistemas fisicos, em geral, tem suas energias como uma forma definida positiva.
Agora mostraremos uma importante propriedade da energia G(¢): sua positividade. Porém, antes
disso, iremos enunciar alguns teoremas importantes tanto para a prova da positividade quanto

para as desigualdades de observabilidade.

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Poincaré) Existe uma constante C' > 0 tal que

b L2 b
lul?de < =5 | |ug|*da. (2.22)
2
a a
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1 1
Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Young) Sejam p e q tais que —+— =1, com 1 < p,q < 400.
P q

Entao vale a desigualdade :

|zy| <‘ iy Ul (2.23)
q

O leitor interessado na demonstracao dos Teoremas 2.3.2 e 2.3.3, consultar a referéncia [19].
Mediante desses dois Teoremas provemos a positividade da energia G(t).

2
Proposicao 2.3.4 (Positividade da energia) Para todo a < — 2 teremos:

w2 — aL?

O /|wt| dx+/rwx| dz| >0,vt € (0,7)

Demonstracao: Temos que a energia é dada por:

L L L
/ e 2da + / a2z — a / p[2dz
0 0 0

Usando a desigualdade de Poincaré obteremos:

rL L
1 al?

6t) = 5 | [l [lenfdo- 25 / el
Lo 0
- o

Q
= 3 /|¢t|2dl‘+ (1_7T2>/|¢x|2d1'

Lo 0

2

Desde que a < segue que:

VR

G(t) > ”_O‘LQ /wtdﬂc+/¢dx

De forma andloga a Proposicao (2.3.1) obtemos a energia associada ao sistema (2.10)-(2.12)

Proposicao 2.3.5 Para todo t > 0, a energia de (2.10)-(2.12) serd:




L L L
1 1
onde F(t) = 5 / |pe|2d + 3 / | |2 da + % / |p|?da.
0 0 0
Assim, podemos provar a positividade da energia £(t)

2
Proposicao 2.3.6 Para todo o < % et >0 teremos:

22 L2 T (L L L L
E(t) > ——5— [/ ulde +/ uldx +/ vidx +/ Uid:c] . (2.24)
2m 0 0 0 0

Demonstracgao: Sabe-se que:

26(t) =F(t)+G(t) e F(t)> [/(]Lgb?dﬁ/;gbﬁdx]

Assim, segue da Proposigao 2.3.4 e das informagoes acima que

72 — ol? L ) L ) L ) L )
57 [/0 1/1tdx+/0 ¢xdx]+[/0 qbtda:—k/o qudaz]

w2 — al? w2 — al?
= obteremos:
272

272
2 _ L2 L L L L
28(t) > % [/ wfdz:+/ wgdx+/ ¢t2dx+/ ¢§,dx].
Q0 0 0 0 0

b+ _ o=
v =
2 2

2 _ o2 (L L L L
E(t) > % / uldx +/ ulde +/ vide +/ vidr| .
2 0 0 0 0

[N}
80
G
[
Pl
=
+
Q
=
IV

Tomando o min {1,

Usando o fato que u = teremos

|
A partir dos resultados anteriores, finalmente teremos os seguintes Teoremas
2 w2
Teorema 2.3.7 (Desigualdade de Observabilidade) Para o < Iz e para todo T > 2[,2—1_12
T —

tem-se:

T T L
L
G(0) < C\(T) |5 [ W2(Lydt—a | [ [plPdedt |,

w2 — al?

para toda solugdo de (2.13) - (2.15) onde C1(T) = T(? 1) —2Ln2’
w2 — al?) — 2L




Demonstragao: Multiplicaremos a equacao (2.13) por x, e a integraremos em

(0,L) x (0,T). Teremos entao:

T L T L -
O/O/%tx%d:vdt—O/O/%wx%dxdt—ao/o/mbxwdxdtzo (2.25)

Segue da integragao por partes que:

T

T L T L T L

/ / Vpapdedt = / Uebpxdr | — % / T1)? +% / / Yidrdt  (2.26)
0 0 0 0 0

T L T T L
/ / Vputtppdadt = g / V2(L,t) % / / Yidadt (2.27)
0 0 0 0 0

T

T I T L
//wmdxdt - E/W 0 —%//WPdazdt (2.28)
0 0 O

Substituindo em (2.25) e tendo em mente as condi¢oes de contorno, obteremos

] T L T
+§//|¢t\ drdt + /
0 0 0

onde X, (t) / Yppadr.

Q

T

/T /L o Pdadt / V2(L, 1)di2.29)

0

|| *dxdt +

N | —
| Q

St~

Da Proposicao 2.3.1 segue que

T

T T T L
L
+ [ G1t) == [ VXL, t)dt — « |2 dadt (2.30)

0

Observe que, usando a Desigualdade de Young, teremos:

L L
|Xp(t)] = /wt%x dr| < /\wtwm dx (2.31)
0 0

L L
L L
< 5 [l des 5 [lof a 2.32)
0 0



Segue da Proposicao 2.3.4 que

Lr?

. aL_2g(t) (2.33)

| Xy (t)] <

Assim, substituindo (2.33) em (2.30) obteremos

T L
2L7?
0 0

Como a energia é conservativa, concluimos que

T

T L
G(t) < / (L, t)dt — a//|¢|2dxdt ,
0 O

0

7r2 — OJL2
onde C1(T') = T (7?2 — aL?) — 2L7?’ )

De forma anéloga, obteremos:

Teorema 2.3.8 (Desigualdade de Observabilidade) Para todo T > 2L tem-se:

L

T T
F(0) < Cy(T) g/ (L,t) dt+a//|¢]2dmdt ,
0 0 0

1
T—2L

para toda solugao de (2.10) - (2.12) onde Co(T) =
Demonstracao: Procedendo com o mesmo raciocinio da demonstracao do Teorema

2.3.7 até o instante da equagao (2.30). Assim, teremos que

L

O/T / (Lt dt+a0/TO/¢ ddt (2.35)

Observe que



L L
X,()] = / bror de| < / (uac| da (2.36)
0 0

L L
L L
< 5 [l des 5 [lo dr < 70 (2.3)
0 0
Combinando (2.37) com (2.35) obteremos

T

(T —2L)F(t) < g/ (L,t dt+a/T/L\¢|2dxdt (2.38)

0

Usando a conservacao da energia, obteremos:

L

T T
L
Ft) < Co(T) |5 [ ¢3(L,t)dt +a [ [ [pfdedt]

onde Cy(T) =

T—2L

Finalmente obteremos o principal resultado deste capitulo
2 2

Teorema 2.3.9 Para a < T e para todo T" > 90L—" tem-se:
L? w2 —al?

T

T L T
£(0) < C(T) a// u? + 0’ dmdt+S/ui(L,t)dt+§/vi(L,t)dt (2.39)
0

0

w2 — al?
T(m? — al?) — 2L7?

para toda solugdo de (1.1)-(1.4) onde C(T) =

Demonstragao: Temos que ¥ =u —v e ¢ = u+ v. Logo,

A T L
L
gt) < Gu(T) |35 wi(L,t)dt—Oé || dadlt
= C|(T) | = [ (u—v)2(L,t)dt — « (u — v)*dxdt (2.40)
_2 0 00




B T T L
L
Ft) < Cy(T) | = ¢§(L,t)dt+a |p|*dxdt

L

T T
/u+v Ltdt+a//u+v ) dxdt (2.41)
0 0

no | b

Assim, somando (2.40) com (2.41) e tomando C(T') = max{C1(T'),C2(T)} obteremos

(W—M(Lw+w+umgw)ﬁ—g7j(u—v u+@)wﬁ
](QU i) o [ [z

Como sabemos que F(t) + G(t) = 2E(t) e a energia é conservativa, portanto

g@t)+F@t) < C(T)

Do |~
\ﬂ

no|

T

E0)<C(T m//mmm+ / @ﬁﬁ+§/@@ﬁﬁ

0

E usando a desigualdade de Young no termo cruzado uv segue que

T T

amgcq)aijm%HAMﬁ+§/@@@ﬁ+§/ﬁ@@ﬁ

0 0

|

No proximo capitulo passaremos a explorar as propriedades da dinamica numérica
semi-discreta em diferengas finitas para o sistema (2.1) — (2.4), e um de nossos principais
resultados diz respeito a perda de observabilidade numérica com respeito ao parametro
de discretizacao espacial, resultado este que nao corresponde a desigualdade de observa-

bilidade para o caso continuo.



Capitulo 3

Diferencas Finitas Semi-discretas

aplicadas as Ondas Acopladas

Em geral, os problemas que envolvem equacoes diferenciais, necessitam de uma va-
riedade de ferramentas para sua resolucao. Além das solucoes analiticas, os métodos
numéricos podem ser utilizados para obten¢ao aproximada da solucao de uma equagao di-
ferencial parcial. A idéia basica dos métodos numéricos é o processo de semi-discretizacao
(ou discretizacdo), que reduz o problema continuo, com dimensao infinito, em um pro-
blema semi-discreto (ou discreto) em dimensao finita, podendo assim ser resolvido com-
putacionalmente. Neste capitulo analisaremos do ponto de vista numérico das equagoes
semi-discretas em diferencas finitas a propriedade de observabilidade numérica para o
sistema de ondas acopladas (2.1) — (2.4). Para tanto, para a maioria dos nossos resulta-
dos usaremos o procedimento de desacoplamento das equagoes que propomos no capitulo
anterior.

O principal resultado deste capitulo versa sobre a perda de observabilidade numérica
para a dinamica semi-discreta e, paralelamente, aplicamos também a técnica de filtragem
das solugoes numéricas espirias para obtermos uma classe de solucoes que sao numerica-

mente observaveis.
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3.1 A Dinamica Numérica Semi-discreta: O Caso

Classico

Para o sistema hiperbdlico (2.1)-(2.4), assumimos o seguinte esquema numérico semi-

discreto em diferencgas finitas,

W — Uj+1 — 2uj + Ui

j 2 +av; = 0,7=1,...,J (3.1)

A 2}? Uy = 0j=1,., (3.2)

up(t) = uyp1(t) = 0;09(t) = vypa(t) = 0,¥Vt>0 (3.3)

u;(0) = ugj;  uj = uiy;05(0) =woy; v = vy, j=0,1,..,J,J+1 (3.4)

Onde h = Jf— 1 onde J € Z , é o parametro de discretizagao espacial e definiremos
uj(t) = uj;v(t) = vj.

Em (3.1) — (3.4) denotamos (') e (") a derivagdo de 1% e 2% ordem no tempo. O
sistema (3.1) — (3.4) é um sistema de 2J equagbes diferenciais lineares nas incognitas
Uy, Uz, ..., Uy € V1, Vo, ..., Vs, UNA Vez que, em vista das condigoes de contorno, uy = uyyq =
0 e vy = vy = 0. Obviamente u; = u;(t) e v; = v;(t) sdo aproximacoes para u(z;,t) e
v(z;,t) respectivamente, sendo (u,v) solugao do caso continuo desde que os dados iniciais
(uoj, u14) € (voj,v15), j = 0,1,...,J+1 sejam aproximacoes dos dados iniciais do problema
continuo.

Iremos agora mostrar a primeira propriedade do esquema numérico (3.1) — (3.4), a

conservacao do funcional energia.

Proposicao 3.1.1 (Conservacao de Energia) Para todo h > 0 e (uj,v;),Vj, a energia de

(3.1)-(3.4) é

gh(t) = €h(0),Vt S [O,T]

2 2
onde E,(t) = |l |* + |vj]* + (W) + (%) + QOzujvj.]

h
2

J
=0

J



Demonstragao: Multiplicando (3.1) por hu) e fazendo o somatério de 1 < j < J

teremos:

J J
hZu}’ Z (wjrn — 2uj 4+ uj—q +haZuv]—O
j=1 =1 j=1
Reescrevendo a equagao acima:
B J
52 : Zu Ujr1 — Uj) hZu Uj_1 — Uj) —l—hozZu;'Uj =0. (3.5)
=0 =1

Analisaremos o termo

J
1
St = 7 ;ug(uj_l — U

Para S7;, note que, em fungao das condicoes de contorno, pode-se ser escrita da forma

J J—1
1 1
S = 21 ) = ()
j=1 J=0
1 J—1 . 1 , 1 ,
= E Ujyq (uj — uj+1) + 5(% - uj+1)uj+1 - E(uj - uj+1)uj+1
§=0

I
=~
-

<
Il
=)

Wiy (U5 = Ujpa).
Substituindo Sy, em (3.5) obteremos:

J

hd ,, 1d , A
3 2 gl gy 2 gl — ) ha D w0, (3:6)
J=0 j

De forma andloga para a equagao (3.2)

J

9 Z Z Z(UJ—H — ;)" + hozZv ;= 0. (3.7)

J j=0

Somando (3.6) e (3.7), teremos:

En(t) = En(0),V £ =0,



J

h Ui —u;\’ Vi1 — v\’
onde &,(t) = §Z ARSI DAREE <%) + <%) _'_20[71/]'7]]'], 0 que
=0

caracteriza que o sistema semi-discreto sob consideragao é conservativo, tal como no caso

continuo.

Vamos agora analisar a versao semi-discreta de (2.39), a qual é

T J 2 2 L T uy 2 L T Vg 2
< h 4 ) dt + — —| dt+ —= —| dt .
£,(0) < C a/o jzo(uj+vj) +2/0 : +2/0 L (3.8)
2
Agora, olhando para (2.39) pode-se esperar que, quando 7" > 2L———— existe

72— al?’
C(T) > 0 independente de h tal que (3.8) vale para todas as solugoes de (3.1) — (3.4) e

para todo 0 < h < L.

Neste capitulo mostraremos um Teorema que afirma que isso é falso. Tal fato se deve a
introducao de solugoes numéricas espurias préprias do esquema numérico em diferencas
finitas. Para provar o mesmo, utilizaremos o procedimento usado por Infante e Zuazua
[4], que consiste em analisar o espectro de (3.1) —(3.4) e usando as técnicas multiplicativas
obtém-se as identidades de observabilidade para os autovetores do problema de autovalor
associado a (3.1)—(3.4) e concluir a respeito da perda de observabilidade numérica. Assim,
para que essas desigualdades serem uniformes com respeito ao parametro de malha h,
temos que descartar as solugoes numeéricas espirias introduzidas pelo esquema numérico
sob consideracao. Para este proposito, consideremos inicialmente a analise espectral do

problema semi-discreto (3.1) — (3.4).

3.2 Analise Espectral Semi-discreta

Os autovalores e a solugao explicita do problema (3.1) —(3.4) podem ser encontrados utili-
zando a técnica de desacoplamento tal como no caso continuo. Para isso, consideraremos
dois sistemas associados ao mesmo, onde o primeiro ¢ obtido através da soma de (3.1)

com (3.2) que denotaremos por ¢; := u; + v; o qual teremos:



¢ —Angpj+ap; = 0, j=1,2,..,J, 0<t<T; (8:9)

$;(0) =¢7,6'(0) = ¢j, j=12,....J+1, (3.11)
' .
onde Ap¢p; = Pis1 h(b; % L E o outro, fazendo a subtracao de (3.1) com (3.2)

que denotaremos de v; := u; — v; 0 qual teremos:

VI = Appj—a; = 0, j=1,2,...J, 0<t<T; (3.12)
Uo(t) =thysa(t) = 0 0<t<T; (3.13)
V;(0) =Y, 0'(0) = 5, j=1,2,..,J+1. (3.14)

As energias dos sistemas (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) sao dadas, respectivamente por

n 2
) = 53 [+ | 2] ap), (315)
=0
2
Fil) = 53[0+ |2 s alorp] (3.10
=0

As mesmas sdo obtidas usando os multiplicadores ¢ e ¢ e as condigoes de contorno.

Além disso, as energias sao conservativas e a positividade de G, (t) é garantida desde
que o < W—z (Ver a demonstracao no Lema 4.0.9). Conseqiientemente, a positividade de
En(t) segue da positividade de Gy (t).

A solucao de cada sistema sistema desacoplado e seus autovalores serao:

Proposicao 3.2.1 A solucao do sistema (3.12)-(3.14) via Séries de Fourier é dada por:

J
p(t) = Z {ak sin(y/ A, t) 4 bgcos(1/ Ay t)] "
k=1
. . . i _ _ 4 ., (kmh
onde ay, by, sao os coeficientes de Fourier, p* = (©r1,...s Pr.g) Ay = A, (h) = s | o0 )=
a, Vk=1,...,J sao os autovalores e @y ; sao 0s autovetores dados por:



k» .
O :sin( 7er]) k=1,

Demonstracao: Fazendo 1; = ¢;p(t) e substituindo em (3.12) obteremos:

; t) — 20.:p(t) + ©:_1p(t
ijp/,(t) . SOJ—HP( ) SO;LZ;( ) ¥ 1p( ) . OéQij(t) -0

Usando o método da separacao de varidveis obteremos:

//t ) _2 . . 1
P'(t) _ e TP L | = AT, WS 0, ¥ =0,1,2,. 0, + 1
p(t) h ©;

Assim, obteremos:

P — 20+ i
52

—ap; = N, j=1,..,J (3.17)

P+ Ap(t) = 0, Vt>0 (3.18)

Para solugoes nao triviais, tomemos A~ > 0 e obteremos o problema de autovetores

kmx;
dado por (3.17) cuja solucao que satisfaz as condiges de contorno é ¢y ; = sin ( J ) e

L
conseqiientemente seus autovalores sao dados por

4 krh
AL = ﬁsin2 (%) —a, Vk=1,...,J (3.19)

[ —
Com efeito, substituindo ¢y ; = sin ( 7;%) em (3.17) e considerando =41 = x; £ h

teremos:

o — sin (—kMLj“) + 2sin <k72%> — sin <—km2j‘1)
sin ( J) (A" +a) 2
—sin (’W(ijJrh)) + 2sin <k”%> — sin (kﬁ(mg_h)
2

Note que,



. (kr(z;+h)\ . [ kmra; kmh . [km krx;

sin <T) = sin < 7 )cos |~ ) +sin{——Jcos|{ — (3.21)
. (kn(x;—h)\ . [knx; km . (kmh kma;

sin (T) = sin ( 7 )cos| sin | —— | cos { — (3.22)

kmx; kmh
Somando (3.21) e (3.22) obteremos 2 sin ( 7?]) cos (%) Dessa forma, teremos:

(k7 (- +0) —sin <’€7r(ach+h)> 1 9sin (;m% sin (lwr(ach—h))
1mn =
S 17 o o
2 sin (km’j> — 2sin <ﬂ> cos (kWh)
L L 7
kmax; -
2sin (M) [1 - cos (42)]

= . (3.23)

Por outro lado,

1 — cos @ = 1 —cos @—’—@
L N 2L = 2L

kmh
= 2sin? | — ). 24
sin (QL) (3.24)

Combinando (3.24) com (3.23) obteremos os autovalores do problema dados por (3.19).
Agora, de (3.18) temos uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem ho-

mogeénea cuja solugao é:

p(t) = agsin(y/ A, t) +bpcos(y/ A, 1), k=1,...,.J, ¥t >0,

onde ag, by, sao os coeficientes de Fourier. Assim, pelo principio da superposicao segue

o resultado. [ |

De forma anéloga, temos que :



Proposicao 3.2.2 A solugdo do sistema (3.9)-(3.11) via Séries de Fourier é dada por:

EJ: {Ck sin( \/> t) + dy cos(\/g t)} On j

k=1
4 kmh
onde cy,dy, sio os coeficientes de Fourier, \} = \f(h) = — sin® < 27;

h2

., J sao os autovalores e @y sao os autovetores dados por:

k .
%JZQH(Z?),$k:1WWJ

Assim, a solugao explicita de (3.1)-(3.4) e seus autovalores é dada pela seguinte Pro-

>+a Vk =

posicao:

Proposigao 3.2.3 A solucao do sistema (3.1)-(5.4) via Séries de Fourier é dada por:

{ak sin(\/g t) + b cos(\/)\T; t) + ck sin(\/g t) + dy cos(\/g t)} "
k
up(t) = % [—ak sin(\/g t) — by, cos(\/g t) + ¢ sin(\//\TCF t) + dy COS(\/E t)] oF

k=1

B

wt) = 5

1

< |

onde ay, by, cx, di sio os coeficientes de Fourier, o* = (¢r1, ..., 06.0), A\i = AL (h) =

4 kmh 4 kmh
ﬁsm ( 27TL ) +ae) =X (h)= 7 sin ( 27TL ) —aVk=1,..,J sao os autovalores

e Qi,; sao os autovetores dados por:

|
Prj = sin( 7TL:C]> g k=1, J

Na seqiiencia vamos construir uma observabilidade para o espectro.

Lema 3.2.4 Para quaisquer autovetores ¢y ;, associado ao problema (3.12) — (3.14) €

valida a sequinte identidade

J

"2

j=
onde A\, ( ) —a,Vk=1,...,J.

B 2L
4= (N +a)h?

PJ

h

¢ﬁ1_¢f (3.25)




Demonstracao: Focaremos nas equagoes espectrais (3.17)—(3.18), onde multipli-
J(@j41 — 1)
2

e faremos o somatorio de

caremos a equacao (3.17) pelo multiplicador

j=1,...,J. Assim, segue que:

J J
Pi+1 — 2% T Yj-1 . Pjt1 — Pj-1 Pi+1 — Pi-1 Qi1 — Pj—
-3 PRI a3 B Y gy P B )

j=1 j=1

Analizaremos os termos:

7
Ojy1 — 2% + Vi1 Qi1 — Pi-1 B Qi1 — Pi1
> CHEC RN S CuErs

Jj=1

Para Sij, note que, das condigoes de contorno teremos:

S ZSOJ—H 28%"‘903 1]90J+1 Pj—1

2
J J .
S Jein —9ia) < deilein —wi)
, 2h? : h?
j=1 Jj=1
. ji? L jo? jopse i
_ J+1 Jj-1 J ]+1 J J 1
B Z 2h? Z 2h2 4 P
7j=1 7j=1 ]:1 7j=1
J . 9 J . 9 J
_ Zj‘pjﬂ B Z]%’—l B ]%%H +Z (J+1) %H%
: 2h? : 2h? .
7j=1 7j=1 J=1 7j=1
LG-Dg LG+ LG+ 1)
_ Z J 2 _Z J vi ]SOJSOJH +Z (7 + %H%
, 2h? : 2h? ,
j=1 j=1 j=1
J

h2 Z Spj-i-lgoj?

1 o JH 1]y
|
j=1

Por outro lado:



J
P11 — Pi-1

j=1

! Jpie ! Jpie
- JPiPirt N JPiPi-L
N Z 2 Z 2

Jj=1 j=1

J . J .
L o U+ Dj+19;
2 2

j=1
1
= —§Z%+190j-
j=1

Substituindo Sy, e Sg, em (3.26) e normalizando os autovetores, isto é, tomando

J
hz gp? = 1 obteremos:
j=1

1 ANh*+ah?—2
=3 + oN2 Z Pj+1Pj- (3.27)

Jj=1

J+1 QDJQ

2 |'h

Agora, iremos multiplicar por hy; a equagao (3.17) e faremos o somatério de j =

.,J. Logo, teremos:

J J
2 :QD +1 2@ Pji-1 j : _ Z

Procedendo como Capltulos anteriores:

J 2 J
Pi+1 — Pj -
hZ(%) =\ +a)h) ¢ (3.28)
7=0

J=0

Reescrevendo a equacao acima:

J J J
2 AR+ ah? — 2
5D (¢ —pme) = (A +a Z =D pnp=——— - (3.29)
j=1 j=1 j=1

Substituindo (3.29) em (3.27), segue que:

(3.30)

2 L (Ah?4ah® =2\ (Ah?+ah? -2
2h oh ’




ou:

_ 2L ®J
— L2 31
IO | h (3:31)
No entanto, de (3.28) obteremos:
J

Z 2 o _ 2L el (3.32)

— — (A +a)h?| h '
|

Analogamente teremos o seguinte lema:

Lema 3.2.5 Para quaisquer autovetores gy, j, associado ao problema (3.9)—(3.11) € vdlida

a sequinte identidade

2

N7 0 |? 2L ©
h Rt S ) B rJ 3.33
Z h “OdF —anz| | (3:33)
7=0
4 kmh
onde)\,j:ﬁsm <27TL>+04 Vk = .

As identidades (3.25) e (3.33) provém da relagao explicita entre a energia total dos

2
. . . P .
autovetores e a energia concentrada em x = L na qual é quantificada por ik Porém,

note que

\; +a]h®> =4, h—=0 |, [A —a]h* =4, h —0.

Logo, ”blow-up”acontece no lado direito de (3.25) e (3.33), obtendo assim a perda de
observabilidade numérica para o problema espectral.
A seguir, mostraremos o nosso primeiro resultado negativo em relacao a observabili-

dade numérica.



3.3 Perda de Observabilidade Numeérica

A seguir, nosso proximo resultado versa sobre a perda de observabilidade numérica para
os sistemas (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) e assim, obteremos a perda de observabilidade para
o sistema (3.1)-(3.4).

Teorema 3.3.1 Para todo T > 0 teremos

Gn(0)
_sup T
¥; solugdo (3.12) — (3.14) —ahZ/ |2/1-|2dt—|—/
= Jo ’ 0

Demonstragao: Seja 1) a solugao de (3.12)-(3.14) associada para o autovetor J — th

— 00 quando h — ((3.34)
T 2

ol gy
h

dada por:

W =eVty,. (3.35)

Para essa solugao particular, temos:

by |? d 2 | |pag
7 dt =T —Oéhj;|(ﬂj7j| + T

2} . (3.36)

J T T
—ahZ/O |¢j12dt+/0
j=0

Do Lema 3.2.4, podemos escrever:

(&

h

Prji+1 — PJj
h

2 J - 9 J 2
dt:T[—ahZ‘SDJ,j‘2+4 %;O‘)h Ry ]
=0

J T T
—ahZ/ \¢j|2dt+/
=00 0

Por outro lado é facil ver que:

J=0

Gu0) = 5o [l + [

2
- Oé|1/1j|2]

o >
M-

<
Il
o

ivage (Pt = ug)|

h
2]

2
ieiVA;tgoJ,j A7l +

|
| >
M-

<
Il
o

Prji+l — PJj

h

O — a)loul? + \

I
o] =
]~

<
Il
o



Tendo a identidade (3.28), escreveremos Gy (0) como:

h
2

PJji+1 — PJj
h

(PJJJrl SOJJ
h

+

M“

Gn(0) =

2]

{)\ +a

7=0

o J
_ J
A +ahz

Prji+1 — SOJ,]'
h

(3.37)

J
Sabendo que h Z }ng7j|2 = 1 e usando (3.37) segue que:
=0
J T T _ 2\ —
4— (X h* A
—ahZ/ |¢j|2dt+/ ‘% Ay + )" A +a

5T Iy Gn(0)

2
dt = T{—omL

T4 — (A + )k A] +a
2L AJ

= —Ta+ Gn(0).3.38)

Note que, de (3.39) temos

T -\ +a)hA] +a
2L Ag

T 2
2]

dt =
h

Gn(0).

J T
Ta—ahZ/ |¢j|2dt+/
=070 0

ey

dt, obteremos:

J T
Dividindo a equacao acima por —ahz / \wj|2dt + /
j=0"0

Gn(0) T
2 l1+a

_ahg/oTWdetJr/oT‘% dt —ahZ/ ;] dt+/

2L A7
T4 — N\, +a)h?| A +a

o

X

J

. . : 2
Tendo a identidade (3.36) e considerando novamente h E ‘PJ,j‘ = 1, podemos rees-
=0
crever a equacao acima como:

Gr(0) .17 2L Ay

J T T —ah?+ s PTA - (AT +a)h? A +a’
w «@ PJ.J J J
—ahZ/ |¢j|2dt+/ ‘7"
=070 0

— =
dt




Finalmente, concluimos que:

Gr(0)

5 — 00,

V(1) &t

h

J T T
_ ) 2
ah;/o |¥;(t))| dt+/0

pois precisamente teremos:

h h h
)\th + ah? = 4sin? (%) = 4 sin’ (Z - —W) = 4 cos? (%) — 4, quando h — 0.

De forma anéloga segue que:

Teorema 3.3.2 Para todo T > 0 teremos:

Fn(0)
)= 61D s [T ra T’@ilt
aZ/ oilar+ [ |5

Agora estabeleceremos um dos resultados principais deste trabalho: a desigualdade de

sup — 00 quando h — 0.
¥, solugdo (3.9

observabilidade nao uniforme do sistema acoplado (3.1)-(3.4).

Teorema 3.3.3 Para todo T > 0 teremos:

€n(0)

sup - — 00

y T T 2 T
(uj,v;) solugcdo (3.1) — (3.4) QO‘hZ/ w;v;dt +/ dt +/
0 0 0

=0

quando h — 0.

Fn(0) 4+ Gn(0) .

Demonstragao: A prova é conseqiiéncia imediata de &,(0) = 5

A fim de obtermos uma contrapositiva do Teorema 3.3.3, introduzimos uma subclasses

de solugoes adequadas de (3.1) — (3.4). Para tanto, podemos notar que as constantes de



observabilidade dos autovetores no Lema 3.2.4 e no Lema 3.2.5 sao dadas respectivamente

por,

2L . 2L
41— (A, +a)h? 14— (N —a)h?

Notemos que 4 é o valor do limite para o qual os valores de (\; + a)h? e A — a)h?

convergem quando h — 0. Podemos, portanto, considerar que dado qualquer 0 < v < 4

existe as classes

Pr(vy) == Z {aksin(\/)g t) +bkcos(\/gt)] Ok j

A, <yh—2

On(y)=¢ o= Z {ck sin(\/g t) + dy cos(\/g t)] Ok

M <yh—2
onde sdo as classes de solugoes filtradas para (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) respectiva-

mente.

Conseqlientemente, existird uma classe Dy, (7y) de solugdes de (3.1) — (3.4) gerada por

autovetores associados com autovalores de tal forma que,
AER? <y < 4.

Mais precisamente,

(uh(t) = 3 Z [ak sin(\/ A, t) + by cos(y/ Ay t) + cisin(y/ A ) + dy cos(y/Af t)] Ok, j
AE<yh—2
Di(v) =
op(t) = 1 Z {—ak sin(1/ A, t) — brcos(y/ Ay t) + cpsin(y/ A5 ) + dy cos(y/ A t)} ©Ok,j
\ Ay Syh—2

com A\ = X (h).

Procedendo deste modo, iremos concluir que a energia de cada autovetor em Dy ()

pode ser estimada de maneira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira.



Capitulo 4

Desigualdade de Observabilidade

Uniforme

Esta secao é dedicada a construgao do resultado de observabilidade numérica das
solugoes filtradas (livre das oscilagoes numéricas espurias) para os problemas (3.12)-(3.14)
e (3.9)-(3.11), e assim, obtendo a observabilidade numérica das solugoes filtradas para
(3.1)-(3.4). Para isso, usaremos o método multiplicativo o qual foi usado por Infante e
Zuazua [4].

Temos, entao, os seguintes resultados preliminares nesta direcao:

Lema 4.0.4 Para qualquer autovetor ¢ com autovalor A~ de (3.17) a sequinte identidade

vale:

2
Pi+1 — @5
h

M-

Il
o

SISO (4.

J

se " e ! sio autovetores associados com autovalores \;, # N\, seque que

J
Z Pk,j — Pk,j+1 (<Pl,j - @l,jﬂ) =0 (4-2)
=0

Demonstragao: Multlphcando por ¢; e fazendo o somatério de j = 1, .., J a equagao

(3.17) teremos:

50



J
S tem=Tate), azw » zw
7j=1

Reescrevendo a equagao acima teremos:

J J

90 (P ‘P 90 1— @
Z a+1 j J+Z i - i)P; (- +O‘Z|%’2
Jj=1 7j=1

Usando as condigoes de contorno obteremos:

J
i1 — P5)P; (0 — ©i+1)@;
Ll 3 el oy D

J=0 J=0

De onde segue o resultado:

J

2

J=0

2
Pitl — P _
h

J
- 2
O +a) Y losl,
j=0
Por outro lado, pela ortogonalidade os autovetores com distintos autovalores segue

que

J
> (Prg = rir) (w1 — i) = 0.
7=0

[
Lema 4.0.5 Para todo h > 0 e v solugdo de (3.12)-(3.14) temos:
~ [ ’ T 2
h P . v
§=0

J
onde Xy (t) = thz/;; (%)
=0

¢j+1 2/}jfl

Demosntragao: Multiplicando (3.12) por hj , fazendo o somatério de

j=1,...,J e integrando em (0,T") teremos:



J T J T
Vit — Vi Yip1 — 205 + i1 Y — i
1
h§j/0 jijdt—hE:o - JEHL L
j=1 j=1

J T
“ha S [ G0 4y
j=1"0

Analisaremos cada somatorio separadamente. Usando integracao por partes teremos

J T T J T
e h . h oo /
h;/o JLUASEE i Lar = 52%7(%41 — 1) T 5;/0 Vi — ;) dt

=1
: T h J T
= 0] =530 [ e v d (4.4)
0 2 j=1 0
n
onde X, (t) = 5 Z@/}}j(%ﬂ — 1)
=0

Tendo em mente as condi¢oes de contorno (3.13), teremos a seguinte simplificagao:

h [T h~ [T h~ [T h~ [T

530 [ dee s> [ e = <3 [ de 5 Y [ G+ D0
j=1+0 j=170 j=0 0 j=0 70
W~ [T

= 55 [ v e
=00

Portanto, retornando a (4.4), obtemos

d g . //¢j+1 - %‘—1 _
hy | i 5 dt= X (t)
j=1"0

Por outro lado,

T h J T
+3 2 [ s (45
0 2 j=0 0

J
hz /T Vi1 — 205 + wj—lj%’ﬂ - ¢j—1dt _
j=1"0

T
v . [T

)
b‘b
[\]

'Fﬁg

1

T
/ JVi (i1 —Yj_1)dt (4.6)

170

|
% =
M-

J



Note que,

T

J T
h , 9 2 h 2
ﬁ;/() JlioaPdt = Wz/ (G + Dyl dt+2h2 <J+1)w]\ At — gz | (T Dt

T

_ thZ/ ]+1|¢J2dt—2—h2 (J + 1)|apy|?dt.

Assim, usando novamente as condi¢oes de contorno (3.13) a simplificagdo acima sera

dada por:

¢j+1—2%+% 1 %H (. _h T 9
hZ 7 = g ), dt_2_h22 G+l

h
-+ 57t . (J+1 |4y |2dt — Z/ Jbi di

ho<~ [T
+ ﬁ;/o (44 1)1y dt (4.7)

Reajustando o indice do primeiro somatoério, teremos:

h J T ) h J T ) h J T ,
e Nl s i
2h2;/0 il dt 2h2;/0 (= DIyl dt = o j§_1:/0 (7 = Dyl dt

Assim teremos (4.7) da seguinte maneira

hz ¢J+1 _21/JJ+1/}J 1 1/}]4'1 wj_ldt = 2h2Z/ [WJ’Q Vit + |1/}J+1|2 dt

2
%/ 62t (48)

Portanto, (4.8) sera da forma

hZ/ irt = Wit i~ Wity _gi/T

+ %/ by 2t (4.9)

Wi — ;|
h




Finalmente teremos que

J T J T J T
, 1 — Y- ha , ha ,
had" [ = B SS [u— > [ b
ha = [T ha < [T
= 3 Z/ JUj¥je1 — o> Z/ (J + Dty
j=0 "0 j=10

J T
= —%ag /0 oy (4.10)

Combinando (4.5),(4.9) e (4.10) com (4.3) teremos

T J T J T 2 T J T
h h Vi1 — Y (J+1)h ) ha
Xn(t) ) +§Z/o ¢§+1¢§+§Z/O T dt — o [U] dt—i-?Z Y17,
J=0 Jj=0 j=1
Usando o fato que h = T obteremos
J T 2 J T T T 2
h Vig1 — V; ah L Y
52:/ %%H+_ﬁ%_l ﬁ+7§:/zm%4ﬁ+%® ::5/ jldu
=0 /0 =0 J0 0 0
J T P—p
onde X}, (t) = th@/}} <%) |

J=0

Lema 4.0.6 (Equiparticio de energia) Para qualquer h > 0 e ¢; = 1;(t) solugdo de
(3.12) - (3.14) temos

2
— alyy]® =0

w dt + V(1)

T
0

J T J T
—hZ/ AR dt+hZ/ [
j=0 "0 j=0 "0

J
onde Yp(t) = hz Y.
=0

Demonstracao: Multiplicando a equacao (3.12) por ht);, integrando em (0, L) x (0, T)

e fazendo o somatorio de j =1, ..., J teremos:



J T J T J T
M- dt — i =20+ oy
h;/o Wiyt h;/o < - )wjdt ha;/o |, ]2dt = 0 (4.11)

Note que:
J 7 J T J T

WS [ wgede=nY v > [ d

j=0 70 j=0 0 j=0 70

Usando as condigoes de contorno e substituindo (4.12) em (4.11) obteremos

2
w — ol 2| dt+ )| =0

J T J T
—hZ/ AR dt+hZ/ [
j=0 "0 j=0 "0

T
0

J
onde Y, (t) = h Z Y.
=0

T
0

J T
1
Ry / U3 2dt = TGH(0) + 5 0h(1)
=00

Demonstracao: Conseqiiéncia direta do lema da equiparticao da energia.

apenas somar e subtrair o termo

J T
QhZ/ W2 dt.
j=0 "0

entemente grande, temos a sequinte desigualdade

J J
RY W = P < ARPS .

J=0 J=0

(4.12)

Corolario 4.0.7 Para qualquer solugdo do esquema (3.12)—(3.14) temos a sequinte igual-

dade

Basta

Lema 4.0.8 Para qualquer solu¢ao do esquema (3.12) — (3.14) com autovalor A sufici-



Demonstracao: Consideremos

i Lt
P = E are™ oy,
lx | <VA

com [ = v/ Ag—. Assim,

! . it
Y= E a e py.
i | <VA

Entao:

J 7
Z [y — P = Z Z ar€™ (o 11 — Orj)
=0 =0

lug | <VA
J
= > ) aPri(rsa — ¢r,)?
I=0 |y <VA
J
+ Z Z apa e M (ki1 — Prj) (P — ©i)
I=0 |y |[<VA

Usando o lema 4.0.4 a equagao acima serd reescrita da forma:

J J
STl == Y JalPA R +a) Y ol
7=0

|k | <VA J=0

Tomando A > A~ + « obteremos

IN

J
A>T alPATRY ol
0

|k VA J=

J
= ARPY P
j=0

J
hY W — P
j=0

2
Lema 4.0.9 (Positividade da energia) Para % e para qualquer ; = 1;(t) solugdo do

esquema (3.12) — (3.14) teremos



n - i1 = ¥
1
_aL2 Z 2 + J+h J ]
7=0
Demonstracgao: Temos que
h ! /2 ¢J+1 77Z)] 2
=§§; e e I [T
Aplicando a desigualdade de imersao,
2 J ’l/} 2
hz |¢J|2 < h Z j+1 ’
=0
teremos,
B [ o | =
1~
Jj=0 L
ST
h i1 — ;| L2 Vi — U |
S N2y | Vi T Y Yi+1 — V5
> 3 ; WP+ = a— | =
b L2 | i1 = |
NI # (1o )|
2
Como aﬁ ¢ positivo, teremos entao que
h i =t [
1 _ - - / 2 j"rl J
Gu(t) > ( a )2Z|w| -
7=0
De onde segue que
7T2 hi |¢/|2 ¢]+1 ¢J
aL2 -2 = h

Lema 4.0.10 Para todo h >0, t € (0,T) e ¢ solugio de (3.12)- (3.14) teremos



Ah?  3AAZ? 2
|zh<t>|s\/L2— + AR— )

16 16\ 72 — L2

onde \y > 0 € o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, A € o maior dos autovalores

entre o desenvolvimento de Fourier e

- AR?
_h2¢ l <%+12% 1)— 3 wj}.

Demonstragao: Temos que

|Zn(t)| =

th () - )

Aplicando a desigualdade de Holder obteremos

1Z,(t)| < h (Z |¢;~|2> (Z

2

J(Wj — i)

1
2)2
b

onde n = e Por outro lado, temos que:

3 (i1 — Pji1) ?
2

+ Ny

J
hd
j=1

+

2. 5 + Ny
I
hz ZW’J‘H — Wil (W — Y- + 7721/1]2}
=1t
[
hz Z|(¢j+1 — 1) 4 (5 — )P+ nj (1 — 1)
=1 L

2
hy {%K%‘H = 5)7 + 2(541 — ¥) (W — ¥j-1) + (5 — ¥j-1)?|
=1

0 (i1 — Vi) + Y7

Aplicando a desigualdade de Young obteremos



2 -9

. L2000 = 3)? + 200 = 5] + (W1 — )8 + 0

2

IA
>
R

'y

j=1

+ N

<.
Il
-

2

2
‘%(%H — ;)% + ‘%(%‘ — i 1)? + NJ ey — g1y

IA
=
B

<.
Il
—_

_l’_
3{0

&
T

:2

+ %(¢j — 1)’ + 772%2 - nijﬁl}

IA
>
M“

L =)

<.
I
—

LU + 1)

IA
>
M“

> [ St =07+ L = 0+ 475 =

<.
Il
-

Usando o fato que j2 < (j +1)? < (J+1)?=L*e h = segue que

J+1

2

J(Wj1 — 1)
2

<

+ 0,

HMM

[ (J 4 1251 — ) + 702 — sty + Il 12 — |n||¢j|ﬂ

J
hd
j=1

¢g+1 %

IN
>
N

M

J J
~ Inlh Zw? — i) + (i + [ Y 2
.

2 2
||h2(¢ v %%H)

IA
>
o
[ M

J
+ (" + Inl)hzz/ff-

- (LZ |n|h2> Z

=0

¢j+1

J
. (n” + Inhh Y w3,
j=1

Usando a versao semidiscreta da desigualdade de Poincaré obteremos

J . 2 2
J(Wj1 — i) 2 Inlh®  n+n| Y1 — |
h | < (12—
[t f < (12 I ) 52
j=1 7=0
AR? 1 .
Note que |n| = e < 5 Assim,

) _A2h4+Ah2 _AR? Ah2+1 <3Ah2
64 8 8 8 - 16



Portanto, teremos que

J(Wjp1 — Y1)
2

%H %

2
h?  3AR?
+ 1 —< > TN hz

]’_

%H %
h

J 3
B2 3AR
< 112 2_& -
|Zh(t)|_h<§|¢gl> ((L 2 16N, hjz_;

Usando a desigualdade de Young obteremos

J
nlh?  3AR2 (B
|zh<t>|s\/L2—%+ﬁ > (7
=0

J]=

)
)

Yir1 — 1
h

Finalmente, do lema 4.0.9, segue que

Ah? 3AA? 2
< 2 __
[2n()] < \/L 6 16N, ( L?) Gn(t)-

Lema 4.0.11 Para toda funcao discreta {fo, fi,..., fre1} tal que fo = fri1 a sequinte

identidade € verdadeira

J J
hz |fir + fiIP = ekhz £l
=0 =0

onde 6 = 0(h) = 4 cos (%) , k=1,...,J.

Demonstracao: Considere o problema de autovalor dado por

fj+1 —f- 2f] + fj—l — ‘9ij ] — ]_, ceey J (413)
fo=1fr1 = 0. (4.14)



J——
Por capitulos anteriores, ¢ facil ver que f; = sin( 7;% ) , k = 1,..,J resolve o
problema de autovalor (4.13)-(4.14), e conseqiientemente teremos que 0, = 6(h) =
kmh
4 — k=1,..J.
cos ( 5 ) : s

Por outro lado, multiplicando (4.13) por hf; e fazendo o somatério de j = 1,..J

obteremos:

J

Ry (fin+ fi+ fim1) hezw

j=1

Reescrevendo a equacao acima

Z(f]+1+f] f]"’hz fj+f] 1 —h02|f3|2

J=1

Usando (4.14) segue que

J J J
RY (i + 1) F+ 0> (fi+ f) f = ho > |f
§=0 §=0 j=1

O que implica em

J J
hz |fir + i = ekhz £l
j=0 Jj=0

onde 0y = 0x(h) = 4 cos (%) , k=1,...J. |

Agora, estabeleceremos os resultados principais do trabalho.

Teorema 4.0.12 Assuma que 0 < v < 4. Entdo, existe T(y) > —; 5 tal que para
7T j—
todo T > T(v) existe uma constante positiva C(T, «,7y) tal que a estimativa uniforme a

sequir € verdadeira quando h — 0.



o ST L [T ?
G (0) < O(T, o, %) ——QkhZ/ |¢j|2dt+—/ A (4.15)
47 = 2 Jo
kmh , .
onde 0, = 0i(h) = 4cos (f) , k=1,..,J ety é a solucio de (3.12)-(3.14) na

classe das solugoes filtradas Py (). Além disso,

2L7?
(a) T(3) /o0 quando y /4 e T(3) \o ———5 quando 5 \,0;

w2 — al?

(b) C(T,v) \y T(n2 — al?) — 2Ln?

quando v\, 0.

Demonstragao: Partiremos do lema 4.0.5. Assim, somando e subtraindo os termos

h~ [T
52 / (¢;2+a¢]2)dt obteremos
=070

h~ [T
>
j=0 "0

Yi +

¢'+1_¢' 2
J h J ¢

a1 Z/ Wt — )t + Z/ (Gynth; + V2)dt

T

il

+ (1)

Reescrevendo a equacgao acima

T T 2
Z Z L Yy
Das condicoes de contorno segue que
h [T L [Ty,
2
Tgh(O)_ZjE:o/o (Y1 — dt+—§ / (W51 +15) dt + X (t) 25/0 - |
Do lema 4.0.8 temos que
AR ) L ("¢
TG0 }:/mm }j/ (51 + )2t + (1) §5/0 D

Usando o Corolario 4.0.7 obteremos



AR® L")
TGr(0)=—= | TGn(0) + yh Z/ (141105 )2 dt+20, (¢ ) < §/ Y1 g,
0
Novamente reescrevendo a equagao anterior
Ah? 2 T
T (1=~ ) u(0)+ Zu(t) <——Z wj+1+wj dt+ 2|t (4.16)
AR?
onde Z,(t) = Ay(t) — —yh( ). Do lema 4.0.10 segue que
AR? Ah*  3AR2  7? ah <
0 2 _ -
T<1 )gh<) \/L T +16A1W2_QLQQ T ZO/ (hjg1 +;)%dt
T /
2 h

E usando o lema 4.0.11 obteremos

AR2 ARY 3AR2 g2 a T L [Ty,
T 1—— L2 — 0) < ——0h 2dt+— 221 dt.
( )gh() \/ 16 " Tony w2 = a0 =~ b ;/0 v +2A h

Portanto, para Ah? =

2
ye AN > % na classe de solugoes Py(7) de (3.12)-(3.14)
teremos a seguinte desigualdade de observabilidade uniforme dada por

2
dt] |

Yy

h

o J T L (T
Gn(0) < C(T', r,7) [_ZekhZ/ bidt + 5/
= Jo 0

onde

2 L2
C(T, ) = AN




Analogamente teremos

Teorema 4.0.13 Assuma que 0 < v < 4. Entdo, existe T(vy) > 2L tal que para todo
T > T(v) existe uma constante positiva C(T,~y) tal que a estimativa uniforme a sequir é

verdadeira quando h — 0.

o (T 2 L [T, ?
< = - - el .
7(0) < O | Fn S [ vepas 5 [ |5 el (4.17)
kmh , .
onde 0(h) = 4cos 51 ) k=1,...J e € a solugio de (3.9)-(3.11) na classe

das solugoes filtradas Qp(7y). Além disso,

(a) T(v) /oo quando v /4 e T(vy) \( 2L quando vy \ 0;

quando v N\ 0.

(6) CT) N

Demonstracgao: Iremos proceder com o mesmo raciocinio seguido no Teorema 4.0.12

até a desigualdade (4.16). Assim, obteremos

T 2

¢s n

T <1 - AThQ) Fn(0) + Wi(t)

0

J T T
ah 9 L
SIjZO/O (¢j+1+¢j) dt+§/0

J . . _ 2
onde Wy(t) =h' 3" ¢, [j (%)M%}’ - /;h‘

j=1

E facil ver que

Ah* 3Ah?
O <4/ L2— — t).
Wi(t) _\/ o T

2

Logo, para Ah? =y e \; > ;? na classe de solugoes Qp(7y) de (3.9)-(3.11) teremos a

seguinte desigualdade de observabilidade uniforme dada por



oy s [F g LT ]0a]
Fi0) < C(T) | G0y [ e [1%] at)
im0 /o 0
onde
1
C(T,n) = ; =
_7 2 2 A N
T(1-7) -2 \/L (H&r?) T
€
o o2 (1420 22
8w2) 16
T(vy) = 7
1

Assim, podemos enunciar o resultado principal deste trabalho.

2L 72
w2 — al?
todo T > T(v) existe uma constante positiva C(T,«, ) tal que a estimativa uniforme a

Teorema 4.0.14 Assuma que 0 < v < 4. Entao, existe T'(7y) > tal que para

sequir € verdadeira quando h — 0.

J T L T U
£4(0) < C(T, a,7) [ahZ/ <U?+“?)dt+§/ 7
=070 "

2 L [Tyv,2
dt + = —‘dt 4.1
+2/0 - ],( )

para toda solugdo de (3.1)-(3.4) na classe das solugoes filtradas Dy (7). Além disso,

2Lm?
(a) T(7) /oo quando 7 4 e T(3) \o ——— quando y ™\, 0;

w2 — al?

(b) C(T,7v) T(x? — al?) —3Lr quando v N\ 0.

Demonstracao: Sabemos que 2&,(t) = Fp(t) + Gu(t) e ¢, = uj —vj e ¢; = uj + vj.

Portanto, segue que



(0% J T 2 L T ¢J2
26h(t) < C(T,a,y) | —=0kh /w-dt+—/ —| dt
n(t) ( ) | =70 ; Y 2 ) |

J T T 2
@ g4 L[]0
+ 49kh2/0 prdt + 2/0 h dt]

Wy

< maz{C(T,a,7),C(T,7)} h

h

‘

1

maz {0}~ Z/ (67 —¥)dt + = /0(

e sabendo que maz{C(T,a,v),C(T,v)} = C(T,a,7) e max{0y} =4, k =1,...,J

obteremos a desigualdade de observabilidade uniforme

£,(0) < C(T, o, %) [2ah§/0Tujvjdt+§/o ‘ dt + = / o ‘ d]

E usando a Desigualdade de Young no termo cruzado u;v; obteremos

J T L (T uy2
£,(0) < O(T, a, ) ahZ/ (u§+v§)dt+—/ \—J‘ dt + = / ) ‘ dt
2 ), 2 )y Ih h

O que conclui a demonstragao. |



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Iniciamos este trabalho fazendo uma descricao dos resultados matematicos consolida-
dos na literatura que versam sobre o problema de observabilidade (na fronteira) numérica
de esquemas numéricos em diferencas finitas e em elementos finitos quando aplicados ao
problema de observabilidade da fronteira da equacao de ondas unidimensional. Assim a
principal conclusao a respeito dessas abordagens numéricas diz respeito a perda de ob-
servabilidade numérica para os esquemas numeéricos semi-discretos mais usuais como é o
caso das diferencas finitas e dos elementos finitos classico, usando as fungoes de forma
lineares. Este tipo de patologia numérica ja tinha sido observado experimentalmente e
evidenciado nos trabalhos de R. Glowinski, Lions e outros no inicio dos anos 90. Somente
em 1999 com o trabalho de Infante e Zuazua é que se faz uma analise numérica apurada
do porqué desta perda de observabilidade numérica e também a caracterizacao de uma
classe de solugoes numéricas que sao numericamente observaveis. As conclusoes por eles
tiradas sao de grande importancia para a andlise de observabilidade e controlabilidade de
esquema numéricos, principalmente com a relagao que eles guardam com o contexto da
estabilizagao de sistemas hiperbdlicos com dissipacoes fracas.

Todo esse contexto possibilitou uma série de novas investigacoes no campo da andlise
numérica, principalmente com a analise de métodos numéricos mais eficientes para se re-
produzir o problema da observabilidade numérica. Nesta direcao, nosso trabalho se baseia

nesses resultados, porém realizados sobre um sistema hiperbdlico acoplado de equacoes de

67
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onda. Nossas conclusoes de um modo bem amplo, é que esquemas numéricos como dife-
rencas finitas nao sao robustos o suficiente em reproduzir o problema da observabilidade
da energia. Assim, conseguimos identificar a perda de observabilidade numérica para as
equacoes semi-discreta de ondas acopladas e, paralelamente, conseguimos identificar uma
classe de solucoes numéricas que sao observaveis.

Como continuidade deste trabalho, objetivamos relacionar a observalidade numérica
com problemas de estabilizagdo para modelos numéricos fracamente dissipativos, como
por exemplo, problema com dissipa¢oes pontuais ou localizadas. Outras metodologias
numéricas também podem ser investigas para tratar a questao da observabilidade uni-

forme. Destacamos as seguintes:

1. Elementos finitos classicos;

2. Método 78” em diferencas finitas;
3. Desigualdade do tipo Ingham;

4. Método de duas malhas;

5. Regularizacao de Tychonoff.

Citamos a referéncia [1] para a descrigdo de uma série de métodos que sao usadas para
o controle ou eliminacao das solugoes numeéricas espurias.
Outra questao pertinente, diz respeito ao problema de controle associado a desigual-

dade de observabilidade que construimos.
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