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Resumo

UM RESULTADO DE OBSERVABILIDADE PARA

UM SISTEMA ACOPLADO DE EQUAÇÕES DE ONDA

E SUA CONTRAPARTIDA SEMI-DISCRETA

EM DIFERENÇAS FINITAS

João Carlos Pantoja Fortes

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Júnior

Resumo da Dissertação de Mestrado apresentada ao Programa de Pós-Graduação em Matemática e

Estat́ıstica da Universidade Federal do Pará (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessários para

obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.

No presente trabalho investigamos as propriedades de observabilidade da ener-

gia para um esquema numérico espacialmente discretizado em diferenças finitas aplicado

em um sistema hiperbólico de propagação de ondas acopladas. Nossos resultados mais

importantes versam sobre a perda de observabilidade numérica em dimensão finita. Pa-

ralelamente constrúımos uma subclasse de soluções numéricas que são numericamente

observáveis usando a técnica de filtragem numérica.

Palavras-chave: Análise numérica; diferenças finitas; ondas acopladas; energia e

desigualdade de observabilidade.

Belém-Pará
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Abstract

AN OBSERVABILITY RESULT TO A COUPLET SYSTEM OF
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In this study we investigated the properties of observability of the energy for

a numerical scheme spatially discretized into finite differences applied to a hyperbolic

system of coupled wave propagation. Our most important results deal with a loss of

numerical observability in finite dimension. Parallel construct a subclass of numerical

solutions that are observable using the technique of numerical filtration.
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Pantoja Fortes que nunca deixou eu perder o foco nas horas mais dif́ıceis, ao meu pai Edir Corrêa
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Introdução

Controlar oscilações em problemas traduzidos em termos de uma equação diferencial parcial

de evolução têm despertado o interesse de muitos pesquisadores nos últimos anos. Um exemplo

seria controlar as vibrações de uma membrana em duas dimensões, onde as vibrações da mem-

brana são regidas pela clássica equação de onda. Devido a isto, muito se tem estudado a respeito

das questões de observabilidade e controlabilidade de EDP’s no contexto cont́ınuo, mas quando

nos referimos aos ambientes numéricos discretos muito ainda há de ser realizado. Para sistemas

acoplados de equação de ondas poucos resultados são encontrados a respeito do problema de

observabilidade numérica da energia.

Iniciamos este trabalho mostrando um rápido panorama do já se tem feito no estudo de

problemas clássicos de vibrações de ondas livres, onde começamos por destacar o problema

cont́ınuo no que diz respeito as questões de energia, propriedade conservativa e a propriedade de

observabilidade até chegarmos a análise semi-discreta. Esta por sua vez está bem fundamentada

como poderemos ver através dos trabalhos de J.A. Infante e E. Zuazua [4]. Por que como

poderemos constatar, ao passarmos de um ambiente cont́ınuo para um ambiente numérico, a

desigualdade de observabilidade não é satisfeita devido à presença de soluções numéricas espúrias

(soluções responsáveis pela perda de observabilidade do sistema) introduzidas no modelo quando

o parâmetro de malha h tende a zero. No caṕıtulo 2, apresentamos o problema objeto de estudo,

que constitui-se de um sistema conservativo de equações de ondas acopladas em paralelo com um

tipo de acoplamento que se baseia no acoplamento de osciladores harmônicos. Destacamos que

o problema é observável e mostramos a técnica usada ao longo deste trabalho para alcançarmos

os resultados desejados.

No caṕıtulo 3, estudamos os métodos numéricos em diferenças finitas, começando pela

dinâmica semi-discreta do modelo de ondas acopladas onde também estudamos a questão da
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perda de observabilidade numérica por meio da análise espectral

No caṕıtulo 4, introduzimos uma subclasse de soluções semi-discreta onde conseguimos obter

a desigualdade de observabilidade uniforme usando técnicas multiplicativas discretas.

Finalmente, finalizamos o trabalho com conclusões e perspectiva.



Caṕıtulo 1

Perda de Observabilidade no Cenário

Semi-discreto

Apresentaremos neste capitulo um levantamento dos principais resultados já existentes so-

bre o problema da observabilidade da fronteira da equação de ondas, tanto no contexto teórico

quanto no contexto numérico. É muito importante a inserção desses resultados, para que pos-

samos mais adiante utilizarmos das mesmas técnicas para resolvermos o problema objeto de

estudo desta dissertação.

1.1 A equação de ondas a ńıvel do cont́ınuo

A fim de motivar nossos estudos, analisaremos primeiramente as propriedades de observabi-

lidade da equação de propagação de ondas unidimensional dada por:

ϕtt − ϕxx = 0, em (0, L)× (0, T ) (1.1)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0 = 0, 0 < t < T (1.2)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), 0 < x < L. (1.3)

Em (1.1) − (1.3), ϕ = ϕ(x, t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no

intervalo (0, L).

Matematicamente o problema (1.1) − (1.3) é bem posto no espaço de energia H1
0 (0, L) ×

L2(0, L). Mais precisamente, para quaisquer (ϕ0, ϕ1) ∈ H1
0 (0, L) × L2(0, L) existe uma única
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solução

ϕ ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)).

A energia das soluções é dada por,

E(t) :=
1

2

∫ L

0

[
|ϕt|2 + |ϕx|2

]
dx, ∀t ≥ 0, (1.4)

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0. (1.5)

O problema de observabilidade da fronteira de (1.1)− (1.3) pode ser formulado da seguinte

maneira: Dado um T > 0, existe C(T ) > 0 tal que a seguinte desigualdade

E(0) ≤ C(T )

∫ T

0
|ϕx(L, t)|2dt, (1.6)

conhecida como desigualdade de observabilidade é valida para todas as soluções de (1.1)− (1.3).

A desigualdade (1.6), quando existe, garante que a energia total das soluções de (1.1)− (1.3)

pode ser “observada”ou estimada a partir da energia concentrada na fronteira x = L durante

um determinado espaço de tempo (Ver [6, 17]. Isto de fato ocorre, pois usando o fato de que a

energia é conservada, resulta que

E(t) = E(0) ≤ C(T )

∫ T

0
|ϕx(L, t)|2dt. (1.7)

Já a constante C(T ) na desigualdade (1.6) será referida como a constante de observabilidade.

Temos então um primeiro resultado que pode ser verificado no trabalho [1].

Teorema 1.1 Para qualquer T ≥ 2L, o sistema (1.1)-(1.3) é observável. Em outras palavras,

para qualquer T ≥ 2L, existe C(T ) > 0 tal que (1.6) é válida para qualquer solução de (1.1)-

(1.3). Caso contrário, se T < 2L o sistema (1.1)− (1.3) não é observável ou equivalentemente

sup
ϕ solução de (1.1)− (1.3)

E(0)∫ T

0
|ϕx(L, t)|2

→ ∞. (1.8)

A prova do Teorema 1.1 para T ≥ 2L pode ser realizada de várias maneiras diferentes,

incluindo Série de Fourier, técnicas multiplicativas (Komornik [17]; Lions [6]) ou usando as

desigualdades de Carleman (Zhang [18]).
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Agora vamos explicar como isso pode ser provado através de Séries de Fourier. As soluções

de (1.1)− (1.3) para L = 1, podem ser escritas na forma,

ϕ(x, t) =
∞∑
k=1

[
ak cos(kπt) + bk sin(kπt)

]
sin(kπx), (1.9)

onde ak e bk são os coeficientes de Fourier dados por:

ϕ0(x) =
∑
k≥1

ak sin(kπx), ϕ1(x) =
∑
k≥1

bk sin(kπx). (1.10)

Dáı resulta pela propriedade de ortogonalidade das funções sin(·) e cos(·),

E(0) =
1

4

∑
k≥1

k2π2(a2k + b2k). (1.11)

Por outro lado,

ϕx(1, t) =
∑
k≥1

(−1)kkπ

[
ak sin(kπt) + bk cos(kπt)

]
. (1.12)

Novamente pela propriedade de ortogonalidade para as funções sin(kπt) e cos(kπt) em

L2(0, 2), segue-se que

∫ 2

0
|ϕx(1, t)|2dt =

∑
k≥1

k2π2(a2k + b2k). (1.13)

As identidades (1.11) e (1.13) mostram que a desigualdade de observabilidade vale quando

T = 2 e também para qualquer T > 2. Na verdade, neste caso particular, temos de fato a

identidade

E(0) =
1

4

∫ 2

0
|ϕx(1, t)|2dt. (1.14)

Por outro lado, para T < 2 a desigualdade de observabilidade não se sustenta. Ver Zuazua

[1].

A seguir, analisaremos o problema (1.1)-(1.3) no contexto semi-discreto das diferenças finitas

e suas propriedades.

1.2 Aproximação por Diferenças Finitas

Analisamos o análogo de (1.1) − (1.3) para semi-discretizações numéricas da equações de

ondas. Em particular, essas semi-discretizações ocorrem no ńıvel da variável espacial x sendo o

tempo t cont́ınuo.
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Vejamos primeiramente a semi-discretização em diferenças finitas para ilustrar o tipo de

problema que ocorre e que foi identificado em detalhes no trabalho pioneiro de Infante e Zuazua

[4].

Dado J ∈ N e h = L/(J + 1) introduzimos a seguinte partição regular de malha

0 = x0 < x1 < ... < xj = jh < ... < xJ < xJ+1 = L,

com j = 0, 1, 2, ..., J + 1. Em seguida introduzimos a seguinte semi-discretização em dife-

renças finitas de (1.1)− (1.3)

ϕ
′′
j −∆hϕj = 0, 0 < t < T, j = 1, 2, ..., J (1.15)

ϕ0(t) = ϕJ+1(t) = 0, ∀t ≥ 0 (1.16)

ϕj(0) = ϕ0j , ϕ
′
j(0) = ϕ1j , ∀ 1 ≤ j ≤ J + 1 (1.17)

onde ∆h é o operador Laplaciano semi-discreto dado por,

∆hϕj :=
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
.

Em (1.15)−(1.17) denotamos por (′) e (′′) a derivação de 1a e 2a ordem no tempo. O sistema

(1.15)− (1.17) é um sistema de J equações diferenciais lineares com J incógnitas ϕ1, ϕ2, ..., ϕJ ,

uma vez que, ϕ0 ≡ ϕJ+1 = 0.

Obviamente ϕj = ϕj(t) é a aproximação para ϕ(xj , t) sendo ϕ solução do problema cont́ınuo

(1.1)− (1.3), desde que os dados iniciais (ϕ0j , ϕ
1
j ), para j = 0, 1, 2, ..., J + 1 sejam aproximações

dos dados iniciais de (1.1)− (1.3).

A energia do sistema (1.15)− (1.17) é dada por

Eh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ϕj ′|2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2], ∀t ≥ 0, (1.18)

que é a discretização da energia cont́ınua em (1.4) para o caso de diferenças finitas. É fácil ver

que a energia Eh é conservada ao longo do tempo para toda solução de (1.15)− (1.17),

Eh(t) = Eh(0), ∀t ≥ 0. (1.19)

Em seguida temos a versão semi-discreta de (1.6),

Eh(0) ≤ C(T, h)

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt, (1.20)
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onde usamos o operador de diferenças avançadas para ϕx no extremo x = L, isto é,

ϕx(L, t) =
ϕJ+1(t)− ϕJ(t)

h
. (1.21)

Tendo em conta que, ϕJ+1 = 0 deduzimos que,

ϕx(L, t) =
−ϕJ(t)
h

, (1.22)

o que justifica a desigualdade de observabilidade (1.20).

Podemos notar que para todo h > 0 a desigualdade (1.20) realmente é verdadeira. En-

tretanto, o interesse principal reside na uniformidade da constante C(T, h) com h → 0. Se

C(T, h) permanece limitada quando h → 0 dizemos que o sistema semi-discreto (1.15)− (1.17)

é uniformemente observável com respeito ao parâmetro de malha h. Por outro lado, tendo em

conta que a observabilidade do sistema cont́ınuo (1.1) − (1.3) vale para T > 2L seria natural

que T > 2L também seja uma condição necessária para a observabilidade uniforme do sistema

(1.15) − (1.17). No entanto, tal condição esta longe de ser suficiente e falha para todo T > 0,

de acordo com os resultados já estabelecidos por Infante e Zuazua [4].

Em geral essas deficiências numéricas afetam as dinâmicas numéricas semi-discretas em Di-

ferenças Finitas ou até mesmo para discretizações particulares em Elementos Finitos. Vejamos

um primeiro resultado negativo.

Teorema 1.2 Para qualquer T > 0, temos

sup
ϕj soluções de (1.15)− (1.17)

Eh(0)∫ T

0
|ϕJ
h
|2

→ ∞ com h→ 0. (1.23)

Este fato se deve ao surgimento de soluções espúrias que o esquema numérico introduz à

altas frequências. Isso foi observado primeiramente nos trabalhos de R. Glowinski et al. em

([13, 14, 15]), para o caso clássico de ondas livres em conexão com o problema de controlabili-

dade exata da fronteira usando implementações numéricas do método HUM(Hilbert Uniqueness

Method) (ver J.L. Lions [6]). Nestes trabalhos foram propostos dois métodos para ajustar tal

”erro”numérico: o procedimento de regularização de Tychonoff para minimização de funcionais

e a técnica de filtragem para eliminar as componentes de ondas curtas das soluções do sistema

semi-discreto. A eficiência dos dois métodos foi exibida nestes trabalhos em diversos experimen-

tos numéricos. No entanto, nenhuma análise numérica mais apurada foi realizada pelos autores

para comprovar tais suspeitas.
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Em face ao contexto anterior, entra a principal contribuição realizada no sentido de analisar

numericamente a imprecisão dos resultados comprovados por R. Glowinski et al. Isto é realizado

no trabalho pioneiro de J.A. Infante e E. Zuazua [4].

Vejamos alguns pontos principais deste trabalho. Por exemplo, para provar o Teorema 1.2

Infante e Zuazua usaram a análise espectral do problema (1.15)−(1.17) e técnicas multiplicativas

para se obter a desigualdade de observabilidade para os respectivos autovetores do problema de

autovalor associado. Para provar a contrapartida positiva do Teorema 1.2, isto é, desigualdades

da forma (1.20) que são uniformes com h→ 0, os autores, usaram uma técnica conhecida como

técnica de filtragem numérica. Como mencionado acima, para que essas desigualdades sejam uni-

formes com h → 0, deve-se descartar as soluções espúrias introduzidas pelo esquema numérico.

Isso é feito considerando as classes adequadas de soluções de (1.15)− (1.17) geradas pela baixa

freqüência dos autovetores, ou em outras palavras, por um truncamento adequado ao desen-

volvimento de soluções de Fourier de (1.15) − (1.17). Assim, essa abordagem é muito próxima

da técnica de filtragem acima mencionada. Reportamo-nos aos trabalhos de R. Glowinski para

uma discussão completa deste assunto.

Para uma melhor compreensão do tipo de problema numérico que acomete a dinâmica

numérica em diferenças finitas quando analisada do ponto de vista da observabilidade, vamos

considerar o seguinte problema de autovalores associado as equações (1.15)− (1.16):

−φj+1 − 2φj + φj−1

h2
= λφj , j = 1, 2, ..., J, (1.24)

φ0 = φJ+1 = 0. (1.25)

Denotamos por λ1(h), λ2(h), ..., λJ(h) os J autovalores tais que

0 < λ1(h) < λ2(h) < ... < λJ(h). (1.26)

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente tal como realizado por Isaacson e

Keller em [2]. Basicamente, podemos admitir que funções do tipo φj = sin

(
kπxj
L

)
, k = 1, ..., J ,

resolvem o problema de autovalor (1.24)-(1.25), pois tais funções satisfazem as condições de

contorno. Portanto, usando de relações trigonométricas, obtemos

λk(h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
, k = 1, 2, ..., J. (1.27)
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Portanto, os autovetores φk = (φk,1, φk,2, ..., φk,J) associados aos autovalores são dados por

φk,j = sin

(
kπxj
L

)
, j, k = 1, 2, ..., J. (1.28)

As soluções de (1.15) − (1.17) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a base de

autovetores de sistema (1.24) − (1.25). Mais precisamente, cada solução ϕ = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕJ) de

(1.15)− (1.17) pode ser escrita como

ϕ(xj , t) =

J∑
k=1

[
ak cos(

√
λk(h)t) + bk sin(

√
λk(h)t)

]
φk,j , (1.29)

onde os coeficientes ak e bk ∈ R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados

iniciais de (1.15) − (1.17). Antes de entrar na discussão sobre a observabilidade de soluções de

(1.15) − (1.17), é interessante analisar a observabilidade da fronteira dos autovetores. O Lema

a seguir fornece um importante resultado.

Lema 1.1 Para qualquer autovetor φ = (φ1, φ2, ..., φJ) do sistema (1.24)-(1.25) é válida se-

guinte identidade:

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = 2L

4− λk(h)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 (1.30)

para todo λk(h) em (1.27).

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4] para os detalhes da prova.

Esta identidade estabelece uma relação expĺıcita entre a energia total dos autovetores (o

lado esquerdo de (1.30)) e a energia concentrada no extremo x = L, que é representada pela

quantidade
∣∣∣φJ
h

∣∣∣2.
Nesse sentido, é fácil verificar que

λh2 < 4, (1.31)

para todo h > 0 e todo o autovalor λ. No entanto, isto não exclui a possibilidade da

ocorrência de um “blow-up”da constante no lado direito de (1.30). De fato, pode-se verificar

que para o J−ésimo autovalor tem-se,

λJ(h)h
2 → 4 com h→ 0.
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Portanto, um “blow-up”ocorre e dáı decorre a prova imediatamente o Teorema 1.2. Por outro

lado, a fim de obter a contrapartida positiva do Teorema 1.2, introduzimos uma subclasses de

soluções adequadas de (1.15)−(1.17) no seguinte sentido: dado qualquer 0 < γ < 4 introduzimos

a classe Ch(γ) de soluções de (1.15)− (1.17) gerada por autovetores de (1.24)− (1.25) associados

com autovalores de tal forma que

λh2 ≤ γ < 4.

Mais precisamente, define-se a classe de soluções filtradas e que são numericamente ob-

serváveis, por:

Ch(γ) :=
{
ϕ(xj , t) =

∑
λk(h)≤γh−2

[
ak cos(

√
λk(h)t) + bk sin(

√
λk(h)t)

]
sin

(
kπxj
L

)
, ak, bk ∈ R

}
.

De acordo com o Lema 1.1, a energia de cada autovetor em Ch(γ) pode ser estimada de ma-

neira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira. Este é o procedimento numérico

conhecido como filtragem das soluções espúrias.

O resultado a seguir garante que este é, de fato, o caso de todas as soluções de (1.15)−(1.17)

na classe Ch(γ) para o tempo T suficientemente grande, cuja demonstração se encontra no

trabalho de Infante e Zuazua [4].

Teorema 1.3 Suponha que 0 < γ < 4. Então existe T (γ) ≥ 2L tal que para todo T > T (γ),

existe C = C(T, γ) tal que (1.20) é válida para todas as soluções de (1.15)-(1.17) na classe

Ch(γ), uniformemente quando h→ 0. Sendo assim,

a) T (γ) ↗ ∞ com γ ↗ 4 e T (γ) ↘ 2L com γ ↘ 0

b) C(T, γ) ↘ L
2(T−2L) com γ ↘ 0.

Nota 1.1 O Teorema 1.3 afirma que a desigualdade de observabilidade (1.20) é válida na

classe Ch(γ) para T suficientemente grande. Na verdade, T (γ) → ∞ com γ → 4 e para γ → 0 a

observabilidade para o T (γ) → 2L, que é o tempo de observabilidade para o sistema (1.1)−(1.3).

Nota-se que, de acordo com esse resultado, a desigualdade de observabilidade (1.20) é válida

para T > 2L para soluções de (1.15)− (1.17) da forma

ϕ(xj , t) =
∑

λk(h)≤γh−2

[
ak cos(

√
λk(h)t) + bk sin(

√
λk(h)t)

]
sin

(
kπxj
L

)
. (1.32)
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Isso permite recuperar a observabilidade do sistema original (1.1)− (1.3) para essa classe de

soluções da forma (1.32) da dinâmica numérica em diferenças finitas.

Observa-se também, de acordo com o Teorema 1.3, que a constante C(T, γ) converge para

L/2(T − 2L), que é a constante de observabilidade do sistema cont́ınuo (1.1)− (1.3). Portanto

o Teorema 1.3 nos garante que o sistema semi-discreto é uniformemente observável com h → 0

desde que as altas freqüências sejam filtradas.

Por último destacamos mais um Lema que é utilizado na demonstração da perda de obser-

vabilidade numérica do sistema semi-discreto em diferenças finitas.

Lema 1.2 Para qualquer autovetor φ com autovalor λ de (1.24) − (1.25) temos a seguinte

identidade

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = λh
J∑
j=0

|φj |2 (1.33)

e se φk e φl são autovetores associados a autovalores λk ̸= λl segue-se que:

h
J∑
j=0

(φk,j+1 − φk,j)(φl,j+1 − φl,j) = 0. (1.34)

Prova: Ver J.A. Infante e E. Zuazua [4].

No que segue, para uma melhor compreensão do resultado de perda de observabilidade

numérica, forneceremos a prova do Teorema 1.2 que consta no trabalho de Infante e Zuazua [4].

1.3 Perda de Observabilidade Numérica

Nesta seção descrevemos a demonstração do Teorema 1.2, o qual se encontra no trabalho

de Infante e Zuazua [4]. Seja então ϕ uma solução de (1.15) − (1.17) associado ao J−ésimo

autovetor e dada por,

ϕJ(t) = cos(
√
λJ(h)t)φJ .

Temos então ∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt = ∣∣∣∣φJ,Jh
∣∣∣∣2 ∫ T

0

∣∣∣∣ cos(√λJ(h)t)∣∣∣∣2dt.
De (1.30) obtemos,
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∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt = 4− λJ(h)h
2

2L
h

J∑
j=0

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2 ∫ T

0

∣∣∣∣ cos(√λJ(h)t)∣∣∣∣2dt. (1.35)

Por outro lado, usando o Lema (1.2),

Eh(0) =
h

2

J∑
j=0

[
λJ(h)|φJ,j |2 +

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2] = h

J∑
j=0

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2,
e por conseguinte,

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt = (4− λJ(h)h
2)

2L
Eh(0)

∫ T

0

∣∣∣∣ cos(√λJ(h)t)∣∣∣∣2dt, (1.36)

de onde resulta que,

Eh(0)∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt
=

2L

4− λJ(h)h2
1∫ T

0

∣∣∣∣ cos(√λJ(h)t)∣∣∣∣2dt
.

Como

∫ T

0

∣∣∣∣ cos(√λJ(h)t)∣∣∣∣2dt→ T/2 com h→ 0, temos

Eh(0)∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt
=

4L

T (4− λJ(h)h2)
. (1.37)

e usando o fato de que h = L
J+1 , obtemos

λJ(h)h
2 = 4 sin2

(
Jπh

2L

)
= 4 sin2

(
π

2
− hπ

2L

)
= 4 cos2

(
hπ

2L

)
→ 4, com h→ 0.

Combinando esses dois últimos temos que

Eh(0)∫ T

0

∣∣∣∣ϕJ(t)h

∣∣∣∣2dt
→ ∞, com h→ 0, (1.38)

�

e portanto segue imediatamente a prova do Teorema 1.2.

A demonstração do Teorema 1.3 é feita por meio de técnicas multiplicativas e estimativas

de alguns operadores numéricos na classe de soluções filtradas.
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Todos esses resultados nos motivaram fortemente a estudar uma posśıvel perda observa-

bilidade numérica para esquemas numéricos semi-discretos em diferenças finitas aplicados às

equações de ondas acopladas, em que duas propagações de ondas interagem em um mesmo

sistema.



Caṕıtulo 2

O Sistema de Ondas Acopladas

Neste caṕıtulo destacamos o sistema hiperbólico de ondas acopladas que se constitui no

objeto principal de nossas investigações no campo da análise numérica. Destacamos também

alguns resultados existentes na literatura matemática e, neste sentido, ressaltamos também que

nosso foco principal de pesquisa se concentra nas propriedades de observabilidade numérica dos

esquemas mais elementares em diferenças finitas quando aplicados sobre uma desigualdade de

observabilidade.

2.1 Apresentação do Problema

O sistema hiperbólico de ondas acopladas objeto de nossas investigações matemáticas con-

siste nas equações:

utt − uxx + αv = 0, em (0, L)× (0, T ) (2.1)

vtt − vxx + αu = 0, em (0, L)× (0, T ) (2.2)

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = 0, ∀t ∈ (0, T ) (2.3)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), ∀x ∈ (0, L). (2.4)

O sistema (2.1) - (2.4) versa sobre a propagação de ondas em um meio elástico em que dois

modelos interagem entre si por meio da constante positiva de acoplamento α onde t e x são as
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variáveis temporal e espacial, respectivamente. As funções u(x, t) e v(x, t) são os deslocamentos

de duas cordas vibrantes tal que suas medidas são a partir das posições de equiĺıbrio.

Sua solução é bem representada no espaço (H1
0 (0, L) × L2(0, L))2. Assim, denotando U =

(u, ut, v, vt) teremos que para qualquer U0 ∈ (H1
0 (0, L) × L2(0, L))2 existe uma única solução

U ∈ (C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)))2.

Esse sistema é motivado por problemas similares em equações diferenciais ordinárias para

osciladores harmônicos acoplados.

Sistemas hiperbólicos acoplados do tipo (2.1) − (2.4) tem merecido especial atenção por

parte de alguns pesquisadores nos últimos anos. Podemos mencionar dos trabalhos de Najafi et

al. ([7], [8], [9], [10]), todos no contexto de estabilização. Outro importante trabalho é devido a

Rajaram e Najafi [12], sobre a controlabilidade exata em IRn em que os autores mostram uma

desigualdade de observabilidade no caso em que as velocidades de propagações de ondas são

iguais.

No decorrer deste caṕıtulo, primeiramente constrúımos o funcional de energia associado às

equações (2.1) − (2.4) e mostramos o seu caráter conservativo. Outra importante propriedade

que se diz a respeito a energia é a sua positividade. Nesse sentido, mostraremos que a energia

(2.1)-(2.4) é positiva.

Além disso, descreveremos a solução do sistema (2.1)-(2.4) em termos da Série de Fourier e

construiremos a desigualdade de observabilidade.

A abordagem que usaremos para obter essas propriedades consiste no desacoplamento do

sistema (2.1)-(2.4) em dois sistemas desacoplados. Esse procedimento é feito em todo restante

do trabalho.

Assim, segue nossa primeira propriedade:

Proposição 2.1.1 (Conservação de Energia) Para todo t ≥ 0, a energia de (2.1)-(2.4) será:

E(t) = E(0),

onde E(t) = 1

2

L∫
0

u2tdx+
1

2

L∫
0

v2t dx+
1

2

L∫
0

u2xdx+
1

2

L∫
0

v2xdx+ α

L∫
0

uvdx.

Demonstração: Inicialmente consideremos a equação (2.1), onde multiplicamos por ut e

integramos em (0, L). Segue que,
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L∫
0

uttutdx−
L∫

0

uxxutdx+ α

L∫
0

vutdx = 0 (2.5)

Reescrevendo a equação acima:

1

2

d

dt

L∫
0

u2tdx−
L∫

0

uxxutdx+ α

L∫
0

vutdx = 0 (2.6)

Usando integração por partes no termo

L∫
0

uxxutdx obteremos:

1

2

d

dt

L∫
0

u2tdx− uxut

∣∣∣∣L
0

+

L∫
0

uxutxdx+ α

L∫
0

vutdx = 0 (2.7)

Temos das condições de contorno que ux(L, T ) e ut(L, T ) são iguais a zero. Assim,

1

2

d

dt

L∫
0

u2tdx+
1

2

d

dt

L∫
0

u2xdx+ α

L∫
0

vutdx = 0. (2.8)

Analogamente para equação (2.2) :

1

2

d

dt

L∫
0

v2t dx+
1

2

d

dt

L∫
0

v2xdx+ α

L∫
0

uvtdx = 0. (2.9)

Somando (2.8) e (2.9) obtemos:

d

dt
E(t) = 0

onde E(t) = 1

2

L∫
0

u2tdx+
1

2

L∫
0

v2t dx+
1

2

L∫
0

u2xdx+
1

2

L∫
0

v2xdx+ α

L∫
0

uvdx. Portanto,

E(t) = E(0), ∀ t ≥ 0,

o que prova que a energia do sistema é conservada.

�
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2.2 Desenvolvimento das Soluções em Série de Fou-

rier

Vamos construir as soluções de (2.1) − (2.4) usando o desacoplamento das mesmas onde obte-

remos dois problemas associados. O primeiro é obtido fazendo a soma de (2.1) com (2.2) que

denotaremos por ϕ := u+ v onde teremos:

ϕtt − ϕxx + αϕ = 0, (0, L)× (0, T ) (2.10)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0 0 < t < T (2.11)

ϕ(., 0) = ϕ0(.), ϕt(., 0) = ϕ1(.), x ∈ (0, L) (2.12)

E o outro, fazendo a subtração de (2.1) com (2.2) que denotaremos de ψ := u − v onde

teremos:

ψtt − ψxx − αψ = 0, (0, L)× (0, T ) (2.13)

ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 0 < t < T (2.14)

ψ(., 0) = ψ0(.), ψt(., 0) = ψ1(.) x ∈ (0, L) (2.15)

Com esta dinâmica de desacoplamento, podemos construir as soluções do sistema (2.1)−(2.4).

Notemos que é suficiente construir as propriedades que desejamos somente para o sistema (2.13)-

(2.15). Para as propriedades do sistema (2.10)-(2.12) basta mudar −α para α.

Proposição 2.2.1 A solução do sistema (2.13)-(2.15) via Séries de Fourier é dada por:

ψ(x, t) =
∑
k≥1

[
ak sin(

√
ζk t) + bk cos(

√
ζk t)

]
ρk,

onde ak, bk são os coeficientes de Fourier, ζk =

(
kπ

L

)2

− α, ∀ k inteiro positivo, são os

autovalores e ρk são os autovetores dados por:

ρk = sin

(
kπx

L

)
, k intereio positivo.
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Demonstração: Usando o método da separação de variáveis, onde ψ(x, t) = ρ(x)g(t) e

substituindo em (2.13) obteremos:

ρ(x)g′′(t)− ρ′′(x)g(t)− αρ(x)g(t) = 0

O que implica em

g′′(t)

g(t)
=
ρ′′(x) + αρ(x)

ρ(x)
= −ζ (2.16)

Perceba que um lado de (2.16) depende somente de t e do outro somente de x. Logo são

iguais a um ζ que é determinado de modo que as condições de contorno sejam também satisfeitas.

Portanto de (2.16) temos:

ρ′′(x) = (−ζ − α)ρ(x) (2.17)

g′′(t) + ζg(t) = 0 (2.18)

Para soluções não triviais, tomemos ζ > 0 e obteremos o problema de autovetores dado por

(2.17) cuja solução que satisfaz as condições de contorno é ρ(x) = sin

(
kπx

L

)
e conseqüentemente

seus autovalores são dados por

ζ =

(
kπ

L

)2

− α

De (2.18) temos uma equação diferencial ordinária de segunda ordem homogênea dependente

do tempo cuja solução é:

g(t) = ak sin(
√
ζk t) + bk cos(

√
ζk t)

Onde ak, bk são os coeficientes de Fourier. Assim,do prinćıpio da superposição de soluções,

segue o resultado �

Analogamente teremos:

Proposição 2.2.2 A solução do sistema (2.10)-(2.12) via Séries de Fourier é dada por

ϕ(x, t) =
∑
k≥1

[
ck sin(

√
ξk t) + dk cos(

√
ξk t)

]
ρk,
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onde ck, dk são os coeficientes de Fourier, ξk =

(
kπ

L

)2

+ α, k inteiro natural, são os

autovalores e ρk são os autovetores dados por

ρk = sin

(
kπx

L

)
, k inteiro positivo.

É imediato da Proposição (2.2.1) e (2.2.2) que:

Proposição 2.2.3 A solução do sistema (2.1)-(2.4) via Séries de Fourier é dada por:

u(x, t) =
1

2

∑
k≥1

[
ak sin(

√
ζk t) + bk cos(

√
ζk t) + ck sin(

√
ξk t) + dk cos(

√
ξk t)

]
ρk

v(x, t) =
1

2

∑
k≥1

[
−ak sin(

√
ζk t)− bk cos(

√
ζk t) + ck sin(

√
ξk t) + dk cos(

√
ξk t)

]
ρk

onde ak, bk, ck, dk são os coeficientes de Fourier, ζk =

(
kπ

L

)2

− α e ξk =

(
kπ

L

)2

+ α,

∀ k = 1, ..., n são os autovalores e ρk são os autovetores dados por

ρk = sin

(
kπx

L

)
, k inteiro natural

Demonstração: De fato, basta notarmos que ϕ = u + v e ψ = u − v, de onde temos que

u =
ϕ+ ψ

2
e v =

ϕ− ψ

2
.

A seguir, iremos construir a desigualdade de observabilidade a ńıvel de cont́ınuo a partir dos

sistemas associados (2.10)− (2.12) e (2.13)− (2.15).

2.3 Desigualdade de Observabilidade

Em geral, desigualdades de observabilidade (ou desigualdades inversas) são importantes no con-

texto da teoria de controle e teoria de estabilização. Iremos estabelecer uma desigualdade de

observabilidade para os sistemas (2.10)-(2.12) e (2.13)-(2.15), porém, antes devermos enunciar

e demonstrar alguns resultados auxiliares.

Proposição 2.3.1 (Conservação da energia) Para todo t ≥ 0, a energia de (2.13)-(2.15) será:

G(t) = G(0),
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onde G(t) = 1

2

L∫
0

|ψt|2dx+
1

2

L∫
0

|ψx|2dx− α

2

L∫
0

|ψ|2dx.

Demonstração: Multiplicando a equação (2.13) por ψt e integrando-a no intervalo (0, L)

obteremos

L∫
0

ψttψtdx−
L∫

0

ψxxψtdx− α

L∫
0

ψψtdx = 0 (2.19)

Reescrevendo a equação acima:

1

2

d

dt

L∫
0

|ψt|2dx−
L∫

0

ψxxψtdx− α

2

d

dt

L∫
0

|ψ|2dx = 0 (2.20)

Usando integração por partes no termo

L∫
0

ψxxψtdx obteremos:

1

2

d

dt

L∫
0

|ψt|2dx− ψxψt

∣∣∣∣L
0

+

L∫
0

ψxψtxdx− α

2

d

dt

L∫
0

|ψ|2dx = 0 (2.21)

Segue das condições de contorno que

G(t) = G(0),

onde G(t) = 1

2

L∫
0

|ψt|2dx+
1

2

L∫
0

|ψx|2dx− α

2

L∫
0

|ψ|2dx. �

Sabemos que sistemas f́ısicos, em geral, tem suas energias como uma forma definida positiva.

Agora mostraremos uma importante propriedade da energia G(t): sua positividade. Porém, antes

disso, iremos enunciar alguns teoremas importantes tanto para a prova da positividade quanto

para as desigualdades de observabilidade.

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Poincaré) Existe uma constante C > 0 tal que

∫ b

a
|u|2 dx ≤ L2

π2

∫ b

a
|ux|2 dx. (2.22)
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Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Young) Sejam p e q tais que
1

p
+

1

q
= 1, com 1 < p, q < +∞.

Então vale a desigualdade :

|xy| ≤ |x|p

p
+

|y|q

q
(2.23)

O leitor interessado na demonstração dos Teoremas 2.3.2 e 2.3.3, consultar a referência [19].

Mediante desses dois Teoremas provemos a positividade da energia G(t).

Proposição 2.3.4 (Positividade da energia) Para todo α ≤ π2

L2
teremos:

G(t) ≥ π2 − αL2

2π2

 L∫
0

|ψt|2dx+

L∫
0

|ψx|2dx

 ≥ 0, ∀t ∈ (0, T )

Demonstração: Temos que a energia é dada por:

G(t) = 1

2

 L∫
0

|ψt|2dx+

L∫
0

|ψx|2dx− α

L∫
0

|ψ|2dx

 .
Usando a desigualdade de Poincaré obteremos:

G(t) ≥ 1

2

 L∫
0

|ψt|2dx+

L∫
0

|ψx|2dx− αL2

π2

L∫
0

|ψx|2dx

 .
=

1

2

 L∫
0

|ψt|2dx+

(
1− αL2

π2

) L∫
0

|ψx|2dx


Desde que α ≤ π2

L2
, segue que:

G(t) ≥ π2 − αL2

2π2

 L∫
0

ψ2
t dx+

L∫
0

ψ2
xdx.


�

De forma análoga a Proposição (2.3.1) obtemos a energia associada ao sistema (2.10)-(2.12)

Proposição 2.3.5 Para todo t ≥ 0, a energia de (2.10)-(2.12) será:

F(t) = F(0),



onde F(t) =
1

2

L∫
0

|ϕt|2dx+
1

2

L∫
0

|ϕx|2dx+
α

2

L∫
0

|ϕ|2dx.

Assim, podemos provar a positividade da energia E(t)

Proposição 2.3.6 Para todo α <
π2

L2
e t > 0 teremos:

E(t) ≥ π2 − αL2

2π2

[∫ L

0
u2tdx+

∫ L

0
u2xdx+

∫ L

0
v2t dx+

∫ L

0
v2xdx

]
. (2.24)

Demonstração: Sabe-se que:

2E(t) = F(t) + G(t) e F(t) ≥
[∫ L

0
ϕ2tdx+

∫ L

0
ϕ2xdx

]
.

Assim, segue da Proposição 2.3.4 e das informações acima que

2E(t) = F(t) + G(t) ≥ π2 − αL2

2π2

[∫ L

0
ψ2
t dx+

∫ L

0
ψ2
xdx

]
+

[∫ L

0
ϕ2tdx+

∫ L

0
ϕ2xdx

]
.

Tomando o min

{
1,
π2 − αL2

2π2

}
=
π2 − αL2

2π2
obteremos:

2E(t) ≥ π2 − αL2

2π2

[∫ L

0
ψ2
t dx+

∫ L

0
ψ2
xdx+

∫ L

0
ϕ2tdx+

∫ L

0
ϕ2xdx

]
.

Usando o fato que u =
ϕ+ ψ

2
e v =

ϕ− ψ

2
teremos

E(t) ≥ π2 − αL2

2π2

[∫ L

0
u2tdx+

∫ L

0
u2xdx+

∫ L

0
v2t dx+

∫ L

0
v2xdx

]
.

�

A partir dos resultados anteriores, finalmente teremos os seguintes Teoremas

Teorema 2.3.7 (Desigualdade de Observabilidade) Para α <
π2

L2
e para todo T > 2L

π2

π2 − αL2

tem-se:

G(0) ≤ C1(T )

L
2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt

 ,
para toda solução de (2.13) - (2.15) onde C1(T ) =

π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2
.



Demonstração: Multiplicaremos a equação (2.13) por xψx e a integraremos em

(0, L)× (0, T ). Teremos então:

T∫
0

L∫
0

ψttxψxdxdt−
T∫

0

L∫
0

ψxxxψxdxdt− α

T∫
0

L∫
0

xψxψdxdt = 0 (2.25)

Segue da integração por partes que:

T∫
0

L∫
0

ψttxψxdxdt =

 L∫
0

ψtψxxdx

T
0

− 1

2

T∫
0

xψ2
t

∣∣∣∣∣
L

0

+
1

2

T∫
0

L∫
0

ψ2
t dxdt (2.26)

T∫
0

L∫
0

ψxxxψxdxdt =
L

2

T∫
0

ψ2
x(L, t)−

1

2

T∫
0

L∫
0

ψ2
xdxdt (2.27)

α

T∫
0

L∫
0

xψxψdxdt =
α

2

T∫
0

|ψ|2
∣∣∣∣L
0

− α

2

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt (2.28)

Substituindo em (2.25) e tendo em mente as condições de contorno, obteremos

Xψ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

+
1

2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+
1

2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt+
α

2

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt = L

2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt(2.29)

onde Xψ(t) =

L∫
0

ψtψxxdx.

Da Proposição 2.3.1 segue que

Xψ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

+

T∫
0

G(t) = L

2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt (2.30)

Observe que, usando a Desigualdade de Young, teremos:

|Xψ(t)| =

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

ψtψxx dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
L∫

0

|ψtψxx| dx (2.31)

≤ L

2

L∫
0

|ψt|2 dx+
L

2

L∫
0

|ψx|2 dx (2.32)



Segue da Proposição 2.3.4 que

|Xψ(t)| ≤
Lπ2

π2 − αL2
G(t) (2.33)

Assim, substituindo (2.33) em (2.30) obteremos

(
T − 2Lπ2

π2 − αL2

)
G(t) ≤ L

2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt (2.34)

Como a energia é conservativa, conclúımos que

G(t) ≤ C1(T )

L
2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt

 ,
onde C1(T ) =

π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2
. �

De forma análoga, obteremos:

Teorema 2.3.8 (Desigualdade de Observabilidade) Para todo T > 2L tem-se:

F(0) ≤ C2(T )

L
2

T∫
0

ϕ2
x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

|ϕ|2dxdt

 ,
para toda solução de (2.10) - (2.12) onde C2(T ) =

1

T − 2L
.

Demonstração: Procedendo com o mesmo racioćınio da demonstração do Teorema

2.3.7 até o instante da equação (2.30). Assim, teremos que

Xϕ(t)

∣∣∣∣∣
T

0

+

T∫
0

F(t) =
L

2

T∫
0

ϕ2
x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

|ϕ|2dxdt (2.35)

Observe que



|Xϕ(t)| =

∣∣∣∣∣∣
L∫

0

ϕtϕxx dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
L∫

0

|ϕtϕxx| dx (2.36)

≤ L

2

L∫
0

|ϕt|2 dx+
L

2

L∫
0

|ϕx|2 dx ≤ LF(t) (2.37)

Combinando (2.37) com (2.35) obteremos

(T − 2L)F(t) ≤ L

2

T∫
0

ϕ2
x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

|ϕ|2dxdt (2.38)

Usando a conservação da energia, obteremos:

F(t) ≤ C2(T )

L
2

T∫
0

ϕ2
x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

|ϕ|2dxdt

 ,
onde C2(T ) =

1

T − 2L
. �

Finalmente obteremos o principal resultado deste caṕıtulo

Teorema 2.3.9 Para α <
π2

L2
e para todo T > 2L

π2

π2 − αL2
tem-se:

E(0) ≤ C(T )

α T∫
0

L∫
0

(u2 + v2)dxdt+
L

2

T∫
0

u2x(L, t)dt+
L

2

T∫
0

v2x(L, t)dt

 (2.39)

para toda solução de (1.1)-(1.4) onde C(T ) =
π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2

Demonstração: Temos que ψ = u− v e ϕ = u+ v. Logo,

G(t) ≤ C1(T )

L
2

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

|ψ|2dxdt


= C1(T )

L
2

T∫
0

(u− v)2x(L, t)dt− α

T∫
0

L∫
0

(u− v)2dxdt

 (2.40)



e

F(t) ≤ C2(T )

L
2

T∫
0

ϕ2
x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

|ϕ|2dxdt


= C2(T )

L
2

T∫
0

(u+ v)2x(L, t)dt+ α

T∫
0

L∫
0

(u+ v)2dxdt

 (2.41)

Assim, somando (2.40) com (2.41) e tomando C(T ) = max{C1(T ), C2(T )} obteremos

G(t) + F(t) ≤ C(T )

L
2

T∫
0

(
(u− v)2x(L, t) + (u+ v)2x(L, t)

)
dt− α

T∫
0

L∫
0

(
(u− v)2 − (u+ v)2

)
dxdt


= C(T )

L
2

T∫
0

(
2u2x(L, t) + 2v2x(L, t)

)
+ α

T∫
0

L∫
0

4uvdxdt


Como sabemos que F(t) + G(t) = 2E(t) e a energia é conservativa, portanto

E(0) ≤ C(T )

2α T∫
0

L∫
0

uvdxdt+
L

2

T∫
0

u2x(L, t)dt+
L

2

T∫
0

v2x(L, t)dt

 .
E usando a desigualdade de Young no termo cruzado uv segue que

E(0) ≤ C(T )

α T∫
0

L∫
0

(u2 + v2)dxdt+
L

2

T∫
0

u2x(L, t)dt+
L

2

T∫
0

v2x(L, t)dt

 .
�

No próximo caṕıtulo passaremos a explorar as propriedades da dinâmica numérica

semi-discreta em diferenças finitas para o sistema (2.1)− (2.4), e um de nossos principais

resultados diz respeito a perda de observabilidade numérica com respeito ao parâmetro

de discretização espacial, resultado este que não corresponde a desigualdade de observa-

bilidade para o caso cont́ınuo.



Caṕıtulo 3

Diferenças Finitas Semi-discretas

aplicadas às Ondas Acopladas

Em geral, os problemas que envolvem equações diferenciais, necessitam de uma va-

riedade de ferramentas para sua resolução. Além das soluções anaĺıticas, os métodos

numéricos podem ser utilizados para obtenção aproximada da solução de uma equação di-

ferencial parcial. A idéia básica dos métodos numéricos é o processo de semi-discretização

(ou discretização), que reduz o problema cont́ınuo, com dimensão infinito, em um pro-

blema semi-discreto (ou discreto) em dimensão finita, podendo assim ser resolvido com-

putacionalmente. Neste caṕıtulo analisaremos do ponto de vista numérico das equações

semi-discretas em diferenças finitas a propriedade de observabilidade numérica para o

sistema de ondas acopladas (2.1)− (2.4). Para tanto, para a maioria dos nossos resulta-

dos usaremos o procedimento de desacoplamento das equações que propomos no caṕıtulo

anterior.

O principal resultado deste caṕıtulo versa sobre a perda de observabilidade numérica

para a dinâmica semi-discreta e, paralelamente, aplicamos também a técnica de filtragem

das soluções numéricas espúrias para obtermos uma classe de soluções que são numerica-

mente observáveis.
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3.1 A Dinâmica Numérica Semi-discreta: O Caso

Clássico

Para o sistema hiperbólico (2.1)-(2.4), assumimos o seguinte esquema numérico semi-

discreto em diferenças finitas,

u′′j −
uj+1 − 2uj + uj−1

h2
+ αvj = 0, j = 1, ..., J (3.1)

v′′j −
vj+1 − 2vj + vj−1

h2
+ αuj = 0 j = 1, ..., J (3.2)

u0(t) = uJ+1(t) = 0; v0(t) = vJ+1(t) = 0,∀ t ≥ 0 (3.3)

uj(0) = u0j; u′j = u1j; vj(0) = v0j; v′j = v1j, j = 0, 1, ..., J, J + 1 (3.4)

Onde h =
L

J + 1
onde J ∈ ZZ∗

+, é o parâmetro de discretização espacial e definiremos

uj(t) = uj; vj(t) = vj.

Em (3.1) − (3.4) denotamos (′) e (′′) a derivação de 1a e 2a ordem no tempo. O

sistema (3.1) − (3.4) é um sistema de 2J equações diferenciais lineares nas incógnitas

u1, u2, ..., uJ e v1, v2, ..., vJ , uma vez que, em vista das condições de contorno, u0 ≡ uJ+1 =

0 e v0 ≡ vJ+1 = 0. Obviamente uj = uj(t) e vj = vj(t) são aproximações para u(xj, t) e

v(xj, t) respectivamente, sendo (u, v) solução do caso cont́ınuo desde que os dados iniciais

(u0j, u1j) e (v0j, v1j), j = 0, 1, ..., J +1 sejam aproximações dos dados iniciais do problema

cont́ınuo.

Iremos agora mostrar a primeira propriedade do esquema numérico (3.1) − (3.4), a

conservação do funcional energia.

Proposição 3.1.1 (Conservação de Energia) Para todo h > 0 e (uj, vj), ∀j, a energia de

(3.1)-(3.4) é:

Eh(t) = Eh(0), ∀t ∈ [0, T ]

onde Eh(t) =
h

2

J∑
j=0

[
|u′j|2 + |v′j|2 +

(
uj+1 − uj

h

)2

+

(
vj+1 − vj

h

)2

+ 2αujvj.

]



Demonstração: Multiplicando (3.1) por hu′j e fazendo o somatório de 1 ≤ j ≤ J

teremos:

h
J∑
j=1

u′′ju
′
j −

1

h

J∑
j=1

u′j(uj+1 − 2uj + uj−1) + hα
J∑
j=1

u′jvj = 0.

Reescrevendo a equação acima:

h

2

J∑
j=0

d

dt
|u′j|2 −

1

h

J∑
j=1

u′j(uj+1 − uj)−
1

h

J∑
j=1

u′j(uj−1 − uj) + hα
J∑
j=1

u′jvj = 0. (3.5)

Analisaremos o termo

S1h =
1

h

J∑
j=1

u′j(uj−1 − uj).

Para S1h note que, em função das condições de contorno, pode-se ser escrita da forma

S1h =
1

h

J∑
j=1

u′j(uj−1 − uj) =
1

h

J−1∑
j=0

u′j+1(uj − uj+1)

=
1

h

J−1∑
j=0

(
u′j+1(uj − uj+1) +

1

h
(uj − uj+1)u

′
j+1 −

1

h
(uj − uj+1)u

′
j+1

)

=
1

h

J∑
j=0

u′j+1(uj − uj+1).

Substituindo S1h em (3.5) obteremos:

h

2

J∑
j=0

d

dt
|u′j|2 +

1

2h

J∑
j=0

d

dt
(uj+1 − uj)

2 + hα
J∑
j=0

u′jvj = 0. (3.6)

De forma análoga para a equação (3.2)

h

2

J∑
j=0

d

dt
|v′j|2 +

1

2h

J∑
j=0

d

dt
(vj+1 − vj)

2 + hα
J∑
j=0

v′juj = 0. (3.7)

Somando (3.6) e (3.7), teremos:

Eh(t) = Eh(0),∀ t ≥ 0,



onde Eh(t) =
h

2

J∑
j=0

[
|u′j|2 + |v′j|2 +

(
uj+1 − uj

h

)2

+

(
vj+1 − vj

h

)2

+ 2αujvj

]
, o que

caracteriza que o sistema semi-discreto sob consideração é conservativo, tal como no caso

cont́ınuo.

�
Vamos agora analisar a versão semi-discreta de (2.39), a qual é

Eh(0) ≤ C

[
α

∫ T

0

h
J∑
j=0

(u2j + v2j ) dt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣uJh
∣∣∣∣2 dt+ L

2

∫ T

0

∣∣∣∣vJh
∣∣∣∣2dt

]
(3.8)

Agora, olhando para (2.39) pode-se esperar que, quando T > 2L
π2

π2 − αL2
, existe

C(T ) > 0 independente de h tal que (3.8) vale para todas as soluções de (3.1) − (3.4) e

para todo 0 < h < L.

Neste caṕıtulo mostraremos um Teorema que afirma que isso é falso. Tal fato se deve a

introdução de soluções numéricas espúrias próprias do esquema numérico em diferenças

finitas. Para provar o mesmo, utilizaremos o procedimento usado por Infante e Zuazua

[4], que consiste em analisar o espectro de (3.1)−(3.4) e usando as técnicas multiplicativas

obtém-se as identidades de observabilidade para os autovetores do problema de autovalor

associado a (3.1)−(3.4) e concluir a respeito da perda de observabilidade numérica. Assim,

para que essas desigualdades serem uniformes com respeito ao parâmetro de malha h,

temos que descartar as soluções numéricas espúrias introduzidas pelo esquema numérico

sob consideração. Para este propósito, consideremos inicialmente a análise espectral do

problema semi-discreto (3.1)− (3.4).

3.2 Análise Espectral Semi-discreta

Os autovalores e a solução expĺıcita do problema (3.1)−(3.4) podem ser encontrados utili-

zando a técnica de desacoplamento tal como no caso cont́ınuo. Para isso, consideraremos

dois sistemas associados ao mesmo, onde o primeiro é obtido através da soma de (3.1)

com (3.2) que denotaremos por ϕj := uj + vj o qual teremos:



ϕ′′
j −∆hϕj + αϕj = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T ; (3.9)

ϕ0(t) = ϕJ+1(t) = 0, 0 < t < T ; (3.10)

ϕj(0) = ϕ0
j , ϕ

′(0) = ϕ1
j , j = 1, 2, ..., J + 1, (3.11)

onde ∆hϕj =
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
. E o outro, fazendo a subtração de (3.1) com (3.2)

que denotaremos de ψj := uj − vj o qual teremos:

ψ′′
j −∆hψj − αψj = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T ; (3.12)

ψ0(t) = ψJ+1(t) = 0 0 < t < T ; (3.13)

ψj(0) = ψ0
j , ψ

′(0) = ψ1
j , j = 1, 2, ..., J + 1. (3.14)

As energias dos sistemas (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) são dadas, respectivamente por

Gh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′
j|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]
, (3.15)

Fh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ϕ′
j|2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]
. (3.16)

As mesmas são obtidas usando os multiplicadores ψ′
j e ϕ

′
j e as condições de contorno.

Além disso, as energias são conservativas e a positividade de Gh(t) é garantida desde

que α <
L2

π2
(Ver a demonstração no Lema 4.0.9). Conseqüentemente, a positividade de

Eh(t) segue da positividade de Gh(t).

A solução de cada sistema sistema desacoplado e seus autovalores serão:

Proposição 3.2.1 A solução do sistema (3.12)-(3.14) via Séries de Fourier é dada por:

ψh(t) =
J∑
k=1

[
ak sin(

√
λ−k t) + bk cos(

√
λ−k t)

]
φk

onde ak, bk são os coeficientes de Fourier, φ
k = (φk,1, ..., φk,J) ,λ

−
k = λ−k (h) =

4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
−

α, ∀k = 1, ..., J são os autovalores e φk,j são os autovetores dados por:



φk,j = sin

(
kπxj
L

)
, j, k = 1, ..., J.

Demonstração: Fazendo ψj = φjp(t) e substituindo em (3.12) obteremos:

φjp
′′(t)− φj+1p(t)− 2φjp(t) + φj−1p(t)

h2
− αφjp(t) = 0

Usando o método da separação de variáveis obteremos:

p′′(t)

p(t)
=

[
φj+1 − 2φj + φj−1

h2
+ αφj

]
1

φj
= −λ−, ∀t > 0, ∀j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1

Assim, obteremos:

−φj+1 − 2φj + φj−1

h2
− αφj = λ−φj, j = 1, ..., J (3.17)

p′′(t) + λp(t) = 0, ∀t > 0 (3.18)

Para soluções não triviais, tomemos λ− > 0 e obteremos o problema de autovetores

dado por (3.17) cuja solução que satisfaz as condições de contorno é φk,j = sin

(
kπxj
L

)
e

conseqüentemente seus autovalores são dados por

λ−k =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
− α, ∀k = 1, ..., J (3.19)

Com efeito, substituindo φk,j = sin

(
kπxj
L

)
em (3.17) e considerando xj±1 = xj ± h

teremos:

sin

(
kπxj
L

)
(λ− + α) =

− sin
(
kπxj+1

L

)
+ 2 sin

(
kπxj
L

)
− sin

(
kπxj−1

L

)
h2

=
− sin

(
kπ(xj+h)

L

)
+ 2 sin

(
kπxj
L

)
− sin

(
kπ(xj−h)

L

)
h2

(3.20)

Note que,



sin

(
kπ(xj + h)

L

)
= sin

(
kπxj
L

)
cos

(
kπh

L

)
+ sin

(
kπh

L

)
cos

(
kπxj
L

)
(3.21)

sin

(
kπ(xj − h)

L

)
= sin

(
kπxj
L

)
cos

(
kπh

L

)
− sin

(
kπh

L

)
cos

(
kπxj
L

)
(3.22)

Somando (3.21) e (3.22) obteremos 2 sin

(
kπxj
L

)
cos

(
kπh

L

)
. Dessa forma, teremos:

sin

(
kπxj
L

)
(λ− + α) =

− sin
(
kπ(xj+h)

L

)
+ 2 sin

(
kπxj
L

)
− sin

(
kπ(xj−h)

L

)
h2

=
2 sin

(
kπxj
L

)
− 2 sin

(
kπxj
L

)
cos
(
kπh
L

)
h2

=
2 sin

(
kπxj
L

) [
1− cos

(
kπh
L

)]
h2

. (3.23)

Por outro lado,

1− cos

(
kπh

L

)
= 1− cos

(
kπh

2L
+
kπh

2L

)
= 1−

[
cos2

(
kπh

2L

)
− sin2

(
kπh

2L

)]
= 2 sin2

(
kπh

2L

)
. (3.24)

Combinando (3.24) com (3.23) obteremos os autovalores do problema dados por (3.19).

Agora, de (3.18) temos uma equação diferencial ordinária de segunda ordem ho-

mogênea cuja solução é:

p(t) = ak sin(
√
λ−k t) + bk cos(

√
λ−k t), k = 1, ..., J, ∀t > 0,

onde ak, bk são os coeficientes de Fourier. Assim, pelo prinćıpio da superposição segue

o resultado. �

De forma análoga, temos que :



Proposição 3.2.2 A solução do sistema (3.9)-(3.11) via Séries de Fourier é dada por:

ϕh(t) =
J∑
k=1

[
ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk,j

onde ck, dk são os coeficientes de Fourier, λ+k = λ+k (h) =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ α, ∀k =

1, ..., J são os autovalores e φk são os autovetores dados por:

φk,j = sin

(
kπxj
L

)
, j, k = 1, ..., J.

Assim, a solução explicita de (3.1)-(3.4) e seus autovalores é dada pela seguinte Pro-

posição:

Proposição 3.2.3 A solução do sistema (3.1)-(3.4) via Séries de Fourier é dada por:

uh(t) =
1

2

J∑
k=1

[
ak sin(

√
λ−k t) + bk cos(

√
λ−k t) + ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk

vh(t) =
1

2

J∑
k=1

[
−ak sin(

√
λ−k t)− bk cos(

√
λ−k t) + ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk

onde ak, bk, ck, dk são os coeficientes de Fourier, φk = (φk,1, ..., φk,J), λ
+
k = λ+k (h) =

4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ α e λ−k = λ−k (h) =

4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
− α ∀k = 1, ..., J são os autovalores

e φk,j são os autovetores dados por:

φk,j = sin

(
kπxj
L

)
, j, k = 1, ..., J.

Na seqüencia vamos construir uma observabilidade para o espectro.

Lema 3.2.4 Para quaisquer autovetores φk,j, associado ao problema (3.12) − (3.14) é

válida a seguinte identidade

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = 2L

4− (λ−k + α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2, (3.25)

onde λ−k =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
− α,∀k = 1, ..., J .



Demonstração: Focaremos nas equações espectrais (3.17)–(3.18), onde multipli-

caremos a equação (3.17) pelo multiplicador
j(φj+1 − φj−1)

2
e faremos o somatório de

j = 1, ..., J . Assim, segue que:

−
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1

h2
j
φj+1 − φj−1

2
− α

J∑
j=1

φjj
φj+1 − φj−1

2
= λ−

J∑
j=1

φjj
φj+1 − φj−1

2
.(3.26)

Analizaremos os termos:

S1h =
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1

h2
j
φj+1 − φj−1

2
; S2h =

J∑
j=1

φjj
φj+1 − φj−1

2

Para S1h, note que, das condições de contorno teremos:

S1h =
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1

h2
j
φj+1 − φj−1

2

=
J∑
j=1

j(φ2
j+1 − φ2

j−1)

2h2
−

J∑
j=1

jφj(φj+1 − φj−1)

h2

=
J∑
j=1

jφ2
j+1

2h2
−

J∑
j=1

jφ2
j−1

2h2
−

J∑
j=1

jφjφj+1

h2
+

J∑
j=1

jφjφj−1

h2

=
J∑
j=1

jφ2
j+1

2h2
−

J∑
j=1

jφ2
j−1

2h2
−

J∑
j=1

jφjφj+1

h2
+

J∑
j=1

(j + 1)φj+1φj
h2

=
J∑
j=1

(j − 1)φ2
j

2h2
−

J∑
j=1

(j + 1)φ2
j

2h2
−

J∑
j=1

jφjφj+1

h2
+

J∑
j=1

(j + 1)φj+1φj
h2

= − 1

h2

J∑
j=1

φ2
j +

J + 1

2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 + 1

h2

J∑
j=1

φj+1φj,

Por outro lado:



S2h =
J∑
j=1

φjj
φj+1 − φj−1

2

=
J∑
j=1

jφjφj+1

2
−

J∑
j=1

jφjφj−1

2

=
J∑
j=1

jφjφj+1

2
−

J∑
j=1

(j + 1)φj+1φj
2

= −1

2

J∑
j=1

φj+1φj.

Substituindo S1h e S2h em (3.26) e normalizando os autovetores, isto é, tomando

h
J∑
j=1

φ2
j = 1 obteremos:

J + 1

2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 = 1

h3
+
λ−h2 + αh2 − 2

2h2

J∑
j=1

φj+1φj. (3.27)

Agora, iremos multiplicar por hφj a equação (3.17) e faremos o somatório de j =

1, ..., J . Logo, teremos:

−h
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1

h2
φj − αh

J∑
j=1

φ2
j = λ−h

J∑
j=1

φ2
j

Procedendo como caṕıtulos anteriores:

h

J∑
j=0

(
φj+1 − φj

h

)2

= (λ− + α)h
J∑
j=0

φ2
j , (3.28)

Reescrevendo a equação acima:

2

h2

J∑
j=1

(φ2
j − φj+1φj) = (λ− + α)

J∑
j=1

φ2
j ⇒

J∑
j=1

ρj+1ρj = −λh
2 + αh2 − 2

2h
. (3.29)

Substituindo (3.29) em (3.27), segue que:

L

2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 = 1

h2
−
(
λ−h2 + αh2 − 2

2h

)(
λ−h2 + αh2 − 2

2h

)
, (3.30)



ou:

λ− = −α +
2L

4− (λ− + α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2. (3.31)

No entanto, de (3.28) obteremos:

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = 2L

4− (λ− + α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2. (3.32)

�

Analogamente teremos o seguinte lema:

Lema 3.2.5 Para quaisquer autovetores φk,j, associado ao problema (3.9)−(3.11) é válida

a seguinte identidade

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = 2L

4− (λ+k − α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2, (3.33)

onde λ+k =
4

h2
sin2

(
kπh

2L

)
+ α, ∀k = 1, ..., J .

As identidades (3.25) e (3.33) provém da relação expĺıcita entre a energia total dos

autovetores e a energia concentrada em x = L na qual é quantificada por
∣∣∣φJ
h

∣∣∣2. Porém,

note que

[λ−J + α]h2 → 4, h→ 0 , [λ+J − α]h2 → 4, h→ 0.

Logo, ”blow-up”acontece no lado direito de (3.25) e (3.33), obtendo assim a perda de

observabilidade numérica para o problema espectral.

A seguir, mostraremos o nosso primeiro resultado negativo em relação a observabili-

dade numérica.



3.3 Perda de Observabilidade Numérica

A seguir, nosso próximo resultado versa sobre a perda de observabilidade numérica para

os sistemas (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) e assim, obteremos a perda de observabilidade para

o sistema (3.1)-(3.4).

Teorema 3.3.1 Para todo T > 0 teremos

sup
ψj solução (3.12)− (3.14)

Gh(0)

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt

→ ∞ quando h→ 0.(3.34)

Demonstração: Seja ψ a solução de (3.12)-(3.14) associada para o autovetor J − th

dada por:

ψ = ei
√
λ−J tφJ . (3.35)

Para essa solução particular, temos:

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt = T

[
− αh

J∑
j=0

∣∣φJ,j∣∣2 + ∣∣∣∣φJ,Jh
∣∣∣∣2]. (3.36)

Do Lema 3.2.4, podemos escrever:

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt = T

[
− αh

J∑
j=0

∣∣φJ,j∣∣2 + 4− (λ−J + α)h2

2L
h

J∑
j=0

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2].
Por outro lado é fácil ver que:

Gh(0) =
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′
j|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]

=
h

2

J∑
j=0

[∣∣∣∣iei√λ−J tφJ,j

√
λ−J

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ei√λ−J t
(φJ,j+1 − φJ,j)

h

∣∣∣∣− α
∣∣∣ei√λ−J tφJ,j

∣∣∣2]

=
h

2

J∑
j=0

[
(λJ − α)|φJ,j|2 +

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2],



Tendo a identidade (3.28), escreveremos Gh(0) como:

Gh(0) =
h

2

J∑
j=0

[
λ−J − α

λ−J + α

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2]

=
λ−J

λ−J + α
h

J∑
j=0

∣∣∣∣φJ,j+1 − φJ,j
h

∣∣∣∣2. (3.37)

Sabendo que h
J∑
j=0

∣∣φJ,j∣∣2 = 1 e usando (3.37) segue que:

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt = T

[
− α +

4− (λ−J + α)h2

2L

λ−J + α

λJ
Gh(0)

]
= −Tα +

T [4− (λ−J + α)h2]

2L

λ−J + α

λJ
Gh(0).(3.38)

Note que, de (3.39) temos

Tα− αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt = T [4− (λ−J + α)h2]

2L

λ−J + α

λJ
Gh(0).

Dividindo a equação acima por −αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt, obteremos:

Gh(0)

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt

=

1 + α
T

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt


× 2L

T [4− (λ−J + α)h2]

λ−J
λ−J + α

.

Tendo a identidade (3.36) e considerando novamente h
J∑
j=0

∣∣ρJ,j∣∣2 = 1, podemos rees-

crever a equação acima como:

Gh(0)

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt

=
|φJ,J |2

−αh2 + |φJ,J |2
2L

T [4− (λ−J + α)h2]

λ−J
λ−J + α

.



Finalmente, conclúımos que:

Gh(0)

−αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ψj(t)|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ψJ(t)h

∣∣∣∣2dt
→ ∞,

pois precisamente teremos:

λ−J h
2 + αh2 = 4 sin2

(
Jπh

2L

)
= 4 sin2

(
π

2
− hπ

2L

)
= 4 cos2

(
hπ

2L

)
→ 4, quando h→ 0.

�

De forma análoga segue que:

Teorema 3.3.2 Para todo T > 0 teremos:

sup
ψj solução (3.9)− (3.11)

Fh(0)

αh
J∑
j=0

∫ T

0

|ϕj|2dt+
∫ T

0

∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2dt

→ ∞ quando h→ 0.

Agora estabeleceremos um dos resultados principais deste trabalho: a desigualdade de

observabilidade não uniforme do sistema acoplado (3.1)-(3.4).

Teorema 3.3.3 Para todo T > 0 teremos:

sup
(uj, vj) solução (3.1)− (3.4)

Eh(0)

2αh
J∑
j=0

∫ T

0

ujvjdt+

∫ T

0

∣∣∣∣uJh
∣∣∣∣2dt+ ∫ T

0

∣∣∣∣vJh
∣∣∣∣2dt

→ ∞,

quando h→ 0.

Demonstração: A prova é conseqüência imediata de Eh(0) =
Fh(0) + Gh(0)

2
.

A fim de obtermos uma contrapositiva do Teorema 3.3.3, introduzimos uma subclasses

de soluções adequadas de (3.1)− (3.4). Para tanto, podemos notar que as constantes de



observabilidade dos autovetores no Lema 3.2.4 e no Lema 3.2.5 são dadas respectivamente

por,

2L

4− (λ−k + α)h2
e

2L

4− (λ+k − α)h2
.

Notemos que 4 é o valor do limite para o qual os valores de (λ−k + α)h2 e λ+k − α)h2

convergem quando h → 0. Podemos, portanto, considerar que dado qualquer 0 < γ < 4

existe as classes

Ph(γ) :=

ψ =
∑

λ−k ≤γh−2

[
ak sin(

√
λ−k t) + bk cos(

√
λ−k t)

]
φk,j


e

Qh(γ) :=

ϕ =
∑

λ+k ≤γh−2

[
ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk,j,


onde são as classes de soluções filtradas para (3.12)-(3.14) e (3.9)-(3.11) respectiva-

mente.

Conseqüentemente, existirá uma classe Dh(γ) de soluções de (3.1)− (3.4) gerada por

autovetores associados com autovalores de tal forma que,

λ±k h
2 ≤ γ < 4.

Mais precisamente,

Dh(γ) :=


uh(t) = 1

2

∑
λ±
k ≤γh−2

[
ak sin(

√
λ−k t) + bk cos(

√
λ−k t) + ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk,j

vh(t) = 1
2

∑
λ±
k ≤γh−2

[
− ak sin(

√
λ−k t)− bk cos(

√
λ−k t) + ck sin(

√
λ+k t) + dk cos(

√
λ+k t)

]
φk,j

com λ±k = λ±k (h).

Procedendo deste modo, iremos concluir que a energia de cada autovetor em Dh(γ)

pode ser estimada de maneira uniforme em termos da energia concentrada na fronteira.



Caṕıtulo 4

Desigualdade de Observabilidade

Uniforme

Esta seção é dedicada a construção do resultado de observabilidade numérica das

soluções filtradas (livre das oscilações numéricas espúrias) para os problemas (3.12)-(3.14)

e (3.9)-(3.11), e assim, obtendo a observabilidade numérica das soluções filtradas para

(3.1)-(3.4). Para isso, usaremos o método multiplicativo o qual foi usado por Infante e

Zuazua [4].

Temos, então, os seguintes resultados preliminares nesta direção:

Lema 4.0.4 Para qualquer autovetor φ com autovalor λ− de (3.17) a seguinte identidade

vale:

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = (λ− + α)
J∑
j=0

|φj|2, (4.1)

se φk e φl são autovetores associados com autovalores λ−k ̸= λ−l segue que

J∑
j=0

(φk,j − φk,j+1)(φl,j − φl,j+1) = 0 (4.2)

Demonstração: Multiplicando por φj e fazendo o somatório de j = 1, .., J a equação

(3.17) teremos:

50



J∑
j=1

(φj+1 − 2φj + φj−1)

h2
φj − α

J∑
j=1

|φj|2 = λ−
J∑
j=1

|φj|2

Reescrevendo a equação acima teremos:

J∑
j=1

(φj+1 − φj)φj
h2

+
J∑
j=1

(φj−1 − φj)φj
h2

= (λ− + α)
J∑
j=1

|φj|2

Usando as condições de contorno obteremos:

J∑
j=0

φj+1 − φj)φj
h2

+
J∑
j=0

(φj − φj+1)φj
h2

= (λ− + α)
J∑
j=1

|φj|2

De onde segue o resultado:

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 = (λ− + α)
J∑
j=0

|φj|2.

Por outro lado, pela ortogonalidade os autovetores com distintos autovalores segue

que

J∑
j=0

(φk,j − φk,j+1)(φl,j − φl,j+1) = 0.

�

Lema 4.0.5 Para todo h > 0 e ψ solução de (3.12)-(3.14) temos:

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

[
ψ′
jψ

′
j+1 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]
dt+

αh

2

J∑
j=0

∫ T

0

ψjψj+1 dt+ Xh(t)

∣∣∣∣T
0

=
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt,

onde Xh(t) = h
J∑
j=0

jψ′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
.

Demosntração: Multiplicando (3.12) por hj
ψj+1 − ψj−1

2
, fazendo o somatório de

j = 1, ..., J e integrando em (0, T ) teremos:



h

J∑
j=1

∫ T

0

jψ′′
j

ψj+1 − ψj−1

2
dt− h

J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
j
ψj+1 − ψj−1

2
dt

−hα
J∑
j=1

∫ T

0

jψj
ψj+1 − ψj−1

2
dt = 0 (4.3)

Analisaremos cada somatório separadamente. Usando integração por partes teremos

h
J∑
j=1

∫ T

0

jψ′′
j

ψj+1 − ψj−1

2
dt =

h

2

J∑
j=1

ψ′
jj(ψj+1 − ψj−1)

∣∣∣∣T
0

− h

2

J∑
j=1

∫ T

0

ψ′
jj(ψ

′
j+1 − ψ′

j−1) dt

= Xh(t)

∣∣∣∣T
0

− h

2

J∑
j=1

∫ T

0

[
jψ′

jψ
′
j+1 + jψ′

jψ
′
j−1

]
dt, (4.4)

onde Xh(t) =
h

2

J∑
j=0

ψ′
jj(ψj+1 − ψj−1).

Tendo em mente as condições de contorno (3.13), teremos a seguinte simplificação:

−h
2

J∑
j=1

∫ T

0

jψ′
jψ

′
j+1 dt+

h

2

J∑
j=1

∫ T

0

jψ′
jψ

′
j−1 dt = −h

2

J∑
j=0

∫ T

0

jψ′
jψ

′
j+1 dt+

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

(j + 1)ψ′
j+1ψ

′
j dt

=
h

2

J∑
j=0

∫ T

0

ψ′
j+1ψ

′
j dt.

Portanto, retornando a (4.4), obtemos

h
J∑
j=1

∫ T

0

jψ′′
j

ψj+1 − ψj−1

2
dt = Xh(t)

∣∣∣∣T
0

+
h

2

J∑
j=0

∫ T

0

ψ′
j+1ψ

′
j, (4.5)

Por outro lado,

h
J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
j
ψj+1 − ψj−1

2
dt =

h

2h2

J∑
j=1

∫ T

0

j(|ψj+1|2 − |ψj−1|2)dt

− h

h2

J∑
j=1

∫ T

0

jψj(ψj+1 − ψj−1)dt (4.6)



Note que,

h

2h2

J∑
j=1

∫ T

0

j|ψj−1|2dt =
h

2h2

J−1∑
j=0

∫ T

0

(j + 1)|ψj|2dt+
h

2h2

∫ T

0

(J + 1)|ψJ |2dt−
h

2h2

∫ T

0

(J + 1)|ψJ |2dt

=
h

2h2

J∑
j=0

∫ T

0

(j + 1)|ψj|2dt−
h

2h2

∫ T

0

(J + 1)|ψJ |2dt.

Assim, usando novamente as condições de contorno (3.13) a simplificação acima será

dada por:

h
J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
j
ψj+1 − ψj−1

2
dt =

h

2h2

J∑
j=0

∫ T

0

j|ψj+1|2 dt−
h

2h2

J∑
j=0

∫ T

0

(j + 1)|ψj|2dt

+
h

2h2

∫ T

0

(J + 1)|ψJ |2dt−
h

h2

J∑
j=0

∫ T

0

jψjψj+1 dt

+
h

h2

J∑
j=0

∫ T

0

(j + 1)ψj+1ψj dt (4.7)

Reajustando o ı́ndice do primeiro somatório, teremos:

h

2h2

J∑
j=0

∫ T

0

j|ψj+1|2 dt =
h

2h2

J∑
j=1

∫ T

0

(j − 1)|ψj|2 dt =
h

2h2

J∑
j=1

∫ T

0

(j − 1)|ψj|2 dt

Assim teremos (4.7) da seguinte maneira

h
J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
j
ψj+1 − ψj−1

2
dt = − h

2h2

J∑
j=0

∫ T

0

[
|ψj|2 − ψj+1ψj + |ψj+1|2

]
dt

+
(J + 1)h

2h2

∫ T

0

|ψJ |2dt (4.8)

Portanto, (4.8) será da forma

h
J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h2
j
ψj+1 − ψj−1

2
dt = −h

2

J∑
j=0

∫ T

0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 dt
+

(J + 1)h

2h2

∫ T

0

|ψJ |2dt (4.9)



Finalmente teremos que

hα

J∑
j=1

∫ T

0

jψj
ψj+1 − ψj−1

2
dt =

hα

2

J∑
j=1

∫ T

0

jψjψj+1 −
hα

2

J∑
j=1

∫ T

0

jψjψj−1

=
hα

2

J∑
j=0

∫ T

0

jψjψj+1 −
hα

2

J∑
j=1

∫ T

0

(j + 1)ψj+1ψj

= −hα
2

J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1ψj (4.10)

Combinando (4.5),(4.9) e (4.10) com (4.3) teremos

Xh(t)

∣∣∣∣T
0

+
h

2

J∑
j=0

∫ T

0

ψ′
j+1ψ

′
j +

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 dt− (J + 1)h

2h2

∫ T

0

|ψJ |2dt+
hα

2

J∑
j=1

∫ T

0

ψj+1ψj = 0

Usando o fato que h =
L

J + 1
obteremos

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

[
ψ′
jψ

′
j+1 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]
dt+

αh

2

J∑
j=0

∫ T

0

ψjψj+1 dt+ Xh(t)

∣∣∣∣T
0

=
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt,

onde Xh(t) = h

J∑
j=0

jψ′
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
. �

Lema 4.0.6 (Equipartição de energia) Para qualquer h > 0 e ψj = ψj(t) solução de

(3.12) - (3.14) temos

−h
J∑
j=0

∫ T

0

|ψ′
j|2 dt+ h

J∑
j=0

∫ T

0

[∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]
dt+ Yh(t)

∣∣∣∣T
0

= 0

onde Yh(t) = h
J∑
j=0

ψ′
jψj.

Demonstração: Multiplicando a equação (3.12) por hψj, integrando em (0, L)×(0, T )

e fazendo o somatório de j = 1, ..., J teremos:



h

J∑
j=0

∫ T

0

ψ′′
jψjdt− h

J∑
j=0

∫ T

0

(
ψj+1 − 2ψj + ψj−1

h

)
ψjdt− hα

J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt = 0 (4.11)

Note que:

h
J∑
j=0

∫ T

0

ψ′′
jψj dt = h

J∑
j=0

ψ′
jψj

∣∣∣∣∣
T

0

− h
J∑
j=0

∫ T

0

|ψ′
j|2 dt (4.12)

Usando as condições de contorno e substituindo (4.12) em (4.11) obteremos

−h
J∑
j=0

∫ T

0

|ψ′
j|2 dt+ h

J∑
j=0

∫ T

0

[∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]
dt+ Yh(t)

∣∣∣∣T
0

= 0

onde Yh(t) = h

J∑
j=0

ψ′
jψj. �

Corolário 4.0.7 Para qualquer solução do esquema (3.12)−(3.14) temos a seguinte igual-

dade

h

J∑
j=0

∫ T

0

|ψ′
j|2dt = TGh(0) +

1

2
Yh(t)

∣∣∣∣∣
T

0

Demonstração: Conseqüência direta do lema da equipartição da energia. Basta

apenas somar e subtrair o termo

2h
J∑
j=0

∫ T

0

|ψ′
j|2 dt.

Lema 4.0.8 Para qualquer solução do esquema (3.12) − (3.14) com autovalor Λ sufici-

entemente grande, temos a seguinte desigualdade

h
J∑
j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ Λh3
J∑
j=0

|ψ′
j|2.



Demonstração: Consideremos

ψ =
∑

|µk|≤
√
Λ

ake
iµktφk,

com µk =
√
λk−. Assim,

ψ′ = i
∑

|µk|≤
√
Λ

akµke
iµktφk.

Então:

J∑
j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 =
J∑
j=0

∣∣∣∣∣∣
∑

|µk|≤
√
Λ

ake
iµkt(φk,j+1 − φk,j)

∣∣∣∣∣∣
2

=
J∑
j=0

∑
|µk|≤

√
Λ

|ak|2µ2
k(φk,j+1 − φk,j)

2

+
J∑
j=0

∑
|µk|≤

√
Λ

akalµkµle
iµk−µl(φk,j+1 − φk,j)(φl,j+1 − φl,j)

Usando o lema 4.0.4 a equação acima será reescrita da forma:

J∑
j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 =
∑

|µk|≤
√
Λ

|ak|2λ−h2(λ− + α)
J∑
j=0

|ρj|2

Tomando Λ ≥ λ− + α obteremos

h
J∑
j=0

|ψ′
j+1 − ψ′

j|2 ≤ Λ
∑

|µk|≤
√
Λ

|ak|2λ−h3
J∑
j=0

|ρj|2

= Λh3
J∑
j=0

|ψ′
j|2.

�

Lema 4.0.9 (Positividade da energia) Para
π2

L2
e para qualquer ψj = ψj(t) solução do

esquema (3.12)− (3.14) teremos



π2

π2 − αL2
Gh(t) ≥

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]
.

Demonstração: Temos que

Gh(t) =
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]
.

Aplicando a desigualdade de imersão,

h
J∑
j=0

|ψj|2 ≤ h
L2

π2

J∑
j=0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 ,
teremos,

Gh(t) =
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α|ψj|2
]

≥ h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − α
L2

π2

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

(
1− α

L2

π2

) ∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]
.

Como α
L2

π2
é positivo, teremos então que

Gh(t) ≥
(
1− α

L2

π2

)
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]

.

De onde segue que

π2

π2 − αL2
Gh(t) ≥

h

2

J∑
j=0

[
|ψ′|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
]

. �

Lema 4.0.10 Para todo h > 0, t ∈ (0, T ) e ψ solução de (3.12)- (3.14) teremos



|Zh(t)| ≤

√
L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1

π2

π2 − αL2
Gh(t),

onde λ1 > 0 é o primeiro autovalor do Laplaciano discreto, Λ é o maior dos autovalores

entre o desenvolvimento de Fourier e

Zh(t) = h
J∑
j=1

ψ′
j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
− Λh2

8
ψj

]
.

Demonstração: Temos que

|Zh(t)| =

∣∣∣∣∣h
J∑
j=1

ψ′
j

[
j

(
ψj+1 − ψj−1

2

)
− Λh2

8
ψj

]∣∣∣∣∣
Aplicando a desigualdade de Hölder obteremos

|Zh(t)| ≤ h

(
J∑
j=1

|ψ′
j|2
) 1

2
(

J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2
) 1

2

,

onde η = −Λh2

8
. Por outro lado, temos que:

h
J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2 = h
J∑
j=1

[
j2

4
|ψj+1 − ψj−1|2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj + η2ψ2

j

]

= h

J∑
j=1

[
j2

4
|(ψj+1 − ψj) + (ψj − ψj−1)|2 + ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj

+ η2ψ2
j

]

= h
J∑
j=1

[
j2

4
|(ψj+1 − ψj)

2 + 2(ψj+1 − ψj)(ψj − ψj−1) + (ψj − ψj−1)
2|

+ ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj + η2ψ2
j

]
Aplicando a desigualdade de Young obteremos



h

J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2 ≤ h

J∑
j=1

[
j2

4
|2(ψj+1 − ψj)

2 + 2(ψj − ψj−1)
2|+ ηj(ψj+1 − ψj−1)ψj + η2ψ2

j

]

≤ h
J∑
j=1

[
j2

2
(ψj+1 − ψj)

2 +
j2

2
(ψj − ψj−1)

2 + ηjψj+1ψj − ηjψj−1ψj

+ η2ψ2
j

]

≤ h
J∑
j=1

[
j2

2
(ψj+1 − ψj)

2 +
j2

2
(ψj − ψj−1)

2 + η2ψ2
j − ηψjψj+1

]

≤ h

J∑
j=1

[
j2

2
(ψj+1 − ψj)

2 +
(j + 1)2

2
(ψj+1 − ψj)

2 + η2ψ2
j − ηψjψj+1

]

Usando o fato que j2 ≤ (j + 1)2 ≤ (J + 1)2 = L2 e h =
L

J + 1
segue que

h

J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2 ≤ h

J∑
j=1

[
(J + 1)2(ψj+1 − ψj)

2 + η2ψ2
j − ηψjψj+1 + |η||ψj|2 − |η||ψj|2

]

≤ hL2

J∑
j=1

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − |η|h
J∑
j=1

(ψ2
j − ψjψj+1) + (η2 + |η|)h

J∑
j=1

ψ2
j

≤ hL2

J∑
j=1

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − |η|h
J∑
j=1

(
ψ2
j

2
+
ψ2
j

2
− ψjψj+1

)

+ (η2 + |η|)h
J∑
j=1

ψ2
j

≤
(
L2 − |η|h2

2

)
h

J∑
j=0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 + (η2 + |η|)h
J∑
j=1

ψ2
j .

Usando a versão semidiscreta da desigualdade de Poincaré obteremos

h

J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2 ≤ (L2 − |η|h2

2
+
η + |η|
λ1

)
h

J∑
j=0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2

Note que |η| = Λh2

8
≤ 1

2
. Assim,

η2 + |η| = Λ2h4

64
+

Λh2

8
=

Λh2

8

(
Λh2

8
+ 1

)
≤ 3Λh2

16



.

Portanto, teremos que

h

J∑
j=1

∣∣∣∣j(ψj+1 − ψj−1)

2
+ ηψj

∣∣∣∣2 ≤ (L2 − |η|h2

2
+

3Λh2

16λ1

)
h

J∑
j=0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 .
Logo,

|Zh(t)| ≤ h

(
J∑
j=0

|ψ′
j|2
) 1

2
((

L2 − |η|h2

2
+

3Λh2

16λ1

)
h

J∑
j=0

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
) 1

2

Usando a desigualdade de Young obteremos

|Zh(t)| ≤

√
L2 − |η|h2

2
+

3Λh2

16λ1

(
h

2

J∑
j=0

(
|ψ′
j|2 +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2
))

Finalmente, do lema 4.0.9, segue que

|Zh(t)| ≤

√
L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1

(
π2

π2 − αL2

)
Gh(t).

�

Lema 4.0.11 Para toda função discreta {f0, f1, ..., fJ+1} tal que f0 = fJ+1 a seguinte

identidade é verdadeira

h
J∑
j=0

|fj+1 + fj|2 = θkh
J∑
j=0

|fj|2,

onde θk = θk(h) = 4 cos

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J .

Demonstração: Considere o problema de autovalor dado por

fj+1 + 2fj + fj−1 = θfj, j = 1, ..., J (4.13)

f0 = fJ+1 = 0. (4.14)



Por caṕıtulos anteriores, é fácil ver que fj = sin

(
kπxj
L

)
, k = 1, .., J resolve o

problema de autovalor (4.13)-(4.14), e conseqüentemente teremos que θk = θk(h) =

4 cos

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J .

Por outro lado, multiplicando (4.13) por hfj e fazendo o somatório de j = 1, ..J

obteremos:

h
J∑
j=1

(fj+1 + fj + fj−1)fj = hθ
J∑
j=1

|fj|2.

Reescrevendo a equação acima

h

J∑
j=1

(fj+1 + fj)fj + h

J∑
j=1

(fj + fj−1)fj = hθ

J∑
j=1

|fj|2.

Usando (4.14) segue que

h
J∑
j=0

(fj+1 + fj)fj + h
J∑
j=0

(fj+1 + fj)fj+1 = hθ
J∑
j=1

|fj|2.

O que implica em

h
J∑
j=0

|fj+1 + fj|2 = θkh
J∑
j=0

|fj|2,

onde θk = θk(h) = 4 cos

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J . �

Agora, estabeleceremos os resultados principais do trabalho.

Teorema 4.0.12 Assuma que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2Lπ2

π2 − αL2
tal que para

todo T > T (γ) existe uma constante positiva C(T, α, γ) tal que a estimativa uniforme a

seguir é verdadeira quando h→ 0.



Gh(0) ≤ C(T, α, γ)

[
−α
4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

|ψj|2dt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt

]
, (4.15)

onde θk = θk(h) = 4 cos

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J e ψ é a solução de (3.12)-(3.14) na

classe das soluções filtradas Ph(γ). Além disso,

(a) T (γ) ↗ ∞ quando γ ↗ 4 e T (γ) ↘ 2Lπ2

π2 − αL2
quando γ ↘ 0;

(b) C(T, γ) ↘ π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2
quando γ ↘ 0.

Demonstração: Partiremos do lema 4.0.5. Assim, somando e subtraindo os termos

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

(ψ′2
j + αψ2

j )dt obteremos

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

[
ψ′2
j +

∣∣∣∣ψj+1 − ψj
h

∣∣∣∣2 − αψ2
j

]
dt+

h

2

J∑
j=0

∫ T

0

(ψ′
j+1ψ

′
j − ψ′2

j )dt +
αh

2

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1ψj + ψ2
j )dt

+ Xh(t)

∣∣∣∣T
0

=
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Reescrevendo a equação acima

TGh(0)+
h

2

J∑
j=0

∫ T

0

(ψ′
j+1ψ

′
j−ψ′2

j )dt+
αh

2

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1ψj+ψ
2
j )dt+Xh(t)

∣∣∣∣T
0

=
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Das condições de contorno segue que

TGh(0)−
h

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψ′
j+1−ψ′

j)
2dt+

αh

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1+ψj)
2dt+Xh(t)

∣∣∣∣T
0

=
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Do lema 4.0.8 temos que

TGh(0)−
Λh3

4

J∑
j=0

∫ T

0

ψ2
jdt+

αh

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1 + ψj)
2dt+ Xh(t)

∣∣∣∣T
0

≤ L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Usando o Corolário 4.0.7 obteremos



TGh(0)−
Λh2

4

(
TGh(0) +

1

2
Yh(t)

∣∣∣∣T
0

)
+
αh

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1+ψj)
2dt+Xh(t)

∣∣∣∣T
0

≤ L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Novamente reescrevendo a equação anterior

T

(
1− Λh2

4

)
Gh(0) + Zh(t)

∣∣∣∣T
0

≤ −αh
4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1 + ψj)
2dt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt, (4.16)

onde Zh(t) = Xh(t)−
Λh2

8
Yh(t). Do lema 4.0.10 segue que

T

(
1− Λh2

4

)
Gh(0)− 2

√
L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1

π2

π2 − αL2
Gh(0) ≤ −αh

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ψj+1 + ψj)
2dt

+
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

E usando o lema 4.0.11 obteremos

T

(
1− Λh2

4

)
Gh(0)−2

√
L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1

π2

π2 − αL2
Gh(0) ≤ −α

4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

ψ2
jdt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt.

Portanto, para Λh2 = γ e λ1 ≥ π2

2L2
na classe de soluções Ph(γ) de (3.12)-(3.14)

teremos a seguinte desigualdade de observabilidade uniforme dada por

Gh(0) ≤ C(T, α, γ)

[
−α
4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

ψ2
jdt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt

]
,

onde

C(T, α, γ) =
π2 − αL2

T
(
1− γ

4

)
(π2 − αL2)− 2π2

√
L2

(
1 +

3γ

8π2

)
− γh2

16

e

T (γ) =

2

√
L2

(
1 +

3γ

8π2

)
− γh2

16
π2

π2 − αL2

1− γ

4

.



�

Analogamente teremos

Teorema 4.0.13 Assuma que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2L tal que para todo

T > T (γ) existe uma constante positiva C(T, γ) tal que a estimativa uniforme a seguir é

verdadeira quando h→ 0.

Fh(0) ≤ C(T, γ)

[
α

4
θk(k)h

J∑
j=0

∫ T

0

|ϕj|2dt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2 dt

]
, (4.17)

onde θk(h) = 4 cos

(
kπh

2L

)
, k = 1, ..., J e ψ é a solução de (3.9)-(3.11) na classe

das soluções filtradas Qh(γ). Além disso,

(a) T (γ) ↗ ∞ quando γ ↗ 4 e T (γ) ↘ 2L quando γ ↘ 0;

(b) C(T, γ) ↘ 1

T − 2L
quando γ ↘ 0.

Demonstração: Iremos proceder com o mesmo racioćınio seguido no Teorema 4.0.12

até a desigualdade (4.16). Assim, obteremos

T

(
1− Λh2

4

)
Fh(0) +Wh(t)

∣∣∣∣T
0

≤ αh

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ϕj+1 + ϕj)
2dt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2 dt,

onde Wh(t) = h

J∑
j=1

ϕ′
j

[
j

(
ϕj+1 − ϕj−1

2

)
+ ηϕj

]
, η =

−Λh2

8
.

É fácil ver que

|Wh(t)| ≤

√
L2 − Λh4

16
+

3Λh2

16λ1
Fh(t).

Logo, para Λh2 = γ e λ1 ≥
π2

2L2
na classe de soluções Qh(γ) de (3.9)-(3.11) teremos a

seguinte desigualdade de observabilidade uniforme dada por



Fh(0) ≤ C(T, γ)

[
α

4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

ϕ2
jdt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2 dt

]
,

onde

C(T, γ) =
1

T
(
1− γ

4

)
− 2π2

√
L2

(
1 +

3γ

8π2

)
− γh2

16

e

T (γ) =

2

√
L2

(
1 +

3γ

8π2

)
− γh2

16

1− γ

4

.

�
Assim, podemos enunciar o resultado principal deste trabalho.

Teorema 4.0.14 Assuma que 0 < γ < 4. Então, existe T (γ) ≥ 2Lπ2

π2 − αL2
tal que para

todo T > T (γ) existe uma constante positiva C(T, α, γ) tal que a estimativa uniforme a

seguir é verdadeira quando h→ 0.

Eh(0) ≤ C(T, α, γ)

[
αh

J∑
j=0

∫ T

0

(u2j + v2j )dt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 dt+ L

2

∫ T

0

∣∣∣vJ
h

∣∣∣2 dt] , (4.18)

para toda solução de (3.1)-(3.4) na classe das soluções filtradas Dh(γ). Além disso,

(a) T (γ) ↗ ∞ quando γ ↗ 4 e T (γ) ↘ 2Lπ2

π2 − αL2
quando γ ↘ 0;

(b) C(T, γ) ↘ π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2
quando γ ↘ 0.

Demonstração: Sabemos que 2Eh(t) = Fh(t) + Gh(t) e ψj = uj − vj e ϕj = uj + vj.

Portanto, segue que



2Eh(t) ≤ C(T, α, γ)

[
−α
4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

ψ2
jdt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2 dt

]

+ C(T, γ)

[
α

4
θkh

J∑
j=0

∫ T

0

ϕ2
jdt+

L

2

∫ T

0

∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2 dt

]

≤ max{C(T, α, γ), C(T, γ)}

[
max{θk}

α

4

J∑
j=0

∫ T

0

(ϕ2
j − ψ2

j )dt+
L

2

∫ T

0

(∣∣∣∣ϕJh
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ψJh

∣∣∣∣2
)
dt

]
,

e sabendo que max{C(T, α, γ), C(T, γ)} = C(T, α, γ) e max{θk} = 4, k = 1, ..., J

obteremos a desigualdade de observabilidade uniforme

Eh(0) ≤ C(T, α, γ)

[
2αh

J∑
j=0

∫ T

0

ujvjdt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 dt+ L

2

∫ T

0

∣∣∣vJ
h

∣∣∣2 dt] .
E usando a Desigualdade de Young no termo cruzado ujvj obteremos

Eh(0) ≤ C(T, α, γ)

[
αh

J∑
j=0

∫ T

0

(u2j + v2j )dt+
L

2

∫ T

0

∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 dt+ L

2

∫ T

0

∣∣∣vJ
h

∣∣∣2 dt] .
O que conclui a demonstração. �



Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Iniciamos este trabalho fazendo uma descrição dos resultados matemáticos consolida-

dos na literatura que versam sobre o problema de observabilidade (na fronteira) numérica

de esquemas numéricos em diferenças finitas e em elementos finitos quando aplicados ao

problema de observabilidade da fronteira da equação de ondas unidimensional. Assim a

principal conclusão a respeito dessas abordagens numéricas diz respeito a perda de ob-

servabilidade numérica para os esquemas numéricos semi-discretos mais usuais como é o

caso das diferenças finitas e dos elementos finitos clássico, usando as funções de forma

lineares. Este tipo de patologia numérica já tinha sido observado experimentalmente e

evidenciado nos trabalhos de R. Glowinski, Lions e outros no ińıcio dos anos 90. Somente

em 1999 com o trabalho de Infante e Zuazua é que se faz uma análise numérica apurada

do porquê desta perda de observabilidade numérica e também a caracterização de uma

classe de soluções numéricas que são numericamente observáveis. As conclusões por eles

tiradas são de grande importância para a análise de observabilidade e controlabilidade de

esquema numéricos, principalmente com a relação que eles guardam com o contexto da

estabilização de sistemas hiperbólicos com dissipações fracas.

Todo esse contexto possibilitou uma série de novas investigações no campo da análise

numérica, principalmente com a análise de métodos numéricos mais eficientes para se re-

produzir o problema da observabilidade numérica. Nesta direção, nosso trabalho se baseia

nesses resultados, porém realizados sobre um sistema hiperbólico acoplado de equações de

67
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onda. Nossas conclusões de um modo bem amplo, é que esquemas numéricos como dife-

renças finitas não são robustos o suficiente em reproduzir o problema da observabilidade

da energia. Assim, conseguimos identificar a perda de observabilidade numérica para as

equações semi-discreta de ondas acopladas e, paralelamente, conseguimos identificar uma

classe de soluções numéricas que são observáveis.

Como continuidade deste trabalho, objetivamos relacionar a observalidade numérica

com problemas de estabilização para modelos numéricos fracamente dissipativos, como

por exemplo, problema com dissipações pontuais ou localizadas. Outras metodologias

numéricas também podem ser investigas para tratar a questão da observabilidade uni-

forme. Destacamos as seguintes:

1. Elementos finitos clássicos;

2. Método ”θ” em diferenças finitas;

3. Desigualdade do tipo Ingham;

4. Método de duas malhas;

5. Regularização de Tychonoff.

Citamos a referência [1] para a descrição de uma série de métodos que são usadas para

o controle ou eliminação das soluções numéricas espúrias.

Outra questão pertinente, diz respeito ao problema de controle associado a desigual-

dade de observabilidade que constrúımos.
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