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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é fazer uma andalise mateméatica de modelos gover-
nados pela equacao de Cahn-Hilliard. Essencialmente, a equacao de Cahn-Hilliard descreve
fenomenos de mudanga de fase para sistemas conservativos. Foi introduzida, em 1958, por
Cahn e Hilliard para descrever a separacao de fase de sistemas binarios como ligas e misturas

de polimeros.

Investigaremos, principalmente, dois modelos: o modelo Cahn-Hilliard classico e o
modelo Allen-Cahn/Cahn-Hilliard para sistemas mesoscépicos. Para melhor compreensao
da equagao Allen-Cahn/Cahn-Hilliard, investigaremos separadamente a equacao de Allen-

Cahn.

Todos os modelos foram tratados pelo método de Faedo-Galerkin, que é uma potente
ferramenta tedrica e numérica. Para ilustrar a versatilidade desta abordagem apresentaremos
um exemplo numérico da equagao de Cahn-Hilliard unidimensional, acoplando ao método
de Faedo-Galerkin, o método da decomposicao de Adomian para resolucao de equacoes
integrais de Volterra. Este exemplo foi tratado por P. Rebelo no artigo [17]. Os resultados

foram implementados com o aplicativo mateméatico MAXIMA.

Palavras-chave: Equacao Cahn-Hilliard, Método de Galerkin, Decomposicao de Adomian



Abstract

The main objective of this work is to make a mathematical analysis of models governed of
the Cahn-Hilliard equation. Essentially, the Cahn-Hilliard equation describes phase change
phenomena for conservative systems, and was introduced in 1958, by Cahn and Hilliard, for

to describe the phase separation of binary systems like alloys and polimers mixtures.

We investigated, principally, two models: the classic Cahn-Hilliard model and the
Cahn-Hilliard /Allen-Cahn model for mesoscopic models. For better understanding of Cahn-
Hilliard /Allen-Cahn equation we investigate the Allen-Cahn equation separately.

All the models were treated by the Faedo-Galerkin method, which is a powerfull theorical
and numerical tool. We illustrate the versatility of this approach with the help of one-
dimensional Cahn-Hilliard equation. We solve these example by using Galerkin method
with Adomian Decomposition method for Voterra integral equations. This example was
treated by P. Rebelo in the paper [I7]. The results were implemented using the computer
algebra system MAXIMA.

Key Words: Cahn-Hilliard equation, Galerkin Method, Adomian Decomposition Method
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Introducao

Este trabalho trata de uma analise matematica das equacoes de Cahn-Hilliard e Allen-
Cahn/Cahn-Hilliard. Estas equacoes diferenciais descrevem modelos de campo de fase do
tipo interface difusa. A principal idéia do método de interface difusa é supor que a interface
tem uma espessura, embora fina, e pode ser considerada uma regiao interfacial, na qual
as quantidades fisicas variam de modo continuo. Um exemplo importante de modelos de

interface difusa sao os chamados modelos de campo de fase.

Nos modelos campo de fase, a mudancga de fase é descrita por uma fungao, chamada
campo de fase ou parametro de ordem, que é uma funcao continua do espaco e do tempo. A
posicao da interface é dada por um valor constante da funcao campo de fase e a equacao de
evolucao desta funcao é definida em todo o dominio, ou seja, nenhuma condicao é imposta
na interface. Por exemplo, em solidificacao considera-se uma funcao ¢(x,t), cujos valores
indicam a fase do material: para p(x,t) = 1, a fase é sdlida; para ¢(x,t) = —1, a fase é
liquida, para —1 < ¢(x,t) < 1, a fase é misturada e a interface localiza-se em ¢(x,t) = k,
-1<k<l

Quando ¢(z,t) indica somente a fase é um parametro de ordem ndao conservativo. Porém,
em alguns processos de mudanca de fase, como por exemplo, solidificacao de ligas binarias
ou mistura de dois fluidos, ¢(z,t) pode representar a concentragio de uma das substancias,

e neste caso é um parametro de ordem conservativo.

12



Fundamentalmente, esta formulagao usa a energia para descrever as fases do processo,
ou seja, considera-se um funcional energia livre com dois tipos de contribuicoes da energia:
uma parcela dependendo do gradiente do campo de fase (e que basicamente fornece a energia
acumuladas na interface) e outra correspondente a densidade de energia potencial. Este

funcional é conhecido como funcional energia Ginzburg-Landau e é dado por

E(p) := /Q %IVs@IQ + f(p) dx

com ¢ uma constante que define a espessura da interface.

Se o parametro de ordem ¢ representa a “concentracao” de alguma substancia entao pelo
principio da conservagdo de massa, a massa total do sistema é conservada (desde que néo
haja fluxo de massa pela fronteira). Neste caso, postula-se que o fluxo de massa associado
a ¢ (representado por j) é proporcional ao gradiente da for¢a termodinamica generalizada

(dada pela 1% variagdo do funcional energia), ou seja,
dp oE
_— = —d i 1= — 6 —_— . 1
5 ivj, j=-m(p,0)V (5s0> (1)

Para o caso nao conservativo, postula-se que ¢ é proporcional a for¢ca termodinamica

generalizada, ou seja,

dp oE
— =—M(p,0)— 2
o= —M(p.0)5 )
E - . . . : - o
com 50 a 1* variagao do funcional energia, m e M fungoes coeficientes (fungoes positivas).
2
Calculando a 1% variagao do funcional energia E(y) obtemos
0E  Of 9
— =L _E2A0p. 3
PE @ (3)

Considerando M e m constantes iguais a 1 e o potencial de densidade de energia um
potencial de “pogo duplo”, dado por

(p? — 1)

fle,0) = =

13



torna-se

oF 3 9
— = -’ —EAp. 4
5, P Ay (4)
Substituindo em e obtemos
e 2 3.
o = Ao —ph (5)
0
= A€ 0p+ " — ). (6)

ot
A equagao é conhecida como a equacao de Allen-Cahn (ou equagao de Ginzburg-
Landau) e a equagao @ é conhecida como a equagao de Cahn-Hilliard.

Para completarmos a formulacao dos problemas descreveremos as condicoes de fronteira

e inicial. Assim, obtemos

(

g_i:o em 99 x (0,7), (7)
\ o(x,0) = po(x) em .
( g_f:A” em € x (0,7),

p=—8Ap+ 9> —p em Qx(0,7),

Op B ol B
@_77_07 an =0 em O0f) X (0,T),
o(z,0) = po(x) em €.

\

Os detalhes destas formulagdes podem ser encontrados em [Il, B, [16] e nas referéncias

citadas nestes trabalhos.

Além destes problemas, tratamos também o modelo chamado equagdo de Allen-Cahn/Cahn-
Hilliard. Este problema foi analisado por G. Karali e Y. Nagasse em [I3] e modela sistemas

mesoscopicos de adsor¢ao/dessorgao.
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Sistemas mesoscopicos sao sistemas com uma das dimensoes na mesma ordem de gran-
deza de algum de seus comprimentos. Nestes sistemas as propriedades fisicas podem diferir
significativamente daquelas observadas em escala macroscépica. O estudo de tais sistemas é
importante em diversas aplicagoes tais como modelos adsor¢ao/dessor¢ao, modelos de reser-
vatorios naturais de petrdleo, na limpeza de dejetos, na clarificagao de produtos, na industria
farmacéutica, entre outros.

Sor¢ao refere-se a acao de ocorrem simultaneamente absorcdo e adsor¢ao. A absorcao é
a incorporacao de uma substancia de um estado para outro (por exemplo, liquidos de serem
absorvidos por um sélido ou gases de ser absorvidos por um liquido). Adsor¢ao é um processo
de separagao no qual certos componentes de uma fase fluida (gas ou liquido) sao transferidos
(adsorvidos) para a superficie de um sélido adsorvente. Dessor¢do é o processo de retirada
de substancia(s) adsorvida(s) ou absorvida(s) por outra(s). O processo de adsorgao sélido-
liquido explora a capacidade que certos sélidos apresentam em concentrar na sua superficie

substancias especificas presentes em solugoes aquosas.

Estes problemas sao formulados como problemas com interfaces. Por exemplo, num
sistema constituido por agua e hidrocarbonetos em condigoes tipicas de reservatérios de
petroleo, verifica-se que o sistema pode apresentar trés fases: uma fase aquosa, uma fase

liquida organica e uma fase gasosa, com interfaces em posicoes definidas.

Sistemas mesoscopicos sao modelados por (veja [13])

ou OF
i V. <,u(u)V (E)) 9)
com u(x,t) a fungdo campo de fase e u(-) a mobilidade. O funcional energia é dado por
F(u) = %//J(’I‘ — z)u(r)u(x) drdz + / %u In(u) + (1 —w)In(l —u)dr

com J o potencial energia do sistema.

Considerando algumas simplificagoes (que nao detalharemos) no potencial de energia J,

a equagao @D pode ser aproximada pela seguinte uma versao da equagao de Allen-Cahn com

15



difusdo nao linear:

% = M(u)Au+ ap(l —u — oque *"). (10)

Destacamos que f(u) =1—u— oy ue 2" é a derivada (com relagao a u) de um tipo de

potencial de “pogo duplo”.

Por outro lado, para o modelo com difusao, podemos aproximar o funcional energia F'

pelo funcional energia Ginzburg-Landau F, ou seja,
Ehio 12 _
F(u) ~ T|Vu] + Ws(u) dr = E(u) (11)

com o potencial “pogo duplo” Wj(-) dado por

Ws = ?u(l —u) + %(u In(u) + (1 —u) In(u))

para 8 > 4/.J.

Substituindo F' por E na equacao @D obtemos a equacao de Cahn-Hilliard para pu(u) = 1:

e (v (12)). a2

Note que, as equagoes de Allen-Cahn e Cahn-Hilliard descrevem os modelos mesoscopicos.
Para o caso especial de modelos mesoscopicos de adsor¢ao/dessorgao tem-se

8u_

57 = ECAAu+ W (u)) + Au—W(u) (13)

com W (-) um potencial de “pogo duplo” com minimos em +1.

O termo Cahn-Hilliard em (13| corresponde ao processo de difusao e o termo de Allen-
Cahn ao processo de adsorc¢ao/dessorgao. Neste trabalho usaremos o potencial de “pogo

duplo”
(¢?* —1)°

W) = £

16



Assim, o modelo Allen-Cahn/Cahn-Hilliard ¢ dado por

(
%:—§2A(Au—u3+u)+(Au—u3+u):0 em € x (0,7),
ou  O0Au
oI 14
o o 0 em Qx (0,7), (14)
\ u(z,0) = up(x) em Of.

com &2 a constante de difusao do sistema.

Para mais detalhes sobre a formulacao consulte ([12] [13]) e as referéncia citadas nestes

trabalhos.
O trabalho foi organizado do seguinte modo:

No capitulo [1| descreveremos as notagoes, os espacos funcionais e alguns dos resultados

classicos da teoria das equacgoes diferenciais que serao usados no trabalho.

No capitulo [2| provaremos existéncia de solucao para o modelo Cahn-Hilliard , apli-
cando o método de Faedo-Galerkin. Este modelo apresenta nao lineares bem complicadas,
pois temos que tratar o bi-laplaciano, o laplaciano do potencial f(u) e o laplaciano de uma
nao linearidade ctbica. Por causa destas nao linearidades, precisaremos trabalhar com um
subespaco do espaco de sobolev H?({2) e suas principais desigualdades de interpolagao.

No capitulo |3 provaremos existéncia de solugao para o modelo Allen-Cahn/Cahn-Hilliard
(14), aplicando o método de Faedo-Galerkin. Para melhor compreensdo, provaremos
existéncia de solucao para o modelo Allen-Cahn . Como as principais dificuldades da
equacoes de Allen-Cahn e Cahn-Hilliard foram tratadas separadamente, a analise mateméatica
do modelo de Allen-Cahn/Cahn-Hilliard ¢ apenas uma adaptacao de todos estes resul-

tados.

No capitulo [4] apresentaremos o exemplo numérico governado pela equagao de Cahn-
Hilliard unidimensional, tratado por P. Rebelo no artigo [I7]. Seguindo este autor, usaremos

o método de Faedo-Galerkin acoplado ao método de decomposicao de Adomian. Para melhor

17



compreensao, faremos uma breve introdugao do método de decomposicao de Adomian para
resolucao de equacoes integrais de Volterra. Os resultados foram implementados com o

aplicativo MAXIMA.

18



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos as notagoes, os espacos funcionais e alguns dos resultados

classicos da teoria das equacgoes diferenciais que serao usados no trabalho.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

As seguintes notacoes serao usadas no trabalho:
R"™ representara espaco euclidiano n-dimensional.
) é um aberto limitado do R™ com fronteira 0.
Q=0 x(0,7) é um cilindro
S = 0 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.

n
(%) representara o operador gradiente.
v/ 1=1

n 2
A = Z 83} epresentara (¢} operador Lap1a<31ano
=1

19



As derivadas parciais serao representadas por v/ = — e Diu=—,i=1,...,n.

g é o somatdrio sobre todos os possiveis j.
)

" 1/2 n o\ 1/2
0
lz| = (;Zl xf) e |Vu| = (E (&Z) ) ¢ norma euclidiana de z € R™ e do vetor

i=1

gradiente.

No que segue, vamos considerar 0 < T' < oo, B um espago de Banach qualquer com

norma || .|| ; e apresentar a defini¢ao de alguns espagos funcionais:

C™(Q2) é o espago das fungoes com todas as derivadas de ordem < m continuas em €2 (m

inteiro positivo ou m = 00).

D(R2) ¢ o espago vetorial das fungbes em C*°(£2) com suporte compacto em §2 e D'(2) o

seu dual. Também usaremos os espagos D(0,7") e D'(0, 7).

L1(Q) é o espago de Banach das (classes de) fungoes u(z) de €2 em R mensurdveis (no

sentido de Lebesgue) e g-integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada por

1/q
|mmmn:(/W@W¢Q (1<q< o0,
Q

[[ull (@) = ess sup fu(w)] (g = o0).

W™P(Q) é o espaco de Banach (com m inteiro) das fungoes u(z) em LP(§2) com derivadas
generalizadas (no sentido usual) de ordem < m que pertencem a LP()) e cuja norma é dada

por
m
lullwma@y =D > (D5t oy -
=0 (j)

WP(Q2) representard o fecho de D(Q) em W™P(Q).

20



Observacao 1.1 Para o caso particular de p = 2, a notag¢ao dos espacgos de Sobolev serd

Wm2(Q) = H™(Q) e W)™ (Q) = H ().

Definigao 1.1 Para 1 < p < o0, o dual de W™P(Q), representado por (W™P(Q))', € o
conjunto dos funcionais lineares definidos em W™P(Q). Pode ser caracterizado como o

completamento de L4(S)) com relagdo a norma

][ -mq = sup{| <u,v > |3 u € W™P(Q), ||ullwmre) <1}
1 1
para — + — = 1.
p g
Seja W~™4(Q)) o espago das distribuigdes T € D’'(Q2) tal que
T= Y (-1elp°T, (1.1)
0<]|a|<m
com T, (¢) =< ¢,v, >, Vo € D(2). Claramente, W~"9(Q2) é separavel e reflexivo para
1 <p<oo.

Proposigao 1.1 (W;"7(Q)) = W—™1(Q).

Observagao 1.2 Para o caso particular de p = 2, a notagdo dual topoldgico serd W—"2(Q2) =

H™(Q).

No que segue, apresentaremos os espacos usados na analise de problemas de evolucao.

Uma funcao vetorial é uma fungao ¢t — w(t) que para cada t € (0,7") associa um elemento
do espago de Banach X. Dizemos que w : (0,7) — X é fortemente mensuravel se a funcédo

t — |Jw(t)||x é mensuravel.

Definigao 1.2 Representamos por LP(0,T;X), com 1 < p < oo o espago de Banach das

(classes de) fungoes vetoriais u : [0,T] — X, fortemente mensurdveis tal que a fungao
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t— ||u(t)|x (definida q.s. em [0,T]) é p-integrdvel , com norma dada por

1/
([ lutas) ™ se 1p<oc
Q

[ullzeor,x) =

ess sup |lu(t)llx se p=oo.
0<t<T

Definicao 1.3 C([0,T]; X) € o espago de Banach das fun¢oes u : [0;T] — X continuas,

cuja a norma € dada por ||ul|cqor)x) = ti%% llu(t)] x-

1.2 Resultados auxiliares

A demonstracao dos resultados desta segdo pode ser emcontrada em [2) [6, [15]:

Proposicao 1.2 Se Q for um subconjunto limitado bem regular do R™, entio D(Q) € denso

em H™(Q), isto € para cada funcdo uw € H™(S2) existe uma sequéncia de fungoes uiem D(Q)

tal que up — wu.

Teorema 1.1 (Teorema de Green) Seja 2 C R"™ um aberto de classe C e u,v € H'(R).

Entao
ou

Q Ox;

ov
U

vdr 1=1,---.n
Q 81‘1 ’ ’

do= /6 ualo) ds

com Yo 0 operador traco.

~ . . 1 1 .
Proposicao 1.3 Sejam 1 < p < o0, 1 < q < o0 tais que — + — = 1. Entdao, up, — u em
p q

LP(Q) se e somente se
/uk(x)v(x) dx—)/u(x)v(x) dr, Yve LI(Q).
Q 0

Proposicao 1.4 Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo e fi, = f em L®(0,T,X) entio
fe = f em L*(0,T, X).
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1.2.1 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.2 Seja Q0 um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes imersoes sao

continuas:
WN(Q) € I¥(Q) parap<n, p*=np/(n—p),

Whr(Q) C LU(Q)  parap=mn, Vg€ [p,+00),
WhP(Q) C L>(Q) para p > n.

Teorema 1.3 Seja Q um aberto limitado de classe C'. Entdo as sequintes imersoes sao
compactas:

WhP(Q) C L) parap <n, Vq€[l,p*),

WhP(Q) C L) parap=n, Vq€ [p,+00),

Whr(Q) c C(Q)  parap > n.
com p* =np/(n —p).

s

Teorema 1.4 Sejam r,s € N. Se 1 <r < s < oo entdo a imersao de H*(2) em H"(Q)) é

continua.

1.2.2 Algumas desigualdades
Destacamos algumas desigualdades que serao muito utilizadas ao longo de nosso estudo.

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e 1 < p,q < oo tais que

— 4+ — =1, entao
P q
ab b
ab< — + —
p q
Uma versao equivalente a essa desigualdade é que tomando a,b,p e g sob as mesmas

hipéteses, temos para todo € > 0 que

q
ab < ed? +

(ep)7q
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Proposicao 1.6 (Desigualdade de Hoélder) Seja 1 < p,g < oo com
u e LP(QQ) ev e LI(Q) entdo

Sl
+
Q=
I
—
N
)

/Q\uv| dx < ||U||LP(Q)||UHLQ(Q)

Proposicao 1.7 (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 < p < oo e u,v € LP(Q),
entao

[+ vllLe@) < llullze@) + [0l
Essa tltima possui uma versao analoga para os espagos W(Q).

Proposicao 1.8 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Seja Q@ C R" um dominio
limitado com O de classe C?. Sejam m,j € Z e 1 < p,q,r < oo. Entdo para toda
u € W) N LYK, existe C > 0 tal que

1D ul| ey < Cllullfypmllull ooy (1.2)
desde que 0 < |j| <m —1 604:M e
m
1 ] 1 m 1
—:m—l—a(———)—l—(l—a)— (1.3)
r n P n q

Sem — |j| — % € um inteiro ndo - negativo, entdo 1} vale.

Proposicao 1.9 (Desigualdade de Gronwall) Sejan(.) uma func¢ao absolutamente continua

nao negativa em [0,T], que satisfaz, parat q.s, a desigualdade diferencial

1'(t) < o()n(t) + ¥(t),

em que ¢(t),V(t) sao fungdes integrdveis nao negativas em [0,T]. Entao

) < B0 [a(0) + p(s)ds], (14)

para todo t € [0,T.

24



1.2.3 Os subespagos HZ () e H, (Q)
Nesta subsegao trataremos dos subespagos HZ.(Q2) e Hy (Q) (veja [19]).

Definicao 1.4 Considere os sequintes subespagos:
2 2 du
H(Q)=<queH (Q);a—:() em 0Q ¢,
U]

8u aAu

4 _ 4 .

—— =0em 39}

com respectivas normas

[ullz2 ) = {HAUHQLQ(Q) + 771HUH%2(9)} ;

l

[SIE

lllig o = {IA%ulEa ) + mellulaiey }

para ny > 0 e ng > 0.

Os espacos HZ(Q) e H:(Q) sdo espagos de Hilbert e temos a seguinte equivaléncia, que

serd muito usada no trabaho.

Proposicao 1.10 (Equivaléncia das normas) Asnormas Hu||ch(Q) e HuHH}z}C(Q) $G0 equiva-

lentes as normas ||u| g2y e ||ullgs@), respectivamente.

Demonstragao: Para mostrarmos que as normas em dois espacos normados X e Y sao
equivalentes, devemos mostrar que existem constantes M, N > 0 tais que |Ju|lx < M|ully
e |lully < Nlul|x. Para isso, seja u € H?(Q) N HZ(Q), entao pela defini¢io da norma em

HZ.(2), temos que
e o) = 1 Aulagey + m1llelagey < A0l + Vel + mlulagy
Tomando M = max{1, 7}, obtemos

||U||?1§C(Q) < M<||AU||%2(Q) + ||VU||%2(Q) + ||U||%2(Q)) = MH”H?{?(Q)
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Logo, [lullmz @ < VM ||ull ).
Para mostrar a segunda desigualdade, utilizaremos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

1
Tomando em 1} r=q=p=m=2¢ j = 1,obtemos paran =1,2,3 que a = o logo,

1 1
IVullrz0) < llull o lwll 20

Logo, elevando ao quadrado e utilizando a desigualdade de Young com p = ¢ = 2, obtemos

que

1 1
||VU||%2(Q) < ||U||H2(Q)||U||L2(Q) < —||U||§J2(Q) + 5”“”%2(9) (1.5)

Assim, utilizando ([1.5)), obtemos que

1 1
HUH%&(Q) = HAUH%Q(Q) + HVUH%Z(Q) + HUHZL%Q) < HAUH%Q(Q) + 5””“?{2(9) + 5”“”%2(9)

+ ||U||%2(Q)
Portanto,
Lo 2 32
§||u||H2(Q) < [[Aul[z2(q) + §||U||L2(Q)

Enfim, obtemos que

3
ol < 2 (18Ul + 3lullae ) < 2Nl e

o que implica que [ulgz() < Nllullgz (). Assim, temos que as normas em H*(Q2) e H.(Q)
sao equivalentes.

Para provarmos a segunda parte da proposicao, procederemos de forma analoga. Entao,
seja u € HY(Q) N HL(Q) e assim,

o) = [A%l72q) + mllulzq)
[[ul 1)

1A ul|Ea ) + IV AUz q) + [ Aul L2 + I VullZaq) + melluliz g

IN

IN

MH“H%I‘*(Q)
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com M = max{1,n.}. Assim sendo, temos que |ul|g1 ) < VM |ul|g1@).
Agora, utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, com p=qg=r=2, m =4, e

para n = 1,2, 3, obtemos que

3 1

IVAull2@) < llull g lullz2q) (1.6)
1 1

[Aullz2@) < llullfagyllull 22 (1.7)
1 3

IVullzz@) < llullfagllull 22 (1.8)

Elevando as desigualdades (1.6)) — (1.7) — (L.8)) ao quadrado e utilizando a desigualdade de

Young das formas indicadas abaixo, obtemos as seguintes desigualdades

4 1 1 27
p=5,q=4¢e=5 — HVAUH%Q(Q) < _Hu”%‘l(ﬂ) + _HUH%Q(Q) (1.9)

3 4 4 4
—9g=2e—1 Aulay < 2lull? 2 1.10
p=4,q9=4¢= 1 = | U||L2(Q) = 4HU||H4(Q)+||U||L2(Q) (1.10)

4 1 1 3
p=4,q= 5,6 =1 — HAUH%2(9) < _HUH%M(Q) + ZHUH%Q(Q) (1.11)
Logo, utilizando (1.9) — (1.10)) — (1.11)), obtemos que
HUH?ﬂ(m = HA2UH%2(Q) + ||VAUH%2(Q) + HAUH%%Q) + HVUH%?(Q) + HUH%Q(Q)

1 27 1 1
< ”AQu”%?(Q) + Z”“H?ﬂ(ﬂ) + ZHUH%Q(Q) + Z”U“fm(m + ”UH%2(9) + ZHUH%{‘l(Q)
3
+;l||u||iz(g) + [lullZz
3 19
< ||A%u]|Z2 ) + ZHUH%M(Q) + 7““”%2(9)

Logo,
1 19
1”“”%{4(9) < ||A2u||2L2(Q) + ?HUH%Q(Q)

O que implica que

19
ull3s 0y < 4 <||A2u|\im) + 7||u||im)) = 4llullFs (o)

Portanto [|ul| i) < Nllullx2 ) 0 que mostra que as normas em H*(Q) e H; (Q) sdo equiva-

lentes. [ |
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1.2.4 A derivada generalizada de funcoes vetoriais

Nesta subsecao apresentaremos algumas das propriedades bésicas dos espagos funcionais

que serao utilizados para o nosso estudo de problemas de evolucao.

Sejam H um espaco de Hilbert e V' um espaco de Banach reflexivo sendo (-, ) g, || - ||l&
e || - [[v o produto interno e a norma de H e || - ||y a norma de V respectivamente. Sejam
também H' e V' os espagos duais de H e V respectivamente, com | - ||, a norma de V.

Representamos o par de dualidade (-, -)y/«y por (-, -). Suponhamos que V' < H com imersao
densa e continua. Identificando H como o seu dual H' pelo Teorema de Representagao de
Riez temos que H pode ser identificado como um subespacos de V' e as seguintes inclusoes
sao densas e continuas:

Ve HEH < V.
Observe que, para h € H e v € V tem-se
<h, U>V’><V = (h, U)H. (112)

Mais precisamente, cada h € H corresponde via ((1.12)) a um funcional linear e continuo
h definido em V, isto é, h € V'. Além disso, a aplicacdo h — h de H em V é linear, injetiva
e continua. Assim podemos identificar h com h. A seguir apresentaremos o conceito de

derivada fraca de uma fungao vetorial.

Lema 1.1 Seja X um espago de Banach e X' seu dual. Sejam u e g fungoes de L'(a, b; X).

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) u € ¢.s. igual a primitiva de g,
t
u(t) :§+/ g(s)ds, €€ X, q.st € [a,b];

(ii) Para cada ¢ € D(a,b),

/abu(t)w’(t)dt = —/abg(t)<p(t)dt, (so’ _ %f) ;
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(iii) Para cada n € X' ;
o u(t) = (o, 0(0)

no sentido das distribuicoes sobre (a,b).
Em vista do Lema [I.1] podemos enunciar a seguinte definigao:

Definicao 1.5 A funcdo g dada no Lema ¢ chamada deriwada fraca de u e serd repre-

sentada pelos simbolos usuazis, isto €,

g:u/:d—u

dt’

Teorema 1.5 Se 1 < p < oo e V € reflexivo ou V' € separdvel, entao (LP(0,T;V)) ~

/ 1 1
P (0,7;V"), —+ = = 1. Além disso, se 1 < p < oo eV € reflevivo entdo LP(0,T;V) ¢é
b D

reflexivo.
O espago W(0,T,V,V’)
Seja 0 < T' < oo um numero real fixo. Considere o seguinte espaco de Banach:
W(,T;V, V') = {ue LP(0,T;V);u' € L (0,T;: V')}

CO11l norma

lullw = llellzeo vy + 14l o297y

Proposicao 1.11 Sejam V' um espaco de Banach e H um espaco de Hilbert tais que V —
H — V. Entao:

(1) A seguinte imersao W(0,T;V, V') — C([0,T]; H) € continua. Ou seja, toda func¢do
u€ W(0,T;V, V") € igual q.s a uma fun¢ao continua com valores em H. Além disso

Ljull, = (o) uhvew
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(ii) Sejam u,w € W(0,T : V,V’). Entio vale a sequinte férmula (de Green)
/OT<U’(t>7w(t)> + (w'(t), u(t))dt = (u(T), w(T))n — (u(0),w(0))n
(iii) Sew e W(0,T;V,V") entio
(W' (t), vy = %(u(t),v)H em D'(0,T)

para todo v € V.

O proximo teorema tem um papel fundamental neste trabalho.

Teorema 1.6 (Aubin-Lions) Sejam By, B e B; espacos de Banach reflezivos tais que

By C BC By, By — B € compacta e B — By € continua. Sejam 1 <p<ocoel <g<ooe
W(0,T, By, B1) = {u € LP(0,T; By);u' € LY(0,T; By)}.

Entao, W(0,T, By, By) — LP(0,T; B) é compacta.

1.3 Resultados de equacoes diferenciais ordinarias

Nessa secao vamos enunciar um resultado muito importante da teoria de EDO’s, que é
uma ferramenta fundamental na aplicacao do método de Galerkin. Todos os resultados desta

segao podem ser encontrados em [§].

Defini¢ao 1.6 (Fungao de Caratheoddry) Seja 2 C R™ aberto. Dizemos que a funcao

[ QO XxR™ =R € uma funcao de Caratheodory se satisfaz as sequintes propriedades:
(i) A fungao x — f(x,y) é mensuravel para todo y € R™ fizxo;

(i1) A fungao y — f(x,y) € continua para quase todo x € Q firo.
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Denotaremos por CAR (£2 x R™) o conjunto das fun¢des de Caratheoddry.

Lema 1.2 Sejam p,q € [1,00), h € CAR(2 x R™). Se existe uma fungdo g € L1(S2) e uma

constante ¢ € R tais que

Bz, y)| < g(x) + ) |l gs.x € Q VyeR" (1.13)

=1

Entao h(z, ¢i(x), pm(z)) € CAR(Q x R™) para toda ¢;(x) € LI(N), 1 <i<m.

Teorema 1.7 (Caratheoddry) Sejam D C R™ aberto, f é uma funcao de Caratheoddry
e U um compacto de D. Se [ satisfaz a condi¢ao com (t,y) € U entdo existe um
intervalo I e uma fungdo continua y(t) tais que (t,y(t)) € D, ¥Vt € I e y(t) satisfaz o
problema

y' =St y(t))

1.14
y(O) =Y ( )

Corolario 1.1 (Prolongamento de Solugao) Sejam D = [0,T] x Q e f uma funcao de
Caratheodory. Seja y(t) uma solugdo de (1.14]) definida no intervalo 1. Se |ly(t)|| < M,
Vt € I e M independente de t. Entdao y(t) possui um prolongamento em [0, T)].

1.4 Método de Galerkin

Para resolvermos uma equacao de operadores F'u = y definida no espaco de Banach B
podemos considerar problemas aproximados Fj,u,, = y,, em subespacos B,, com dimensao
finita.

Se as sequéncias (F,) e (B,,) convergem, em algum sentido, para F' e B, respectivamente,
entao gostarfamos de obter da sequéncia de solugoes aproximadas (u,,) de Fpu, = Y, em

B,, uma subsequéncia (u,,,) convergindo para a solugdo de Fu = y em B. Por exemplo,
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se B ¢ um espaco de Banach com base (wy)52; podemos considerar B, o subespago gerado
pelas m primeiras fungoes de (wg)2,, ou seja, By, = [wy, Wa, . .., Wy,).
m
Sejam P,, : B — B,, projecoes definidas por P,u = g TpWE = U, entao, consideramos

k=1
o seguinte problema aproximado em B,,:

F,u,, = P,y para u,, € B, (1.15)
com I, = P, F.

O sistema ((1.15)) é chamado método ou aprorimacdo de Galerkin da equacao Fu = y.

Portanto, aplicando o seguinte resultado de compacidade fraca para espacos de Banach

reflexivos obtemos um algoritmo para resolugao do problema Fu = y.

Teorema 1.8 (Teorema de compacidade fraca) Seja B uma espago de Banach refle-
zivo. Se a sequéncia (wy)52, C B € limitada entdo existem u € B e uma subsequéncia

(up,; )32, de (wy)pe, tais que ugp, — u.
Em resumo,
1. Mostrar que o problema aproximado ([1.15)) tem uma tnica solugdo para cada m fixo;

2. Determinar estimativas a priori da sequéncia de solugoes (u,, ), ou seja, obter ||u,,|| < C
com C' > 0 uma constante que independe de m, e portanto, obter uma subsequéncia

(4m;) que converge fracamente para u;

3. Usar as propriedades de F', do espaco B e do esquema de Galerkin para mostrar que
u € solucao do problema original, ou seja, mostrar que F,u,, = P,y — Fu =y, em

certo sentido.

Chama-se método de Faedo-Galerkin o método de Galerkin aplicada a problemas de
evolugao. Foi proposto por Sandro Faedo [9], trinta e quatro anos apds B. Galerkin [10]

publicar o seu método.

32



Para mais detalhes sobre o método de Galerkin e suas variantes consulte [4].
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Capitulo 2

Equacao de Cahn-Hilliard

Nesse capitulo provaremos a existéncia de soluc¢ao da equacao de Cahn-Hilliard usando

o método de Faedo-Galerkin. Especificamente, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Suponha que ug € H*(?). Entdo existe uma solugdo
we C([0,T]; L*(Q)) N W(0,T; Hy, (), (H(Q)))

que satisfaz

%+§2A(Au—u3+u) =0 em Qx(0,7), (2.1)
ou  O0Au
= By = 0 em 09 x(0,7T), (2.2)
u(z,0) = ug(x) em S (2.3)

Para facilitar a compreensao, dividimos a demonstracoes em secoes. Iniciaremos com a

formulagao fraca do problema (2.1))-(2.2))-(2.3]).
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2.1 Formulacao Fraca

Para obtermos a formulacao fraca de ([2.1)-(2.2)-(2.3)), consideremos u(z,t) uma solucao
cldssica do problema e associe a esta solugio a seguinte aplicacio u : [0,7] — C*(Q).
Notamos que para cada t € [0, 7], u(z,t) associa um elemento u(t) de C*(€2). Desta forma,

escrevemos ([2.1)) do seguinte modo:

015_(;) + EA(Au(t) — ud(t) +u(t)) = 0. (2.4)

Multiplicando a equacao (2.4) por ¢ € D(Q) e integrando em 2, obtém-se

U0 s+ €2 /QA<Au<t)>w dx — ¢’ /QNug(t) —u()y = 0. (2:5)

Q
Analisamos cada termo de (2.5) separadamente. Como u(x,t) é uma solugao classica do
problema (2.1)-(2.2))-(2.3), entao segue que

Ou(t) _d

Para o segundo termo, utilizamos a férmula de Green classica para obter

/Q A(Aut))i dx = /a (Bu(t) b ds - / V(Au(t). Ve dx. (2.7)

Q

Segue da condigao ([2.2)) que

B OAu(t)
/m V(Au(t)).xp.nds = /aQ an

apds = 0.

Logo,
/Q A(Au(t)) dx = — /Q V(Au(t)). Vi dx.

Agora, aplicando a féormula de Green no terceiro termo de ({2.7]), obtemos

—/QV(Au(t)).dex: _/69 Au(t)V@b.ndsqt/QAu(t)A@/)dx
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o que implica

_ _ o
/QV(Au(t)).Vw dx = /ag Au(t) an ds + /QAu(t)Aw dx.
Mas, 8_@D = 0 em 0f). Portanto,
on
- / V(Au(t)). Ve dx / Au(t)Adb dx. (2.8)
Q Q

Aplicando novamente a féormula de Green classica no terceito termo de ([2.5)) obtemos:

/Q AWP(E) — u))bds = | VP(E) — ult)) g ds — /Q V() — u(t) Ve ds.  (2.9)

o0
Note que
/ V(u?(t) —u(t)).p.nds = V(u?(t)).ap.nds — Vu(t).yp.nds
o9 o9 o0
3 o u2 u - u2 8u_(t) s=0:
/{m V(u’(t))nds = /893 (t).Vu(t).yp.nd /393 (t).. n ds =0;
. — Ou(t) ‘
., Vu(t).ppds = Emz/}. an ds = 0.
Logo,
V(ud(t) —u(t)).p.nds = 0. (2.10)

9
Por outro lado, pela formula de Green classica novamente tem-se

— /Q V(u?(t) —u(t)).Vipdx = —/ (u?(t) — u(t)).Ve.nds + /(u3(t) —u(t)) Ay dx.

o0 Q
Mas, 5
3(t) —u S = — w(t) —u _1/) =
- / () = ult)- T / () = (1) G ds = 0
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o que implica

— / V(uS(t) —u(t)).Vydx = /(ug(t) —u(t)) Ay dx (2.11)
Q Q
Combinando e com obtemos
/ Ad(t) — u(t))y dx = /(u3(t) —u(t)) Ay dx. (2.12)
Q Q
Finalmente, utilizando @ @ em m com ﬁ temos:
d
7 ( ) dx + & /Au (t) Ay dx — &2 / —u(t)Ay dx =0 (2.13)

para toda 1 € D(Q)

Agora, usando o fato que D(Q2) é denso em HZ () conclufmos que vale V ¢ €
HZ (). De fato, por esta densidade, para 1 € HZ,(2) existe uma sequéncia (¢,,)>2, € D()
tal que 1, — ¥ em HZ (). Assim,

d
dt

Mas,

ity e e /Au VA, dx — &2 / —u(t) A, dx = 0 (2.14)

/Q w(t)n dx — /Q u(t)y dx;

/Au(t)A¢n dx%/Au(t)Aw dx;
Q Q

/Q(u3(t) —u(t)) Ay, dx — /Q(u?’(t) —u(t))Ay dx.

E passando o limite em (2.14]), para n — oo temos

G |t ax+¢ /Au (DAY dx — €2 / —u(t) A dx = 0. (2.15)

para toda @/} € HL(Q).
Pelos argumentos apresentados até obtermos ([2.15]), escolhemos a seguinte triade funda-

mental:

V =H.(Q), H=L*Q), V' =(HY(Q). (2.16)

37



Note também que as imersoes HZ () — L*(Q) — (H'(Q))" sdo continuas e densas

nessa ordem. Em resumo, dizemos que u € W (0, T; HZ(Q), (H*(©2)') é uma solugao fraca do

problema, (|2 —-— se satisfizer
d
dt/ (b)) dx + €2 /Au VAW dx — €2 / —u()) A% dx = 0, Vo € H2():
u(0) = up.
(2.17)
Note que, pela Proposi¢ao [1.11|(ii) do Capitulo [l a condi¢ao u(0) = ug faz sentido, pois
ue C(0.7], LX),

2.2 Formulacao aproximada

Nosso objetivo é aplicar o método de Faedo-Galerkin para resolver o problema (2.17)).
Para isto, consideremos uma base formada pelas autofungoes {¢;}°, do operador laplaciano
com correspondentes autovalores {);}2, e condigdo de Neumann na fronteira, ou seja, as

solugoes do problema
Ag; = —Ni¢; em Q,

i
¢ =0 em Of2.
In
Deste modo, nossos espacos de aproximacao serao V,,, = span{¢i,---,dn} € temos
Hy.(Q) = | Vi
meN

Para obter o problema aproximado aplicamos o operador proje¢ao Py, : HZ(Q) — Vi,

em (2.17)) e assim, obtemos:

ai ] unt Yo dx + €2 /Aum Awdx—g/ £) = U () A dx = 0, Vi) € V,,. (2.18)

Além disso, escolhendo ug,, = P, (ug) tem-se u,,(0) = ug,, e

[um (0)]|z2) = l[tomlz2(@) = [|Pm(uo)llz2) < sup [|Pr(uo)llze) = lluollzz)-  (2.19)
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Portanto, u,,(t) é uma solugdo aproximada do problema ([2.1))-(2.2))-(2.3), se u,,(t) € Vi,

e satisfaz

jt/um( Jop dx + €2 /Aum (t) A dx — &2 / t) — up(t) A dx =0, Yip € Vi,
Um (0) = ugm.
(2.20)
Em particular, tomando ¢ = ¢;, j = 1,2,---,m, temos
d
%/Qum(t)@ dx—l—EQ/QAum(t)Aqﬁj dx:ﬁ/g(u;(t) — U (1)) A¢; dx. (2.21)

Observe que, para cada m, (2.21]) é um sistema de equagoes diferenciais ordindrias. De fato,

como m
= Z i (1)
=1

entao (2.21)) torna-se

d m ) m

i /. D im(t)di | dydx+¢ /A Zaim(zﬁ)@ Ag; dx

=1
= ¢ | ud (t A@dx—/zam )i A, dx,

e segue das propriedades da integral que:

zm / ¢l¢] dx + f Z Oézm / A(]ﬁlA(ﬁJ dx =
= 52/Qum(t>A¢j dx — & izlaim(t)/§2¢iA¢j dx.

Fazendo A = [<¢z7 ¢j)L2(Q)]me7 B = [(A¢z7 Agbj)L%Q)]mea C= [(¢Z7 Agbj)LQ(Q)]me € Q{(t) =

(i ()] mx1 tem-se

Ad/ (t) + € Ba(t) = &[(up (1), Aj) 2@)lmx1 — & Ca(t).

Além disso, a(0) = [(uo, ¢i)r2(0)] = 0.
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Por outro lado, A = I,,, pois (¢, ¢;)12(q) = d;; ¢ deste modo obtemos
o/ (1) + €2Ba(t) = E[(u, (1), Ady) 2(ey] — £2Cat). (2:22)
Portanto, para cada m, (2.21)) é o seguinte sistema de EDO’s nao lineares:

o (t) = Ka(t) 4+ [(ud,(t), Ady) 2 (o)

2.23
a(0) = ap (2:29)

com K = —£2B — £2C

2.2.1 Solucao do problema aproximado

Nesta subsegdo mostramos que, para cada m fixo, o problema de valor inicial ([2.23)
possui solugao local. Para isto, utilizamos o teorema de Caratheodéry (veja Teorema
capitulo [1).

Primeiro, provamos que a funcao

D(t,a) = Ka(t) + [(u,(t), Ad)) 2]

¢é localmente continua para t fixo e localmente mensuravel para quase todo « fixo.

Assim, para 0 < t < T fixo, temos que
[(t, 1) — O(t, a2)] < [| K[ — aof + E[[(up,, (8) — t, (8), Ady) r2(] |-

Por simplicidade da notac¢ao, denotamos ty,, (t) = U, € U, (t) = Up,. Utilizando a defini¢ao

de norma em R" e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que

9 m
j=1
< Z [t = U, 210 1205 1 700 0
7=1
< g, =, 700 Z |A®; 7 (q)
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Portanto,
1
2

|, =ty DB < ety — v, 10 (Z \\Ad)j\!imm))
j=1

Agora, pela desigualdade de Holder tem-se

2ty = i, 1) =l Ctm, = Uiy ) (U, + Uiy Uy + U, )| 21

1
3
(/ |um1 um2|2dx> </ |U$nl T Uy Uy + u?ng‘QdX)
Q

| [(n, (8) = w5, AG)]| < Crllttm, — thms || 2yl + ey Uiy + 0, |22

Logo,

< Cil|tmy — s || 22(0) (i, | 220) + 1t | 24 @) | tms | 230y + Ui, [ 22(0))5

com Cy = (Z 1A ) Agora, note que [[uz,, || z2() = [[tm, |74y © que pela Desi-

gualdade de Holder, obtemos que

[ty (| 22@) < Z a5l page) < (Z |Oéz‘m1|2>
j=1 i=1

N

(Z ||¢z‘||%4(9)> = Colan],  (2.24)
i=1

N

com Cy = (Z H@‘Hi%ﬂ)) . Analogamente existe Cs > 0, tal que |[um, || < Cs|az|. Logo,

[(u,, = ud,,, Adj) 12| < (C3laa]? + CaCslan||as| + Cla®) [tmy — tmy |l12(0).  (2.25)

m
[ um2||L2(Q) = ‘ Z(aim1 — Qlimy ) i

m
< Z |Oéim1 - azm2|||¢2||L2(Q)
=1

L2(Q)
1

3/ m ;
(Z ||¢i||%2(9)>
=1

(VAN
A%t
B

E
8
3
T
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Logo,

|ty — Ums || £2(0) < Calon — a

com Cy = (Z ||gzﬁz-||2Lz(Q)> . Assim,
i=1

H(u3 — UE@, A¢])L2(Q)H < 0104(022‘CK1’2 + CQ.Cg‘alHOCQ‘ + CglOéP)‘Oél — (9.

mi

N

E tomando C5 = max{C,C,.C%, C1C4.Cs.Cs, 0104.032}, temos que

(U, = tpnys Ab5) 2] < Cs([en]” + |anlaz| + |az])|ar — asl. (2.26)

mi

Assim, de (2.26]), temos que

|D(t, 1) = (L, )| < [[KlJar — s + C5&%(|aa [* + [en||aa] + [aaf*)|r — asl.

Agora, tomando a1, ay € Bg(0), obtemos que
|y |? + | ||| + |ae)® < 3R2.
Logo,
|B(t, 1) — B(t, a9)| < (| K| + E2C53R?) o — asl.

Portanto, ®(¢, ) é localmente lipschitz para ¢ fixo, logo, localmente continua.

m

Observamos que para « fixo, temos que Ko« é fixo e u,, = E ag; ¢ constante, logo,
=1

continua e, portanto, mensurdvel. Além disso, o termo (ul, A¢;) r2(e) independem de ¢,

uma vez que « é fixo; logo, é constante e portanto mensurdvel. Assim, para « fixo, ® (¢, «)

¢ mensuravel.

Por outro lado, de

|@(t, )| < 1K |llef +&|[(up,, Adj) 2@, (2.27)
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€ COoImo
m

(w2, Apy) 2] = D I, Ady) 2oy

Jj=1

E, pela desigualdade de Holder, obtemos que:

[ (s A65) 209 < NIl 4 ) 13051 0(0) = im0y | A05 1202

Logo,
[(udy, A;) 2@ < CollumllZagqy,

com Cg = (Z HA(ij%%Q))
j=1

De modo andlogo ao célculo de ((2.24)), existe C7 > 0 tal que |[uy,(t)|| 1) < C7|al, temos

que

(¢, )] < [ Klla] + & Collum| sy < 1K lle] + &7 CCF . (2.28)

Agora, tomando a € Bg(0), temos que
|@(t, )| < | K||R+ CsCPR.

E como ||K||R+ CsC2R3 ¢ integravel, segue do Teorema de Caratheoddry, que existe ay,(t),
t € [0,1,,) solugao local para ([2.23)), implicando na existéncia de w,,(t) solu¢ao local de (2.20))
tal que

’

U, € C[0, tm]; Vin) 5 u,, € LH0, s V).

2.3 Estimativas a prior

Nessa secao, estabeleceremos algumas estimativas a priori para a norma da fungao u,,(t).
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Estimativa 1
Tomando 1) = wu,,(t) em obtemos
2dt/ ()2 ¢ + €2 /\Aum \2dx—§2/( 5(8) = un () A () dx. (2.29)

Aplicando o Teorema de Green obtemos

£ / (W2, (1) =t (£) Aty (1) dx = €2 / (48 (t) — (1)) Vi (£) s

Mas, note que

& [ @0~ ) Fumltnds =€ [ (@h(6) = wn(0). 2 s
Porém,
m m a .
8uan( ) = Vun,(t (Z Qi (t ) = Zam Noin; = Z Qi (t <J5 —0,
em 0f). Logo,

e /8 (U0 = (1)) Tt (1) = 0. (2.30)

o que implica que

52/( m () = um (1)) Aun(t) dx = —52/v (t) = U (). Vum(t) dx.

Portanto,

f/ ) = U (1) Auy () dx = =& /V ) — U (1)). Vi, (t) dx (2.31)
= & / 31t () 2 Vi (£)[2 A — Yt (£)) Vi (1) dx

_ —52/93|um(t)|2|Vum(t)|2dx+52/9|Vum(t)|2dx.
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Logo, ([2.29)) torna-se

1d

3Ol + €18, = =€ [ SEOITunOF dx+ 6 [ [Tun) dx,

e dessa forma, temos que

Ld

5 im0y + 180 (a0 + 36 | fun@FIVun(OF dx = ¢ [ [Vun(t) .

(2.32)

Vamos agora utilizar a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg no segundo membro da
1
desigualdade acima. Assim, escolhendo m =r=g=p=2¢e j =1 obtemos a = 3 Logo,

existe uma constante positiva Cy tal que
1 1
IVt (£)] 22(0) < Cslltm ()| 2 ) 1w ()| 720

ou
IVum ()l 22() < Csllum (@)l 2 |t (1) | 2.

E pela equivaléncia das normas de H?(Q2) e HZ(Q), existe Cy > 0 tal que
IV (®)I72(0) < CoCEllum ()]l a2 0 1tm (B[l 220
Portanto,

/Q VP dx < C2Chllum(®)]lz2(0) lltm B 12

[

= CECyllum(®) 2y (1m0 + Il (B) )

Pela desigualdade de Young com p = ¢ = 2, temos que

1
/Q |V (t)[? dx < §||Aum(t)||%2(g) + Crol[um () |72 (0 (2.33)
2
com Cig = 08209 + %
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Substituindo (2.33)) em (2.32]) obtemos

1d
gl Oy 5 18 (Ol +€° [ (06 (Vom0 5 < o (s (230
com C1; = Cjp + 1. Assim, obtemos de (2.34) que
d

Zlum(lz20) < 200 ]un®)72)

Aplicando a desigualdade de Gronwall com [5(t) = ||um(t)||%2(m, o(t) = 2Cy; e Y(t) =
obtemos

() 172(0) < € ([ (0)][72(0). (2.35)

com t € (0,t,,).
Além disso, por - - ) torna-se

[t (8)[[72(0) < €T uol| 22 - (2.36)

Portanto, para cada m, a norma da solugao u,,(t) é limitada por uma constante que

independe de m. Isso implica que u,,(t) esté definida em [0, 7.

Assim, por ([2.36) tem-se
[t |2 0,122(0)) = sup_|um (t)l|22() < Cralluollae), (2.37)
0<t<T
com Oy = Ve2uT. Como L*(0,T,L*(Q)) C L*(0,T, L*()), em particular, tem-se
lwmllz20,1,22(0)) < Crzlluoll2(@)- (2.38)
Agora, integrando (2.34) em [0, 7] e usando ([2.37)), temos que

et (T) 23 + €2 / At (£) 26y It + 262 / / (302, (1) (it (£))? et

< Hum(O)H%z(Q) +2011/0 [ (¢ )HL? <20uT SUP [ (8 )HL2(Q)

< flwollZa) + 20T umllZe o 7,22(0) < (1 + 2011T012)Huo|!p<m
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Desse modo,
T
/ 1Attt < a2
0

com O3 = (1 4+ 2C,TC%,) /&% Portanto, por (2.38)), (2.39) temos que
[wm | 220,712 () < Cralluoll2(q)

com 014 = v/ 0122 + 013. .

Estimativa 2

No que segue aplicaremos repetidas vezes o Teorema de Green. Assim,

/Aum(t)A¢dX:/ Aum(t)vw.nds—/VAum(t)deX.
Q o0 Q

Como ¢ € V,,,, entao
/ Auy,(t).Vipnds =0,
o9

logo,
/ Aup, (D) A dx = —/ V Au,, (t) Vi dx.
Q Q

Novamente pelo teorema de Green tem-se

- / VAU, () Vipdx = — V Au,(t).4p.nds + / A2, (1)) dx.
Q

o0 Q

E como,

m

=1

VAU, ()1 =V (Z o@A@) n=V (Z m(—&@)) n==> @AV =
i=1 i=1

em 0f2, obtemos

—/ V Ay, (t).4p.nds = 0.
o)
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Entao,
—/VAum(t)deX:/Azum(t)wdx.
Q Q

Assim, concluimos que
/ Aty (1) At dx = / A2uy, ()1 dx = / A(Aun (1)) dx. (2.43)
Q Q Q
Novamente pelo teorema de Green tem-se

[0 = wniavax— [

o0N

(U0) = () Vs = [ V(S0 = () Vo

Como Y € V,,, temos que

/ (ud (1) — um(t)).Vip.nds = 0.
o0N

Logo,
/Q<u?n<t> — U (t))Ap dx = — /Q V(U2 (t) — U (1)) V) dx.

Aplicando novamente pelo teorema de Green no segundo membro da igualdade acima,

temos que

V(ud (1) = up(t)).2b.nds + / AU, (t) — (1)) dx.

Q

- /Q V(i () — (1)) Vi) dx = —

o0N

Contudo, observe que

/aa V(ud (t) = up(t))bnds = /89 Vu? (t).4p.nds — /aQ Vu,(t).ah.nds.

Logo,
Vi, (t)ah.nds = / 3uZ, (1) Vun,(t)..nds = 0,

o0 o0

e também observe que

Vi, (t).4p.nds = 0.
o0

48



Logo,
V(ul (t) — up(t)).b.nds = 0.
o0
Entao,

/ (42, (t) — () Ap dx = / AGE(£) — (1)) dx.
Q

Q

Usando (2.43) e (2.45) em ({2.18]) obtemos

p Qum(t)@/zdx = —52/Aum(t)Awdx+§2/(u3 (t) — um(t))Av dx,

G [umovax = = [ A, @paxt & [ A0 - un0)wdx

% up(t)pdx = —f/ﬂ (At () — ud (£) + up (t))0 dx.

Fazendo vy, (t) = Aup,(t) — u?,(t) 4+ u,,(t), podemos escrever:

d

7 Qum( Jpdx = —€2 /Avm ) dx.

Agora, tomando ¥ = v,,(t) em ([2.47]), obtemos

% Qum(t)vm(t) = —fQ/QAvm(t)vm(t) dx

e pelo Teorema de Green tem-se

—£? /Q Avp, (v (t) = —€2 /89 Uy (1) VU, (t). ds + €2 /Q VU, (1) Vo, (t) dx.

Por (2.42)) e (2.44]) e pela defini¢ao de v,,(t) obtemos

Von(t)n = V(Aup(t) +up, (£) = ()1,
= V(Aup(t)n = V(u,(t) = um(t))n,

_ OAug(t) 8um( ) Oup(t)
= 0 em 0.
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Portanto,

—52/ Ay, (£) vy, (1) dx = §2/ Vo, (t)]? dx. (2.49)
Q Q
Da definigao de v,,(t) e utilizando a férmula de Green, obtemos que
d d
— [ up(t)v,(t)dx = — um(t)(Aum( ) —ud (1) + um () dx
dt dt
a RECERUE /u & (1) d +d ()t ()
= X — — X+ — . X

1d 1d 1d
— 5 IV (O3 — 5 3 () ) + muumuum (2.50)

Usando (2.49) e em (2.48) obtemos que
1d 1d 1d
5 ol >u%2< = 2 Ol + o limOlaey + E VoDl (251)

Integrando (2.51)) de (0,¢) com t € [0, 7] tem-se

1d 1d ) 1d ,
/ 3ol = [ 32 Tun O+ [ gm0~

/0 190 ()220

ou seja,
1 2 1 2 2 [ 2 1 2 1 2
Sl (®)a) = 5 lum(O) ) = € [ IVom@I3s@) + 51 Vem @Iz — 51| Vem Ol 22y +
0
1 4 1 4
i Oy = 7l (O) 1+ 0
Logo,

1 1 r
§||Vum(t)||2m(n) + Z“um@)HiQ(Q) + 52/ IV (01720
0
1 1 1 1
= S IV (0720 + ZHUm(O)Hi4 - §||Um(0)\|%2(9) + éHum(t)H%?(Q)
1 1 1 1
< Ellvum(o)llizm) + Z||Um(0)||i4 - §”um(0)”%2(ﬂ) + §||Um(t)||%2(sz)

1
=3 (HVUm(O)IIia(Q) + |t (0) |2+ + [l (0) |2 + sup Hum(t)llim)) :
0<t<T

20



Da imersao continua H'(Q) — L*(Q), obtemos que

1 1 T
SV (®)F2(0) + (B[ F20) + € / IV0m(®)l2(0)
0
1

1 1
< 5”“0”%2(9) + ZHUJOH%‘*(Q) + _HVUOH%Q(Q) < C(HuOH?{l(Q) + ||“0HL}{1(Q))-

2
Logo,

0<t<T
< C(HuOH?{l(Q) + ||U0||%11(Q)>-

Assim, de (2.37)) e (2.52)) obtemos que

|| oo (0,111 () < Cis [|uol| a1 ()
| | oo (0,7,240)) < Che [[uo]] a1 ()3

1Vl 2207, 0200)) < Chr ||uoll a1

com as constantes Cy5, C € Ci7 dependendo de ||ug|| g1 (q)-

Estimativa 3

Agora, obteremos uma estimativa para a derivada temporal.

De ([2.46) temos que

/Qag_;nw dx = —52 /Q A(Aum(t) - ufn(t) + um(t))w dx.

Utilizando a definigao de v, (t) e o Teorema de Green tem-se
Oy,

Wi/}dx = §Q/Qva(t)V1/1dX

Q

e pela desigualdade de Holder tem-se

O,
Kw,wﬂ < 52/Q|wm<t>||vwdx
ENVom @) l2@ VYl 2 (9)-

IN

ol

sup ||V (t)||72(@) + sup [um(®)|za0) + IV0nl 7207 2
0<t<T

(2.52)

(2.53)
(2.54)
(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)



Assim,

8um | aum7w |
‘a_ = s KOO g (1) (2.59)
t g vemo 1Wlme

Elevando-se ao quadrado e integrando em [0, 7] e usando ([2.55)) obtemos

i

o que implica

2 T
de= 52/ IVom ()20 dt < ECluollzr1 o),
H-1(Q) 0
Oy,
< 0127T§2||u0||H1(Q)’ (2.60)

’ Ot || 2011 (2)))

Portanto, pelas estimativas (12.37)),(2.40),(2.53)),(2.54)),(2.60)

D (t)
ot

Uy € limitada em L2(0,T; HZ(Q)) N L>(0,T; H(Q)),
u/ ¢ limitada em L2(0,7T, (H'(Q))).
Logo, existem u € L*(0,T; HZ(Q)) N L>(0,T; HY(Q))N L>(0,T, L*(Q)) e uma subsequéncia
(ug) de (u.,) tais que
up —u; em L*0,T; HA(Q)),
up —uy  em  L®(0,T; HY(Q)), (2.61)
up, ~w em L*0,T,(HY(Q))).

Além disso, temos que u,, é uniformemente limitada em
W= {ue L*(0,T; H'(Q));u € L*(0, T, (H'(Q))")}.

Como H'(Q) C L*(Q) é compacta e L*(Q) C (H'(Q2))" é continua segue do Lema de
Aubin-Lions que

W C L*(0,T; L*(Q)) é compacta. (2.62)
Portanto, temos as sequintes convergencias:

up — uz em C([0,7]; L*(Q)); (2.63)
up — uy em L*(Q x (0,7)) q.s. (2.64)
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Antes de fazer a passagem do limite na formulagao aproximada, vamos mostrar o seguinte

resultado.
. -~ A . . !
Proposicao 2.1 Dadas as convergéncias acima, temos que u; = Us = Uz = Ug € W = Uy,

Demonstragao:
up = ug. Seja ¢ € L*(0,T, HZ(Q)). Da imersao de HZ(Q) — H'(Q), obtemos que ¢ €
L*(0,T, H'(Q)). Logo, se ux — ug em L*(0,T, H2.(Q)) entdao u, — uy em L*(0,T, H'(Q)).

Assim,

T T
/ (uk, QS)Hl(Q) dt — / (ul, gb)Hl(Q) dt V ¢ - LQ(O, T, HI(Q)) (265)
0 0

Agora, se u, — uy em L®(0,T, H'(2)), entdo u, — uy em L?(0,T, H'(Q)), pois H'(Q) é
reflexivo. Logo,

T T
0 0

Portanto,
T T
/ (u1 — ug, @) dt = / (U1 — up + up — Uz, @) g1(qy dt
0 0

T T
< / (u1 — ug, @) g1(qy dt +/ (up — U2, @) g1(q) dt guar )
0 0

Assim, por densidade de H'(€2) em L?*(Q2), segue do Lema de Du Bois-Raymond que u; = us.

up = uy. Como HE(Q) — L*(Q), temos que L*(0,T, HA(Q)) — L*(0,T,L*Q)) =
L*(Q). Logo, como uy — ug em L*(Q) entao up — uy em L*(Q). Segue entao da unicidade
do limite fraco, que u; = uy.

uy = ug. Note que C([0,T7], L*(Q2)) — L*(Q), de fato,

T T
w2 = / / lw(t)|? dx dt = / ||w(t)||%2(m dt < T max [[w(t)|| L2
0 Q 0 tE[O,T]

Tlwllcqomr.z2)-

IN
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Assim, se uy — uz em C([0,T], L*(Q)) entao ux — uz em L?(Q). E, desde que up — uz em
L*(Q), segue da unicidade do limite que uy = us.

w = u;l. Note que pelo teorema da representacao de Riesz podemos identificar
L*(0,T, (H*(2))") com o seu dual L*(0, T, (H'(Q)). Mas também, L*(0,T, H () — L*(Q) —
D'(0,T), esse ultimo sendo o espago dual de Cg°(0,7T") que é o espago das fungdes continuas in-
finitamente diferencidveis e com suporte compacto definidas em (0, 7). Sendo assim, u}c —w
em D'(0,T). Como L*(Q) <= D'(0,T), segue da convergéncia uy, — uy em L?(Q) que uy — uy
em D'(0,T) e como o operador derivacio é continuo em D'(0,T), segue que u, — u, em
D'(0,T), e portanto, uy, — u, em D'(0,T). Assim, pela unicidade do limite fraco, segue que
w = u. |

Portanto, temos as seguintes convergéncias:

up, — wem L*0,T, HL(Q)); (2.67)
up — wem L®(0,T, H'(Q)); (2.68)
up, — ' em L*(0,T,(H'(Q))); (2.69)
up, — wem C([0,T]; L*(Q)); (2.70)
uy — uem L*(Qx (0,T)) q.s. (2.71)

2.4 Passagem do Limite

Nessa secao faremos a passagem do limite na formulacao aproximada do problema, no

sentido das distribuigoes, utilizando as convergéncias obtidas em (2.67)—(2.71]).
Para isso, seja ¢ € D(0,7). Multiplicando (2.20) por ¢ e integrando em [0, T, obtemos

T T T
| [utueaxacre [ [ aumaveasie-¢ [ [ @i - ueavpixa=o
(2.72)
Yy € V,,.
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Integrando por partes tem-se

T
//u}c(t)wdxdt = //Uk b dxdt W+W
0 Q

(2.73)

Assim, (2.72)) torna-se

—/OT/Quk(t)W’ dxdt + ¢ /OT/QAuk(t)A@/)godxdt
g2 /0 ' /Q () — un() Avpdedt =0, (2.74)

Vi € V.

Mas por ([2.67)) tem-se

T T
—/ /uk(t)@/)gol dxdt "2HC - u(t)hy dxdt; (2.75)
0 Q 0 Q
T T
/ /Auk(t)A@/)gol dxdt F2E° / Au(t) Ay’ dxdt. (2.76)
o Jo o Jo

Além disso, note que

/OT/Q(ui(t)—uk(t)—u3(t)+u(t))Adedt _ /0

+ /0 (ur(t) — u(t)) A dx dt.

S

/ t)) A dx dt

{O

2

Pela convergéncia ([2.67)) obtemos

/0 ' /Q (ua(t) — u(t)) Ao dx dt F=55° 0. (2.77)
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Por outro lado, pela desigualdade de Holder obtemos
T
| [t - anavpaxdr <
0 Q
T
< [ [ 1ustt) = w120 + eyt +2(0) |2 ol
0 Q
T
< / / ok (£) — () 2y 112 (E) + (D)) + 120 2y 1A iy 2l .0
T
< Cus [ lun(t) = ) o[ (®) + () +2(0) g
0
T
< Oy / o (0) = 20l 2 () gy + ek () ey ) gy + (6 )

< Cl8<||uk||%°°(0,T;L4(Q))(1+Hu||%°°(0,T;L4(Q)))+HUH%OO(O,T;L‘l(Q)))||uk—u||L1(07T§L2(Q))' (2.78)

com Cis = [[AY|| (@) [l Lo 0,7)-
Observe que, pela estimativa |D a norma ||ug||3 (0T:L4(Q)) ¢ limitada por uma cons-
tante que independe de k, portanto (2.78]) torna-se

T
/ /(ui(t) —u?(t)) A dx dt < Chglluk — ull 107 22(0))- (2.79)
o Ja

com C1y uma contante que depende da norma |[uol|g1(q)-

Além disso, como L%(0,T, L*(Q)) < L'(0,T, L*(Q)), existe C > 0 tal que

1wl z1o,7,22(0)) < Coollullzz0.7,L2(0))-

Usando este fato em ([2.79) obtemos
T b
/ /(Uz(t) — ug(t))Ang dx dt < Cnguk — UHLQ(O,T,LQ(Q))'
o Jo

Como ||ug — || L2(0,7,22(2)) "2% 0 temos que
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/ / 1) Arpp dx dt "= 0. (2.80)
Combinando ([2.77 - e concluimos que
/ / up (1) — ug(t)) Ao(t) dx dt == IHOO/ / t))Avp(t) dx dt. (2.81)

Assim, usando (2.75)), (2.76)), (2.81) podemos passar o limite em ([2.74)) para obter

_/T/u(t)qw’(t) dxdt + &2 /OT/QAu(t)Awgo(t) dxdt
e / / 1)) Atho(t) dx dt = 0.

Integrando por partes no primeiro termo de (2.82) tem-se

// )bt dxdt+§/ /Au )Avp(t) dx dt s

/ (W3(t) — u(t)) Ap(t) dx dt = 0.

o Ja
Portanto, u é solugdo do problema (2.1))-(2.2))-(2.3)) no sentido das distribuigdes. [

(2.82)

2.4.1 Condicao Inicial

Nessa se¢ao mostraremos que uy = u(0).
Para isso, sejam ¢ € HZ(Q) e p € C1(0,T) tal que ¢(T) = 0 tal que p(0) # 0.

Usando integragao por partes temos que

//

"(t)p(t) dx dt =
u(t)pe'(t) dxdt + (u(T), vp(T)) L2 ) — (u(0),90(0)) L2

. (2.84)
u(t)' (t) dx dt + (u(T)aw)LQ(Q)M_ (u(0), %) 20y (0)

() (t) dx dt — (u(0), ¥) 2(2) #(0)-

N

N

I

|
o\c\ﬂc\
S—S——
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Usando - em (2.83)) obtemos
/ [ty 0 dxdt = (u(0) 9)1200150) =

——52/ /Au YAYp(t dxdt+£// 1)) Avp(t) dx dt.

Por outro lado, pelo problema aproximado tem-se

/OT/Qu'k(t)W(t) dxdt = —¢2 /OT/QAuk(t)AW(t) et
+ & /OT/Q(Uz(t) — ug(t))Avp(t) dx dt.

Efetuando novamente integracao por partes obtemos

//uk i (t) dxdt =

/ /Uk ) () dx dt + (ug(T), 10p(T)) 20y — (ux(0),19(0)) z2q)

0
/ / (1) (1) dx dt + (u(T), 1) 2 bT — (w4 (0), ) 20y (0)

/O [ w00 (0 dxdt = (. 0), )10
_ /0 ' /Q wg () (t) dx dt — (ugk, ¥) L2y 2(0).
Assim, (2.86) torna-se
/ / uk ()9 (£) dx dt — (uor, 1) 2y 9(0) =
_52/ /Auk AW()ddeg/ /uk ) — uk(t) Avp(t) dxdt,

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

Usando os mesmos argumento da se¢ao anterior, podemos passar o limite em (2.88)), para

k — 400 e obter

/ / 0! (£) dx dt — (g, 1) 20 (0) =
:—52/ /Au YAvp(t dxdt+§// 1)) Ado(t) dx dt.

o8

(2.89)



Comparando (2.85)) e ([2.89)) obtemos
—(UO,@/J)B(Q)SO(O) = —(U(O),@D)L%Q)@(O)

o que implica

(UO — U(O), w>L2(Q) = 0.

Pela densidade de HZ(Q) em L?(Q2) e de L?(Q2) em L} (), segue do Lema fundamental

do Calculo Variacional que

o — u(0) =0 = u(0) = up. [
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Capitulo 3

Equacoes Allen-Cahn e
Allen-Cahn/Cahn-Hilliard

Neste capitulo, provaremos existéncia de solu¢ao para o modelo Allen-Cahn/Cahn-Hilliard,
aplicando o método de Faedo-Galerkin. Para melhor compreensao, provaremos existéncia de
solucao da equacao de Allen-Cahn. Como as principais dificuldades da equagoes de Allen-
Cahn e Cahn-Hilliard serao tratadas separadamente, a andlise matematica do modelo de

Allen-Cahn/Cahn-Hilliard serd uma compilacao e organizacao de todos estes resultados.

3.1 Equacao de Allen-Cahn

Provaremos o seguinte resultado de existéncia de solucao da equagao de Allen-Cahn:
Teorema 3.1 Suponha que ug € H*(2) e considere

ou
Vi, = ueHlQ;—:OemﬁQ}
' { U(?n
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Entao existe uma solugao
u € O([0,T]; LX) N W(0,T; Vi, (H'())') N LY % (0,T))

que satisfaca

%_§2Au:u—u3 em € x(0,7) (3.1)
Z_Z:O em 99 % (0,T) (3.2)
u(z,0) = ug(x) em Q (3.3)

Demonstracao: Procederemos como no capitulo anterior e dividiremos a demonstracao

desse teorema em subsecoes para a melhor compreensao.

3.1.1 Formulacao Fraca

Suponhamos que u(z,t) seja uma solugao classica do problema ([3.1)-(3.2)-(3.3). Logo,

como anteriormente, podemos associar & solugao u(t, ) uma aplicacao u : [0,T] — C?*(Q).

Dessa forma podemos escrever

Ou(t
U e2au(t) = (ult) - ().
Seja b € D(Q). Multiplicando a equacao (3.1)) por v e integrando em ,temos que

0 agiﬂd’dx - & /Q Au(t) dx = /Q(u(f) —u*(t))v dx.

Como u(z,t) é solucao classica de (3.1)-(3.2)-(3.3), entao

Ou(t) _d

e utilizando a férmula de Green cléssica , obtemos

—/Au(t)l/de: — Vu(t).¢.nds+/Vu(t).V¢dx.
Q Q

o0N
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E, por (3.2)), temos que

— Vu(t).p.nds = 0,
a0

Dessa forma,
- / Au(ty dx — / Vu(t). Vi dx.
Q Q

Logo, podemos escrever

()wdx+§2/Vu V@Z)dx-/( (t) — u (1)) dx (3.4)

dt o

Da densidade de D(Q2) em V;, obtemos

d
T )y + & / Vu(t)Vv = /( (t) —u*(t))v Yo € V) (3.5)
Q
Portanto, adotaremos a seguinte triade fundamental para esse problema,
V=W, H=L*Q), V'=(H(Q)

Assim, definimos que u € C([0,T]; L*(Q)) N W(0,T; Vi, (HY(Q))) N L*(Q), para todo T > 0
é solucao fraca do problema (3.1))-(3.2))-(3.3) se satisfaz

d 3
< [ty axte /Vu Vz/zdx—/g( u(t) — P())dx, Vo€, 56
u(O):uo.

3.1.2 Formulacao Aproximada

Escolhemos a base formada pelas autofungoes do operador laplaciano definida na Sec¢ao
com condi¢oes de Neumann na fronteira.

Consideremos V,,, = span{¢1,- - -, ¢}, com (¢;, ¢;) = d;;. Aplicando o operador projecao
P : Vi =V, em (3.6) obtemos

d

7 um( Yap dx + €2 /Vum V@Ddx-/(um(t)—u () dx. (3.7)

Q
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Adotaremos ug,, = P(up), e logo, tem-se up, — uy em L?(Q). Assim, a formulagao

aproximada do problema (3.1))-(3.2))-(3.3) é encontrar u,, € V,,, ou seja,

= Z O‘im(ﬂgbi (ZL‘)

que satisfaga

d
i v € [ Vupdss [0 - owas vee v
Um (0) = ugm.
Em particular, tomando ¢ = ¢;, j = 1,2,---,m, tem-se
G |unoax & [ 090 dc= [ @0 - G

E substituindo o valor de u,,(t, ), temos:

d [ (& m i
i /. (ZZI aim¢i> o dx+§2/QV (ZZI Oéim¢i> ¢jdx = /Q <ZZI aim¢i> gzﬁj—/ﬂufn(t)% dx,
(3.10)

e, utilizando as propriedades da integral, obtemos:

Zam ) [ oty s Zazm [ wzwgdx—Zazm ) [ 5= [ un(tyeyax

(3.11)
Denotando por A = [(¢, ¢;)12()) € B = [(Vi, Vo;)12()) € a(t) = [aum(t)] tem-se que

Ad(t) + € Ba(t) = Aa(t) — [(u,(t), ¢:) 2 @),

E, chamando «(0) = [(u, ¢:)r2()] = ag. Como A = I,,, e portanto inversivel, temos

o/ (t) + & Ba(t) = a(t) — [(up, (), 8)r2)].

E assim, obtemos que

o/ (t) = Ka(t) = [(up, (), 95) 2],
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com K = —£2B + I,,,.
Solucao do problema aproximado

Mostraremos que o problema de valor inicial

(3.12)

possui solucao local, e como anteriormente, utilizaremos o teorema de Caratheodory.
Inicialmente, mostraremos que a fungao ®(t, o) = Ka(t) — [(ul,(t), ) 12(0)] ¢ localmente

continua para t fixo e mensurdvel para quase todo « fixo. Assim, para t € (0,t), t < T,

temos que
|D(t, 1) — (¢, )| < [|K]l|ar — o] + [[(u),, (8) — uib,,, d5) 120

Utilizando a definicao de norma em R" e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
9 m
|[(th, (1) = s S = D [, =ty &) 2@ < Z 4, = i, [ 195117 )
j=1

< H(uml - um2)(u3n2 + Uy Uy + u%@g)Hil(Q) Z “¢jH%°°(Q)
j=1

NI

[, (8) = Uy $)] < [ (2t = g ) (W5, + iy ey + 03, ) 2302 (Z !%H%w(m)

Assim, pela desigualdade de Holder, temos que

H(uml - um2)<u72712 + Uy Uy + ugng)HLl(Q) < ClHuﬂh - um2”L2(Q)Hu3TLQ + U,y Uy + ufnzHLZ(Q)

< Ot ||ty — Um2||L2(Q)(||U512||L2(Q) A [t || 2@ | s || L2 02) + ||u72ng||L2(Q))’
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2

com C) = (ZH%H%M(Q)) . Como ||u2, |lz2() = ||um1||%4(ﬂ) e pelas desigualdades de
j=1

Cauchy-Schwarz e Holder, obtemos

m
[t sy <Yl lldillza@) < Calen]
=1

com Cy = <Z§”:1 H¢jHi4(Q)>. Analogamente, temos ||, || < Cslas], logo,

[(ud,, = udy,. &) 12| < CL(C3lanl* + CoCs|an||az] + C3lal)[tm, — tm, || z2(0)-

mi

m
[ty = s |20y < D Loy, — 165l 220y < Calon — @,
j=1

resulta

(U, = Uy 83)12()] | € CLCUCE | [* + CoClan]as| + Cilal)|ar —

(U, = Uy 05) 2] | < Cs(lan? + Jan]|az| + |af?)]ar — asl,

mi mo?

com C = max{C,C,C3, C,C4CyCs, C1C,C2}. Assim, de (3.15)), obtemos que

|D(t, ay) — B(t, a2)| < [|K|l|or — o] + EC5(Jou]? + au]|aa| + |az|?)|ar — asl.

Agora, tomando g, s € Bg(0), temos
o * + Jau [|as| + Jao]* < 3R,

Logo,
|q)(t,061) — @(t,OJg” S (HKH + 52053R2) |Oél - 042|.

Portanto, ®(¢, ) é localmente lipschitz para ¢ fixo, logo, localmente continua.
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m

Agora, note que para « fixo, temos que Ka é fixo e u,, = Zongj ¢ constante, logo,
j=1

continua e, portanto, mensurdvel. E, o termo (u?,, ¢;) r2(o) independe de t, logo, constante e

portanto mensurdvel. Assim, para « fixo, ®(¢, @) é mensuravel.

E ainda mais, note que

(¢, )] < [ Klla] + [[(un, 65)r2@]l- (3.18)

E, pela desigualdade de Holder, obtemos:
9 m m
H(Ufmﬁbj)L?(ﬂ)H < Z |(U§n7¢j)L2(Q)|2 < ||Um||6L4(Q) Z ||¢j||%4(ﬂ) = 062”“771”%4(9)7
j=1 j=1

[ &) 2] < Collumllzaga), (3.19)

1
m 2
com Cg = (Z H%H%Aﬂ(g)) :
j=1
Logo, usando (3.13)), obtemos:
@t a)] < (K[|l + Collumllsy < I1K]lla] + Colal®.

Agora, tomando o € Bg(0), temos
Dt )| < [ K|+ CoFF (3.20)

Como ||K||R + CsR? ¢ integravel segue do Teorema de Carathéodory que existe au,(t),
t € [0,t,) solugao local para (3.12)) e implicando na existéncia de u,,(t) solu¢do local de

(3.8)) tal que

!

U € C[0, tm]; Vin) 5w, € LH0, s V).

3.1.3 Estimativas a Priori

Nessa segao buscaremos estimativas para a norma da func¢ao w,,(t) para usarmos argu-

mentos de compacidade.
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Estimativa 1

Tomando 1 = u,,(t) em (3.7]), obtemos
d

Logo,
d
ZlumOlz2@) < llum(®)lz2 )

Pela desigualdade de Gronwall obtemos
(D) I20) < € llum(0) 720
Além disso, ||um(0)||%2(9) < ||u0||%2(9) e, portanto,

lum (D) 1Z2(0) < €'t (0)l|720) < € lluollZaq)

Oz + 1VumOllz20) + lum @l zaq) = llum@)l1z2)

(3.21)

Logo, pelo Corolario garantimos a existéncia de solugao global para o problema (3.12)

sup |[um ()| z2(0) < Ctlluollr2 (o)
0<t<T

com C7; = VeT. Logo,
|t oo 0,1, 22(0)) < CrlluolL2(0)
Integrando novamente (3.21)) em [0, 7] tem-se

2
o (T) ey + 5 /%

:|h%xon@%9)+l/'uum<wn%%9)dt
0
2
SHumODHégn+-(SupHumﬁﬂh%m> T
0<t<T
Por ([3.22)) tem-se

52
2
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T
[ 9@y @+ [ @yt < ool
0 0

(3.22)



com Cy =1+ TCx.

Em resumo, temos as seguintes estimativas:

A

HumH%Z(o,T,LQ(Q)) > C?HuOH%Q(Q);

2C%
IVumlZ20m 20 < ?HUOH%Q(Q);

IN

1 1
[t || L 0.7, L () Cs lluoll 22 -

Combinando essas estimativas obtemos

2
com Cy = | C3T + gcg.

Estimativa 2

|t L20,m,1) < Colluol|L2(0)

Agora, utilizando a féormula de Green, obtemos

/Q Vi () Vi dx = — /Q Attyn(£)) dx.

E por (3.8]) podemos escrever

Oum(t)
o Ot

Denotando por vy, () = E2Au,, () — u

3
Oum(t)
o Ot

() + uy(t) temos

de:/ﬂvm(t)@/JdX.

Desse modo, tomando ¥ = v,,(t) obtemos

aum t
/ 8t< )vm(t) dx = [lom(t)]72(0)-
Q
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(3.24)

(3.25)
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(3.29)
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E usando a definigao de v,,(t) temos

t t
Qunll) 2y (1) = (1) + wm(t)) dx = g?/ Qunl®) noy yax— [ 25 1y ax
q Ot q Ot q Ot
- aum(t)u (t) dx
o ot " '
Utilizando a proposigao (L.11fiii)) e aplicando a férmula de Green obtemos
(1) , .o 3 _ 2 1d 4
[ 20 (0) ~ )+ un)dx = €5 LIV Ol ~ 3 55T
b5 )]
24t
(3.31)
Combinando - e - ) concluimos que
1d , 1d
2 - 2 - m 4 m 2 = U. . 2
o () + €75 I Vekm () By B+ lm Oy = 5y = 0. (3:32)

E, integrando em (0,t) com t € [0, 7], obtemos

f & S L T
[ 1@yt + 5 [ IV lmyd+ § [ @l

01 t g (3.33)
—1/ﬁuwnmm—o
Sendo assim, temos
2 1 2
lomOli2@ + FIVEm(O)lz20) dx + Fllum @Iz 0) = 5 1Vem 0) 720
1 1 1
+ 7lun(O)z40) —§Hum(0)H%2(m+50215T|\um(t)\!%2<9)- (3.34)

Mas também observe que

2 1 1 1
> [V, (0)]]2 Nt (V% 4 yey = =22 (0)]|2 - (O
5 I O) ) + Zlum (O) ) = S l1em (O) ) + 5 8P lfuim (D

2 1 1 1
< ||| Vu,, (0)]|? — |y, (0) ][4 — 1w, (0)]? : o
< [ S 17U OBy + O = 3Oy + 5 500 lom(E)

2 1 1 1
< 2|V, (0)]|? A, (014 |2, (0) |2 - (D)2
< S IV Otz + 5 lum (Ol + 5lum Ol + 5 s llun(®)li20)

£2 1 1 1
< ?HVUOH%P(Q) + ;l||u0||i4(9) + §||u0||%2(9) + 5”“0”%2(9) (3.35)
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e, utilizando a imersao continua de H'(2) < L*(), temos

2 1 1 1 1
EHVUOH%Z(Q)+Z”uoni‘l(ﬂ)+§||UOH%2(Q)+§Hu0||%2(ﬂ) < CIOHUOH%H(Q)+ZHUJ0H§{1(Q)7 (3.36)

2
com (g = max {%, 1}. Logo, por (3.34]),

2 1 1
lom (220 + 5 IV um ()220 dx + Fllum ()14 < CrolluollZ ) + 710l o) (3-37)

o que implica

|Vt Lo 0,1, 22(0)) < Challuol| (e (3.38)
|t oo (0,1, 24(0)) < Chz||tuo|| m1(q): (3.39)
vl Loo 0,7, 02(0)) < Cuslluo (o) (3.40)

com as constantes Cyy, Cyz € Ci3 dependendo da norma ||ug || g1 (q)-

Combinando (3.22) e (3.38)),temos

[tml| oo 0,7, (0)) < Cralluollm() (3.41)

com a constante Cy4 dependendo da norma |[ugl| g1 (0.

Estimativa 3

Agora, vamos conseguir uma estimativa para a derivada temporal. Assim, de (3.29)

temos
Pm(®) ), g = / U (L)1) dx. (3.42)
o Ot Q
Logo, tomando 9 = Dt (t) temos
O (1) |

dx = /Q om(t) a“gt(t) dx.

J

ot
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Logo, pelas desigualdades de Holder e Young obtemos

1 || Qum(t) || 1

Integrando em [0, T, temos

T Quy () |2 T
/ 825() S/ va(t)l\%g(g). (3.43)
0 0

L2(Q)

Usando a estimativa ([3.40)) em ([3.43) obtemos

%

Portanto, pela estimativas (3.25)),(3.26]),(3.39), (3.41) temos que a sequéncia (u,,) é uni-
formemente limitada em Wy = W (0, T, Vi, L*(2)) N L>(0, T, H(2)) N L>=(0, T, L*()) com
W (0,T,Vy, L*(Q)) = {u e L*(0, T, H'(Q)); v’ € L*(0,T, L*()).

Oy,

875 S CIOHUOHHI(Q). (344)

L2(0,T5(L*(2)))

Além disso, como a imersao de H'(2) em L?*(Q2) é compacta, segue do Lema de Aubin-
Lions, W estd imerso compactamente em L*(0,7, L*(2)). Logo existem u € W; e uma

subsequéncia (ug(t)) tais que

up — wuy em L*(0,T, H'(Q));

)
up — uz em LY((0,T) x Q);
uy — usem L®(0,T, H'(Q));
up, — wem L*(0,T,L*Q));
ue — uy em L3(Q) q.s. em Q x (0,7);

u, — us em L0, T, L*()).
A demonstragao do seguinte resultado é andlogo a da proposigao ({2.1)).

Proposicao 3.1 Os limites das convergéncias acima, sao tais que

U = U = U3 = Uy = Uy W =1U.
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Logo podemos reescrever as convergéncias acima como sendo

up, — wem L*0,T,V1(Q)); (3.45)
up — wem L*((0,7)xQ); (3.46)
up — wem L®(0,T, H'(Q)); (3.47)
w, — o em L20,T,(HY(Q))); (3.48)
w, — u' em L*(Q); (3.49)
upy — wem L*(Q) qs. em Q x (0,7T); (3.50)
up, — wem L®(0,T, L*(Q)). (3.51)

3.1.4 Passagem do Limite

Seja ¢ € C1(0,T).

toda ¢ € D(Q),

Multiplicando (3.7)) por ¢(¢) e integrando em [0, 7], obtemos para

T T
/ / s (#)bip dxc dt + / V() Vb dx dt + / / () — wn()) b dxdt = 0. (3.52)
o Ja Q o Ja

Agora, note que por (3.45) e (3.49)), temos

/O ' /Q u(e(t) dxde "2 /0 ' /Q u t) dx dt; (3.53)
/0 ' /Q V() Vipp(t) dxdt "2E5° /0 ' /Q Vu(t)Vipep(t) dx dt. (3.54)

De modo que

/0 / () — un(t) — (1) + u(t))io(t) dxdt = / / (u(8) — (1)) ip(t) dx dt

Da convergencia

3.45

" /OT/Qm() u(t))Vip(t) dx dt.
segue que /OT/Q(uk( £) — up(8) )i (t) dxdt *25 0.
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Além disso, de

/ / (W(t) — (1)) p(t) dxdt < C / / (ua(t) — () (2t + up(yult) + w2(0)] dx ds,
0 Q 0 Q

usando a desigualdade de Holder tem-se

/ / t))ve(t) dxdt

< / o) = )l (e 8) 0y + N8 L acop ) oy + )y ) 1w ol
0
T
< Cys / lua(t) = w(®)ll 2@y b (lewl e o7, 500 + Netell oo, lll e ) + Wl e .1, 3062 )
0

T
< 016/ | (t) — ’“(t)HL2 (@) dt
0

ks
< Cillur, — ullz2072(02)) — 0,

com C15 = [[9]| oo () [ lloc € Cre = Crs([1wrl|F oo 07, 1162y F 1kl Lo 07,23 () 1l oo 0,7, 240y +
HUH%C’O(O,T,L“(Q)))

Assim, concluimos que

/0 / (W (8) — wnt)olt) dx e 2% / / (@) — u(D)bp(t) dxds.  (3.55)

Usando as convergeéncias (3.53)), (3.54)), (3.55) passamos limite em (3.52)) para obter

// t)p(t dxdt+/ /Vu YVo(t dxdt—l—// Po(t)dxdt = 0.

A verificagao da condigao inicial é andloga a que foi realizada na secao (2.4.1). Assim, o

problema (3.1)-(3.2)-(3.3)) tem solugao fraca. [ |

3.2 Equagao de Allen-Cahn/Cahn-Hilliard

Nesta se¢ao vamos provar o seguinte resultado:
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Teorema 3.2 Suponha que ug € H* (), entdo existe uma fungao
u € C([0,T]; L*(€2)) N W (0, T; Hy (), (H'())) N L1 x (0, 7))

solugao fraca do sequinte problema:

ou

5 + EAAu— v +u) — (Au—v*+u)=0 em Q x (0,T), (3.56)
ou  O0Au
8_77 = on =0 em 00 x (0,7), (3.57)
u(z,0) =up(x) em Q (3.58)

comv = Au—u?+u e L*0,T; H(Q)). Além disso, se uy € H*(Q2) e n = 1,2,3 entio a
solu¢do fraca u do problema (3.56)-(3.57)-(3.58) € solucao forte, isto é,

w e C(0,T); HA(Q)) 1 L*(0, T; H ().

Como anteriormente, utilizaremos o Método de Faedo-Galerkin para demonstrar o problema

(3.56)-(3.57)-(3.58)) e dividiremos a demonstragdo em varias se¢oes, para uma melhor com-

preensao.

3.2.1 Formulagao Fraca

Supondo que u(t, z) é uma solugao classica do problema ([3.56))-(3.57))-(3.58)), associamos

a u(t,r) uma funcao u : [0, 7] — C*(), tal que

Ou(t)

o + EA(Au(t) — u?(t) +u(t)) — (Au(t) — v (t) + u(t)) = 0. (3.59)

Seja 1) € D(ﬁ) Multiplicando a equacao (3.59|) por ¢ e integrando em €2, obtemos

N wdx—f/ )@Z)dx—/Au(t)@/)der
/k 3(t) — u(t) dx = 0.

Q

a (3.60)
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Como u(t, z) é solugao classica, entao,

Ju(t) d

Ydx = —
o Ot dt Jo

u(t)y dx. (3.61)

Utilizando a férmula de Green classica duas vezes nos segundo e terceiro termos de (3.60)),

obtemos que

/ A*u(t)pdx = / Au(t) Ay dx, (3.62)
Q Q
/ AP(t) —u(t))pdx = /(u3(t) —u(t)) Ay dx, (3.63)
Q Q
e aplicando a féormula de Green classica uma vez no quarto membro de , obtemos
— / Au(t)ypdx = / Vu(t) Vi dx. (3.64)
Q Q
Dessa forma, utilizando (3.61)) - (3.62) - (3.63)- (3.64) em (3.60]), obtemos
:llt/ u(t)y dx + &2 /Au (t)Arp dx — &2 / t) —u(t))Ay dX+/VU(t)V1/} dx
Q
+/(u3(t) —u(t))y dx =0, V¢ € D(Q).
N (3.65)
Da densidade de D(Q) em HZ (), obtemos
d
pr ()@/} dx + &2 /Au (t)Arp dx — &2 / —u(t))Ay dX%—/gVu(t)V@D dx
+/(u3(t) —u(t))p dx =0, Vi € HE(Q).
’ (3.66)

Desse modo, adotaremos a seguinte triade fundamental para a demonstracao do teorema
V=H.(Q) H=LQ) V' =(H(Q).

Note que as imersoes HZ. () — L*(Q) < (H'(9))’ sdo continuas e esses espagos sao densos

nessa ordem.
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Portanto, dizemos que u € W(0,T; H2(Q2), (H*(2))’), para todo T > 0, é solugao fraca
do problema (3.56))-(3.57)-(3.58)) se satisfaz

% Qu(t)w dX—i—fQ/QAu(t)Aw dx—§2/g(u3(t) —u(t)) Ay dx—i—/QVu(t)Vz/J dx

+ / (ud(t) —u())ydx =0, Yo € H2(Q), (3.67)
u(0) = uy. "

3.2.2 Formulacao Aproximada

Como anteriormente, consideremos a base formada pelas autofungoes {¢;}5°, do operador
laplaciano e os autovalores {\;}32, associados, com condi¢bes de Neumann na fronteira.
Definimos V,,, como sendo o espaco gerado pelas m primeiras autofuncoes do laplaciano, isto
é,

Vin = span{ o1, g2, , Om
e, pelas propriedades de base hilbertiana, temos (¢;, ;)2 = ;. Aplicando o operador

projecao P : HZ(Q) — V,, em ([3.66)) obtemos

%/Qum(thXij?/QAum(t)Adex—52/Q(um(t)—ufn(t))Awdx+/£2Vum(t)v¢dX
+ [ @0 —un)edc =0, Vo,
Q
(3.68)

Escolhendo Uom = Pm(UO) temos ug,;, — ug em H' (Q) e ||u0mHH1(Q) < ||u0||H1(Q)

Definimos que u,,(t) ¢é solugdo aproximada do problema (3.56)-(3.57)-(3.58)),
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se Uy, (t) € V,, e satisfaz

CZ U () dx + & /Aum Az/;dx+/Vum )W dx =
+£2/Q(ufn(t) — Ut ))Awder/Q( (1) —um(t))dx, YO € Vi, (3.69)

U (0) = Uom.

m
Em particular, tomando ¢ = ¢;, j = 1,2,---,m, usando w,(t Z a;(t)¢; e as propri-
=1

edades da integral, obtemos

Zalm / Gipjdx  + &2 Zam / ApiAg; dx—l—Zozlm / V¢V, dx
=¢ /Q ud () Ag,; d ;am(t) /Q 0 A, d /Q ul (t)p; d +;am(t) /Q dip; d

Denotando A = [(¢i, ¢j)r2)), B = [(A¢i, Adj)rz), C = [(Véi, Voi)i2)), D =
[(Diy Apj) 2] € a(t) = [im(t)] tem-se
Ad/(t) + EBa(t) + Ca(t) = E[(up,(t), Adj) 12(0)] — E2Da(t) — [(u3, (1), di) r2(0] + Aa(t),

com (0) = [(uo, ¢i)r2()] = 0.
Sabemos que A = I,,,,logo, temos o seguinte sistema de EDO’s nao lineares:
o/ (t) = Ka(t) + [(ud,(t), Ags) 2 (o)) — [(u, (1), @) 2],
a(0) = ay.
com K = —£2B—C — D+ 1,,,.

Solucao do problema aproximado

Mostraremos que, para m fixo, o problema de valor inicial

{ o/(t) = Kaft) + [(u?,(£), Ad;)ragey] — [(Wa(2), 60) 2

3.70
a(0) = ap. (3.70)
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possui solucao local. Para isto, aplicaremos o Teorema de Caratheodéry. Primeiramente,

mostraremos que a funcao

(t, o) = Ka(t) + [(u, (t), Ad;) 2] — (U, (8), ) 12(0)]
é localmente continua para t fixo e localmente mensuravel para quase todo « fixo.

Combinando ([2.26)) e (3.15]) temos que ®(¢, ) é localmente Lipschitz.

m

Por outro lado, para « fixo, temos que Ka ¢ fixo e u,, = E ag; ¢é constante, logo,
=1

continua e, portanto, mensurdvel. E como, os termos (u3,, ¢;)r2(q) € (u3,, Ag;)12(q) indepen-

dem de t, logo, constantes e portanto mensuraveis. Assim, para « fixo, ®(¢, @) é mensuravel.

Além disso, combinando ([2.28)) e (3.19)) obtemos constantes C; > 0 e Cy > 0 tais que
(s A0 2]l < Chlal® (i, 95) 2] < Calal’.
Logo,

@t a)l < [[K]llal + & [(um, Ady) 2]l + [, 65) 2|
< [IKllal +&Cilal’ + Colal.

Agora, tomando « € Bg(0), temos que
|@(t, )| < [[K[|R+ (£2C1 + C) R?

com ||K||R + (£2C) + Cy)R? ¢ integrdvel. Portanto, pelo Teorema de Caratheodéry, existe
am(t), t € [0,t,) solugdo local para (3.70)). Isto implica que existe u,,(t) solugao local de

(B:69) tal que

’

U € C([0, tm]; Vin) 5 u,, € LH0, s V).

m

3.2.3 Estimativas a prior:

Como feito em segoes anteriores, determinaremos estimativas a priori da soluGao uy, (t)

usando argumentos de compacidade.
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Estimativa 1
Tomando ¢ = u,,(t) em (3.68]), obtemos
& [P ax+& [ jau@Pax+ [ [FunPax = [ @0 - ) S0 dx
dt Jq Q 0 Q

~ [0 = D) ax
Q

(3.71)
Pela formula de Green obtemos
2 / — Uy (1)) Aty (1) dx = —€2 / — U (1)). Vg, (t) dx.
Além disso, por m temos que
'S / — Uy (1)) Ay, (1) dx = —€3 / V(uy, (t) — um(t)).Vu,(t) dx.
Portanto,
£2 / — U (1)) Ay, (t) dx = &3 / V(u — U (1)). Vo, (t) dx
= —52/Q(3um(t)Vum(t) — Vun(t)).Vu,(t)dx
= —fQ/Q|3um(t)||Vum(t)|2dx—|—§2/Q|Vum(t)|2dx.
(3.72)
De
6 = e nlt) = [ k) = (0 (3.73)
Q Q

E usando (3.72)) e (3.73) em (3.71)) obtemos

d
—lwmO1z20) + ElAun®)llz2) + I VumOlz2@) + 52/93\um(t)!2\Vum(t)\2dX+Hum(t)H‘b(Q)

= EVun(®)l72(0) + lum@®l72)  (3.74)
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e assim, podemos afirmar que

d
lumOz20) + ElAunOlz2@) + [VumOlzz@) + lum @Iz

< ENVum®)l720) + lum®)l72)  (3.75)

Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg no termo ||Vum(1§)||2 e escolhendo

m=r=q=p=2,7=1eobtemos @ = 1/2. Logo, existe uma constante C’3 > 0 tal que

IV (@)l 220 < Csllwm ()| 2@ [[tm (8) ]| 220

Por outro lado, elevando-se ao quadrado a desigualdade acima e utilizando a equivaléncia

das normas de H%(Q) e HZ.(Q2), implica na existéncia de uma constante C; > 0 tal que

IVem @)l Z2@) < C5Calltm(t) | 2@ (HAum( Mzz) + mllum(t )HimH) :

E usando a desigualdade de Young, obtemos que

C§C4 2 1 2
V@l < =52 @)@ + 5 (18un@E20) +millun (@) 2

1
< §”Aum(t)||i2(sz)+C6||Um(t)||2m(9)> (3.76)

O§C4 i m

com Cg = 5 5"

Usando (3.76)) em (3.75)) obtemos

d 2
—lwmOl720) + 5 1 Aum (O 72) + [Vum@llz20) + lum@liaq) < Crllum@)72@3.77)

com C7 = Cs + 1. Logo,
d
E!\um(t)\lim) < Crllum ()] 720

e pela desigualdade de Gronwall temos

[t (t)[ £2(0) < Csllum(0)]|L2(0)- (3.78)
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em que Cg ¢ uma constante que independe de m. Como, || (0)]z2q)

l|0]| £2(02), obtemos

sup ||um(t)l 120y < Cslluollz2()
0<t<T

Logo, pelo Corolario temos solucao global para o problema (3.70)).
Integrando (3.77)) em [0, 7], obtemos

2
() gy + =

T T
aéwm@m@asmmw@@+énw®mm>
Por (3.79)) garantimos

52 ’
2t (T 12y + HAum()llizm)dH i IVt (1172

T
+/wamwm&su+@mwm@'
0

Portanto,

[wmllFoeor ey < Cilluollizoy
||Aum||%2(o,T,L2(Q)) < C9||U0||%2(Q)
Hvum”%?((),TL?(Q)) < (1+ 08)”“0”%2(9);

luml L0010y < (1+C8)lluollZzo

com a constante Cy dependendo de £ e Cs.

Por (3.80)), (3.81)) e (3.82)) temos que

[t (D] 207,12, (2)) < Crolluol|z2(0)

com (C'p uma constante que independe de m.
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Estimativa 2

Aplicando a férmula de Grenn (duas vezes, se necesario) obtemos

/QAum(t)Al/de:/QAQUm(t)@/)dX:/QA(Aum(t))iﬁdx,

/Q(Uf’n(t) — U (t))Atp dx = / AP (1) — up ()1 dx.

Q

Por (3.68)) tem-se

575 ton(? de—‘f/ (Bt (?) (t)+um(t))¢dx+/Q(Aum(t)

Fazendo v, (t) = Ay, (t) — u?,(t) + uy(t), obtemos

dt

Tomando 1 = v,,(t) e aplicando a férmula de Green temos

4
dt .,

d |t Y dx = —&2 /Avm ¢dx+/ (D) dx.

—ud () +um(t)) dx.

(3.85)

U (Do () dx = —&2 /Avm vm()dx—k/Q m (). vm(t) dx

_ g /Q V0 (t). Vo (t) dx + /Q V() vm(t) dx.  (3.86)

Usando a definigao de v,,(t) e a férmula de Green novamente, garantimos

d d

pr U (D)o (E) dx = % um(t)(Aum()—u (t) + um(t)) dx
= & [0 su®ax =G [ w®an®axt 5 [ w0
= dt um Uy, X um X dt U, X
1d 1d
- —anmonm Ol +§dt||um<>||m<m- (3:57)
Combinando ([3.86)) e (3.87)) temos

1d 1d
5 T (@) ) + 7 i Ol (@) + €10 () ey + Nom (@)
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Integrando em (0,t) com ¢ € [0,7T] obtemos

1 1 T
§||Vum(t)lliz(m+;LHum(t)ll‘imﬁfZ/ [[0m (8)[[ 71 ()
0

1 1 1 1
= §||Vum(())||%2(9) + ZH“m(O)HiLI - §||Um(0)||%2(9) + §||Um(t)||%2(n)

1 1 1 1
< |51V uoml 2@y + omllEs = 5 ltom I + 5 lem @z

1 1
< Ot [[womll5r ) + §||Um(t)||%2(n) < Chiluollz o) + 72 [t (017202

Usando a estimativa ([3.79)) garantimos

1 1 T
§Hvum(t>H%2<m + Z!Ium@)H“mm) +€2/0 [0m (8) |71y At < CaaluollF o

com as constantes Cy; e Ch2 dependendo de &, 2 e |lug|| g1 (). Logo,

1 2 1 4

5 (50 190 Ol ) +1 (500 Bun Ol )+ llon o < Crluali
0<I<T 0<I<T
(3.89)
Combinando (3.79)) e (3.89)) obtemos

|t | oo 0,11 () < Cuslluo]| ar @) (3.90)
|t | Loo (0,1, 24(0)) < Chal|tio|| (0 (3.91)
va|’%2(o,T,Hl(Q)) < Cis[uoll (o) (3.92)

com as constantes Ci3, Ci4 e C15 dependendo de €2 e |ugl| g (-
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Estimativa 3

Agora, vamos obter uma estimativa para a derivada temporal. Por (3.85]) temos

P e = —5/ (Dt (1) — 3, (£) + >>¢dx+/<Aum<>—u (1) + ()10 dx.

Q Q
(3.93)
Utilizando a férmula de Green e a defini¢ao de v,,(t) , obtemos
8um
zp dx = £ va (t)Vipdx + vm( ) dx, (3.94)
Q
e, pela desigualdade de Holder garantimos
Oy, 9
S )| < € [ IVon®IVelds+ [ fon(@llo]ds
Q Q
< V)l IVl 2@) + [0m )l 2@ 19| 22()
< CullvmOmr @Y a @), (3.95)
com Cjg = max{¢? 1}. Assim,
Oy, "
Oy, ot '’
(HL(Q)) ”¢HH1(Q)
Elevando ao quadrado (3.96)) e integrando em [0, 7] obtemos
Ou,, 2 T
el ae< [ ol
0 (HY(Q))! 0
Usando ([3.92)) temos
8um ’ 2 g 2 2 2
ot dt < (i va(t)HHl(Q) dt < ClGH“O”Hl(Q)
0 (H (@) 0
o que implica
Oy, 9
L2(0T3(H ()Y

84



Portanto, pelas estimativas (3.83),(3.84)),(3.90), (3.91)), (3.92) e (3.97) a sequéncia (u,,)
é uniformemente limitada em Wy = L*(0,T, H2(Q)) N L>(0, T, H'(Q)) N L*((0,T) x Q).
Além disso, como a imersiao HZ (2) em H'(Q) é compacta segue do lema de Aubin-Lions

que W = {u € L*0,T,H2(Q));« € L*0,T,(HYQ))) estd compactamente imerso em
be

L2(0,T, H(2)). Logo, existe u € W, e uma subsequéncia (uy) tais que

upy — wem L*0,T, HZL(Q)); (3.98)
wp — wem LYQr); (3.99)
up, — wem L®(0,T, H'(Q)); (3.100)
u, — u em L*(0,T,(H'(Q))); (3.101)
w, — wem L*(0,T, H(Q)); (3.102)
up, — wem L®(0,T, L*(Q)); (3.103)
vy — wvem L*(0,T, H'(Q)). (3.104)

3.2.4 Passagem do limite

Nessa secao passaremos o limite na equacao (3.68|) no sentido das distribuigoes.

Seja p € C*(0,T). Multiplicando (3.68)) por ¢(t) e integrando em [0, 7], obtemos

//uk Yot dxdt+§2/ /Auk YAYp(t) dx dt

_¢2 / / V() — un (b)) At dxdt—/Auk Yeo(t) dx dt (3.105)
—i—/o /Quk (1) — ug(t))vp(t) dxdt =0, Vi € V,.
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Integragao por partes, temos

/OT/QUL(tWSO(t) dxdt = —/T/ ue ()0 () dx dt — (ugp(T), Po(T)) 120

0),1%p(0)) L2

/ /uk ¢gp t) dx dt.
Logo, ([3.105) torna-se

//uk z/xp dxdt—i—é/ /Auk YJAYp(t) dx dt

—g/ /uk — (1) A (t dxdt—/ /Auk Yo(t) dx dt (3.106)

//uk — ug(t))p(t) dxdt = 0.
0o Ja

Note que por (3.98]), temos

T T
- / / w(B) (1) dxdt 2 / Wt (1) dx dt, (3.107)
o Jo o Jo
T T
/ /Vuk(t)va(t)dxdt jmary / Vu(t)Vipo(t) dx dt, (3.108)
o Jo 0o Jo
T T
/0 /Q Au () Ahp(t) dxdt "2 /0 /Q Au(t) Avp(t) dx dt. (3.109)
E por (3.102) (de modo anédlogo como (2.81))) obtemos
[ R0 = )= 00+ )0 e = [ [t —wnavemasa
//uk —u(t))Avp(t) dx dt,
(3.110)
Novamente por (3.102)) (de modo anélogo como ([3.55))) garantimos
T
/0 /Q(uz(t)—uk(t))w dxdt]H—of/ / Hdcdt.  (3.111)
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Portanto, usando (3.107)), (3.108)), (3.109), (3.110)), e (3.111])) podemos passar o limite em
(3.106|) para obter

/T/ )w()dxdt+§2/ /Au YAYp(t) dx dt

—f// ) — u(t Aww()dxdt—/ /Au Jep(t) dx dt (3.112)

+/0 /Q(u?’(t) —u(t))Yp(t) dxdt = 0.

E integrando por partes no primeiro termo de ([3.112)) obtemos

// typ(t dxdt+§/ /Au )Agp(t) dx dt
—62// ) — u(t)) Ap(t) dxdt—/ /Au Ybo(t) dx dt

+/0 /Q(u?’(t) —u(t))p(t) dxdt = 0.

A verificacao da condicao inicial é obtida de modo analogo a secao (2.4.1)). [ |

3.2.5 Regularidade da Solucgao

Nessa se¢@o, mostraremos que a solucao fraca do problema (3.56))-(3.57)-(3.58) é uma

solucao forte se ug € H?(2). Para isso, considere 1) = Au,,(t) em - ) para obter

% U (1) A%y, (1) dX—l—ﬁQ/QAQUm t)A2u,, (t) dx — &2 / (t) — um (1) A%, (1) dx
—/QAum(t)A%m(t) dX—F/(Uil(t) — U (1)) A%, () dx = 0.
Q Q
(3.113)

Analisaremos cada termo de (3.113]). Para o primeiro termo, aplicamos férmula de Green

para obter

/Qum(t)A U (t) dx = /asz U (1).V Auy, (t).nds —/QVumt).VAum(t) dx.
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Como, por (2.42)) temos

U (t).V Ay, (t).nds =0
o0

e logo,
/ i (£) N2y (1) dx = — / Vitt).V At (t) dx.
Q Q

Aplicando a férmula de Grenn novamente, obtemos

_ /Q Vit (£).V Aty () dx = — /8 1) (1) + /Q A (1)]2 dx.

Oum(t)

Mas on

= 0 em 0f). Entao,

Vi, (t).Au,y,(t).nds = 0. (3.114)
o0N

Logo,
/ i (£) N2y (1) dx = / A (1)]2 dx.
Q Q
Para o quinto termo, aplicamos a formula de Grenn para obter
—/ Ay, (1) A2y, (1) dx = / Aty (). V Auyy, (t).n ds —I—/ IV Au,, (t)]? dx.
Q o0 Q
Mas também, por , temos que
- / Aty (1) A%, () dx = / |V Au,, (t)]? dx.
Q Q
Assim, (3.113]) torna-se:
i/ \Aum(t)\2dx+52/ \AQum(t)\de—i—/ IV Ay (1)) dx
dt Jo 0 0 (3.115)
= 52/ AU (1) — U (1)) A%, (1) dx — /(uiz(t) — U (1)) A2y, (8) dx.
Q Q

No que segue, estimaremos a soma

e /Q A (8) — (1)) A2y (1) dx — / (U3 () — tyn (£)) A2y (£) dlx. (3.116)

Q
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Para majorar a primeira parcela da soma acima, utilizaremos a desigualdade de Holder,

entao:

/QA(u;(w—um( 1) A2 (1) dx < £) =t (£)) A2y (1) dx

g/Q]A(ufn(t)—um(t))||A2um(t)|dx§ (/Q\A(uf’n(t)—um |2dX> (/ A%, (1) |2dx> ,

e, pela desigualdade de Young com p = ¢ = 2, obtemos

/ Au o (£) A2 (1) dx < + / A, um(t))Ide—i—% /Q A2y, (D)2 dx. (3.117)
Para majorar a segunda parcela, aplicamos a formula de Grenn o que garante que
/Q (U3 (8) i (1)) A2 (1) dx = /8 (0110 (0)-V At (1) 5~ /Q V(i (1)t (1)) Ay (1) dix.
E por temos
/Q(u?n(t) — Uy (1)) A2y, (1) dx = — /Q V(ul (1) — U (t)) VAU, (t) dx.

Novamente aplicando a formula de Grenn tem-se

/ V(tp, (£) = tn (£)) VAU, (8) dx = — /{m V(2 (t) = tnm(t)). At (t).nds
| 8068,0) = 1) 1) .

E obtemos
_ /Q V(2 () — wpn (£))V At (£) dx = /Q AU (£) — 1 (£)) At (1) dx.

Portanto,

/Q (U2 () — 1y (£)) A2ty (1) dx = /Q A (£) — 1 (£)) At (£) . (3.118)
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Deste modo, combinando (3.117)) e (3.118]), temos:

£2 / — U (2 U (1) dx — /Q(uf’n(t) — Uy (1)) APy, (1) dx

<le / A0 — ) 1) 5~ [ (,0) — 1) A1)

Q

<16 [ AL = un ()22 (0)ax] + | [ (0 = 1) 420, (1) dx
/\A - ]2dx+£ /]A2um ()7 dx + /QA(ufn(t)—um(t))Aum(t)dX
/|A ) — (1 |2c1x+5 /|A2um |2dx+/|A £) — 1wy (8))]| At ()] dix.

Agora, utilizando a desigualdade de Holder na parcela
1A = wn )| A (0]
obtemos

(/|A ) — U (t HAum(ﬂdx<i</|A ) — U (t de> (/ﬂAum \2¢0 :

2
E, pela desigualdade de Young, com p=qg=2e¢ e = 5 temos que

/yA ) (1)) A (¢ |dx<—/yA |2dx+2—§2/|Aum (£)[2 dx.
(3.119)
Logo, utilizando , resulta
'S / ) — U (t U (1) dx—/(uf’n(t)—um(t))AQum(t) dx
Q
52 &
/m )= (8) 2 dx + & /Wum |2dx+/\A 1) — 1wy (£))| At ()] ¢
£ 1
/yA )= (8)Pdx + & /Wum( )|2dx+2—§2/|Aum(t)|2,

(3.120)
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Combinando (3.115]) e (3.120]) obtemos

d 2
E/ \Aum(t)\2dx+%/ \A2um(t)|2dx+/ [V A, (£)] dx
Q Q

(3.121)
<€ [ 1AL ~un )P s+ o [ B0
Por outro lado, como
A (1) = U (1)) = 6Up (8) (Vum (t)? + (3u2, (1) — 1) Auy, (1) (3.122)
Logo,
/ — o (£)2 dx = /Q36\um(z)|2\vum(t)\4dx+
/ 12U, (8) [Vt () 2 (3t () — 1) Ay, (2) dx + /Q(Su (t) — 1)|Auy, ()] dx
<3 / i (D)2 Vet (6)] i + 36 / [t (O |Vt (8) At (1)
+9/ﬂ|um( W AU, (1)) dX—i—/Q|Aum( )|° dx.
Portanto,

/Q A2, (1) = ()2 dx < 36[|un (1) |20 | Vit () [ 1
36 |t () 10 ) 11V 20 () [y [1 5t () | 262) + Ot () | e 1 Bt () B2y (3-123)
F{| At (8)[| 72 .

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para n = 1,2, 3.
Paran = 1.
3
(i) Escolhendo j =1, r =4, m =4, p=2e g = 0o obtemos o = 7 Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que

11 3
19l 0y < Cltn ()5 iyl () - (3.124)
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(ii) Escolhendo j =2, 7 =2, m =4, p =2 e ¢ = oo, obtemos @ = —. Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que

| At (#)]] 2 (@) < Cllttm (E)| Loo [t ()| Fra - (3.125)

Usando ((3.124) e (3.125)) em ([3.123]) obtemos
36 6
[ 1A = un®F dx < Cllun(ll oy lan Ol
36
FC [ tm ()] oo gy 1t ()] 4
36
FC [t ()] Foe gy 1t ()] 4 HAum( )M720)

36 8
< Cllum @ gy ltm Ol oy + At (B Z2(0)-

6
7
H4(
8
7
H4(

Utilizando a desigualdade de Young e a equivaléncia das normas de H*(Q) e H} (),

temos
3 2 1 9 2 A2 2 £ 2
|8 E) —un®)Fdx < G COllum(®) [ + 1A U Ellz2@) + pmalltm E)llz2q
+ 1 AU ()12
E da imersao continua de Sobolev, H'(Q)) < L>(12), existe uma constante C' > 0 tal que
[t ()| L (@) < Clltm (b))
Logo,
A 3 . 2d < 9 5_2 AQ 5 2
|80 —um @) dx < gllun®) @) + 1A (¢ Mz + 2 mellum (D72
+ | A ()][720)
Para n = 2.

7
(i) Escolhendo j =1, r =4, m =4, p=2e g = 3 obtemos o = 55" Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que

15 7
[V (t) ||L4(Q) < C”um(t)Hz%(Q) ”um(t)||12q24(§2)' (3.126)
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5)
(ii) Escolhendo j =2, r =2, m =4, p=2e g = 3, obtemos o = TR Logo,

6

6 5
[ AU ()| 2 () < M (O] 10y 1 (E) | 1) (3.127)

2
(iii) Escolhermos j =0, r = 0o, m =4, p =2 e ¢ = 3, obtemos a = I Logo, existe

uma constante C14 > 0 tal que

lum ()| e (@) < Crsllum(?)

9
el O - (3.128)

Usando ((3.126)), (3.127) e (3.128) em (3.123]) obtemos

18680 = wn®P dx < Cllun®l ol ®l
o () 5y 8 s
Ot (0 gy Tt Ol gy + 1A ()]0
< Cllun Ol gl (O] iy + 180 (0) 22y

Utilizando a desigualdade de Young e a equivaléncia das normas de H*(Q2) e H(Q) ,

obtemos que

3 2 ¢ § 2 52 2
/Q!A(um(t)—um(t))\ dx < ?Hum<)”L3(Q 1A% Olz20) + Zllum (Ol 22

+ | AU (81720
E da imersao continua de H'(Q) < L3(Q), existe uma constante C' > 0 tal que
[ ()| 23y < Cllwm (B) |11 0.

Logo,

C ? 2 2 52 2
2 lum O 0) + 2L 1A% (Ol 72 + el tm)172)

4
+ “Aum(t)HL?(Q)

/Q AW () — un(®)Pdx <
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Para n = 3.

(i) Escolhendo j =1, r =4, m =4, p =2 e g = 6 obtemos o« = —. Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que

3 1
[ (1) L2560 < Cllt(0) gy e () - (3.120)

(ii) Escolhendo j =2, r =2, m =4, p=2e q = 6, obtemos o = —. Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que
2 1
18 ()l 2(0) < Ol ()l sy it () (3.130)

1
(iii) Escolhendo j =0, r =00, m =4, p =2 e g = 6, obtemos o = 5 Logo, existe uma

constante C' > 0 tal que

5 1
[t ()| o (@) < Clltm (D) 7o) 1t ()] Fra- (3.131)

Usando ([3.129)), (3.130) e (3.131)) em (3.123]) obtemos

14 4
18 = )P dx < Cllun Ol ol Ol
14 4
+ Clam(®) ooy 1B 10
14 4
+ CO ) gyl () e + 100 (8) 3

14 4
< Ollum @O fojoy ltm (Ol Fa0y + 1 Aum () [[72(0)-

Utilizando a desigualdade de Young e a equivaléncia das normas de H*(Q2) e Hp () ,

obtemos que

C 2 52
LIA(ui(t)—um(t))IQdX < gllum(t)lli%m)+ZIWum(t)lliz(m+anllum(t)lliz<m

+ | At (8)[72()-
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Da imersao continua de H'(Q) < L5(Q), existe uma constante C' > 0 tal que
[t (8)]| 25 () < Cllttm(8)] 11152
Logo,

C 2 62
/Q A (1) = um()Pdx < lln(®)lih @ + 7 I18%0n (0 ) + el (Ol 2o

+ | At (0|22 -
Portanto, para n = 1,2, 3, tem-se

a ¢
/QA(Uf’n(t)—um(f))2 < Cllum(@)llzn @)+ 1A 0 (O 72(0) + E4mllum (D)2

+ | At (8) |22

coma=9paran=1, a=24 paran=2e =14 paran = 3.

Assim, (??7) torna-se

d 2
E/Q|Aum(t)|2dx+%/Q|A2um(t)|2dx+/g|V(Aum(t))|2dx

(3.132)
< OO ) dx + um ()12 (0) dx + | A (8) [ 72(0))-
com C' dependendo de & e €.
Assim,, de (3.132]), temos
d (0%
7 /Q | At (8)[ dx < C([[m ()15 ) + ltm (8720 dx + | At () |72 )-
Agora, pelas estimativas (3.79) e (3.90]) temos que
d t
2 2 2
18 )0y < CllalBney + € [ 18un(0xey .
Pela desigualdade de Gronwall obtemos que
1 AU ()72 < (+Clluoll T ) + 1A (0)[[72q)) e (3.133)
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Assim,

Sup (| At (B)l22(0) < Clluolyega (3.134)
0<t<T

Logo,

| At || oo 0,7, 22(2)) < Clltto] T2y -

Integrando (3.132)) em [0, 7] e utilizando (3.79)), (3.90) e (3.134), temos

2 T T
8D+ 5 [ [ 80P dxder [ [ 190 axat
0 Q 0 Q

< AU (0)[[72() + Clluollin gy + T sup || Auwm(t)[Z2)
0<t<T
< Cluliyeo (3135)
Assim,
||A2Um(t)||L2(0,T,L2(Q)) + HV(Aum(t))||%2(0,T,L2(Q)) < CHUOH?{?(Q)'
E obtemos

1A% (1) [72(0.722(52)) < ClluollFr2 e

IV (At () 7200722000 < Clluoll Bz (-

Combinando as estimativas (3.83)), (3.84)), (3.90)), (3.79)), (3.134)), (3.136)) e (3.136| temos

||Um||Lw(o,T,HgC(Q)) < C||u0||H2(Q)>

[wm 20,018 () < Clluolm2(@)-

Procedendo de modo analogo como na se¢ao anterior, passamos o limite no problema
aproximado e obtemos que a solugao fraca satisfaz u € C([0,T]; HZ(2)) N L*(0, T; HL.(Q2))
quando uy € H*(Q) en=1,2,3 [
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Capitulo 4

Solucao numérica da equacao de

Cahn-Hilliard unidimensional

Nesse capitulo apresentaremos o exemplo numérico governado pela equacao de Cahn-
Hilliard unidimensional, tratado por P. Rebelo no artigo [17]. Seguindo este autor, usaremos
o método de Faedo-Galerkin acoplado ao método da decomposicao de Adomian. Para melhor
compreensao, faremos uma breve introducao do método de decomposicao de Adomian para
resolucao de equagoes integrais de Volterra. Usamos o aplicativo matematico MAXIMA na

implementacao dos resultados mostrados na figura 1

4.1 Breve resumo sobre equacoes integrais

Equagoes Integrais aparecem em muitas aplicacoes da Matematica e da Engenharia. Po-
demos citar a teoria de potencial, acustica, eletricidade, mecanica dos fluidos, genética de
populacoes, entre outros. Estas equagoes podem ser escritas como equagoes de opera- do-

res para operadores integrais. A teoria classica das equagoes integrais trata de dois tipos
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de equacoes: equacao de Volterra e equagao de Fredholm. Nas equacoes do tipo Fredholm
a regiao de intergracao é fixa enquanto de nas equacoes do tipo Volterra é variavel. Por

exemplo, a equagao

ca(t) = f(t) + )\/b k(t,s,a(s))ds, a<t<b
¢é do tipo Fredholm enquanto que a equagao

ca(t) = f(t) + )\/t/{(t, s,a(s))ds, a<t<b

¢é do tipo Volterra.

Escrevemos as equagoes integrais na forma de equagoes de operadores do seguinte modo:

consideremos o operador K que a cada funcao a(t) associa uma unica fungao dada por

t
Klal(t) = [ ke, 0())ds.
O operador K é chamado operador integral. Assim,
ca(t) — AK[a](t) = f(1). (4.1)

Quando ¢ = 0 em (4.1)), a equagao integral é chamada de primeira espécie. Para ¢ =1, é
chamada de sequnda espécie. Se k(t, s, a(s)) = k(t, s)a(s), as equagoes integrais sao lineares,
em outros casos sao nao lineares.

Em muitos casos, resolver uma equacao integral é equivalente a resolver um problema de
contorno ou valor inicial governado por uma equagao diferencial. O exemplo mais conhecido

é a equivaléncia entre o problema de valor inicial
y =fty)

y(0) = wo
e a equacao integral

y(t) = yo +/0 f(s,y(s))ds.
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Mais detalhes sobre as propriedades das equagao integral de Volterra podem ser encon-
trados em [I4]. No que segue, provaremos um resultado de existéncia e unicidade de solugao

para esta equacao.

Teorema 4.1 Supondo que as fungoes f :[0,T] - R ek :[0,7] x [0,7] — R sao continuas
e k € lipschitziana na terceira variavel, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que k satisfaz
a condicao

|k(t,s,y) = k(t,s,2)] < Lly — 2|, (4.2)

com L uma constante. Entao a equagao integral de Volterra

at) = f(t) —i—/o k(t,s,a(s)) ds (4.3)

tem uma unica solugao continua em [0,T7].

Demonstracao: Vamos aplicar o método das sucessivas aproximagoes. Para isto, considere

uma sequéncia gerada por:

t
an(t) = f(t) +/ k(t, s, c,—1(s)) ds. (4.4)
0
Primeiro, provaremos, por inducao, que
M (Lt)"
| (t) — a1 (t)] < Tl n=1,2,

com M = 02,3§T|k(t,s,z)| para |z| < c.

De fato, para n = 1 temos

| (t) — ()] = laa(t) = f()] = /Ok(t,s,f(s))ds
t M (Lt)!

< /O|k:(t,s,f(s))ldSSMt:f I

Observe que, Joax 1f(t)] <ec.
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Suponha, por hipétese de inducao, que

M (Lt)*
(1) — @ (8)] < T

Entao, por (4.4)), a condicao de k(t, s, z) ser lipschitz na terceira variavel e hip6tese de indugao

obtemos
agea(t) — an(t)] < / k(L 5, ax(5)) — k(t, 5, 1 (5)) ds,

() — n(®)] < L / an(t) — aws (1)) ds,

"' M (Ls)*
< L[| —
e A
MLk [ M (Lt)k+!
< ——/skds:—( 2 )
L %! L (k+1)

Agora, provaremos que a sequéncia de fungoes (o, (t)) obtida por (4.4)), converge unifor-

memente em [0, 7]. De fato, observe que, para t € [0, 7], tem-se

M (Lt)* M (LT)*

L =T 0

Além disso, a série numérica (positiva)

M (L
Zf !

k=1

M

¢é absolutamente convergente e converge para f(eLT —1).

Logo, pelo teste da comparacao (veja [I8, teorema 7.10]), a série de fungoes

;o . M (LT)’“
¢ uniformemente convergente, pois —

L

independe de ¢t em [0, T].
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Como a n-ésima soma parcial desta série é
ap(t) + Y ks () — ax(t)] = an(t)
k=1

temos que a sequéncia de fungoes continuas (o, (t)) converge uniformemente em [0, 7.

Seja a(t) a fungao continua que ¢ o limite da sequéncia (o, (t)), isto é,

lim o, (t) = a(t).

n—o0

Mostraremos que a(t) é solugao de (4.3)). Por (4.4]) temos que
t

a(t) = lim o, (t) = f(t) + lim [ k(t, s, on(s))ds. (4.5)

n—oo n—oo 0
Sabemos que, se a sequéncia (k(t, s, a,(s))) converge uniformemente para (k(t, s, a(s)))

entao
t

lim k(t,s,an(s))ds:/o k(t,s,a(s)) ds. (4.6)

n—0o0 0

Como k(t, s, z) ¢ uma funcao lipschitz na terceira variavel temos
[k(t, s, an(t)) = (t, s, (1)) < Llan(t) — a(t)]

e, logo,

sup  [k(t, s, an(t)) — k(t, s, a(t))| < L sup |an(t) — alt)].
(t,8)€[0,T]x[0,T] te[0,7

Mas, a,(t) — «(t) uniformemente em [0,7], o que implica |la,, — @l — 0. Logo,

k(t,s,an(t)) = k(t, s, a(t)) uniformemente em [0, 7.

Combinando (4.5)) e (4.6)) obtemos
t
alt) = f(t) +/ k(ts,a(s))ds, Vi € [0,T].
0

Unicidade da solugdo. Suponha que aq(t) e aq(t) seja solugoes de (4.3)). Seja ¢(t) =
a;(t) — as(t), entao ¢(t) satisfaz

6(t) = /O e(t, 5, 01(s)) — k(t, 5, an(s))] ds. (4.7)



Como k(t, s, z) é uma funcao lipschitz na terceira varidvel temos que

o)) < /|k t,s,a1(s)) — k(t, s, as(s))| ds

< /|a1 —ag(s)|ds=1L /|¢ )| ds.

b=t [ 16(s)] . (45)

Portanto,

Assim,
o(t)] < LC't (4.9)
com C' = sup |¢p(t)].

t€[0,T]

Usando (4.9) em (4.8)) tem-se
t Lt2
lp(1)] < L/ LC'sds = C—.
0
Repetindo sucessivamente este processo, obtemos
L n

y()y<0— n=12-- tel0T).

Fazendo n — oo concluimos que ¢(t) = 0 em [0, 7] |

4.2 Método da decomposicao de Adomian

Nessa secao descreveremos o método da decomposicao de Adomian, proposto por Ge-
orge Adomian nos anos 90 para obtenc¢ao de solugao aproximada de equacgoes diferenciais

ordindrias.

Consideremos a equacao nao linear de operadores

Fu=g (4.10)



com ¢ é uma funcao dada e F' um operador, definidos em espagos convenientes. Suponhamos

que (4.10) admite uma tnica solucao.
O método de Adomian é uma técnica para encontrar a solucao de (4.10) como uma série

oo
u= E «; usando-se o seguinte esquema de recorréncia

1=0
Qp = 57
ap = Ao(Oé()) + L(Oé()),
Qo = Al(OZQ,Oél) +L(Ozl)7 (411)

Qp = Anfl(OJOa"'?anfl)+L<Oén71)-

com L um operador relacionado com a parte linear da equacao e A; uma classe especial de
operadores, chamados polinomios de Adomian, que sao construidos expandindo em série de

Taylor o termo nao linear.

Observe que uma caracteristica importante dos polinomios de Adomian é que sao cons-
truidos de modo que Ay dependa somente de o (ou seja, Ap(ap)), A; dependa somente de
ap e a; (ou seja, Aj(ag, aq)), -+ Aij(ag, aq, -+, ;1) e assim sucessivamente.

Seja N a parte nao linear de F' e suponha que a parte linear pode ser decomposta na

forma L + R com L é inversivel e R um operador. Em geral, L é o operador derivacao.

Assim, a equacao (4.10) torna-se
Lu+ Ru+ Nu = g.

Aplicando operador L~! na equacdo acima, obtemos a seguinte equacao integral do tipo

Volterra.

u=L"(g— Ru)— L 'Nu. (4.12)

Note que a ideia é escrever 1} na forma v = Lu+ Nu com L um operador linear e N

um operador nao linear.
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o 0.)
Suponha que u = Z a; e Nu= Z A;, entao a equacao (4.12)) torna-se
i=0 i=0

i a;=L""g~ L’lR( i ozi) — L ( i Ai>. (4.13)

1=

Expandido a expressao (4.13)) e comparando os termos, obtemos

Qp = L_1g>

a1 = —L_lROéO - L_lA(),

Qg = —LilROzl — LilAl, (414)
o = —L_lROéz;l — L_lAz;l

que é um esquema geral para o método de Adomian.

Por exemplo, considere Nu = f(u). Fazendo a expansao de Taylor em torno do ponto

inicial o temos

d / 1 " 2 1 3 3
flu) = f(Oéo)JF%f (ao)(u—ao)+§f (a0)(u — ) +§f()(040)(u—040) + o

o
Substituindo u = Z o; obtém-se
i=0

flu) = flao) + %f’(ao)(al Fag+..)+ %fﬂ(ao)(al Foan+...)?
+ %f(S)(ozo)(oq +ag+..)° + .

Neste caso, os polinomios de Adomian sao escolhidos como

AO = f(Oéo),
A = Oélf/(Oéo),

Ay = azf/(a0)+%f//(a0>7
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d ud
As = Oé3d—0 (o) + anaa f" () + 3—11””(040)7

2 2 4

Oé' )f”(Oé ) + Oé' cmfm( ) + 0

ol ol f( )(040)7

Ay = auf'(ag) + (anas +

De forma abreviada, podemos escrever os termos dos polindmios na forma

i C(3,m)f9 (), (4.15)

7j=1
com C(j, m) representando os coeficientes de cada termo do polinémio para 1 < j < m.

Note que C(j,m) é o produto ou a soma dos produtos dos j componentes de u até m

dividido pelo fatorial do nimero de termos repetidos. Por exemplo, C(1,4) = uy, C(2,4) =
2 w2 ut
2| ,C(3,4) = 2—;u2 e C(4,4) = 4—}

No seguinte exemplo, aplicaremos o método da decomposicao de Adomian para obter

Uius + =

uma solucao aproximada de um problema de valor inicial:

Exemplo 4.1 Usando o método da decomposicao de Adomian obtenha uma solugdo apro-

rimada do sequinte problema de valor inicial:

d*0
7o) + senf =0, (4.16)
6(0) =~,6(0) = 0. (4.17)

Solugao: Para aplicarmos o método da decomposicao de Adomian, vamos decompor a
equagao diferencial na forma L6 + N6 = 0 com L operador diferencial de segunda ordem e

N o seno.

t t
Vamos integrar duas vezes a equacao. Usaremos a notacao L~ = / / (-)dtdt. Por-

tanto,

0=y—L'No=vy—L"'> A, (4.18)

=0
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Denotando por 6 = Z 0; e expandido N = sen § em série de Taylor em torno de ~y, obtemos

=0
os seguintes polinomios de Adomian:

AO = senv,
Ay = 6ycos7,
92
A, = —<31>sen7+92 cos 7,
93
Ay = — (é) cosy — B16sseny + 05 cos 7,

Como Oy = ~,0, = —L7 1Ay, 0, = —L7 1A, --- temos que

90 = 7
t2
0, = —5sen,
t4
Oy = 1 Sen Y cos7,
t6
03 = G (seny cos® v — 3sen *y),
t8
0, = Sl (sen 7y cos® v — 33sen ®y cos ),

Logo, a solucao aproximada do problema é

t? t t6 t®
0= 7—§sen 7+Zsen7 cos 7—6(861&7 cos? v—3sen 37)+§(sen vy cos® v—33sen 3~ cos )+

Varias variaveis

Para fungoes de varias varidveis, a ideia do método é similar com a diferenca que, neste

caso, usa-se a série de Taylor generalizada. Em particular, estamos interessados em funcoes
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com trés variaveis, por esta razao trabalharemos com a série de Taylor para fungoes de trés
variaveis e construiremos os correspondentes polinomios de Adomian em torno do ponto

inicial (zo, Yo, 20)-

Considere as fungoes x,y, z aproximadas pelas séries © = i Tiy Y = i yiez= i Z
e a seguinte expansio de Taylor da funcao f(z,y, z) em torno de (2o, yo, %) o
f(@,y,2) = f(zo,v0,20) + %(%ayo, 20)(z — o) + g_ch(x(]?yOv 20) (Y — Yo)
Do 20— 0+ 5L 02000 — 0
b oL o0 )0 = ) + 52 0,0 20 — 20
b 0,0, 0) (5 20— )+ o 20 — )z~ 2)
b 2L 002000 = )= = 20) + 5 5500, 20) o — )
+ 31, ggé(ffm Yo, 20) (¥ = yo)° + %%(ffoa Yo, 20) (% — z0)°
b 5o, )& = 20— )+ ot 20 = )z — )
b 5 o)~ (e 20) + 5o o, 20w = 00— )
b s 20w = 20)(z = 200+ 5 (0 20) = w0z — 20
b 2L g ) — o)y — )z — z0) (119
Dx0y0=

m m m
Substituindo x = Z Ti, Y = E Y ez = Z z; em (4.19) podemos considerar os seguintes
=0 = =

polinomios:

Ay = f(ﬂfo, Yo, 20)7

0 0 0
A = $1a—£($0790,2’0)+y1a—£($0,y0,20)+Z1a—£($o,yo,zo)7
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As

Ay

0 0 0 20?
T 8?: (%0, Yo, 20) + Y2 f(xoa Yo, Z0) + Zza—f(ﬂfoa Yo, Z0) + %8_9;(%’ Yo, 20)

oy
2 52 22 92 0?
y21 5 ]20 50—€($0,y0>zo) + g g (0, Y0, 20)

0? 0?
3xafz (20, %0, 20) + Y121 ayafz (%0, Yo, 20),

(20, Yo, 20) +

X121
2

82(

x3=— (0, Yo, 20) + Ys 5= (0, Yo, 20) + 23 5= (%0, Yo, 20) + T122 Z0, Yo, 20)
ox Oz

82 2 2

oz

+y1yga 5 (70, Yo, 20) + legg J;(:L'o, Yo, 20) + T1Y2 Gigy(xo’ Yo, 20)
TaY1 66;2;@/ (0, Yo, 20) + 122 6855}; (0, Yo, 20) + w221 aa:gz (20, Yo 20)
y1223823f (0, Yo, 20) + Y221 8825 (0, Yo, 20) + z—?%(%’ Yo, 20)
g—??(ﬂfo, Yo: 20) + 3_?8;_1“(%’ Yo, 20),

9 0 0 il
x4a—£(xo,y0, 20) + y4a—£($0, Yo, 20) + Z46_£(x0’ Yo, 20) + (xlxi% + ) o2 92 (T0: Yo, 20)

*f 0*f 0* f
(y1y3 + ) oy 5 (T0, Yo, 20) + (2123 + ) B =5 (%0, Yo, 20) ‘1‘1701938 oy (20, Yo, 20)
0% f 0% f 0 f

T3Y1 8m0y<x0’ Yo, 20) + NZ35 o (0, Yo, 20) + T321 970> (0, Yo 20)
Y123 a(fgz (0, Yo 20) + Yzz1 6?;252 (20, Yo, 20) + $_2x2 ggé@o, Yo 20)

yl, Y2 gg{:(xo,yo, 20) + ;—%22%(%, Yo, Z0) + ITyz 8838 (%0, Yo, 20)

Z} 2883g (0, Y0, 20) + 5752?5 aagafz(%,yo,zo) + $2j 862f2( 05 Y05 20)
gl, 2883g (0, Yo, 20) + Y2 ;2, aa;fg (%0, Yo 20)

(T2y121 + T1Y221 + $1y122)agg)yfaz (20, Yo, 20) + Z, g4£($o, Yo, 20)

o 24];(%,%,20) T 84{:(560ay0720)
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Convergéncia

O proximo teorema trata da convergéncia do método da decomposicao de Adomian e sua

prova pode ser encontrada em [7].

Considere as seguintes hipoteses:

o
(i) a solucao de (4.10) pode ser dada por uma série de fungoes u = E ; com a série
=1

absolutamente convergente, isto é, E || < 005

oo un
(ii) o termos nao linear Nu é dado pela série N (u) = E N™(0) — com raio de convergéncia
n!
n=0

infinito, isto €, |u| < oo.

Entao temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2 (Convergéncia método da decomposi¢ao de Adomian) Se as hipdteses

(i)-(ii) valem entdo a série de Adomian u = Zai ¢ uma solugdo da equagdio (4.12]) com

i=1
«; satisfazendo (4.14]).

Mais detalhes sobre o método da decomposicao de Adomian podem ser encontrados em

[3] e referéncias citadas neste livro.
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4.3 Solucao aproximada da equacao de Cahn-Hilliard

unidimensional

Nesta secao aplicaremos o método de Faedo-Galerkin acoplado ao método de Adoniam

para obtermos uma solucao aproximada da equacao de Cahn-Hilliard unidimensional.

Como vimos no Capitulo [T} quando aplicamos o método de Faedo-Galerkin na equagao

de Cahn-Hilliard buscamos solugoes aproximadas da forma
U (t,7) = ap(x) + D ai(t)di() (4.20)
i=1

com (¢;(z)) uma base e «a;(t) solugoes de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias.
Nosso objetivo é aplicar o método de Adomian na resolucao deste sistema, e deste modo,

obter uma solucao aproximada da equacgao diferencial.

Devemos ressaltar que para obtermos uma boa aproximacao da solugao exata devemos ter
uma boa aproximacao do dado inicial ug(x). Escolhendo a base (¢;(z)) com as autofungdes

do operador laplaciano, que no caso unidimensional, sao dadas por
X
¢i(x):COS <T)7 i2071727'”

Aproximamos a condicao inicial pela projegao de ug(x) no espago gerado pelas m-primeiras
¢i(z), ou seja, o subsepago dado por V,,, = span|pg(x), ¢1(x), -, dm_1(z)]. Logo, ugm(z) =

P(ug) com o operador projecao em V,,.

4.3.1 Problema aproximado

Considere a equagao de Cahn-Hilliard unidimensional:

Uy = (—2Upy +u* —u)y, para (t,z) € (0,7] x [0, L], (4.21)
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Uz (t, ) = Uyae(t,2) =0 para x=0,L; t €[0,7], (4.22)
u(0,2) = ug(x) para x € [0,L]. (4.23)

Sabemos que formulagao fraca do problema (4.21))-(4.23)-(4.22)) é dada por

L L L L
/ wvdx = —52/ Uy Vg AX +/ Uy dx — / UpeVdx, YU €V,

0 0 0 0 (4.24)
u(0) = up.

Deste modo temos o seguinte problema aproximado:

L L L L
/ (tp)pv dx = —52/ (Un) 2z Vg AX + / () Vg dx — / (Um)zzv dx, Yv € Vi,
0 0 0 0

Um(0) = Uom.
(4.25)

T
Logo, usando a definigao de u,,(t, ) e tomando v = cos (‘7%), 1 <5 < m, obtemos

(Um): = ag(t)v(z) + Za;(t) cos (%) (4.26)

=1

(tp)ew = éai(t)v(m) S zmj (%)zai@) cos (%) . (4.27)

i=1

Assim, substituindo em (4.25) e integrando, tem-se

ia;(t) /OL cos <?) cos <]%) dx =

=1

_ e (%)Qifﬂai(t) /0 " os (?) cos (”%‘") dx — (%)2 /0 (o (1))? cos <%> dct

=1

T\ o= L in Jrx
+ (E) izlz oz(t)/O cos (T) cos (T) dx.
L . . I
/0 cos (?) cos (%) dx = Eél-j.

Observe que



Portanto, tomando j =i em (4.3.1]) obtemos

o) =7 <%)2 (1 - (%”)2> (t) (%)2/; 2, (t) cos (?) dx.

Integrando em [0, ], para t < T, tem-se

ailt) = ai(O)—i-(%T)Q (1 _ (“{)j /Ot ai(t) dt—% (%)Q/Ot /OLufn(o cos (?) dx dt.

Por simplicidade, usaremos a seguinte de notacgao:

o (7) (- (7)),
Fim(t) = /0 "B (1) cos (?) dx.

Portanto, para cada m, temos seguinte sistema de equacgoes integrais de Volterra de

segunda espécie:

t 92 . 2 pt
timen (t) = (0 + CZ-/ Qim(t) dt — = (T) / Fin(#) dt (4.28)
k] O k) L L 0 )
com as condicoes iniciais

uom(0) = 0p(0) = 7 / uo() d,

ai(0) = %/()Luo(x)cos (%) dx.

Devemos ressaltar que o sistema de equacoes diferenciais gerado pelo método de Faedo-
Galerkin é equivalente ao sistema de equacoes integrais (4.28]). Pela andlise do Capitulo

sabemos que (4.28)) tem uma unica solugao global para cada m.
Nosso objetivo é obter uma solugao aproximada de (4.28) pelo método de Adomian. Para

o
isto, suponhamos que a solugao de (4.28) é da forma «;(t) = Zaik(t) e que o termo nao
k=1
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linear F;(t) pode ser escrito como

Fi(t)=>_ Au.
k=1

Além disso, como em F;(t) temos uma nao-linearidade cibica, ao substituirmos w,, pela
expressao (4.20)) em Fj(t) obteremos expressoes da forma o;ajay, indicando que o termo nao
linear é uma funcao de trés varidveis. Usando a notagao Fj(t) = G(u,v, z), temos seguintes

polinémios de Adomian:

Ajp = uioVioZio,

Ail = uavioZio + Uiovi1 Zio + UioVioZit

Ajp = UpvioZio + UioliaZio + UioVioZiz + Uit Vi Zio + WioVi1 Zi1 + Uil VioZi1 s

Aig = upLiozio + UioizZio + UioVioZi3 + UioVi Ziz + UioVizZi1 + Uil ViaZio + Ui1VioZi2
+ UV Zi T+ Uil Zio T Wi2Vi0%i1,

Ay = UuioZio + UioViaZio + UioVioZia + Uil VisZio + Ui VinZi1 + Ui Vi1 Zia + Uit VioZi3
+ Uiz + UVin 2i1 + UeVioZi2 + UigVioZin + WisVi1Zio + WioVi32i1 + UioVi2Zi2
+  UoVi1 23,

Para ilustrar, vamos considerar o seguinte exemplo:

4
Exemplo 4.2 Considere L =1, m =4, 2 = 1072 e up(z) = w.
Assim, as condigoes iniciais tornam-se
1
0) = —
0 = 750
a;(0) = 0 ¢=0,---3. (4.29)
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e o sistema (4.14) torna-se

Onde

1 my1(t) = a1(0)
2 my1(t) = az(0)
(4.30)
a3 m+1(t) = az(0)

g mr1(t) = ay(0)

™
C, = m——
1 ™ 1047
1674
Cy = 4n*—
2 7 104 )
817t
C3 = 9n? —
3 7 104 )
O, = 167% — 2567

10*

No que segue, calcularemos os termos nao lineares.

Fi(t)

+ + + + + 4+ + o+

/1 (o 4 30’y cos(mx) + 3agas cos(2m) + 3apas cos(3mz) + 3agau cos(4mz)
32400@ cos? () + 6agaya cos(mr) cos(27mx) + 6agayas cos(mx) cos(3mx)
6oy cos(ma) cos(4mx) + 3agas cos®(2mx)6aganas cos(2mx) cos(3mx)
6apaay cos(2mx) cos(4mx) + 3agad cos?(3mx) + 6apasay cos(3mr) cos(4m)
3apa] cos? (4nx) + o cos® (mx) + 3aday cos? (1) cos(27)

3ajaz cos®(mr) cos(3mx) + 3aday cos®(mx) cos(4mx) + 3ay s cos(mx) cos®(2mr)
6oy anarg cos(me) cos(2mx) cos(3ma) + 6aganay cos(me) cos(2mx) cos(4dmx)
3aa3 cos(mx) cos?(3mx) + 6oy aizay cos(mx) cos(3ma) cos(4mz) +

3ajaf cos(mx) cos®(4rx) + aj cos® (2mw) + 3asas cos® (2mx) cos(3mx) +
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+ o+ 4+ o+

Portanto,

Fi(t)

+

+

+

3azay cos? (2mx) cos(4mx) + 3anas cos(2mx) cos? (3mx)
6anazay cos(2mx) cos(3mx) cos(4mx) + 3anad cos(2mx) cos? (4mw)
o cos® (3mx) + 3azay cos?(3mx) cos(4mw) + 3azad cos(3mx) cos? (4nx)

o cos® (4rz)) cos(imz) dx. (4.31)

3

3 (4048041 + dogory g + dagasais + dagaizay + oz? + Oé%ag + ozloz% + 2a1 a0t
2a1a§ + 20[1042 + agag + 2a2a3a4) ,

3

3 (40%0(2 + 20400&% + dagogag + dagag s + 2a a3 + 2001 e + ag’ + 2@204421
a§a4) s

3 2 2 3 2 2 2

3 (4040043 + 200007 + dapagoy + 3oy + 20 a3 + oy + 200004 + 2050
200003004 + ag + 2a3ai) ,

3
3 (404(2)044 + dagayos + 204()@% + Oé%Oég + a%oq + 2c1 9003 + agag + 2a§a4 + ai) .

Logo, o sistema de equacoes integrais de Volterra é dado por

Qimi1(t) = a;(0) + C; /0 t Qi (1) dt — 2(im)? /0 t Fyp(t) dt

e aplicando o método de Adomian obtemos

Q0 = Oéi(o)>

t t
& m+1 = Cz / QG om dt — 2(Z7T)2 / Ai,m dt.
0 0

Faremos os calculos para i =0,1,2,3,4em=0,1,2,3,4.

Utilizando as condigoes iniciais tem-se ag,,, = 0 para 0 <m <4 e

1.0 041(0) 0
O[Q,() O{Q(O) 0
()] = = =
Oé370 ag(O) O
| a0 | as(0) | i 0 |
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m = 0:
Usando estas condigoes obtemos

3
_ 2 3 2
Al,O = g (40(0,004170 + 40&0’0@1,005270 -+ 40&0’0&2,0@370 + 4()[0’0&3,0@470 + 04170 + 06170043,0

2 2 2 2
+ 05170&270 + 2&17006270&470 -+ 2&17005370 + 20&130@470 + 06270063’0 + 20&2700(370064’(0 = O,

2 2
Ay = 3 (40407()@2,0 + 20407004170 + dag o paz0 + dag o pas o + 200 002 003 0

3 2 2
+  2a1 0020040 + Ay + 202005 o + 0‘3,0044,0) =0,

2 2 3 2 2
A3’0 = g (40{0’0063’0 + 204070061’0 + 40(07004170064’0 + 305170 + 20[1,0(1370 + 0517004270

+ 20[1}0@270@470 + 26‘(%’0@370 + 20&2,06‘(3,0@470 + 043,0 + 2&3}0@20) =0
o que implica
t t
05171(25) = Ol/ aq.0 dt — 27'('2/ Al,O dt = O,
0 0
t t
04271(25) == 02/ a2 dt — 87'('2/ A270 dt = O,
0 0

t t
04371(25) = 03/ Qa3 dt — 1871'2/ A370 dt = 0.
0 0

Resta calcularmos Ay .

3

2 2 2 2
A470 = 3 (40(070064’0 + 40&07006170063’0 -+ 20&07006270 + 06170042,0 + a170a470 —+ 26‘41,0@270&370
3
+ g0l + 202 jaug + o )—§ L
b bl 4 -
3,0 3,0 ,0 ]\ 100

o que implica
t t
Oz471(t) = 04/ Q40 dt — 327’(‘2 / A470 dt
0 0

25674 1 1\?
= 1672 — —t—127%— | ¢t
{ T ( 104 )} 100 m (100)

~ 1,554081542¢.
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A = 2 [404370061,1 + 8ap 100 0001,0 + 4oy pv1 g1 + 4o 10 g0 + 4o o 10
+ daq 1o 000 + 4oy g a0+ 4o pa gy + 4o 1 00
+ dag gz 1o + dog ooz o1 + 3@%7()@1,1 + 20 g0 1030 + 04%,0043,1
+ 20 109,000 + 2001 0021 0 + 2001 02 0001 + 2041,006270 + 4oy g0 00,1

2 _
+ dag g 1030 + 2042,0043,1 + 2091030040 + 2020031040 + Q20030041 | = 0.

De modo andlogo, obtemos Az = Az ; = 0, o que implica

t t
0 0

Qg2 = O, Q392 = 0.

Resta calcularmos Ay ;.

3
2
Ay = 3 [804070610,1@4,0 + 404070044,1 + day 00 goz0 + dag g s g + Ao oo 00 1

2 2 2
+ 200,105 ¢ + 200,000,002 12001 o1 1020 + Q9107 o + 200 g1 + dag g 10
2
+ 2001000030 + 201 0021030 + 2001 0200031 + Q2105 5 + 202 003,031
4 202 + 3a?
+ dag g0z 1000 + 203 g1 Q0 0041
3 9

= §3aioa4,1 = §(0,01)2(1, 554081542t)

o que implica

2 t
Qg0 = 167T2 - 5671- / iy dt — 327T / A471 dt

2
= {16%2—< 224 )} ( > (1,554081542t%) — 187%(0,01)(1, 554081542t)

120.7400661¢°.

Q
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m = 2, 3, 4

De modo analogo, ao realizarmos os calculos obtemos
13 =014 = Q15 = Q3094 = Qg5 = (33 = (34 = (35 = 0.

Desse modo, basta calcularmos a3, cas € 5.

Para isso, note que

Asg = 3 [8cvg 2x0 000 + 404370(14,2 + 8ag,00,104,1 + 40[371044,1 + 4o 0030
+ dag oo 2032 + dag g piz o + dog 1o 109 + dag 1o gz + 4o g 103
+ 2040,204;0 + 4o ga 000 + 4o 101 g + 2040,004371 + 201 2001 g2 0
+ o g2z + 0F jan 0 + 200 100 0021 + 201 2000030 + 2001 0022030
+ 2001 0020032 + 2001 10210039 + 2001 10 03,1 + 200 paip 1031 + 042,204370
+ 2ap 003 2030 + 2001 1003130 + 062,0a§,1 + 4oz sz 00,0 + 2043,0044,2 + 204571044,0
+ dag 10300041 + 30442170044,2 + 3044,00442171}
9 9

9 9
= gaioaz;g + §a4,0ail = §<0> 01)%(120.7400661¢2) + g(0, 01)(1,554081542t)?

o que implica

256 4 t t
Oé473 = |:]_67T2 — 1011- :| / 05472 dt — 327T2 / A472 dt
0 0

, 256717 (1 ; ) )
= [167° — = | (3 ) (120.7400661)¢° — 127%((0, 01)*(120.7400661)

+(0,01)(1, 554081542)*)* ~ 6250, 849864¢>.

3
2
Ags = < [Aapsooooug + 4o oo s + 8ap 200001 + 810 002 + 40 101
8 )
+ 4o zan pous0 + 4o oo 3030 + 4ag oo 330 + dag o gz 3 + 4o 1 20030

+ dapan 0032 + dag a1 + dag oo oz + daga g1 + dag 103
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2
+ 4 30,0030 + 205 g(2,3 + 4 200010020 + 4 o212 + g 209 02 1
202 2 2 2 2
+ 20091 + 200 300 0020 + O g2 3 200 0011 Q22 + 200 100 20020
2 2 4 2 4
+ 200 200 0021 + O 1 Qi1+ 400 300 0004,0 T+ OF (043 + 40 000, 100,2
2
+ 4oy 10 200 + 4o 200 o1 + 207 1y + 200 3000 0030 + 201 23030
+ 20 0020033 + 2001 pip 103 0 + 2001 02 2003 1 + 2001 102 03 2 + 2001 12 131
2
+ 20y 1022030 + 2001 200 00031 + 2001 20010030 + Q2 3003 + 20020030033
2 2
+ 20900310032 + 2000 10320030 + 20200310030 + 2021005 1 + 203 o 3
2
+ dagzaz oo + dag1ag a0y + dag oo ooy + dag oo 10 + 205 0

9
2 3
§a4,3044,0 + Za4,0064,1044,2 + §a471

9 9 3
5(6250, 849864)(0.01)%*¢* + Z(O’Ol)(l’ 554081542)(120.7400661)t* + g(1, 554081542)%3

2 3
+ 30&47301470 + 6044,()&47104472 + a471] =

o que implica

256 t
gy = 1672 — j / ays3dt — 32%2/ Ay dt
10 0 0
256 1 9
= |167 il } (Z) (6250, 849864)t* — 872 [§(6250,849864)(0.01)2

9 3
+ Z (0.01)(1,554081542)(120, 7400661) + g(1,554081542)1 ¢

242376, 7632t

Q

Resta calcularmos Ay 4.

Ay

2
= 3 [8ag av0,00t40 + 4 g0r 4 + 8o pv,1004.3 + 8rg,0000,2014,2 + 8x,0000 3001
+ 4o +38 +38 + of +4
Q1042 Q0,100,2004,1 G0,10,3004,0 T g 24,0 0,001,043 4
+ dag a1z + dagoan a0z o + dag o 31 + dag o gz + 4ag 1 g3 3

+ dag o100 + dog 10 o1 + dog 100 30,0 + dog 200 pis 2 + 4o 200 1031

2
+ dag 201 g3 0 + dag s oz 1 + dag 3o 100 + 4 4 0030 + A 4
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+ 20q gy 133 + 2001 0 pQig 2 + 2001 0Qu1 3001 + 200 gy 420 + 2001 100 20
+ 2 2 2 4 4 2 2
Q1100 30020 + O 92 0 + O 1 Q22 + 40 0022002 4 + 40 00210023 + 200,004 o
2
+ dag 10z 0023 + dag 121002 + g 22 0 2 + 20 2005 1 + 4 3020002 1
2 2
+ 200,405 ¢ + 204 gu 4 + 4o pan 103 + 4o pan g2 + 4oy g 301
2 2
+ 4oy g g + 200 jag g + 4o 1an pauy + 4o 1o 300 + 209 5
+ 201 0002,00034 + 200 g2 1033 + 2001 g2 2003 2 + 2001 g2 30031 + 2001 g2 4l3 0
+ 20 100003 3 + 2001 102 1 (i3 0 + 2001 10 2003 1 + 200 1002 3003 0 + 2001 2002 083 2
+ 2001 200 10031 + 2001 2002 2003 0 + 2001 3000 03,1 + 201 30021030 + 200 402 03 0
2
+ 209003 0003 4 + 2002000310032 + Qo 005 5 + 2000100300032 + 200910031032
+ 2009 9003 003 5 + 2. +2 + 20+ 2a2 +4
2,2003,00¢3,3 T (2203 | Q23003 00031 T (X2 43 O3 0044 Q3000310043
+ 4oz gz 90ia 9 + 4 +4 + 202 +4
3,003 2004 9 300033004 1 30003 4004 0 Q310042 31003 2004 1
2 2 2 2
+ daz o 30 + 205 5000 + 0 gQaa + By o0 103 + 3000 5 + 30 00
3

— 2 2 2
= §Oé47004474 + 60&4,0(147105473 + 30&4,0&42 + 301471044,2

3
= 5(0,01)%(242376,7632) + 6(0, 01) (1, 554081542) (6250, 849864)
+ 3(0,01)(120, 7400661)% + 3(1, 554081542)2(120, 7400661 )¢*

o que implica

256717 [ ‘
Qg5 = |:167T2 — m :| / 0lg 4 dt — 327T2 / A4y4 dt
0 0

10
2567 1 12
= {16772 - oj ] (242376, 7632) <g) o — €w2(0,01)2(242376, 7632)

+ 6(0,01)(1, 554081542) (6250, 849864) + 3(0,01)(120, 7400661 )*
+ 3(1,554081542)?(120, 7400661)t°
7368687, 064t°.

Q
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Em resumo,a solugao aproximada é dada por

u(t, ) ~ ay(t) cos(dmz) = <Z a4,m> cos(4mx)

com
ago = 0,01,
as1 = 1,554081542¢,
a2 = 120.7400661¢2,
a3 = 6250,849864¢%,
auq = 242376, 7632t%,
au5 = T368687,064t

Logo, a solucao aproximada é dada por

ult, ) ~ (o, 01 + 1, 554081542t + 120.7400661¢2 -+ 6250, 84986413 + 242376, 7632¢*
7368687, 064t5> cos(4mz).

Graficamente,
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Function

Figura 4.1: Dinamica da separagao de fase para (z,t) € [0, 1] x [0, 1]
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Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos as equagoes diferenciais de Cahn-Hilliard e Allen-Cahn/Cahn-
Hilliard com potendial de “duplo poc¢o” do tipo polinomial e condi¢ao de Neumann na fron-
teira. Com hipdtese de baixa regularidade no dado inicial, provamos existéncia da solucao
fraca das equacoes citadas. Este resultado foi obtido pelo método de Faedo-Galerkin e argu-
mentos de compacidade. Escolhemos o método de Galerkin por se tratar de uma ferramenta
muito potente na prova de existéncia de solucao de equagoes diferenciais e também por ser

uma técnica numérica.

As equagoes diferenciais do tipo Cahn-Hilliard apresentam nao linearidades bem com-
plexas envolvendo o bi-laplaciano e o laplaciano do potencial de “duplo poco”. Estas
nao linearidades forcam uma formulacao variacional em espacos de Sobolev mais regula-
res e a aplicacdo de varias desigualdades de interpolacao relacionadas com esses espacos. A
equagao Allen-Cahn/Cahn-Hilliard nos permitiu tratar de problemas interessantes sem maio-
res
complexidades do ponto de vista matematico, além de elaborar uma breve analise matemaética
da equacao de Allen-Cahn, que é um modelo muito usado nas simulagdes de problemas de

solidificacao nao conservativos.

Para ilustrarmos a caracteristica numérica do método de Galerkin, apresentamos uma
solucao aproximada da equagao de Cahn-Hilliard unidimensional. Nessa dissertagao nao

fizemos um estudo detalhado de esquemas numeéricos, convergéncia, ordem de convergéncia
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e comparacao de resultados, mas para ilustrar como a formulacao aproximada oriunda do
método de Galerkin pode ser usada para obtencao de aproximacoes da solucao do problema
original. Reproduzimos na Figura 1 os resultados obtidos por P. Rebelo no artigo [17] usando

o aplicativo computacional MAXIMA.

O esquema aproximado proposto em [I7] trata-se do método de Galerkin acoplado ao
método de decomposicao de Adomian. Especificamente, resolve o sistema de equacoes inte-
grais de Volterra associado ao sistema de equacoes diferenciais ordinarias gerado pelo método

de Galerkin usando decomposi¢ao de Adomian.

Essencialmente, o método de decomposicao de Adomian aproxima a solucao do problema,
por uma série e usando a expansao em série de Taylor da nao linearidade e define polinomios
especiais, chamados polinomios de Adomian, que dependem dos coeficientes da série que
representa a solucao. E um esquema atrativo, pois nao discretiza o dominio, evitando assim
muito esforco computacional, porém nao pudemos avaliar a sua eficiéncia numérica com

relacao a outros métodos, tais como elementos finitos e diferencas finitas.

Para finalizar, destacamos que, a partir desde trabalho, outros modelos governados por
equagoes do tipo Cahn-Hilliard podem ser investigados, por exemplo modelos com mobilidade
variavel tais como crescimento de cristais, modelos nao isotérmicos para os quais deve-se
incorporar a energia térmica do sistema ou modelos para solidificacao de fluidos para os
quais tem-se as equagoes de Navier-Stokes, entre outros. Além disso, devido a complexidade
da equagao Cahn-Hilliard, muita investigacao pode ser realizada, do ponto de vista da andlise

numérica.
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