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Epigrafe

"Se fui capaz de wver mais longe, €
porque me apoiei em ombros de gi-
gantes”.

Isaac Newton



Resumo

Neste trabalho mostraremos um resultado de existéncia de solucao positiva para a seguinte

equagoa de Schrodinger
—Au+u=a(z)f(u) em RY,

para N > 3, X positivo, a : RY — RT é uma funcao de classe C?(RY R™) e satisfaz
outras condi¢oes adequadas a serem apresentadas ao longo do trabalho. A nao-linearidade
f: Rt — R" ¢ continua e tem comportamento assintoticamente linear no infinito. Neste

trabalho, seguimos o artigo [21] de R. Lehrer e L. Maia.

Palavras-chave: Equagao de Schrodinger, variedade de Pohozaev, existéncia de solugao

positiva, sequéncias de Cerami.



Abstract

In this work we show a result of existence of positive solution for the following Schrodinger
equation

~Au+ = a(z)f(u) em RY,

with N > 3, X positive, a : RY — Rt is a C?(RY,R") function satisfying suitable
conditions that will be presented throughout the work. And the nonlinearity f is a
continous function and have a linear asymptotically behavior at infinity. In this work,

we follow the article [21] due to R. Lehrer and L. Maia.

Key-Words: Scrodinger equation, Pohozaev manifold, existence of positive solution,

Cerami sequence.



Notacoes

e B fim de uma demonstracao.

e B.(x), representa a bola aberta de centro x e raio r.

e A, representa o operador Laplaciano.

e — representa convergéncia forte.

e — representa convergéncia fraca.

e 2% representa o expoente critico de Sobolev.

e ||, representa a medida de Lebesgue de um conjunto §.

o [P(RY), com 1 < p < +o0, denotara o espago de Lebesgue munido com a norma

Jully = [ fupde, 0<p<oo
RN
|t]|oo = inf{C;|u(x)] < C, quase sempre em RV}, se p= oo.

o HY(RY), denotara o espaco de Sobolev W12(R¥) munido com a norma

el vy = / IVl + |ufde.
RN

e Dada uma funcio f : RY — Rez € RV, () indicara a i_ésima derivada

8351-

parcial de f no ponto x, quando esta derivada existir.
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Introducao

Esta dissertagao faz um estudo sobre o artigo [21] de R. Lehrer e L. Maia e tem a

finalidade de detalhar os calculos encontrados nesse artigo.

O teorema do Passo da Montanha de A. Ambrosetti e P. Rabinowitz [3] tem sido
bastante utilizado na resolugao de equacgoes diferenciais parciais. Solugoes fracas de
uma equacao eliptica semi-linear sao encontradas em geral como pontos criticos de um
funcional nao linear associado a equacao. A ideia desse resultado consiste em encontrar

solugdes sobre os niveis minimax do funcional associado (ver [9], [23] e [29] ).

Os autores W. Ding e W. M. Ni em [13] e P. Rabinowitz em [25] observaram que, sob
hipoteses adequadas incluindo que o termo nao linear da equacao eliptica ¢ homogéneo
e super-quadrético no infinito, o nivel minimax do passo da montanha do funcional I,
definido em um espaco de Hilbert H e associado a equagao, é igual ao minimo de [
restrito a variedade de Nehari, ou seja,

1) — mi ; _
min I(u) = min max I(y(t)) = c,

onde N = {u € H\ {0}; I'(w)u = 0}. Muitos problemas foram resolvidos usando essa
equivaléncia.

Em [21] os autores lidaram com um problema eliptico modelado em RY, com a nao
linearidade nao-homogénea e assintoticamente linear no infinito, entdao nem todas as
fungdes u € H\ {0} pode ser projetada na variedade de Nehari N e por isso a abordagem
falha (ver [11]). Para contornar esse problema R. Lehrer e L. Maia em [21] e [22],
trabalho o qual estamos seguindo, inspiradas nas recentes obras de L. Jeanjean e K.

Tanaka [16] e A. Azzoline e A. Pomponio em [4] que minimizaram o funcional I na



variedade de Pohozaev com utilizagao do nivel minimax do passo da montanha. A titulo
de curiosidade a restricao a Pohozaev foi utilizada pela primeira vez para encontrar

solugdo de uma equacgao por J. Shatah em [28].

Uma das dificuldades aqui encontradas, provem do fato da nao-linearidade na equacao,
ser nao-homogénea e nao-autonoma. A tarefa central é mostrar que todas as fungoes em
um subconjunto de H \ {0} pode ser projetada na variedade de Pohozaev P associada ao
funcional, e que, a fim de encontrar solugao positiva, é suficiente minimizar o funcional
em um subconjunto apropriado da variedade P. Definiremos a variedade de Pohozaev P
a partir de uma identidade de Pohozaev generalizada devido ao trabalho original de S.

Pohozaev [24].

Para usar o Teorema do Passo da Montanha sabemos que é necessario a condigao
Palais Smale (PS). Relembremos que um funcional I satisfaz a condigao (PS) se, para
uma sequéncia (u,) em H tal que I(u,) ¢ limitada e I'(u,) — 0, entao existe uma subse-
quéncia convergente. Além disso, se o termo nao-linear da equagao é super-quadrético no
infinito, por exemplo se ele satisfaz a condi¢do de Ambrosetti e Rabinowitz em [3], entao
¢ possivel provar que I satisfaz a condigao (PS). Retificamos que em [21] os autores li-
daram com o que é assintoticamente linear no infinito e, portanto, nao satisfaz a condicao
de Ambrosetti e Rabinowitz. Quando nos deparamos com tal situacao, é natural para
substituir essa condicao de compacidade pela condi¢cao de Cerami que iremos definir no
momento oportuno.

Ressaltamos que nao faremos uso de condigoes sobre o comportamento da fungao @,

como crescente ou nao-decrescente, geralmente utilizadas em problemas semelhantes,

para ser possivel fazer uso das propriedades da variedade de Nehari.

Este trabalho esta assim estruturado: no Capitulo 1, apresentaremos o seguinte pro-

blema

— Au+Iu=a(x)f(u) em RY, (1)

para N >3 e A > 0.

Assumiremos que a fungao a satisfaz as seguintes condigoes:

(A1) a € C°(RN,R*), com inf a(zx) > 0;

zCRN



(A2) lim a(z) = oo > A;

|z|—o00
(A3) Va(z) -z > 0, para todo z € RV, sendo que a desigualdade ¢ estrita num conjunto

de medida ndo nula de RY;

Va(z) - x

(A4) a(x) + N

< @oo, para todo x € RY;

N
Hessiana da funcao a;

(A5) Va(z) -z + > 0, para todo z € RY, onde H representa a matriz

Além disso, assumiremos as seguintes hipoteses sobre a funcao f:

(fl) f € C(RT,R*), lim 7%

s—0 8

(f2) lim J(s) =1;

s—oo 8

(f3) Se F(s) := /S ft)dt e Q(s) := %f(s)s — F(s), entao existe uma constante D > 1
tal que ’
0<Q(s) < DQ(t),

paratodo 0 < s <te
lim Q(s) = oo.

§—00

Discutiremos a necessidade das hipoteses apresentadas e suas implicagoes.

No Capitulo 2, enunciaremos e faremos a demonstragao da identidade de Pohozaev
generalizada, bem como faremos a construcao da variedade de Pohozaev associada ao

nosso problema e mostraremos algumas propriedades da mesma.

No Capitulo 3, mostraremos um resultado de nao existéncia, isto é, mostraremos que
p= 52}@ I(u) ndo ¢ um nivel critico para o funcional I.

No Capitulo 4, visto que p = Lléllf; I(u) nao foi atingido, iremos procurar por solug¢oes
em niveis mais altos de energia. Utilizaremos um resultado de concentracao de compaci-
dade, introduzido por P. L. Lions [23], na versao conhecida como "Splitting’, introduzida
por M. Struwe [30] que descreve as sequéncias de Cerami numa faixa, agora (ceo, 2¢s)-

Como o nivel minimax ¢ do Teorema do Passo da Montanha coincide com p, (de

fato, ambos coincidem com c4,) e tal nivel nao é atingido, faremos uso do teorema de



Linking para obter uma solugao positiva para a equagao (1). Para construir a estrutura
de linking, utilizaremos a variedade de Pohozaev P, juntamente com uma nova restricao,
dada pela fungao baricentro similarmente a construcao feita em [2], onde foi utilizada a

variedade de Nehari.



Capitulo 1

Apresentacao do problema

O problema de encontrar solucao para a equacao mais geral em RY
—Au+V(@)u = K(2)f(u),

com ‘xl‘iinoou(x) = 0, tem sido extensivamente estudado, sob diversas condigoes sobre o
potencial V' e o peso K. Em 1983, H. Berestycki e P. Lions em [8] estudaram a equagao
autonoma —Au + mu = f(u), em RY. Eles mostraram a existéncia de uma solucio
para tal equacao, utilizando minimizagao restrita a vinculo, quando f tem crescimento

subcritico no infinito.

C. Stuart e H. Zhou em [31], mostraram a existéncia de uma solugao radial positiva
para a equagao —Au+Au = f(|z|,u(x))u(x), onde a ndo-linearidade f é assintoticamente
linear.

Assumindo que V' e K sao periodicas, citamos os trabalhos de S. Alama e Y. Li [1]
e V. Coti-Zelati e P. Rabinowitz [12]. Destacamos também o trabalho de P. Bartolo,
V. Benci e D. Fortunato [6], onde problemas nao lineares com ’ressonéncia forte’ no
infinito foram estudados. Citamos ainda os trabalhos de D. Costa e H. Tehrani [11] e G.
Li e H.-S. Zhou, [18] onde a equacdo —Au + Au = f(x,u)u foi estudada assumindo-se o
comportamento assintoticamente linear da fungao f, além do trabalho [26] de R. Ruviaro
e L. Maia, onde foi estudado o problema nao auténomo —Au + V(z)u = K(x)f(u) em

RN, com u(rz) = —u(z) e u(x) — 0 se |z| — oo, para N > 3.



Todos esses problemas e suas variantes tem sido alvo de diversos trabalhos ao longo

dos anos.

Nesse trabalho estudaremos o seguinte problema:

—Au+Au=a(z)f(u) em RY, (1.1)

para N >3 e A > 0.

Assumiremos que a fungao a satisfaz as seguintes condigoes:

(A1) a € C°(RY,R*), com inf a(zx) > 0;

zCRN

(A2) |lim a(x) = aoo > A;

z|—00

(A3) Va(z) -z > 0, para todo z € RY, sendo que a desigualdade ¢ estrita num conjunto

de medida ndo nula de RYV;

Va(x) - x

(A4) ala) +

< @oo, para todo x € RY;

x-H(z) x
N
Hessiana da funcao a;

(A5) Va(z) -z + > 0, para todo * € RY onde H representa a matriz

Além disso, assumiremos as seguintes hipoteses sobre a funcao f:

(f1) f € C(R+ R¥), lim 1) o,

—0 S

(f2) lim /s) =1;

s—oo 8

s 1
(f3) Se F(s) := / ft)dt e Q(s) :== §f(s)s — F(s), entao existe uma constante D > 1
0
tal que

0 <Q(s) < DQ(1),

para todo 0 < s <te
lim Q(s) = oc.

§—00

Enunciaremos agora o resultado de existéncia de solugao positiva para a equagao (1.1),

que é o principal resultado desse trabalho.



Teorema 1.1. Suponha que sejam vdlidas as condi¢oes (A1) — (A6) e (f1)—(f3). Entao

a equagao (1.1) possui uma solugao positiva.

A condigao (A6) a qual o resultado acima se refere, serd incluida mais adiante (Ver

Lema 4.11), exigindo que o supremo de |a, — a(x)| ndo é um valor grande.

Mostraremos também que se retirarmos a condi¢do (A6) o seguinte resultado é ver-

dadeiro.

Teorema 1.2. Assuma que (Al) — (A5) e (f1) — (f3) sdo vdlidas. Entdo, p = inf I(u)

ueP
nao € um nivel critico para o funcional I. Em particular, o infimo p nao € atingido.

Para que nao haja confusao por parte do leitor com respeito aos resultados acima,
quando formos demonstrar os mesmos, voltaremos a enunciar tanto o Teorema 1.1 como

também o Teorema 1.2.

A condigao (A1) juntamente com as condigoes (f1)—(f2) nos fornecera a geometria do
Teorema do Passo da Montanha para o funcional I associado a equagao (1.1), e também
serd utilizada na demonstracao da limitacao das sequéncias de Cerami, onde aqui também
utilizamos a condigao (f3). As condigbes (A2) — (A4) fornecerao a relagao I, < I entre
o funcional I e o funcional I, associado ao problema no infinito e, juntamente com a
condigao (Ab), aparecerdao naturalmente no desenvolvimento da teoria aqui apresentada

envolvendo a variedade de Pohozaev associada a equagao (1.1).

Observacao 1.1. As condigoes (A2), (A3) e (A4) nos dizem que

Va(z) -z — 0, se |z|— oo. (1.2)
Para verificar isto, basta notar que

a(r) < a(z) + —L2—= < an.

Somando —a(x) em ambos os membros dessa desigualdade, temos que

Va(z) -z

0< N

< oo — ax),



ou seja,

0 < Va(z) -z < N(asx — a(z)).

Passando o limite na desigualdade com |x| — oo e usando o Teorema do Confronto,

seque o resultado.

Note que a condigao (f3) é mais geral que a condigdo comumente assumida de que

s S
1(s) ¢ uma funcao crescente para s > (0. Em particular, se f é diferenciavel, entao M
s s

é crescente se, e somente se, (f3) é valida para D = 1.

f(s)

Com efeito, =——= é crescente se, e somente se,
s

(H) s s
s s? ’
ou seja, se
f'(s)s — f(s) > 0, para todo s > 0. (1.3)

Por outro lado, temos que (f3) é valida com D = 1 se, e somente se, Q(s) é crescente,

isto é, se

Q) = 5 (s)s+ £()) — f(s5) = 5 (s)s + 5 £(5) = £(5) = 5 (F ()5~ F(5)) > 0. (14

De (1.3) e (1.4), segue-se o resultado.

f(s)

Um exemplo de uma funcao f tal que —— nao é crescente mas satisfaz a condicao
s
(f3) ¢
s"—1,55° + 253
1+ s

f(s) =

Y

para s > 0 e f(s) =0 para s < 0. De fato, considere a fungao g dada por

f(s) 8% —1,5s" + 252
s 1+ s6 '

3 48
Temos que g(1) = 1= 0,75 e g(2) = 65 = 0,73 e com isso vemos que a fungao g nao é

crescente.



Neste trabalho consideraremos a norma |jul|3 = / [[Vu|* + Mu?]dx, equivalente &
RN

norma usual | - || de H'(RY).

Uma vez que estamos a procura de solugbes positivas, assumiremos que f(s) esta
definida para todo s € R e f(s) = 0 se s < 0. Assim, sabemos que os pontos critico do

funcional

I(u) = 1/}RNHVUF + \u?]dx —/ a(x)F(u)dz

2 RN
associado a equagao (1.1) sao solugoes fracas da equagdo. Temos que se u é um ponto

critico de I, entao

0=TI'(uwu" = /RN [VuVu™ 4+ \uu™|dx — / a(z) f(u)udz, (1.5)

RN

onde v~ = min{u,0}.

Recordemos que
0 se u(x) >0

—u(z) se wu(x)<0.

Note que

/RN a(z)f(u)u dz = /{zeRN; w10) a(z) f(u)udx + / a(x) f(u)u™d.

{zeRN;u(z)<0}

Usando a definicao da u~, temos que

/ a(2) f (w)u~dz = 0. (1.6)
{2€RY u(z) 20}

Por outro lado, como f(s) =0 se s < 0, entao

/ a(z) f(u)udx = 0. (1.7)
{zeRN;u(z)<0}

De (1.6) e (1.7), segue-se que

/RN a(2) f (w)udz = 0.



Logo, podemos reescrever (1.5) como
0=TI(uu" = / [VuVu™ + Auu™]dz. (1.8)
RN

Além disso, recordemos ainda que u = u™ — u~ e, assim Vu = V(u™ — «~). Dai temos

que
0=TI'(wu" = / (VuVu~ + \uu™]dz
= f V(u" —u")Vu™ + ANut —u")u"Jdz
N
= f [VutVu~ —Vu u~ + Mo — Au"u"]de.
RN

Como supp(u™) N supp(u™) = (), vem que
0= I'u)u — / Vu Vo + \auJde = / (Va2 + A~ [2)dz = [[u|2.
RN RN

Assim, necessariamente temos u > 0.
Observacao 1.2. As condigoes (f1) e (f2) implicam que, dado ¢ > 0 e 2 < p < 2%,
entdo existe uma constante positiva C' = C(g,p) tal que para todo s € R

[F(s)| < Ssf* + s, (1.9)

Com efeito, da condigao (f1) temos que, dado € > 0 existe § > 0 tal que

_ | |§>| <e= |f(s)| < elsl, V]s| <6

Integrando, vem que

1F(s)] < §|s|2, vls| < 4. (1.10)
A condi¢ao (f2) nos diz que, dado & > 0, existe R > 1 tal que

-1

. <e=|f(s)] <els|+]s|, V|s| > R.

e

Integrando, obtemos

1
[B(s)| < s+ 55 VIs| = R.

10



Para |s| > R, a expressao acima nos dd

£ 1 e RP—2 1 RP—2

|F(s)] < §|3|2 + §|3|2 = 3 5 ls* + §Rp_2|3|2
i, A
= el Ty Rl

€
S P
— € 1 p
= 2= Topez)
= C’l(g,p)|s|p.
Além disso, se 6 < s < R, entdo
|F'(s)]
<
|S|p = 2(67p)7

pois F' é continua e s € [0, R] que é compacto. Isto nos diz que
|F(s)| < Cale,p)lsl

Assim, juntando todas estas estimativas, seque que

£

[F(s)] < §|Sl2+Cl(€7p)|8|p+02(€7p)|8\p
£

= §|5|2+{Cl(€,P)+C2(€,p)}|8|p

£
= Sls+ Cleplsl

Um problema modelo de (1.1) é
3 (2) u?
—Au+ Au = a(z Tl

1 1
— K> — o > A > 0.
Y > e >\ >

Para verificagdo das condigoes (A1) — (A5) e (f1) — (f3), veja Apéndice A.

com a(x) = e —

11



Capitulo 2

Variedade de Pohozaev

Em 1965 S. Pohozaev publicou um artigo [17] em que ele provou resultado de nao
existéncia de solugao para algumas equagoes escalares semilineares com crescimento su-
percritico em um determinado dominio estrelado. Sua prova é baseada numa identidade,

que é hoje em dia bem conhecida como "identidade de Pohozaev".

Em [11] D. Costa e H. Tehrani observaram que, se numa equagao como (1.1) tivermos
somente que @ ¢ nao-decrescente, nao temos garantia de que todo caminho I(tu)
intersecta uma tnica vez a variedade de Nehari N = {u € H\{0}; I'(v)u = 0}. Podemos
ter caminhos que nao intersectam a variedade e caminhos que a intersectam infinitas
vezes. Como nao temos tal condi¢ao sobre o comportamento da funcao f, este foi um
dos motivos pelos quais no trabalho [21], o qual estamos seguindo, R. Lehrer e L. Maia

trabalharam com a variedade de Pohozaev P invés da variedade de Nehari N.

Neste capitulo enunciaremos e faremos a demonstracao da identidade de Pohozaev
em dominio limitado e nao limitado, exibiremos a identidade de Pohozaev associada a
equagao (1.1), definiremos a variedade de Pohozaev a ela associada, bem como, enuncia-

remos e faremos a demonstragao de algumas propriedades da mesma.

Inicialmente consideremos a seguinte equacao
—Au=g(zr,u), em £ (2.1)

onde ¢ é uma funcdo continua e Q ¢ um dominio regular do RY, N > 3.
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Definimos a primitiva de g por:

G(z,u) = /Oug(x, s)ds.

Proposicao 2.1. Seja u € H'(Q) N C%(Q) solugdo da equagdo (2.1) tal que G(-,u(-)) e

z;G,, pertencem a L*(Q). Entdo u satisfaz:

N
/ \Vul*z - ndS, = 2N/ G(x,u)dr + 22/ Gy, (z,u)dr — (N — 2)/ |Vu|?dz(2.2)
o9 Q — Ja 0

onde 1 denota o vetor normal unitdrio exterior de 0. Além disso, se Q = RN, entdo

2N G(z,u dx—i—?Z/ (x,u)dr = (N — 2)/ |Vul*dz. (2.3)

RN

Demonstragao: Multiplicando a equa¢ao —Au = g(z,u) por x - Vu, temos que
— Auz - Vu = g(z,u)z - Vu. (2.4)

Agora, notemos que

N
div(Vux - Vu) = div (Vuny%)
J

N N N

u ou ou Ou ou  0%u

N Z Oz? Z i ox; + Z ox; Oz; + Z i Oz; 8%18%
i=1 J=1 i=1 i,j=1

N

= Auz-Vu+|Vul? + Z

i,j=1

ou  0%u
i 8:61 8:1:18:13] ’

13



Por outro lado, temos que

() -

<

= 2
glE
N———

o
N———

Substituindo este ultimo resultado na expressao anterior, obtemos

2
Auz - Vu = div(Vuz - Vu) — |Vu|* — 2V (WTU|) . (2.5)

Notemos ainda que

o (o VOB ASn 0 (S (oY
dZU <x 2 - 2 Z ail:z Z x] 8xj

Substituindo esta ultima expressao em (2.5), obtemos

2
N
Aux -Vu = div (Vu:z: -Vu—z- |V2u| + §|VU|2 — [Vul?
2 N -2
= div (Vua:-Vu—x- |V2u\ ) + 5 |Vul?.

14



Integrando sobre €2, temos

2 N -2
/ Auzx - Vudr = / div (Vux -Vu—x - [Vl ) dz + —/ Vul?da.
Q Q 2 2 Ja

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

2 N -2
/ Aux - Vudr = / (Vux -Vu—x- [V ) -ndSy + —/ [Vul*dx (2.6)
Q o0 2 2 Ja

Por outro lado, temos também que

N
div(z - G(z,u)) = Y ai (2;G(x,u))
=1 0
N
— ; (gi:G(:c,u) + xzaiiG(x,u))
N
B 0G(z,u) Oz; 0G(z,u) Ou
B ; (G(w,u) + Ox; Ox; T ou  Oux;
N N N
B 0G(z,u) Ox; 0G(z,u) Ou
= ;G(x,u) + ;Il—@xi oz, + izla:z 9u ox,

= NG(x,u)+ Z-Tsz(x,U) +x-g(x,u) - Vu,

i=1
ou seja,

g(x,u)z - Vu = div(zG(z,u)) — NG(x,u) — inG%(w, u).

Integrando sobre €2, temos

/Qg(:v,u)x -Vudr = /de'v(xG(x,u))dx — N/QG(x,u)dx — é/ﬁxiG%(m‘,u)dw

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos
N

/ﬂ g(z,u)z - Vude = /6 ) tG(x,u)ndSy — N /Q G(z,u)dr — ) /Q ;G (z, u)dz. (2.7)

=1
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Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.4), temos que

2
—/ (Vua:NVu—x‘ [Vl ) ndS, ——/\Vu\ dr =
o0 2
N
/ xG(x,u)~77dSm—N/G(x,u)dx—Z/xtii(x,u)dx
o9 Q i=1 79

2
/ G (z,u) + ( Vux - Vu —x - Vul -ndS, =
o0 2

N -2 al
e 2 .
N/QG’(;E,u)dyc 5 /Q|Vu] dx + ;Zl/gszm(x,u)dx

Desde que u = 0 sobre 012, entao G(x,u) = 0 sobre 02 e Vu = Vu - nn, temos entao que

2 2
(Vux-Vu—x-|v2u|) n==x- ‘VQU‘ 1.

ou seja,

Assim, podemos reescrever a expressao acima como:

N
N -2
= \Vul*z - ndS, = N/ G(x,u)dx — —/ |Vul*dz + E /miGm(SL‘,u)dm
o9 0 2 Ja — Jo

ou equivalentemente,

N
|Vul?z - ndS, = QN/ G(z,u)dx + QZ/ ;G (x,u)dr — (N — 2)/ |Vul*dz.
o0 Q — Jo Q

Agora, consideremos 2 = Br(0). Como |Vu| € L*(RY), temos que

/ |Vul?de = / / \Vu(r,0)?dS,r™ tdr
RN 8BR

= / |Vu(r,0)*rdS,dr
0

. 8Br(0)
= / P2 |Vu(r,0)*z - ndS,dr < co.
0 dBR(0)
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Mostraremos que existe uma sequéncia de raios (r,) tal que r, — oo e

" / Vu(r, 6)dS, — 0.
0B, (0)

Suponhamos, por contradi¢ao, que tal sequéncia nao exista. Entao,

T—00

lim inf r / Vu(r, 6)dS, > a > 0.
9By, (0)
Mas, &(r) == 7"/ |Vu(r,0)?dS, > 0. Logo,
0B:(0)

/ N2 (r)dr > / rN72E(r)dr > a/ rV2dr = 400,
0

Ro Ro

o que ¢ uma contradigdo com o fato de |Vu| € L*(RY). Logo, tal sequéncia existe.

Além disso, temos que

/ |Vu|2dm—>/ |Vul*dz, / G(z,u)dx — G(z,u)dx
Br, (0) RN By, (0) RN

Z/Bm(o)xlxa:de—)Z/ dx,

pois basta escrevermos cada integral acima como a integral em RY da funcio carac-
teristica da bola B, (0) multiplicada pelas respectivas fungdes e aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue. Portanto, do que foi exposto acima temos que

0= lim \Vul*z-ndS, = lim {2]\] G(z,u)dx
= J OB, (0) o0 By, (0)
+ 221-]\11/ 2; Gy, (z,u)dx
Brn
- (N - 2) \Vu\ da:}
By, (0
N
= 2N :cudx—i—QZ/ o (2, u)dx
RN —

- (N—2)/ |Vul*dz,
RN

17



ou seja,
N -2 , al
— |Vu|*de = N G(z,u)dx + Z 2;Gy, (2, u)dx,
2 RN RN = JRN

como queriamos mostrar. |

Observemos que a equagao (1.1) nos da
—Au = a(x) f(u) — Au,

€ como

G(z,u) = /Ou g(z,s)ds

vem que
2

Glx,u) = a(z)F(u) — )\%.

Além disso, temos que
N N
> 01 = > e~ Gate) 2 (),

i=1

Assim, a identidade de Pohozaev associada a equagao (1.1), pode ser escrita como

E/ \Vul?de = N G(z,u)dx +/ Va(x) - xF(u)dz, (2.8)
2 RN RN RN
02
onde G(z,u) = a(z)F(u) — )\7.
Seja o funcional J : H'(R") — R definido por
N-2 )
J(u) = —— |Vu|*de — N G(z,u)dx — Va(x) - xF(u)dx
2 RN RN RN

e definamos a variedade de Pohozaev P associada a equagao (1.1) por
P :={uec H'RY)\ {0}; J(u) = 0}.

Entao temos o seguinte resultado:

Lema 2.1. Considere o funcional J da definicao anterior e a variedade de Pohozaev P.

18



Entao temos que:

(a) {u =0} é um ponto isolado de J~'({0}).
(b) P € um conjunto fechado.

(c) P é uma variedade C*.

(d) Eziste o > 0 tal que ||ul||x > o, para todo u € P.

Demonstragao: (a) Usando a condi¢ao (A4), temos

N-2 : 2
J(u) = —5 /]RN |Vul*dz — N . {(a(w) + %) F(u) — /\%} dx
N-2 2
> —/ Vaul?de — N | [asF () — A\e]dx
2 RN RN 9 2
N-2
= —/ VulPdz + N | Aidr—N | awF(u)de
N2 ) RN RN 2 RN
> —lqm&—th%mmm.
2 RN

Pela condi¢ao (1.9), vem que
N -2
) > Mﬁ—N/c%ﬂwm
N

R
N -2 Neao
> — |5 - = / Aqux—aooNC(a,p)/ uPdzx.
2 2)\ RN RN

Agora, notemos que

Jullt = / (VP + A]da > / e,
RN RN

logo
4mgg—/ irda.
RN
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Segue-se da observagao acima e por imersao de Sobolev que

M) > Sl = o= [ Nide—anNCGep) [ wda
> 2l — T ) - anCN G p)lul
= (V2= Tl — anONCGE )l
! MN_Q;_Nawvﬂwﬁ—amCNC@mMMK

Para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que J(u) > 0. Para tanto, tomemos

€ > 0 suficientemente pequeno e 0 < p < 1 tal que

AN —2) — Neay, >0

1 Nea
N g D) o
7 <4aOOC'NC'(€,p)( X )p

Entao, se ||u|lx = p, temos

1 (AN —2)— Neas
sy > L (A2 Jul} = axCNClulf
_ % )\(N—Q))\—Neaoo P ONCy
1 (AN —2)— Neax \ 4 1 Neas\ o
- - (N-2- N
~ 3 ) P 4aOOCNC( ) )pamc ¢
L /AN —2)— Neass \ »
! \ P

e assim, J(u) > 0 se 0 < ||ul|x < p.

(b) J(u) & um funcional de classe C! (ver Apéndice B). Além disso, note que PU{0} =
J71({0}) é um conjunto fechado, por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por
um funcional continuo. Para mostrar que P ¢é fechado, considere uma sequéncia (u,) C P
tal que u,, — u em H'(RY). Entao (u,) C P U {0} que é fechado, logo u € P U {0}.
Desde que {u = 0} é um ponto isolado de J~1({0}), entdao u # 0, logo, u € P. Portanto,
P ¢ fechado.

20



(¢) Consideremos a derivada do funcional J, aplicado em w:

J (u)u = (N —2) \Vul?dz — N [ [a(x)f(u)u — Iu?]dr — Va(x) f(u)udz. (2.9)

RN RN RN
Como u € P, temos que J(u) = 0, logo
(N —2) |Vul*dz = ZN/ G(x,u)dx + 2 Va(z) - 2 F(u)dx.
RN RN RN

Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos

J'(uwu = 2N G(z,u)dx + 2 Va(x) - xF(u)dx

— N/Hjjfa(x)f(u)u - AUQT;C - /RN Va(x) - xf(u)udz
_ N /R Jofa)F(u) - )\u;]dx +2 [ Val)- 2P (s
- N/RN [a(z) f (u)u — M?|dx — /}RN Va(x) - xf(u)udz
_ ol Va(z) -z D\
- ij RN(S(L)):V“(;;[ ‘ )fi():jx

v N
= [ (a(:c) + W(;) ' ‘”) (F(u) ! f(u)u) do

e, desde que Q(s) > 0, temos que

(P - pst) <0

logo, . I (a(x) ) Va(ja\c[) x) (F(u) _ %f(u)u> dr < 0,

ou seja, J'(u)u < 0. Portanto, P ¢ uma variedade C'.

21
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(d) Seja u € P. Entao u satisfaz J(u) = 0 e assim,

o /RN Vulde = N [ G(z,u)dz+ | Va(r)-zF(u)dz

2 RN RN 9
= N a(x)F(u)de — N )\idm + Va(z) - o F(u)dz,
RN RN 2 RN
ou seja,
(N — 2)/ \Vul*dz + AN [ w?dz = 2N (a(m) + M) F(u)dx
RN RN RN N
< 2]\7/ oo F'(u)dz.
RN

Da condigao (1.6), dado € > 0 e 2 < p < 2%, temos

(N—Q)/ |Vul*dz + AN wldr < 2N/ oo <£|u|2+C’|u|p> dx
RN RN 2

RN

= N/ aoo5|u|2dx+2Naoo/ Clu|Pdx
RN RN

= Naooa/ |u|*dz + 2N a,C |ulPdz,
RN RN

isto é,

(N — 2)/ \Vul|*dz + (AN — Naooe)/ u?dr < 2Na,C lulPdx.
RN RN

RN

Tomemos ¢ > 0 tal que (N —2)A < N(A — cay). Assim,

(N — 2)/ |Vul?dz + (N — 2)/\/ udr < 2Naoog/ Mu|Pdx,
RN RN )\ RN

ou ainda,

(N — 2)/ [[Vul* + Mu?]dr < 2Naoog/ AulPdz,
RN )\ RN

assim, temos que

C
(¥ = Dl < 2Na S [

R

MulP < 2Na009/ (Val + Aul")dz = 2Naw S Jul?,
N A RN )\

ou seja,
(N —2)A
2Nas,C

< Jlully,
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onde as constantes envolvidas nao tem dependéncia de u. Portanto, existe

C((N=2\72
U_<2NaooC' >0

tal que se u € P, entdo ||ul|y > o.
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Capitulo 3

Resultado de nao existéncia

Iniciaremos esta secao apresentando algumas relacoes entre a variedade de Pohozaev
P, associada a equagao (1.1), e a variedade de Pohozaev P,,, associada ao problema

auténomo, ou seja, a equacao
— Au+ I = ax f(u). (3.1)
A variedade de Pohozaev associada a equagao (3.1) é dada por
P = {u € H'(RY)\ {0}; Ju(u) = 0},

onde
N -2
Joo(u) := —/ |Vul*dz — N Goo(u)dz,
2 RN RN

com
2

Goo(t) := aoo F'(u) — A%.
O funcional associado ao problema (3.1) é dado por

1

Io(u) = 3 /RNHVu]2 + \u?]dx — /RN oo F(u)d.

24



Além disso, consideremos o conjunto de caminhos

= {y € C([0, 1], H'(RY));7(0) = 0, Ino(~(1)) < 0},
e definamos o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha para o funcional I, por

Coo = MmN max Joo(7(t)).

As condicio (A3) e (A4) implicam que I (u) < I(u) para todo u € H'(RY) \ {0}.

De fato, note que

1
Io(u) = 2/RN[|VU|2+)\U /RN

< %/R [Vul? + M?d /RN< (]9\‘}) ‘”) Flu)da
-5/, [[Vu]z—i—)\u o= [ alo)Fuds - [ Val) 2B,
= I(u) — . ( u)dx

< I(u) ’

Definimos p como sendo o infimo de /(u) restrito a variedade de Pohozaev P, ou seja,

p = inf I(u).

ueP

Vamos mostrar ao final desta segao que p = ¢, e que tal nivel nao é atingido, isto significa
que, esse nivel nao é um nivel critico para o funcional . Isto nos motiva a procurar por

solugoes em niveis mais altos de energia.

Lema 3.1. Suponhamos que v € H'(RY) satz’sfaz/ Go(u)dx > 0. Entao existem
RN
inicos 01(u) > 0 e Oa(u) > 0 tais que u(-/01) € P e u(-/63) € Px.

Demonstragao: Primeiramente vamos verificar a existéncia de ¢; > 0 satisfazendo as
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hipoteses para o caso de P. Definamos a fungao

P(0) = I(u(x/0)) = L \Vu(z/0)|*dr — G(z,u(x/0))dx
ey -
_ ! . /RN Vul2dz — /RN Gz, u(z/0))dz
oN -2 u?(z/0)

= /RN|vu|2d:c—/RN[a(az:)F(u(m/@))—A 51,

ou seja,
9N72 U2

P(0) = |Vu|*dx — 0~ [a(02)F (u(x)) — A—=]dz.
2 Jon on 2

Derivando ¢ (0), e desde que N > 3, obtemos:

/ _ N-2 5., 27 arpN—1 O\
P'(0) = 5 0 /]RN |Vul“de — NO /RN[a(9$)F(u) )\Q]d:v

— oV Va(0x) - xF(u)dx
N
2

- 9N3{¥/RN Vu|*dz — N6 /RN[a(é’x)F(u)—)\%]dx
_ g /R Va(a): (Hx)F(u)d:c}

Assim, temos que u(x/0) € P se , e somente se, ¢/(#) = 0, para algum 6 > 0. Pela

condigao (A2), temos que

lim a(0x)F(u) = axF(u)

6—o0

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

tim [ fa(0a)F(uw) ~ A% Jdr = /R onF () = A Jdr = [ Goolu)dr

0—oo JpN RN

Além disso, por (1.2) temos

lim Va(bz) - (0x)F(u) =0

H—o0

e novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de lebesgue, obtemos

lim Va(0z) - (0z)F(u)dx = 0.

f—o0 RN
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Portanto, se 8 > 0 é suficientemente grande, temos

W(0) = gV {% /RN VulPde — N§? ( [ Guwdo+ 0(1)> } |

Como por hipotese / G (u)dzr > 0, segue-se que ¢'(6) < 0, para algum 6 > 0 suficien-
RN
temente grande.

Por outro lado, se § > 0 é suficientemente pequeno, as condigoes (A1), (A3) e (A4)

implicam que

0 < afz) + a(;) < e
logo, _%/RN L /RN K&(ex) Va(ﬁi)(@“/‘) F(u)_Au—z] dx

Das condigbes (f1) e (f2), temos que
[f()] < Clul, Vue H'(RY).

Integrando, obtemos

logo,

/R Guluydr = /R [ F () —)\u;]dm

<
C
< ? a |lu|*dx
RN 2

_axC 9
= - /RNM dx

o C
=

Substituindo esta desigualdade na expressao anterior vem que

_% /RN uldr < /RN Ka(ex) + W) F(u) — Auﬂ dx < a";CIIuH%,
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e isto nos diz que, existem constantes positivas A e B que nao dependem de 6 tais que
Ox) - (0 2
_A< / [(a(@x) i M) Flu) — )\u_} dz < B.
RN N 2

Assim, para 6 > 0 suficientemente pequeno obtemos

V() = N3 {%/RN \Vul*dz — N§? /RN (a(ea:) + W) F(u)dx

— é/ u2dx}>0.
2 ]RN

Como ¢’ é continuo, existe pelo menos um 6; = 6;(u) > 0, tal que ¢'(6;) = 0, logo,
U(/@l) € P.

Para mostrar a unicidade de 6, note que ¢’(#) = 0 implica

¥ /RN |Vul’dz = N¢? /RN Ka(ex) + w> Fu) - Auﬂ dz,

com # > 0, ou ainda
N —2

5 /RN |Vul?dz = N6*p(0),

onde o /RN Ka(eiv) . w> Flu) - Au;} dz.

Derivando a fungao ¢ com relacao a 6, vem que

¢'(0) = /RN (Va(@a:) ST+ 2 H(H;)] (62) + va(i\:f) $) F(u)dzx,

o que ¢é equivalente a,

o(0) = % /R ) (Va(@x) - (6z) + 62)- H%x” (02) | V“(ei\)[' (9‘”)) F(u)da.

Pelas condigbes (A3), (A5) e das condigoes sobre a fungao F', segue-se que ¢'(6) > 0.

Portanto, ¢(#) é uma fungao crescente, logo existe um tnico 6 > 0 tal que

N -2

—/ |Vul2dz = N6*p(6).
2 Jan
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Isso verifica a unicidade de 6.

Agora iremos provar a existéncia de 6, > 0 para o caso P,,. Para tanto, consideremos

a funcao
§0) = Intuta/0) = 5 [ IVua/o)Pdo = [ lanF(uta/0) = 5 (w/0))ds
0N—2

= / |Vul?dz — QN/ (oo F'(u) — éu2]alz.
2 RN RN 2

Derivando &£(0), vem que

2 2
-2
= N3 N—/ |Vul?dz — N@Q/ [0 F' (1) — iuQ]d,z}
2 RN RN 2

= gN-3 E/ |Vul?dz — N§? Goo(u)dz}.
RN

2

) = EQN_?’/ |Vu|2dz—N9N_1/ [(IOOF(U)—AUP]CZZ
RN RN

RN

Assim, temos que u(x/0) € Py se, e somente se, £'(#) = 0, para algum 6 > 0. Assim,

para 6 > 0 suficientemente grande, temos que

£(0) = V-3 {%/ Vuldz — N92/ Goo(u)dz} <0,
RN RN

Por outro lado, note que se # = 1, entao

N -2

€)= /RN Vafdz = N [ Gulu)ds = Jufw)

Logo, para 0 < 6 < 1, obtemos

¢(0) = oN3 {u/ |Vul?dz — N§?
RN

RN

Goo(u)dz} > 0.

Como & é continua, segue do Teorema do Valor Intermediario, que existe 0y = 65(u) > 0
tal que &'(02) = 0, logo u(-/02) € Px.

Mostraremos agora a unicidade de 6. Note que £'(#) = 0 implica

N —2
—/ |Vu|2dz:N92/ Goo(u)dz
2 RN RN
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para 6 > 0, ou ainda
N —2

b / |VuPdz = No(o),

com

6(0) = 62 /R Guulu)de

Derivando ¢ com relagao a 6, vem que

¢'(0) =20 | Goo(u)dz.

RN

Desde que / Ge(u)dz > 0ef > 0, segue que ¢'(6) > 0. Logo, ¢ é crescente e, portanto,
RN
injetora. Assim, existe um tnico # > 0 tal que

u/ |Vul?dz = N§? Goo(u)dz.
RN

2 RN
Isso garante a unicidade de 65. |

Lema 3.2. Considere o conjunto aberto O = {u c H'(RY)\ {O};/ Goo(u)dz > O}.
RN
A fungao 6, : O — RT dada por u — 01(u), tal que u(-/01(u)) € P € continua.

Demonstracao:  Consideremos uma sequéncia (u,) C O tal que u, — u € O.
Mostraremos que 60(u,) — 60;(u). Para tanto, afirmamos que a sequéncia 6;(u,) é
limitada. De fato, considere a expressao ¢’(6) = 0 do lema anterior, assim teremos que
¥ /R IVuPdr = N6 /R N[a(Gl(u)x)F(u)—)\u;]dx

Va(by(u)x) - (01(u)z
RN N

+ N6i(u) )F(u)dx

Aplicando em w,, e em 0 (u,,), temos

N-2 /R Vunde = NG [ [alBiun)a)Fun) - Ado

2 N
+ N62(u,) /]R ) Va(el(un)i\)[ (01 (up))

Como 6, (u,) > 0, para todo n € N, suponhamos por contradigdo que 6;(u,) — +o0.

F(uy,)dx.
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Pelas condigoes sobre as fungoes a e F', temos
2 2

a(01(up)x)F(uy,) — )\?" — Ao F(u) — )\7,

Va(by(uy)x) - (6h2)F(u,) — 0.

Usando as convergéncias acima e aplicando o Teorema da convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos

2 N 2
N, / Va(by(uy)x) - (01 (uy)x)
v N

N —2 2
—/ Vu,|?de = N6*(u, / [a(01 (wn)z) F(u,) — )\%]d:c
RN R

F(uy)dz — +o0.

Por outro lado, temos que

N -2 N -2
—/ |Vu,|*dr — —/ |Vul*dz.
2 RN 2 RN

Desde que |Vu| € L*(RY), vem que

N -2
—/ |Vul*dz < oo,
2 Jan

assim,

N -2
00 > / |Vul*dz = lim |Vu,|*dr
2 RN

= lim {N@f(un) /RN [a (01 (up)2)F (uy,) — )\%]dx
+ Nﬁf(un) i va(gl(un):?\)f (el(un)x> F(un)da:} = +00.

o que é uma contradigdo. Portanto, 6;(u,) é limitada, logo existe uma subsequéncia

convergente que ainda denotaremos por 6, (u,) tal que 6y (u,) — 6;.

Novamente pelas condigoes sobre as fungoes a e F' e aplicando o Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/RN a(by (un)x)F (u,)dr — a(0y2) F(u)dz,

RN
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Va(01(uy)z) - (01 (uy,)x) Va(b,x) - (012)
» N F(uy)dx — . N

F(u)dz,

e além disso, como u, — u em H'(RY), temos que

/\Vunﬁdxﬁ/ (Vul*dz
RN RN

uidr — u?dz.
RN RN

Assim, obtemos que

¥ /R IVuPde = N6/ /R ) [(a(@lx) + Va(gl“}&' w_”)) Flu) - A“ﬂ dr. (3.2)

Ora, se (3.2) ocorre, entdo 6, é tal que u(-/0;) € P. A unicidade de 6, segue-se da

unicidade da projecdo em P, logo #; = 6;(u). Portanto, 0 (u,) — 6;(u) em RT como

querfamos mostrar. |

Lema 3.3. Se u € P, entao existe 0 > 0 tal que u(-/0) € P e § > 1.
Demonstracao: Como u € Py, entao Jo.(u) =0, logo

N -2
—/ |Vul?de = N Goo(u)dz.
2 RN RN

Desde que v € H'(RY) \ {0}, vem que

N -2
Goo(u)dz = |Vul*dz > 0.

RN 2N RN

Segue do Lema 3.1 que existe § > 0 tal que u(-/6) € P. Assim, resta mostrar que 6 > 1.

Para tanto, vamos aplicar u(z/#) no funcional J, assim teremos que

0= J(u(z/0)) — %M—? /R IVufde — NoY /R [of6) Fu) — A

— ON/ Va(0z) - (0z)F(u)dx

RN

_ N2 {¥ /RN Vul?dz — N6 (/RN [a(02) F(u) — Augéx)]dx
n /RN WF(U)C@ } |
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e como 6 > 0, segue-se que

22 /RN Vul’de = N6 /RN Ka(ex) + W) F(u) - A“ﬂ dz.

Pela condi¢ao (A4), obtemos

N =2 9 9 u? 9
— |Vul|*dz < N [aoo F'(u) — A—]dz = N@ Goo(u)dz,
2 RN RN 2 RN
ou seja,
N —2 9 9
e dz < 0 (u)dz,
5N RN|VU] T < /RNG (u)dx
ou ainda,
(29! / Vuldz < 62 / oo (1) (3.3)
RN RN

Mas, como u € P,, temos

(27! / VuPdr = [ Go(u)da.
RN

RN
Portanto, a desigualdade (3.3) é verdadeira se, e somente se, 2 > 1, ou seja, > 1. N

Lema 3.4. Se u € P, entdo existe 0 > 0 tal que u(-/0) € Py e 0 < 1.

Demonstracao: Com o objetivo de fazer uso do Lema 3.1, mostraremos que / Goo(u)dx >
RN
0. Com efeito, seja u € P, entdao J(u) = 0, assim

H/RN Vufde = N [ [(a(x)+m) F(u)—A“ﬂ dx

2 N
u2
< N / (0w F(u) — A" da
. 2
= N/ Goo(u)dz,
RN

onde usamos a condigdao (A4) para obter a desigualdade. Desde que u € H*(RY) \ {0},
temos / |Vul*dz > 0, logo a desigualdade acima nos da / Goo(u)dr > 0. Segue-se
do Lemfg.l que existe 6 > 0 tal que u(-/0) € P. Resta mosﬂ‘ijlfar que 6 < 1, para tanto,
observe que

N -2

N—2 2
N o |Vu|*dz < /]RN Goo(u)dz,

33



e como u(-/0) € Py, entdo 0 satisfaz

@ [ Golu)dz = (2)! / VulPdr < [ Go(u)da.

RN RN RN
Assim,
92/ G oo (u)dx (2*)1/ \Vul|?dx / G oo (u)dx
RN — RN < RN
/ Goo(u)dz / Goo(u)dz / Goo(u)dz
RN RN RN
ou seja,
(2*)1/ |Vu|*dx
9% = BT <1
/ Goo(u)dz
RN
Portanto, 6% < 1 o que implica que 6 < 1. [ |

Observagao: Uma consequéncia imediata dos lemas anteriores ¢ que u € H'(RY) \ {0}

pode ser projetada em P e em P, se, e somente se, / Goo(u)dzx > 0.
RN

Lema 3.5. Se u € P, entio u(- —y) € Ps, para todo y € RN. Além disso, existe
9y>1talqueu('_y) € Pe lim 6,=1.

0, ly|—o0

Demonstracao: Se u € P, entdao pela invariancia por translacao do RY, temos que
u(- —y) € Py, para todo y € RY. Desde que u(- — y) € Py, entdo Jo(u) = 0 e assim
teremos que / Goo(u)dx > 0, logo pelo Lema 3.3, existe 6, > 0 tal que u ( ; y) eprP

RN Y
e 0, > 1. Portanto, resta mostrar que |llim 8, = 1. Para tanto, suponhamos, por
y|—o0

contradicdo, que existe uma sequéncia y, € RY tal que |Yn| — +00 e b, — A>1ou

+-00. Definindo

)

K(0y,x + yn) := (a(eynx +yn) + Va(y,x +yn) - (0y,7 + yn))

temos a seguinte convergéncia pontual:

u?(x)

K(0y,x + yn)F(u) — A
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Além disso, da condi¢do (A4), juntamente com a condi¢do sobre a func¢ao F', obtemos

u?(z)

K(6,, 7 + yo) F(u) — A“2§x> < anF(u) — A

< anCu*(z) € LY(RY).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

lim [ [K(0,,2+y)F(u) — )\UQ;x)]d:c = [ Gu(u(z))da. (3.4)

Yn—0 JpN RN

Yn

Por outro lado, para cada y,, temos que u < ) € P com 60, > 1, ou seja, temos

Yn

N —2
T/ \Vul2dz = N@gn/ (K (0y,x + yn) F(u) — A
RN RN

Pelo limite acima, temos que o lado direito de (3.5) converge a N A? / Goo(u)dz, en-

RN
quanto que o lado esquerdo permanece fixo em T_ |Vu|?dz. Como u € Ps,, entdo
RN
N -2
u € H'(RM)\ {0}, logo / |Vul*dr < 400 e desde que A > 1 ou +oo, segue o
RN
absurdo. |

Lema 3.6. sup Hy:§<oo ed>1.
yERN

Demonstracao: Como |l|im 8, = 1, por definicao, temos que, dado € > 0, existe
Y|—00

R > 0 tal que |6, — 1| < ¢, se |y| > R. Mostraremos entao que existe M > 0 tal que

sup 6, < M. Para tanto, suponhamos, por contradigao, que o supremo nao exista, ou
0<|y[<R

equivalentemente, que existe uma sequéncia y, € RY, com |y,| € [0, R] tal que 6,, — oo.
Agora observemos que

lim a(fy,z + yn) = Goo,

eyn —00
onde usamos a condi¢ao (A2). Além disso, por (1.2), temos que
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Assim,

lim {a(éynx +yn) +

0y,, —00

Va(gyna? + Yn) - (Hynx + Yn) } =aq
N (o o))

e portanto,
u?(z)

lim {K(Hynx + ) F () = A= } = G (u).

0y, —00

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

2
lim [ K0,z +y)F(u) —A—dv = | Guolu)da.

eyn*)OO RN 2 RN
Segue-se de (3.5) que

?/ |Vul’dz = NO; (/ Goo(u)dr + oyn(1)> .
RN RN

Mas, como ¢, — 00 e o lado esquerdo ¢ um numero fixado, segue o absurdo. Portanto,

0 supremo existe. [ |

Lema 3.7. Eziste um nimero real ¢ > 0 tal que in£ |Vulls > 0.
ue

Demonstracao: Dado u € P, entao J(u) = 0, logo

¥4N Vufde = N [ me%) F(u)—A“;] dx
< N/RN[aOOF(u)—)\u;

|dx,

onde usamos a condi¢do (A4) para obter a desigualdade. Por outro lado, da condigao

A
(1.9), tomando p = 2* e ¢ = — > 0, obtemos
(005

N -2 Y X 2
—/ |Vul?dr < Naoo/ Zlul+ o@)ufr — A | do
2 RN RN 2 2

< NawC(2") / uf? da,
]RN

isto é,
N - 2 *
—_— |Vul?dz < aOOC(Z*)/ lu|* dx
2N RN

o0
que pode ser escrita como

1 *
190l < a2

2*
2
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Pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, existe C' > 0 dependendo somente
de N e 2 tal que ||u

2« < Cl|Vul|2, assim

20 < a4 C(29)C% | Vul|¥,

1 *
7 1Vulls < s C(2)lu

dividindo por ||Vul|3, obtemos

1 asC(2%)||ull% o
— < =02 <, C(25)C% || Vu
2 IVull3

2*—2
2

)

implicando que

IVu

2% -2
2

0.

1
>
= Y C(2)CT

1 2% 2
Portanto, tomando ¢ = , temos que
(2*%00(2*)02*) a

inf ||[Vulls >0 >0
ueP
como querfamos mostrar. |
Lema 3.8. p =: inf I(u) > 0.
u€P

Demonstragao: Dado u € P, entao u satisfaz

?/ Vul*’dz = N G(z,u)dx +/ Va(z) - o F(u)dx
RN RN RY
2
= N [ [a(z)F(u) — )\u—]dx + Va(z) - o F(u)dz,
RN 2 RN
logo
1 9 9 1 1 9
a(z)F(u)de = = | [|Vul]” + Auf|de — — Va(z) - xF(u)de — — |Vu|“dz.
RN 2 RN N RN N RN
(3.6)
Por outro lado, temos que
1
I(u) = 5/ [[Vu|® + Mu?]dr — / a(z)F(u)dz. (3.7)
RN RN
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Assim, se u € P, substituindo (3.6) em (3.7), obtemos

I(u) = %( Va(z) - 2F(u)ds + /R i |Vu|2dx>

RN

1 1
> — *dr > —0 >0
z /RN |\Vul“dx > ~o >0
onde usamos o Lema 3.7 e a condi¢do (A3). Portanto, p > 0. |

Observacgao 3.1. L. Jeanjean e K. Tanaka mostraram em [10] que

uler}Dfoo Io(u) = Coo.

Observagao 3.2. Sejau € HY(RY), com Goo(u)dr >0 €6 > 0 tal que u(-/0) € Ps.

RN
Entao, temos que
1
Io(u(z/0)) = 5/ |Vu(x/9)|2dm—/ Gool(u(z/0))dx
VB R
_ 0 / ]Vu\de—HN/ Goo(u)dz
2 RN RN

= N2 1/ \Vul*dz — 6° Goo(u)d:c}
2 RN RN

1 N -2
_ pgN—2) 2 Vul2de — \IE
=7 2/RN| ul'dz 2N /RN| ul dx}

1 1 1
HN—Q 2d / 2d / 2d
3 /N|Vu| x——2 RN|Vu| x—i——N . |Vu|*dx

QN—Q

2
= V d
N /RN | u| o

ou seja,
9N—2
Io(u(z/0)) = I |Vul*dx. (3.8)

RN

Note que, o fato de u(x/6) € Py nos diz que

l*/ ]Vu]Qda::HZ/ Goo(u)dx.
2 RN RN

Com efeito, se u(z/0) € P entao

0= Ju(u(z/) — ov-22—2 / Vulds — NOV [ G (u)d
RN

2 RN

N —2
= N2 {—/ |Vul?dz — N@Z/ Goo(u)dz}.
2 RN RN
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Como 0 > 0, entao

oN 2 {H/ |Vul*dz — N§? Goo(u)dz} =0
2 RN RN

se e somente se

N -2
—/ |Vul?dz — N@Z/ Goo(u)dz = 0.
2 RN RN
Dai, temos que
N —2 9 9
—_— |Vul|*dz = N0 Goo(u)dz
2 RN RN
e portanto,
N —2 9. o
N Lo |Vul|*dz =0 /]RN Goo(u)dz.

Esta igualdade foi usada na demonstragao da identidade (3.8).

H. Berestycki e P.-L. Lions em [8], mostraram resultado de existéncia de solugao
ground estate radial simétrica para problemas do tipo (3.1). Usaremos tal solugao na
demonstracao do proximo resultado, bem como, na definicao do operador II que sera

apresentado no proximo capitulo.

Lema 3.9. p = .

Demonstragao: Seja w € H'(RY) uma solugio ground state do problema no infinito
(ver [8]), isto é, w € Py e I(w) = cx. Para cada y € RY, definamos w, := w(z — y).
Pela invariancia por translagao do R, obtemos que w, € Py, e I(w,) = ¢s. Segue do
Lema 3.5 que, para y € RV existe 6, > 1 tal que w, = w,(-/0,) € P, com lim 6, = 1.

ly[—o00

Assim, temos que
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[1(wy) = coo| =

IN

+

[ (w0y) — Too(wy)]

1 1

—/ |Vu7y|2dx—/ G(x,u?y)dx——/ |Vw, [*dx
2 RN RN 2 RN
- Goo(wy)dz

1

—QN_Q/ |wa|2d:v—/ G(z,w,)dx

2 Y RN RN

1

5/ \wa|2dx+/ Goo(wy)dx‘

1 RN RN

—(9§—2—1)/ |wa|2dx—/ G(x,10,)dx
2 RN RN

» Goo(wy)d:c'

3070 [ Vufdo— [ ja@F) -\

las F(w,) — )\%]dm‘

— o

RN
1 2
5(95*2 - 1)/ Vw|2dz — 95’/ [a(x8, + y)F(w) — /\%]dx
RN 5 RN
[ faFw) =25t
RN 2

| 2 N w’
(0,77 =1) . Vw|*dx + (0, — 1) - A7dx

oN / a(z0, + y)F(w)dx + / oo F'(w)dx
RN RN
2

-(952—1)/ ]Vw\deJr(@éV—l)/ N
RN RN 2

N(aoo — Qéva(xHy + y))F(w)dx‘
R
02 —1] ) N w?
Py 7 -1 -

_ /RNWw\dx—l—]Gy y/RNAde

/RN |0 — Géva(xHy +y)||F(w)|dx.

[\)

<

—_

—0

Como 6, — 1, quando |y| — oo, vem que

1) = el £ 0,0+ 0, + [ o = aler + pl|Plw)lds,

além disso, temos que a(z + y) — awo, s |y| — 00, logo

lim I(w,) = Coo-
ly|—o0
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Portanto,

p=inf I(u) < Cuo. (3.9)

ueP

Por outro lado, dado u € P, pelo Lema 3.4, existe 0 < 6 < 1 tal que u(-/0) € Px.

Além disso, como u € P, entao u satisfaz

N -2
—/ \Vul?dz = N G(x,u)dx+/ Va(z) - o F(u)dx
RN

2 RN RY
= N[ Ja(z)F(u) — )\%]da: + Va(z) - 2 F(u)dz,
RN RN

ou ainda,

1 u2

9 1 / 9 / 1
- - - F(u) — = 2 F(u)dz.
5 /RN \Vu|“dx N Jon \Vu|“dx RN[a(x) (u) — A 5 |dz + N |y Va(x) - xF(u)dx

Podemos escrever a expressao acima como

1/ [\Vu|2+)\u2]dx—/ a(x)F(u)d:v—l/ ]Vu|2alav+i Va(x) - xF(u)dx,
2 Jr~ RN N Jgn N Jgn

ou seja,
1 1
I(u) = N/N IVuIQdHN » Va(z) - 2F(u)dz
1
> wa |Vul*dz
oN - 9
> \Vu|“dz, (68 <1)

N Jon
= Io(u(x/0)) > cx,
onde usamos (3.8), a Observacao 3.1 e a condi¢ao (A3). Assim, para todo u € P, temos

que I(u) > ¢, logo

=i > . .
p=inf I(u) > cx (3.10)
Segue-se de (3.9) e (3.10) que p = ¢, cOmo queriamos mostrar. [ |

Com o que vimos até agora estamos em condi¢oes de demonstrar um dos principais

resultados desse trabalho.

Teorema 3.1. Assuma que (Al — Ab) e (f1— f3) sao vdlidas. Entdo, p = in}f)[(u) nao
ue

¢ um nivel critico para o funcional I. Em particular, o infimo p nao é atingido.
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Demonstragao: Suponhamos , por contradigio, que exista uy € H'(R"Y), ponto critico
do funcional I no nivel p. Em particular, teremos que ug € P e I(ug) = p. Seja0 < 0 < 1

tal que ug(z/0) € Py. Entao,

p=1(uy) = ? /N |Vuo|*dz + N | Va(z) - 2 F(up)dx
> —/E |Vuo|*dx
N Jpn
QN—%{
> T . IVUQI dz

onde usamos (A3) e (3.8), juntamente com a observagao 4.1. Portanto, p > ¢, 0 que

contradiz o Lema 3.9. | |

Lema 3.10. Assuma (A1), (A5) e (f1). Se u € ponto critico do funcional I restrito
a variedade P, entdo u € ponto critico do funcional I em H*(RY), ou seja, P é uma

restri¢iao natural do problema (1.1).

Demonstragao: Seja u um ponto critico do funcional I restrito a variedade P. En-
tao ||I'(u)]|« = 0. Pelo Corolario C.1 do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange(ver
apéndice C), existe p € R tal que

1 ()l = mmin |17 (ue) = pu]" ()l vy

0 que é equivalente a

I'(u) + pJ' (u) = 0. (3.11)

Nosso objetivo serd mostrar que p = 0. Para tanto, aplicando u € P em (3.11), vem que
I'(u)u + pJ' (uw)u = 0.
Usando a defini¢ao dos funcionais I e J, temos que

0 = /RN[|VU|2d$+Au2]dx—/ a(z) f(u)udx

RN

b ou ((N 9 /RN VulPdr — N/RN Ka(:c) + %) Flu)u— w] d:c) |

42



A equacao acima esta associado a equacao
Va(z) - x
—Au+ Au—a(x)f(u) +p| —(N —2)Au+ ANu— N | a(x) + ——— | f(u) ) =0,
que pode ser reescrita como
— (14 pu(N =2)Au+ X1+ uN)u = [(1 + puN)a(z) + pVa(z) - x] f(u). (3.12)

Além disso, se u é uma soluc¢ao da equagao (3.12), entdo u satisfaz uma identidade de

Pohozaev. Assim, a variedade de Pohozaev a ela associada é definida por P~1({0}), onde

Pu) = (14 p(N - 2))?/ |Vul*dz — N G*(z,u)dx
RN RN

N
- Z/ G (z, u)z;dz,
i Ry

com
1+ uN
—u

G () = (1 + pN)a(z) + pVaz) - 2)F(u) — A,

Z /RN G (v, u)zidr = /RN((l + uN)Va(z) -z + px - H(z) - ) F(u)de.

Portanto, P pode ser escrito como

Plu) — (1+u(N—2))¥/RN IVl dz

1+uN

— N [ [(1+pN)a(x)+ pVa(z) - x)F(u) — A u’]dx

RN 2
[ Ve e B )R
— (L4 (N - 2>>E/N Vul*de

_ N(1+MN)/ 2

[ o0+ T2 piy - )

] (S IO
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Desde que u € P, entao J(u) = 0, logo

N [ lale)F(u) = 2 lde = S5 /IR VuPds = [ Va() 2P (s

ou seja,

: 2 N -2
N a(x) + Va(z) - F(u) — AL | dz = —/ |Vul*dz.
RN N 2 2 RN
Segue-se dai que

(VN [ Ka(x) + %) Flu) A“ﬂ dp = UF ”N2)<N =2 /RN Vul?dz.

Substituindo essa ultima igualdade na expressio de P, obtemos

Plu) = (144N = 2)(N —2) /N IVul*dz — (1 + uN)? /RN \Vul*dz

- N,u/RN <V2a(x) -$+ﬁ{$) F(u)dx
= —u(N —2) /N |Vul*dx

~ Ny /R ) <Va]1§x) T4 %) Fu)ds.

Por outro lado, u ¢ solucdo da equacio (3.12), logo P(u) = 0 e assim

— (N —2) /RN Vul?dz = Nu /RN (Va(x) x+ T) F(u)dz.

A observagao 1.4 juntamente com a condi¢do (A5), nos dizem que, o lado direito da
equagao é sempre positivo, enquanto que o lado esquerdo é sempre negativo, caso p > 0
(ou vice-versa, caso u < 0). Entdo, necessariamente devemos ter u = 0. Portanto, a
equacao

I'(u) + pJ' (u) =0,

com p = 0, implica em I’(u) = 0 e portanto u é um ponto critico de I e a restrigdo P é

natural. n
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Capitulo 4

Existéncia de uma solucao positiva

Neste capitulo iremos mostrar a existéncia de uma solugao positiva para a equagao
(1.1). Mostramos no capitulo anterior que o nivel ¢, nao ¢ atingido para o funcional I.
Portanto, procuraremos aqui por fungoes que possuam nivel de energia maior que c.

Inicialmente mostraremos que os niveis minimax do Teorema do Passo da Montanha

€ € Cs associado ao funcional I e ao funcional I, respectivamente, coincidem, isto é:

Lema 4.1. ¢, = c.

Demonstracao: Sejam

¢ = min max I(y(¢))

vel' tel0,1]
e
oo — I ]oo t )
Coo = Iin Mmax (v(t))
onde
I = {y € C([0,1], H'(RY)); 7(0) = 0, I(v(1)) < 0}
e

oo = {’7 € C([Ov 1]7H1(RN));’7(0) =0, 100(7(1)) < O}

Assim, dado 7 € TI', temos que I(7y(1)) < 0. Das condigoes (A3) e (A4), temos que
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I(u) < I(u) para todo u € H'(R™) \ {0}, pois

Lo(u) = ;/RNUWMM /RN%F
< %/RNUWHU /RN< (;) x) Flu)da
= ;/R [[Vul|* + Mu?]do — - a(x)F d:v—[RN Va(:c)]-vxF(u)dx
= I(w)- [ Valz ) F() g,
< I(u) )

Logo, Io(y(t)) < I(v(t)). Em particular, I.(v(1)) < I(y(1)) < 0 e, portanto, v € T'

Como 7 foi tomado de modo arbitrario, temos que I' C I'y,. Além disso, se v € ', entao

L.(v(1) < I :
max (v(t)) max Iy (v(1))

assim,

i I < I
min max o (7(1)) rgelgtem[gﬁ (v(1)),

e como ' C ', temos

. = mi Io(y(t) < Io(y(t)) < mi I(y(1)) =
Coo = in max (7())_%;1%0&% (7())—32%133[3}1% ((t) =c

e assim ¢4, < c.

Mostraremos agora que ¢ < ¢4. Pela definicao de c,,, dado € > 0, podemos tomar

v € Ty tal que Io(Y(t)) < coo + €. Considere y € RY e fagcamos a translagao

7(7(1)) = () (2) =1(t)(x —y), Yz € RY.

46



e além disso, para cada t € [0,1], da invariancia por translagao do RY, vem que

lim I(7,(y(1))) = lm Loo(7y(Y(t))) = Lo (7(1)), (4.1)

ly|—o0 ly|—o0

em particular, vale

lim I(7,(7(1))) = lim Ioo(7y(7(1))) = Loo(7(1)) <0,

ly|—o0 ly|—o0

pois v € I'.. Logo, pela conservacao do sinal, vem que I(7,(v(1))) < 0. Se ¢y € [0, 1] é tal
que I(7,(v(t0))) é o valor maximo no caminho, entao de (4.1) segue que ¢ < ¢ +¢, cOmo

¢ > 0 foi tomado de modo arbitrario, resulta que ¢ < c4. Isso conclui a demonstragao. B

Lema 4.2. p=_c.

Demonstragao: Definamos p,, = ir}Df I(u). Da Observagao 3.1 temos que ¢, =
UE Fso

iI]lDf Io(u), 1080, Pso = Coo. Mostramos no Lema 4.1 que ¢, = ¢, além disso, do Lema

UE Mo

3.9 temos que p = c,. Portanto, p = ¢, = ¢. Em particular, temos que p = p. |

Lema 4.3. Dado um caminho v € I', existe s € (0,1) tal que y(s) intersecta P.

Demonstracao: No Lema 2.1 (a), mostramos a existéncia de um certo p > 0 tal que,

se 0 < ||ul[x < p, ent@o J(u) > 0. Agora, observemos que
N -2

J(u) = T/RN |Vul*dz — N . G(z,u)dx

- [ vela)-aF (s
— N/ |Vul dx—/ |Vul?de — N RN[a(x)F(u)—)\%]dx

- [ Vatw) 2P (s

N

_ N(% /RN[|VU|2+/\u2]dx—/RN a(x)F(u)dx) —/RN Vuldz
_ / Va(z) -z

N

F(u)d
— NI(w) — ||Vl - /RN Va(z) - 2F(u)dz

Da condigao (A3), segue-se que
J(u) < NI(u).
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Portanto, se v € T, temos que 7(0) = 0, logo J(7(0)) = 0. Por outro lado, desde que
v €T, vem que I((1)) < 0 e assim

J(y(1)) < NI(v(1)) <0.

Logo, existe s € (0,1), com [|v(s)|[» > p tal que J(y(s)) = 0. Portanto, v(s) € P. Isto
nos diz que, todo caminho v € I' intersecta P. |

Apresentaremos agora algumas defini¢oes que serao necessarias para uma melhor com-

preensao dos resultados que virao.

Definigao 4.1. Um funcional I € C*(X,R) satisfaz a condigao de Cerami (Ce) se toda
sequéncia (up,) C X com ||u,|| < M e ||[I'(un)|[(1 + ||unl|) — 0 possui subsequéncia

convergente u,, — u € X.

Definigao 4.2. Um funcional I € C'(X,R) satisfaz a condigio de Cerami no nivel d,
(Ce)q se toda sequéncia (u,) C X com I(u,) — d e |[[I'(u,)]|(1 + ||un]]) — O possui

subsequéncia convergente u,, — u € X.

Lema 4.4. Seja (u,) uma sequéncia (Ce)g com d > 0, entio (u,) € uma sequéncia

limitada.

Demonstragao: Suponhamos, por contradigao, que ||u,|x — oo. Definamos u, :=

||5 nH N assim 1, ¢ uma sequéncia limitada e ||u,|x = 1, logo, a menos de subsequéncia
n

U, — u. Além disso, observe que
0< / |0, |2 dx < / |0, |2 dx < / ([t |2 4 iy 2| = [|0i |3 < C.
Bi(y) RN RN

Assim, temos que sup / |40, [*dz > 0. Portanto, um dos dois casos ocorre:
Bi(y)

n—oo  yeRN

(i) limsup sup / |0, |*dx > 0;
Bi(y)

(ii) limsup sup / |0, |*dx = 0.
Bi(y)

n—oo  yeRN
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Mostraremos que, tanto (i) como (i7) ndo podem ocorrer, obtendo para cada um uma

contradigao. Suponhamos primeiramente que (ii) ocorre e tomemos L > 1. Assim,

L 1 L 2 L 2
I(—un) = —/ ‘V (—un) —{—)\( un> dx
[ 2 Jrw [[wnln [ |5
L
- / a(x)F( un) dx
RN [[2n[ 2

1 L / 9 9
= -0 Vu,|® + Auy|dv
2Tl Jyn 1V el 1 At

- / a(2)F (ﬁun) da

RN
1 L? L
- 5—2||un||?\—/ a(z)F (—un> dx
1||un||)\ By [[n | x
= —L2—/ a(x)F (—un) dx
2 RN [[en [

Segue de (1.9) que, dado £ > 0, entao

L a L 2 L p
a(x)F | ——u, |dx < Lo/ A <—un) dx + as.,C &?,p/ (—un) dx
/RN (=) (nunm ) 2 Jox Tl 2 A\ Tl

% / Miy2dx + asCle, p) LP / U, Pdx
QA ]RN ]RN

Usando o fato de (1) ser limitada em H'(RY), juntamente com as hipéteses em (ii) e
aplicando o Lema de Lions (ver apéndice C, Lema C.2), temos que %, — 0 em LP(RY)

para 2 < p < 2%, ou seja,
/ w,Pdr — 0, para 2 <p <2
RN

Além disso, observemos que

2
/\/ 02 = A/ ( Un ) dz
RN 'Y\ [|Unlx
u 2 u 2
< / V(—n )‘ dx—I—)\/ (—n ) dx
RN |2 || 5 'Y\ |[Un A

1
= — \Vu,|?de + X | uldw
Un RN RN

[ 3

= W”“n”i =1,
nllx

49



e assim
L ca
a(x)F <—un) dr < —2L* + 0,(1).
/RN ||Un||§ 2\

Como ¢ > 0 é arbitrario, podemos tomar ¢ = —— > 0 e assim, teremos que
a/OO

L 1 L
I (—un) = -7 —/ a(z)F (—un) dx
(XN 2 RV |3nA

1 1

> §L2 — <1L2 + On(l)
1 1

= §L2 ZLQ - On(l)
LQ

= 70

Desde que ||uy, ||y — oo, existe ng € N tal que, para todo n > ng, entao T
Un || A

Para cada u, fixada, definamos G : [0,1] — RY como

G(t) = I(tu,), para todo t € 0,1].

€ (0,1).

Temos que G esta bem definida, é continua pela continuidade do funcional I e além disso,

esta definida em um compacto. Logo, atinge o maximo. Assim,

mase I(tu,) > T (% ) SN

te[0,1] |un||kun 4

Consideremos t,, € (0,1) de modo que

I(t,u,) = I(tu,).
(tntn) mmax (tun)

Entao,
2

I(tyuy,) > T~ on(1)

0=G'(t,) = I'(taun)un,
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assim,

0=1"(thup)u, = / [Vt u, Vg, + Myuyu,]de — / a(x) f(tpuy ) upde
RN RN

= tn/ [|Vun|2+/\ui]dx—/ a(x) f(toun ) upde.

RN

1
Multiplicando essa ultima igualdade por §tn, vem que

0 = 575721 /RNHVunP + \utldr — %/RN a(z) f (tntn ) tntnda
- % ( / IV (tntin)|” + A(tntun)*]dz — /R _alw) f(tnun)(tnun)d;E)
%I (tnun) (tnun)

Agora, notemos que

I(tyu,) = I(t Up) — %I’(tnun)(t Up)
= [V (taun)|? 4+ Mtpun) ]dx—/ a(x)F(tyu,)ds

_ (R/RN [V (tntn)|* 4+ Mtnuy)?]de —/ &(lf)f(tnun)(tnun)dx)
- 2/RN a(x) f (tnn) (tn un)dx—/ a(2) F (tyu,)do

RN

= [ ato) (Gt tnn) = Fltsn))

e como t, < 1, usando a condigao (f3), vem que

[ o) (st — Pt e < D [ ato) (rtunu,— Pl )
- D ([(un) =) )
— Dd+o,(1)
o I(tntn) < Dd + 0,(1). (4.3)

Segue de (4.2) e (4.3) que

L2
— —on(1) < I(taw,) < Dd+ 0, (1),

ol



Tomando L > o suficientemente grande, obtemos uma contradicao.

Suponhamos agora que o caso (i) ocorre. Entao, podemos supor que existe § > 0 tal

que
lim sup sup / || ?dz = § > 0.
n—oo yGRN Bl(y)
) o <2 0 I
Se (y,) € uma sequéncia tal que |y,| — oo e [t |“d > o como tp & limitada em
Bi(yn)

HY(RYN) vem que 1, ¢ limitada em H'(B;(y,)) e pela invariancia por translacio do R,
temos que u,(x + y,) também o é. Portanto, por imersao compacta, passando a uma

subsequéncia, se necessario

Ui (2 + yp) — (z) em H'(Bi(yn))

(@ + yn) — (@) em L*(Bi(ya))-

Além disso, pelo Teorema de Vainberg (ver apéndice C, Teorema C.8), temos que

Un (2 +yn) = u(x) q.t.p em (Bi(yn))

Logo,

5
/ iy (2 + ) P > 2.
B1(0) 2

e assim,

)
/ a(@)Pde > 2,
B1(0) 2

ou seja, u # 0. Isto nos diz que existe um subconjunto Q C B;(0), com |Q2] > 0, tal que

0 < |a(z)] = lim |u,(z + y,)|] = lim W
n—oo n—oo Up |2

, Vo e Q.

Logo,

lm |u,(z + y,)| = |a(z)| im [ju,||y = +o0, Vx € Q,

n—oo
pois estamos supondo que ||u, ||y — oc.

Assim, pela condigao (A1), e Lema de Fatou (ver apéndice C), tomando o := inf a(z),
zeR
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vem que

n—oo

lim inf /RN {a(m)%f(un(x + Yn) ) tn (T + yn) — F(up(x + yn))} dx

> lim inf /RN [Jlf(un(x + ) )t (T 4 yn) — F(un (2 + %))} dx

n—00 2
n—oo

> lim inf/Q [U%f(un(:v + Y))tn (T + Yn) — Fun(z + yn))] dx

n—oo

> /Q Jim inf {0% Fltn (@ + o) in(z + ) — Flun(z + yn))} da.

Pela condigao (f3), temos que

/Qlim inf {U%f(un(x + Y))tn (T 4 y) — Fup(z + yn))] dr = +o0,

implicando que
o 1
lim 1nf/ {a(m)gf(un(x + Yn) ) tn (T + Yn) — Fup(x + yn))] dx > +o00.
n—oo RN
Por outro lado, como (u,) é uma sequéncia de Cerami, temos que

7" (| < ([ () [ 5 < (1 (u)I[(1+ [Jun[2) — O

€ assim,

I'(up)un = 0,(1).

Portanto,
1 1
/RN[a(x)Qf(un)un — F(uy)|dx = I(u,) — 5] (Un)un < d —o0,(1).
Segue de (4.4) e (4.5) que
+oo < I(uy,) — %I'(un)un =d—o0,(1)

que é uma contradigao.
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Se (yn) for limitada, |y,| < R, com R > 1, entdo

5
- g/ Idn(x+yn)!2dl’§/ [tin (2 + ) [P
2 B1(0)

Byr(0)

Desde que i, (z + y,,) € limitada, por imersao compacta, temos que

Un(® +yn) = U(x) em H'(By(0))

iy (z + yp) — (x) em L*(By(0)).

Portanto,

0
/ |t (2 + )| P — |a(z)[Pdz > =.
B1(0) 2

B1(0)

ou seja, @ # 0. Assim, existe Q C B;(0), com || > 0 tal que

0 # [a(@)| = lim i (z +yn)| = lim _|“n||<ﬁyn>
n—oo n—oo Un ||

, Vo e Q.

Portanto,

lm |u,(z + y,)| = |a(z)| im [Ju,|[y = +o0, Va € Q.

n—oo

Argumentando de modo analogo ao que foi feito para o caso de |y,| — oo, obtemos que

o que é uma contradigdo. Portanto, nem o caso (i), nem o caso (ii) podem ocorrer e isso

conclui a demonstracao. |

Mostraremos agora a existéncia de uma sequéncia de Cerami para o funcional I no
nivel ¢. Para tanto, usaremos o Teorema de Ghoussoub-Preiss (ver apéndice C, Teorema

C.14) para garantir a existéncia de tal sequéncia.

Lema 4.5. Seja ¢ o nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha (ver deficao de
¢ na demostracio do Lema 4.1). Entdo existe uma sequéncia (u,) C HY(RY) tal que

I{un) = ¢ e [[I'(un)[|(1 + [[unlx) — 0.
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Demonstragao: Vamos utilizar o Teorema de Groussoub-Preiss com X = H'(RY) e
¢ = I. Inicialmente mostraremos que o funcional [ satisfaz a segunda geometria do

x
Passo da Montanha. Com efeito, tomemos w = u (;) € H'(RY), entdo

1) = 3[R C o ()] [ G)r ()

tN_2

= = /RN[\W\? + M?)dz — tV /RN a(w)F(u)dz.

Pela condicao (A1), existe C' > 0 tal que a(x) > C > 0, logo

N-2
I(z) < ! / [[Vul®> + Au?]dz — C’tN/ F(u)dz.
RN

2 RN

Fazendo ¢ — 400 na desigualdade anterior, vem que I(w) < —oo. Isto significa que

I(w) < 0 para algum ¢ suficientemente grande.

Considere zg = 0 e 2; € H'(RY) tal que () < 0. A existéncia de tal z; ¢ garantida
pela geometria do Passo da Montanha do funcional I. Consideremos ainda a variedade
de Pohozaev P = {u € H'(RY)\ {0}; J(u) = 0}.

Afirmacgao: P separa 2 e z;.

Com efeito, observemos que zy = 0 € P, pela definicao de P. Além disso, ja vimos

na demonstragao do Lema 4.3 que J(21) < NI(z1) < 0. Segue-se do Lema 2.1 que existe

p >0 tal que se 0 < |lul|x < p, entdo J(u) > 0. Notemos ainda que
HY R\ P={0}U{uc H'(RY); J(u) > 0} U {u € H (RY); J(u) < 0},

pois se u € HY(RN)\ P, entdo u € H'(RY) e u ¢ P. Dai segue que u € H'(RY) e
J(u) # 0, ou seja, J(u) > 0 ou J(u) < 0 e, portanto, u € {0} U {u € HY(RN); J(u) >
0} U {u € HY(RY); J(u) < 0} mostrando a primeira inclusdo. Por outro lado, considere
uwe {0tU{u € H'RY); J(u) > 0} U {u € H(R"Y); J(u) < 0}, entdao ou u € {0} ou
u € {u€ HY(RY);J(u) > 0} ouu € {u € H'(RY); J(u) < 0}. Se u € {0}, entdo
¢ claro que u € HY(RY)\ P. Se u € {u € H'(RY);J(u) > 0}, entdao u € H*(RY) e

J(u) > 0, ou seja, u € H'(RY) e u ¢ P. O ultimo caso é andlogo ao anterior. Isso
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mostra a outra inclusao. Portanto, a igualdade entre os conjuntos é verdadeira. Assim,
existe uma bola aberta B,(0), contendo zy, e existe uma componente conexa Cj de
{0} U {u € HYRY); J(u) > 0} tal que B,(0) C C,. Por outro lado, z; pertence a uma

componente conexa de {u € H'(RY); J(u) < 0}.

Segue do Teorema de Groussoub-Preiss que existe uma sequéncia (u,) C H'(RY) tal

que
6(2n, P) — 0;
$(2n) — ¢
16" () 1L+ [lznllx) — O
Donde segue o resultado. -

Lema 4.6. O funcional I satisfaz a condigao de Cerami (Ce)y, para qualquer d €

(Coos 2Co0)-

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia em H(RY) tal que I(u,) — d e ||I'(u,)||(1+
llun]lx) — 0. Pelo Lema 4.4, a menos de subsequéncia (u,) é limitada. Do Lema de
Splitting (ver apéndice C, Lema C.5), passando a uma subsequéncia se necessario, temos

que
k

un—Zuj(:v—yi)Hﬂ, em H'(RY), (4.6)

i=0
onde v/ é solugdo nao trivial do problema no infinito, |y/| — oo e @ é uma solugao do

problema (1.1). Além disso,

I(up) = 1(@) + > Lo(u) + 0n(1). (4.7)

Jj=0

De (4.7) e da unicidade do limite, temos que d = I(u) + kcy e, desde que d < 2¢,

resulta que k < 2. Se for k = 1, temos dois casos a analisar:

1) w # 0, que implica em I(@) > ¢y, pois u € P e in}f)[(u) = Cs. Portanto, usando
ue

(4.7) segue-se que I(uy) > 2.

2) @ =0, que implica que I(u,) — Io(u').
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Em ambos os casos temos uma contradigao com o fato de d € (¢, 2¢s). Portanto, k =0

e U, — U. [ |
Lema 4.7. Se I(u,) — d >0 e (u,) C P, entao a sequéncia (u,) € limitada.

Demonstracao: Se I(u,) — d > 0, entéo (I(uy,)) é limitada em R. Desde que (u,) C P

entao J(u,) = 0, para cada n € N, logo
1 2
d+1>1(u,) > — |Vu,|*dz,
N RN
pois
NI(u,) = / |Vu,|*dz + Va(x) - xF(uy,)dz
RN RN

e isso nos da

1
NI(uy) > / YV, |2de = T(u,) > / Vu,|*dz.
RN N RN

Assim, ||Vu,||2 ¢ limitada. Pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, existe C' =
C(N,2%) tal que

[unllar < (V]2

o« ¢ limitada.

Mostrando que ||u,

Usando a condigao (1.9) e tomando £ > 0 suficientemente pequeno de modo que

llal|coe < A, obtemos

[ atwrar < [ a@) (G + Gl de < Pz 4 ol
RN RN 2 2

2*
2%

assim,
1 2 A 2
d+1>1(u,) = = |Vu,|“de + = usdr — a(x)F(uy,)dx
2 RN 2 Rﬁ] H RN
1 A al|so€ .
> SlIVunllz + 5 lluallz = [l = Cllalloolluall2-
1 A alleoe .
> 19wl + (5 = L) g - el
(A lale o
0go, |5 5 > 0. Como |luy|2+ ¢ limitada, se supormos que |u,ll2 — oo,

teriamos que d + 1 > 0o, o que é uma contradi¢cao. Assim, necessariamente devemos ter
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(uy,) limitada. |
Introduziremos agora o baricentro de uma funcio u # 0 € H*(R") do seguinte modo:
seja
1
N Bi()
com p(u) € L®(RY). Temos que u(u) estd bem definida, pois como u € H'(RY) entao
u € L*(RY) e como L*(RY) c L} (RY) c L} (RY), vem que u € L'(K) para todo

loc loc
K cc R¥. Logo,

p(u)(x) [u(y)|dy,

1
T /K fu(y)|dy < oo.

1
|B1| Bi(x)

Em particular, temos que

lu(y)|dy < oco.

Dai, temos também que p(u) € L°(RY). Afirmamos ainda que p(u) é uma funcio

continua. Com efeito, considere uma sequéncia (z,,) C RY tal que

z, —x em RY

e tome r > 0 suficientemente grande de modo que Bj(z,) C B.(r) para cada n € N

suficientemente grande.
Devemos mostrar que

pu) (@) — p(u)(@).

Para tanto, escrevamos

1 1
W) @) = = | Jul)ldy = = / X8 o [0
1B1l J By () |B1l JB, () )
onde
1 se z € Bi(x)
XBi(z) =

0 se z€ B.(x)\ Bi(x).
Agora, note que

XBi@n) (W) = XBi@)|u(y)] ¢tp em B.(z)
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XBi () [0(y)] < |u(y)l,

onde |u(y)| € L*(B,(z)), pois H'(B,(z)) esta imerso continuamente em L'(B,(x)). Apli-

cando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, vem que

1

lim p(u)(z,) = lim — |u(y)|dy
n—o0 n—cc [Bi] /p, (a,)
_ nh—?oloﬁ - X By () [u(y)|dy
_ Flﬂ Br(x)XBl(:r)‘u(y)‘dy
= |Fﬂ/Bl(x)\u(y)ldy

= p(u)(z).

Portanto, p(u) é continua.

Em seguida, facamos

() = |uu)(a) — 5 max u(u)

Temos que u ¢ continua por contrucao, pois é a parte positiva da diferenca de funcoes

continuas. Além disso, como

onde

Segue-se que

logo
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Portanto,

1
supp(u) = {z € RN;0 < h(z) < 3 max (u)}.
Dessa forma, temos que u € CO(RN ). Definimos o baricentro de u por

1

uln

p(u)

/ vi(z)dr € RY.
RN

Desde que u tem suporte compacto, F(u) estd bem definida.

A funcao [ satisfaz as seguintes condicoes:
(a) B é continua em H*(RY)\ {0}.
(b) Se u é radial, entdo [(u) = 0.
(c) Dado y € RY e definindo u, = u(z — y), entdao 3(u,) = B(u) + y.

Demonstragao: (a) Seja u,(r) — @(x) em Co(RY), entao

Tty (z) — xu(x) ¢gtp em K, Vj=1,..,N

|7jun(z)| < C qtp em K,

pois u, ¢é continua e tem suporte compacto. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, temos que

/:Bj@(l‘)dx—)/ z;u(z)dr, Vj=1,..,N.
K K

Como uma sequéncia em RY converge se, e somente se, a sequéncia de suas coordenadas

convergirem, entao

</K:clﬂﬁ(:c)d:c,...,/KxNﬂZ(a:)d:c) — </K:c1ﬂ(:c)dx,...,/K;cNa(x)dx>

ou seja,

/K P (@) dr — /K 2ii(z)dz
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Além disso, pela continuidade da norma, temos que

LT (4.10)
‘U’n‘Ll |U’L1
Segue de (4.9) e (4.10) que
1 _ 1 -
Bluy) = =—— [ 2u,(x)de - —— [ zu(x)dz = B(u).
|t S ulLr S

Pontanto, 3 é continua em H'(RY)\ {0}.

1
(b) Desde que u é uma fungao radial, temos que p(u) e gmazp sao radiais, logo,

por construgao, temos que u é radial. Assim, mostraremos que / zu(z)dx = 0, onde
RN

u(z) = u(|z|). Para facilitar nosso trabalho, vamos definir um sistema de coordenadas

esféricas de um espago n__dimensional analogamente ao sistema de coordenadas esféricas

definido no espacgo euclidiano 3 dimensional, em que as coordenadas consiste de uma

coordenada radial r, e N — 1 coordenadas angulares y1, s, ..., on_1, com px_1 variando

em [0,27) e @1, P2, ..., pn_o variando [0, 71]. Dessa forma, se x = (1,73, ...,2x5) € RY,

em coordenadas esféricas teremos:
X1 = 7 COS Y1

T = I'SEN(| COS P9

T3 = Isenyisenys Cos Ys

TN_1 = TSenYisenys - - - SenYy_s COS PN _1

| TN = Tsengisenys - - - SeNY N _9SeNYN |

O jacobiano de tal mudanga de coordenadas é dado por

()
8(7", 901>

N N—-4

-3
@aosen @3+ SENYnN_2.

N-1 IlN

se ’2golsen

J = ‘det

Como z € RV a integral zu(x)dxr é uma expressao vetorial, ou seja
) b )
]RN

/R ria)ds = ( /R niia)dr, /R ma)dr, . /R ) xNﬂ(x)dx) |
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Para concluir a demonstracao, é suficiente mostrar que cada uma das entradas desse vetor

é nula. Desde que u(x) é radial, ao fazermos a mudanga de coordenadas, teremos que

~

a(x) = ﬂ(r, P15, P25 ey SON) - U(T)7

ou seja, u depende somente da coordenada radial r. Inicialmente consideremos

27 ™ T [e'e)
/ riu(z)dr = / / . / / rcospru(r)Jdrdey - - - dpy_1.
RN o Jo o Jo

Como estamos supondo N > 3, para a integral na variavel ¢ — 1, teremos

K
=0,
0

sen™ "1y,

" N-2
cospisen’  “pidp, =
/ i

assim, toda a expressao em (4.11) se anulara. Para a integral

(4.11)

2m ™ ™ 00
/ zou(x)dr = / / = / / rseng; cos @ou(r)Jdrde - - - don_1 (4.12)
RN o Jo o Jo

considerando a variavel ¢y, obtemos

sen™ "2, |”

=0
N -2 ’

/ cos posen” “3padp, =
0 0

assim, toda a expressao em (4.12) se anulard. De um modo geral, para 1 < j < N — 1,

temos

27 ™ ™ [e§)
/ zju(z)dr = / / e / / rsengisenys - - - seng;_1 cos @;u(r)Jdrde; - - - doy_1,
RN o Jo o Jo

considerando a variavel ¢;, obtemos

—q ™
sen’ ¢,

. :Oy
N—3j |

/ cos g;sen’ Ut idp, =
0
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assim, toda a expressao em (4.13) se anulara. Finalmente, para

T 2T s T fe'e)
/a:N@(x)dx—/ /// rsenysenys---senpy_ssenpy_1u(r)Jdrde--dpy_1,
0 o Jo o Jo

(4.14)

considerando a variavel ¢y _1, obtemos

21

=0,
0

21
/ senpn_1dpN—_1 = — COS PN_1
0

logo toda a expressao em (4.14) se anulard. Assim, temos que

/R ai(e)ds = ( /R a/B(a)ds, /R (), .. /R ) :l:Nﬂ(:z:)dq;) _o.

Portanto, f(u) = 0, se u ¢ uma fungao radial.

(c) Afirmamos que

p(u(-))(r —y) = plu(- —y)) ().

De fato,
1
plu(- —y))(z) = B lu(z — y)|dz
’ 11| Bi(x)
= =7 |u(t)|dt
|Bll Bi(z—y)

= pu() (@ —y).

Assim, a fungao u(x — y) gera a funcao u(x — y). Entao,

Bluy) = Blu(z —y))

Desde que @(x) > 0, para todo z € RN temos que, @i(x) = |u(z)|. Logo,

1 1
— w(x)dr = — u dzx.
- / v = = / gl
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Substituindo essa igualdade na expressao anterior vem que

[ul s

Bluy) = B(u) +y = B(u) +y.

[l

Definimos agora

b:=inf{l(u);u € P e [(u) = 0}.
Assim, temos que b > c.. Além disso, vale o seguinte resultado:

Lema 4.8. b > .

Demonstracao: Suponha, por contradigao, que b = ¢, = c¢. Pelo Lema 4.5 existe uma

sequéncia de Cerami (u,) C H'(RY) tal que

d(up, F') — 0,
I(u,) — ¢
e
[ (un)[[ (1 A4 [Jen) — O,
onde

F={uec H(R");u € P,3(u) =0}.

Assim, temos garantida a existéncia de uma sequéncia (u,,) C F tal que §(uy,, u,) — 0.

Desde que I(u,) — ¢ > 0 e (u,) C P, segue do Lema 4.8 que (u,) é limitada. Logo
existe M > 0 tal que ||u,||x < M, para todo n € N. Vamos mostrar que (,) também ¢é
limitada. Com efeito, pelas propriedades da métrica geodésica ¢ (ver apéndice C), temos
que

O (Un, 0) < 0(ty, uy) + 0(tp, ) < 1T+ |luglx < 1+ M,

ou seja, (u,) é limitada na métrica 6. Por outro lado, pela definigdo da métrica o (ver

apéndice C, Definigao C.1), temos que

1 ~
5(%,0):/ Mdt
0

L+t
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e fazendo a mudanga de variavel u = 1 + ¢|[u,, ||, obtemos

U |l Lflnlix 1 Lt e 5
—Cdt = —du =1 =In(1+ |[ii,][x) = In1 = In(1 + [[2i,]]»).
/0 1+ t]|in | /1 ST n(1+ [[t][) = In1 = In(1 + [Jai,]]5)

Portanto,

(1 + [[in]}2) = 8(0, 1) = 817, 0) < 1+ M,

o que implica que (u,,) € limitada na norma ||-|| 5, isto &, ||u,||x < K. Seja R = max(M, K),
entdo (u,) e (u,) pertencem & bola Bg(0) na norma ||-||x. Assim, por (C.2) (ver apéndice
C), existe a > 0 tal que 0(up,uy) > a||lu, — ty,||x 0 que implica que ||u, — u,|x» — 0, ou
seja,

Up(x) = tp(x) + 0,(1) (4.15)

com i, € P e ((u,) =0.
Por outro lado, como (u,) é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ = ¢, e limitada,

segue-se do Corolario C.1 (ver apéndice C) que
Un () = u'(z = yn) (4.16)

onde u' é uma solugao do problema (3.1) e |y,| — oo.

Temos de (4.15) que dado € > 0, existe n; € N tal que se

. €
n>ny = ||lu, —Uyx < 3

E de (4.16), vem que, dado £ > 0 existe ny € N tal que se
1 €
n 2 ng = [lun(z) —u(z —ya) s < 5.

Tomando ng > max{n, ny}, temos que

i) = (= ) < M) = wa @)+ [lwa(0) = ' (@ = ) < 5+ 5 =<
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Assim,

i (2) — u(z — yn).

Fazendo uma translacao, obtemos que
Ui (2 + yn) = u' () + 0n(1).
Calculando o baricentro em ambos os lados, obtemos

B(tin (T + Yn)) = B(Un) = Yn = —Yn,

pois como (u,,) € F, temos que ((u,) = 0. Além disso, o membro direito da igualdade

nos da

Blu' () + on(1)) — Blu ()

pela continuidade de 3, e 3(u'(x)) é um valor fixo. Como |y,| — oo, temos um absurdo.

Portanto, b > c.. |

Consideremos agora w € H(RY) a solugao ground state, radial simétrica, positiva do
problema no infinito (3.1) (resaltamos que tal resultado de existéncia pode ser encontrado

em [8]), e definamos o operador 1T : RN — P, por

fy)(z) = w (“’“;yy),

onde 6, é exatamente o 6 que projeta w(- —y) na variedade de pohozaev P. Da unicidade

de 6, e do Lema 3.5, temos que o operador II estd bem definido. Além disso, segue do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que II é continuo.

Verificaremos agora algumas propriedades do operador II:

Lema 4.9. 5(Il[y|(z)) = y.
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Demonstracao: Consideremos v(z) = w (x _ y) Entao
Y
1
plo())(@) = 5 jv(2)|d=
| 1| Bi(z)
1 T — y)
|B1l /B, @) ( 92{
1
= — w | — ) |d¢
|B1| Bi(z—y) (Qy)'
:Atw(z (z—y)

1 N
Bv) = Hﬁ”l/ 20(x)dx

= Blw{ o))+ =l
y 1]+
= 0+y=y,
pois sendo w radial e simétrica, segue que (w) = 0. |

Lema 4.10. I(Il[y]) — ¢oo, se |y| — oo.

Demonstracao: Vimos na demonstragdo do Lema 3.8 que, se II[y] € P o funcional [

pode ser escrito como

1) = 5 [ 9GP+ [ Va() - oF @)
e Lo ()
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Além disso, como w € P, temos que J(w) = 0, logo

N —2 A
— ]Vw\zdx—i-/ “widw —/ a(z)F(w)dx (4.17)
2N RN RN 2 RN

e assim, usando (4.7), vem que

1
Lo(w) = 5/ [|Vw\2+)\w2]d:c—/ 0o F (1) da
RN N
1 , b, (N2 , / A,
= 2/RN[|VU)\ + Aw?|dx 5N RN|Vw| dx + o S dx
1 1 1
= —/ [[Vw|? + Mw?|dr — —/ [\Vw]2+)\w2]da:——/ ]Vw\zdx)
2 RN 2 RN N RN
1
= N/ |Vw|*dz.
Portanto,
N—-2 9N
I(Ily]) = -2 |Vw|2dz+i/ Va(0y,z +vy) - (0,2 +y)F(w(z))dz=
N RN N RN

= 0) o(w) +0) /RN Va(0yz +vy) - (0,2 +y)F(w(z))dz

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (1.2) e o fato que 6, — 1 se

ly| — 00, obtemos

lim 6} Va(0yz +vy) - (0,2 +y)F(w(z))dz = 0.

ly|—o0 RN
Logo, I(Il[y]) — ¢wo, se |y| — 0. |

Lema 4.11. Seja C uma constante positiva tal que |F(s)| < Cs*. Assuma

Coo

A6 o — <
( )sﬂngla a(z)] ¥ w[EC

onde § = sup 0,. Entdo, I(I1[y]) < 2cw.
yERN

Demonstracao: Pela invariancia por translacio do RY, temos que

rottty) = 1 (o (* i 1)) = Lxtulafty)

Além disso, como w ¢é solugao de energia minima, I, (w(z)) = ¢ € 0 méximo da fungao
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t — Io(w(-/t)) é atingido em ¢ = 1. Como 6, > 1, temos que
Io(Iy]) < coo- (4.18)

Observemos ainda que

/RN F(I[y)(x))dz = /RN F <w (xe—y y)) dz = 6 /RN F(w)dz < 6 . Cw(2)dz.

(4.19)
Segue de (4.18), (4.19) e (A6) que
[(My]) = Lo(y]) + I(Iy]) — Lo (TT[y])

< et [ (ax— o) P @)s

< oot QN“CW%V /RN Cw?(2)dz

= cm+meé\70”w”§

= Coo T Cxo

= 2Cs.
Assim, temos que I(I1[y]) < 2¢. |

O Lema 4.1 juntamente com o Lema 4.2 nos dizem que o nivel minimax ¢ do Teorema
do Passo da Montanha coincide com p, e ambos coincidem com c,. Do Teorema 3.1,
temos que tal nivel ndo é atingido, faremos uso do Teorema de Linking (ver apéndice C,
Teorema C.1) para obter solu¢do para o problema (1.1). Para construir a estrutura de
linking (ver apéndice C, Defini¢ao C.4) utilizaremos novamente a variedade de Pohozaev
P, juntamente com a restri¢ao, dada pela fun¢do baricentro (a qual ja foi apresentada
anteriormente), similarmente & construgao feita em [2], onde foi utilizada a variedade de

Nehari.

Diante do que foi exposto até aqui, estamos prontos para demonstrarmos o principal

resultado desse trabalho.

Teorema 4.1. Suponha que sejam vdlidas as condigoes (Al — A6) e (f1— f3). Entdo a

equagao (1.1) possui uma solugdo positiva.

Demonstragao: J4 mostramos anteriormente que I, (u) < I(u) para toda v € H*(RM)\
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{0}. Em particular, I.(I[y]) < I(I1[y]), para qualquer y € RY. Pelo Lema 4.10 temos
que I(IIJy]) — ¢ quando |y| — oo, e pelo Lema 4.8 temos que b > ¢, logo existe p > 0
tal que para todo p > p,

Coo < max I(I1[y]) < b. (4.20)

lyl=p

Com o objetivo de fazer uso do Teorema de Linking, consideremos

Q :=T1(B5(0))

S :={uec H' R");u € P,B(u) =0}.

Mostraremos que S e 9@ "link"(ver apéndice C, Defini¢ao C.4). Inicialmente note que
QNS =0, pois se u € S, entao f(u) = 0, pela definigdo de S, e se u € IQ, segue do
Lema 4.9 que 3(u) =y # 0, pois |y| = p > 0. Além disso, temos que h(Q) N S # () para
qualquer h € H, onde

H = {h € C(Q, P); hlog = id}.

Para verificarmos isto, definamos T' : B,(0) — RY, dada por y — T(y) = 30 hoI[y].
T é continua, pois é composicao de funcoes continuas e, para qualquer y € BE(O) com

ly| = p, temos que II[y] € 0Q. Assim, do Lema 4.10 e do fato de hlsg = id, resulta que

h(l[y]) =y] = B(h(I1[y])) = B(I1[y]) =y = T(y) = y.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (Lema Fundamental, ver apéndice C), existe

§ € B,(0) tal que T(§) = 0, ou seja,

A(h(Mg]) = T(y) = 0,

implicando que A(I1[g]) € S. Portanto, temos que h(Q) NS # (. Mostrando que 9Q e S
"link".
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Observe ainda que podemos escrever (4.20) como

b=inf I > max]/.
S aQ

Definimos

d = inf max I(h(u)).

hecH ue@

Afirmamos que d > b. Com efeito, ja4 mostramos que h(Q) NS # 0, para toda h € H.

Entao, fixando h, temos que existe w € S tal que w também pertence a h(Q), ou seja,

w = h(v) para algum v € II(B;(0)). Assim,

I(w) > inf I(u)

uesS

max 1(h(u)) > 1(h(v)).
Logo,
b= inf I(u) < I(w) = I(h(v)) < maxI(h(w)),
isto ¢,
b < max I(h(u)),

b < inf max I(h(u)) = d.

heH ueQ

Em particular, temos que d > ¢, pois do Lema 4.8, temos que b > c,,. Por outro lado,

se h = id, entao pelo Lema 4.11

d = inf max I(h(u)) < max[(u) < 2¢e.
heH ue@ ueQ

Segue do Lema 5.6 que a condi¢ao de Cerami é satisfeita no nivel d. Aplicando o Teorema
de Linking, concluimos que d é um valor critico para o funcional I. Isso garante a
existéncia de uma solu¢ao nao nula v € HY(RY) da equacao (1.1). Segue das condi¢oes
sobre a funcao f, e usando o principio do maximo que u é positiva. Isso conclui a

demonstracao do resultado. |
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Apéndice A

Verificacao das Condicoes do Problema

Modelo

No inicio deste trabalho apresentamos um problema modelo da equagao (1.1). Relem-
braremos agora tal problema modelo e faremos a verificacao das condigoes sobre a funcao

a e f presentes no mesmo.

Considere o seguinte problema

3

u
“Au+ = -
U+ Au a(x)1+u2,
onde
(x) ! K > ! >A>0
a(x o~ T — e ax ,
|z|2 + K Uoo
e
3
u

Verificagao de (Al): Claramente a € o (RY,RT), pois o problema que poderiamos

ter ¢ quando |z|* se aproxima de zero, mas isso pode ser facilmente contornado usando
1

o fato que K > —. Para concluir a verificagdo de (A1), falta provar que inf a(z) > 0.

Ao z€RN
Para tanto, devemos mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que a(z) > C para

72



todo € RY. Note que

pois Qo >

Va(x) -

(«) >
A(T) = oo — 75— > Uoo — —
2|2+ K
1 .
—. Assim, basta tomar C' = a., — —. Dai concluimos que inf a(z) > 0.
K zeRN
Verificacao de (A2): Observemos que
)= o (o~ ) = (%)
im a(z)= lim (aw — ——— ] = lim ay, — —— | = -
Verificacao de (A3): Temos que
N N
2|
o — = 0.
=L ( 2+ K) —Lq T
Verificagao de (A4): Temos que
(2) + Va(z) - x 1 N 2|z|?
alx = Qoo —
N y 24+ K = N(|z]? + K)?
NP K)o
* N(|z]? + K)?
N|z|* = NK + 2|z
= aOO —_
N(|z]? + K)?
(N =2)|z|*+ NK
= Uy — < Uoo,
N(|z]? + K)?
pois estamos supondo N > 3.
Verificacao de (A5): Primeiramente, note que
O%a(x) 26|z + K)* — 8zz;(|z]* + K) 82
Ox;0x; (lz[* + K)* (2P R (2 K
assim, podemos escrever a matriz hessiana H da funcao a como:
i 2 3 8x2 8129 _ 8aay
(l>+ K)> ([=> + k)? (2P + K)? (lz? + K)?
- 8x112 2 7 8m2 - 8rox N
(lz|* + K)? (lz* + K)?  (Ja? + K)? (lz[* + K)?
_ 8rixn _ 8rox N 2 B 895?\,
L (|2 + K)? (lz]* + K)? (| + K)*  (Jz]* + K)?
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v H) o = 222 8z  8rfad 83z
(2 + 592 (2P + K (jof + K)? (2Pt K)?
8rix3 223 813 8wy
(fe) + K)* - (Ja]? + K2 (2P K (2> + K)?
8213 8w2x3 21 81
N 2N N _ N
(jz2 + KPP (Ja]? + K)? (I + K)* - (Jof? + K)*
ou seja,
N N
812 813
CH(x) -z = - 2_...___ N 2
v-H(z)- |m|2 +K 2 Z (|22 + K)3 lez (|22 + K)3 ;IZ
2z 8xi|x” Byl
(lz[* + K)2 (Jof? + K)? (2> + K)?
2’ Sl 5~ 2
— €Ts
(lz[* + K)* (2] + K)*
2 8
(P K (2P + K
Portanto,
- H(z)- 2|z|? 2|z 8|t
Va(e) oy TH@ T 2P 2 sl
N (Je|* + K)2 © N(|z? + K)? = N(|zf? + K)*
_ 2N[z]*(|z]* + K) 4 2|z (|z]* + K) — 8|a|*
N(L:c| + K)3
_ 2N|z|' + 2N K|z|* + 2|z|* + 2K |z|* — 8|z|*
B N(|z|? + K)3
_ 2N|z|* - 6]z|* + 2N K|z|* + 2K|z|?
B N(|z]? + K)3
2N =3z 4+ 2(N + 1)Kz
N N(lz|* + K)?

Como estamos supondo N > 3, segue que

- H(x) -z 2(N=3)z|*+2(N +1)K|z|?

— > (.
N NP + K)? 20

Verificaremos agora se f satisfaz as condigbes (f1) — (f3).

Claramente f € C(R* R"), pois o denominador nunca se anula. Além disso, temos que
fis) (8 N\ _ (5
s \s+s) \14s2
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logo,

2
i 7% i () o,
s—0 § s—0 \ 1+ 52

mostrando que f satisfaz a condi¢ao (f1). Para verificar a condi¢ao (f2), note que

assim,

S§—00 S S§—00 ]_

Para (f3), temos que

s s S+t —t ° t
F(s):/ f(t)dt:/ dt:/ %dt:/ t— dt
0 o 14122 o 1+t 0 1+ 2

portanto,

Qls) = = { o m(t 32))} |

2 11+ 52

Note que (f3) é valida com D = 1 se, e somente se, Q(s) é crescente. Portanto, basta
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verificar que @Q’(s) > 0. Mas,

Q'(s)

Além disso, temos que

!
1+ s2

Q(s)

e portanto,

lim Q(s) = lim

S§—00

9
1+ s2)2 ST

1
+322S
s 4+28° 254283 — 2s
1+ s52)2 1+ s?

4

(

483 + 25° 253
A2 114
4

{

|

{ s3 +2s° — 253(1 + s?)
g (1+ s2)2 }
{

453 4+ 25° — 253 — 25
(1+ s2)2
} >0, Vs >0.

[N Y S R I NN IS NN I NN R

+In(1 + s%)

@ﬂ4m1+§»}: -

+In(1 + s%)

Jm 1 = +00.

1+

Com isso concluimos que (f) satisfaz as hipotese (f1 — f3).
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Apéndice B
Regularidade do Funcional

Vamos mostrar que o funcional J : H*(RY) — R dado por

N -2
J(u) = —— |Vul?de — N a(x)F(u)dx — N% udx — / Va(z) - zF(u)dx
RN RN

2 RN RN

é de classe O,

Para tanto, consideremos

Ja(u) :/ Va(z) - 2F(u)dx.
RN
Mostraremos que o funcionais J pertence a C'(H!(RY),R). Para tanto, vamos provar:
(a) Ji € C'(H'(RY),R);
(b) J2 € C'(H'(RY),R);

(c) J3 € C'(H'(RY),R);
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(d) Jy € CH(H'(RV),R).

Para verificarmos (a), vamos inicialmente calcular a derivada de Gateux D.J.

Ji(u+ tv) = Jy(u)

N -2
—_— </ |V (u + tv)|*dx —/ |Vu|2d:r>
2 RN RN

Portanto,

t

DJy(u)v

/RN V(u+ tv§V(u 4 to)da — / |Vu|2dx)

RN

t
/ VuVu + 2tVuVv + *VoVudr — / |Vu|2dx)
RN RN

t
/ |Vu|? 4 2tVuVo + t*| Vo2 dr — / ]Vu|2das)
RN RN

t
— <2t VuVudz + t2/ \Vv\%ix)
RN RN

N —2)t
(N =2) [on VuVodz + %/ |Vv|*dx
RN

Ji(u+ tv) = Jy(u)

lim
t—0

lim ((N —2) [ VuVuds + M / |Vv|2dx)
]RN

t—0 RN

(N — 2)/ VuVudz.
RN

Mostraremos agora que o operador D.J; é continuo. Para tanto, seja (u,) uma se-

quéncia em H*(RY) tal que u, — u em HY(RY). Assim, para cada v € H'(RY) com

||l <1, temos

(DJy(wn) — DA (u))e] = |(N —2) / VYo~ VuVods]

< (N - 2)/JR |\Vu, Vv — VuVu|dx

= (N - 2)/R \Vu,, — Vu||Vu|dz.
RN
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(DJy(w,) = DIy (w))o] < (N —2) (/RN Yy, — Vu\de)é (/RN |Vv|2dx)%
< (N = 2)[lun — ullf[v]
< (N =2)un—ul.

Logo,
1D Ji(un) = DJy(u)|| -1 = sup |(DJy(un) — DJr(u))o] < [Jun — ul.

loll<1

Do resultado anterior, segue que DJ; = J; € C'(H'(RY),R) e J; (u)v = (N—2) VuVo.
RN
Mostraremos agora o item (b). Novamente iniciaremos calculando a derivada de Ga-

teux D.J,. Assim, para cada t € R com 0 < [t| < 1, para cada # € RY e para cada

u,v € H'(RY), consideremos a fungao

h:[0,1] — R,

dada por

Observemos que

h'(s) = a(z) f(u+ stv)tv, h(l) = a(z)F(u+tv) e h(0) = a(x)F(u).

Desde que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), do Teorema do Valor Médio,
existe v € (0,1) tal que
h(1) = h(0) = h'(7),

ou seja,

|a(2) F(u+tv) — a(z) F(u)] = [a(z) f(u+ ytv)|[t]]v]
o que implica em

alw)F(u + tv) — a(2) F(w)

= la(z) f(u +~tv)l[v].
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Das condigbes (f1) e (f2), obtemos uma constante positiva C' tal que
[f(w)| < C, Yue H'(RY),

logo,
|a(2)f(u+to)l[v] < a(z)Cilu+ ytv||v]
< asOh|ul|v] + asCiyt|v]?
= Cylul|v| + Cao|v|* € LY(RY).

Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0, temos que

a(x) f(u(z) + ytwo(x))o(z) — alz) f(u(z))o(z)

pontualmente.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, vem que

DJy(u)v = lim Ja(u +tv) — Jr(u)

t—0 t
N [ a(x)F(u+tv) — N a(z)F(u)
= lim RT BT
t—0 t

Portanto, D Jy(u)v = N/ a(x) f(u)v.
RN
Mostraremos que o operador D.J, é continuo. Seja (u,) uma sequéncia em H!(RY)

tal que

u, —u em H'(RY).

Das imersoes de Sobolev

Do Teorema de Vainberg, existe uma subsequeéncia (uy,) C (u,) e uma fungao g € L*(R")
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tal que
U, (2) = u(z) qtp em RY

|, (2)] < g(x) qtp em RY

Como f é continua, temos que

’f(un] (x)) — f(u(x))]2 — 0 q.t.p em RV,
Das condigoes (f1) e (f2), vem que

[f (tn,) = f(w)?

IN

AL (un) )P+ £ (u)]?)
401"&7”’2 —|—402"LL|2
< Cs3¢%(x) + Cylul? € LHRY).

IA

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

/RN |Fun,) — fF()* = || f(un,) — f(u)]|3 — 0.

Portanto, para cada v € H'(RY) com |[v| < 1, temos

(D Ja(un) = DJo(u))o] =[N | —a(@)f(un,)v =N [ a(z)f(u)v

RN RN

< N aoof(unj)v - N aoof(”)”

RN RN

< Naw [ 1) = F@)ol

Pela desigualdade de Holder, temos que

(D J2(un;) = DJa(u))v| < Nag /RN |f () = f ()] |v]

< Now ([ 100 0R)

= Naoo|f(un,) = f(u)ll2]lv]l2-
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Por imersao continua de Sobolev, obtemos

(D Ja(tn;) = DJa(u))v] < Nasol| f(un,;) = f(u)]l2][]2
< NCasol| f(un,) = fu)ll2]v]
NCago| f(tn,) = f(u)]2-

A\

IN

Assim,

1D J2(tn;) = DJy(u)l| -1 = sup |(DJy(un;) = DJy(u))v| < NCaco| f(un;) — f(w)l2-

vll<1
Portanto,

lim D.Jy(un,;) = DJo(u).

J—00

Mostraremos o item (c). Novamente observe que

Js(u 4 tv) — Js(u) % (/RN (u+ tv)?de — /RN qux)

t t
N
_ M /(u—l—tv)de—/ u%lx)
2t RN RN

N
= — 2t/ uvdx+t2/ UzdLU)
2 ]RN RN

Nt
= N\ uvdm—l——/ v3de.
RN 2 RN

Portanto,

DJs(u)o = ];ir% J3(u + tvt) — J3(u)
NAt

= lim (N)\/ wvdx + —— U2dl'>
t—0 RN 2 RN

= N uvdz.
RN

Mostraremos agora que o operador DJs é continuo. Para tanto, considere uma se-

quéncia (u,) em H'(RY) tal que

u, — uem H'(RY).
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Por imersao de sobolev, temos que
u, —u em L*RY), N >3.

Do teorema de Vainber, existe uma subsequéncia (uy,) C (u,) e uma funcao g € L*(R")

tal que

Up;(z) = u(z) qt.p em RY
e

|ty (2)] < g(z) qtp em RY.
Logo,

|Un, (z) — u(z)]* = 0 q.t.p em RY.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
l|ttn,; —ull2 — 0.

Portanto, para cada v € H'(RY) com |[v| < 1, vem que

(D Js(tn,) — DJ(w))o] :‘NA(AQUWU—AQWQ‘

< NA/ I
RN
Pela desigualdade de Holder, temos que

[(DJ3(tn;) — DJs(u))v] < N)\/N |, — ulul
R

(oo =) (L)

= NAllun, — ullo]lo]

IN

Por imersao continua de Sobolev, vem que

(D J3(un;) = DJs(u))v] < ONMJun,; — ull2]|v]] < CNAJun; — ullz.
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Assim,

| DJs(up,) — DJs(u)|| = sup |[(DJs(un;) — DJs(u))v] < ONX||uy, — ulfo.

llvl[<1
Portanto,
lim DJ3(uy,;) = DJs(u).
j—oo
Resta provar o item (d). Para cada t € R com 0 < |t| < 1, para cada z € RY e para

cada u,v € H'(RY), consideremos a funcao
h:[0,1] — R,
que associa a cada s € [0,1] o elemento h(s) = Va(z) - xF(u + stv) em R. Note que

h'(s) = Va(z) -z f(u+ stv)tv, h(1) = Va(x)  zF(u+ tv)

h(0) = Va(z) - o F (u).

Desde que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), do Teorema do Valor Médio,
existe v € (0,1) tal que

h(1) = h(0) = I (),
isto é,

|Va(z) - xF(u+ tv) — Va(z) - 2F(u)| = |Va(z) - z f(u + ytv)||t]|v]
implicando em

Va(z) - xF(u+tv) — Va(z) - 2F(u)
t

= |Va(z) - x f(u + ytv)||v].
Das condigoes (f1) e (f2), obtemos

\Va(z) - zf(u+~tv)|lv] < Va(x) - zCilu+ ~to||v|
Va(z) - 2Cylul|v] + Va(z) - 2Cylv)? € LYRY).

IN
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Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0 temos que
Va(z) - xf(u(z) +yt,o(z))v(x) — V- xf(u(x))v(r) pontualmente.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim J4(u + tU) — J4(u)

DJy(u)v =

t—0 t
/ Va(x) - xF(u+tv) — Va(z) - xF(u)
= lim | “BY RT
t—0 t

= lim Va(z) -z f(u+ ytv)v
t—0 RN

= Va(z) - xf(u)v.

RN

Para finalizar, mostraremos que o operador D.J, é continuo. Seja (u,) uma sequéncia
em HY(RY) tal que

u, —u em H'(RY).

Pelas imersoes de Sobolev

Do Teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) e uma fungao g € L* (RM)
tal que
U, (z) = u(z) qtp em RY

[un, ()] < g(x) qtp em RY.

Da continuidade da funcao f, vem que

f(un,;(2)) — f(u(z)) pontualmente
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e pelas condigoes (f1) e (f2), segue que
f(n) = @) =0 qtp em RY

e além disso, observe que

| f(uny) = Fu)? < 4(1f (un)) 1?4 [ f(w)]?)
>~ Cl’unj|2 +02|u’2
< Ohg*(z) + Calul* € LYRY).

A

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Hf(unj) — f(w)]l2 — 0.

Portanto, para cada v € H'(RY) com |v|| < 1, usando Holder e imersdo continua de

Sobolev, segue que

(D Ja(un;) — DJa(u))v] =

A
Q
=
S
=
=
=

RN

IAIA
s 2
= =
—~
SO
~— N~ =
I
= =
s £
[ERENCE
= =
o

A
82
=
£
E

|
=
S
=

Assim,

1D J4(un;) = Da(u)|| = sup [(DJa(un;) = DJa(u))v] < Col| f (un;) = f(w)]l2-

[oll<1
Portanto,

lim DJy(un,) = DJy(u).

J—00
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Apéndice C
Resultados Auxiliares

Neste apéndice enunciaremos alguns resultados que foram utilizados no decorrer desse
trabalho. Iniciaremos enunciando a Regra da Cadeia cuja demonstragao pode ser encon-

trada em [19].

Teorema C.1. (Ver [19])(Regra da Cadeia) Sejam U C RM V C RN abertos, f :
U — V uma aplicagao cujas funcoes coordenadas fi,..., fx possuem derivadas parciais
no ponto a € U e g : V — R uma fungao diferencidvel no ponto b = f(a). Entao

go f:U — R possui derivadas parciais no ponto a e vale

onde as derivadas parciais relativas aos x; sao calculados no ponto a e as relativas aos
yr sao calculadas no ponto b = f(a). Além disso, se f e g sio de classe C* entio g o f

¢é de classe C'.

Teorema C.2. (Ver [19])(Regra de Leibniz) Dado U € RY aberto, seja f : U x [a,b] — R
continua, tal que a i_ ésima deriwada parcial Of /0z;(x,t) existe para todo ponto (x,t) €
U x la,b] e a fung¢ao Of /0x; : U X [a,b] — R, assim definida, € continua. Entdo a fungao
p:U — R, dada por \

o) = [ st
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possui a i_ ésima deriwada parcial em cada ponto x € U, sendo

3<p(x)_ bﬁ
0.13- a a 8LUZ

(x,t)dt.
Em suma: pode-se derivar sobre o sinal da integral desde que o integrando resultante seja
uma fungao continua.

Teorema C.3. (Ver [15])(Divergéncia) Seja Q C RY um dominio cuja fronteira 0$) é
uma uniao finita de curvas suaves. Seja F : Q — RN um campo vetorial de classe C!

em Q. Se n denota o vetor normal exterior a 052, entdo

/VFdx:/ F -nds.
Q 9

Teorema C.4. (Ver [20])(Valor Intermedidrio) Seja M um espago métrico conezo e

f: M — R é uma fungdo continua, entao f(M) € uma intervalo.

Teorema C.5. (Ver [7])(Desigualdade de Holder) Seja f € LP e g € L%, ondep > 1 e

1 1
—+ = =1. Entio fg € L* e vale
p q

1 glly < (£ llpllgllq-

Teorema C.6. (Ver [15])(Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Assuma que

1 < p < n. Entao existe uma constante C, dependendo somente de p e N, tal que
[ullr @yy < OVl Lr@y),

para toda u € CH(RY).

Teorema C.7. (Ver [7])(Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia

de funcoes em L' que satisfaz:

(a) fo(x) — f(z) ¢.5. em £,

(b) existe uma fungio g € L' tal que para todo n, |f,(z)| < g(z) ¢.s. em Q.

Entio f € L' e ||f, — fll1 — 0.

88



Lema C.1. (Ver [7)(Lema de Fatou) Seja 2 um conjunto mensurdvel e (f,) uma se-

quéncia de funcoes nao-negativas e mensurdveis em §2. Se f:Q — R € tal que

lim inf f,(z) = f(x), =€ Q,

n—oo
entao

lim fn(x)de/Qf(x)dx.

n—oo 0

Teorema C.8. (Ver [9]) Sejam (f;) uma sequéncia de fungées em LP(S2) tais que
= em 1)
Entao, existe (f;,) C (f;) e uma fungio g € LP(QY) tal que

£ (@) < g(z) qtp em Q

fin(@) = f(z) qtp em Q.
Lema C.2. (Ver [32])(Lema P.L. Lions, 1984) Sejar > 0 e 2 < g < 2*. Se (u,) €

limitada em H*(RN) e se

sup / [up|? — 0, n— oo,
yeRN JB(y,r)

entao u, — 0 em LP(RY) para 2 < s < 2*.

Lema C.3. (Ver [32]) Seja (u,) uma sequéncia (PS)., para o funcional 1, e limitada,

entao somente uma das alternativas ocorrem:
(a) u, — 0 em HY(RY) ou

(b) FExistem (y,) € RY e R, 3> 0 tais que

/ |un|”> > > 0.
Br(yn)
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Teorema C.9. (Ver[9])(Teorema de Imersio) Seja H'(RY) o espago de Sobolev WH2(RY),

entdo as sequintes inclusoes sao continuas, chamadas de imersoes continuas de Sobolev:
HYRY) ¢ LYRY), Vg€ [2,2N/(N —2)], se N > 2

HYRY) ¢ LYRY), Vg€ [2,00], se N =2.

Assim, existe C' > 0 tal que
lully < Cllullgr@yy, Yu e H'(RY).

Teorema C.10. (Ver [9))(Teorema de Imersio) Seja @ um dominio limitado do RY,
N > 2. Entao as sequintes inclusoes sao compactas, chamadas de imersoes compactas de
Sobolev:

HY(Q) C LYQ), Vge[1,2°], se N >3

H'(Q) C LY(Q), Vg€ [1,+[, se N =2.

Dessa forma, se (u,) C H'(Q) e ||un| g1 < M para todo n € N, exziste (u,,) C (uy) €
u e HY Q) tal que
U, —u € HY(Q)

J

Un;, — u € LI(Q).

Teorema C.11. (Ver [35])(Ponto Fivo de Brouwer) Seja f : B.(r) — B.(xz) com
B.(z) € RN uma funcio continua. Entdo, existe z € B.(x) tal que f(z) = 2, ou

seja, f admite um ponto firo z € B,(x).

Uma importante consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é o seguinte

resultado

Lema C.4. (Lema Fundamental) Seja f : RN — RN uma funcio continua com (f(z),z) >

0, para todo x verificando |z| = R > 0. Entdo, existe zy € Br(0) tal que f(z) = 0.
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Demonstragao: Suponhamos, por contradi¢do, que f(z) # 0 para todo z € Bg(0), e

defina a funcio ¢ : Br(0) — Bg(0) dada por

= Tllf(ﬂiﬂ =R,

com isso, temos que g(z) € B,.(0). Além disso, g é continua, pois f é continua por
hipétese. Portanto, pelo Teorema do Ponto fixo de Brouwer, existe zo € Bg(0) tal que
g(xp) = 0. Assim,

|zo| = [g(x0)| = R > 0.

Por outro lado, temos

- —-R
R* = |zo|? = (w0, x0) = (x0, g(x :<x,— x >:—x, Zo)).
|o|” = (20, Z0) = (20, 9(%0)) 0 ’f(x0)|f( 0) ’f(x0)|< 0, f (%0))
Como, por hipotese
(2o, f(w0)) > 0
temos que
0< R =" tny, fla)) <0,
| f (o)

o que é um absurdo. Portanto, existe 2y € Bg(0) tal que g(zp) = 0. |

Teorema C.12. (Ver [24])(Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Seja X um espago
de Banach, J,F : X — R funcionais de classe C*(X,R) e

M ={z e X;F(x) =0} = F'({0}), com F'(u)#0,Yu € M.
Se J € limitado sobre M e existe ug em M tal que

J(ug) = inf J(u),

ueM
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entio existe A € R (multiplicador de Lagrange) tal que
J (ug) = ANF'(up).
Corolario C.1. A derivada de J restrito a M tem norma dada por
1 ()l = min [[J*(u) = AF"(u) | x-

Teorema C.13. (Ver [6])(Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach real e
I € CYX,R) tal que I(0) = 0. Suponha que:
(H,) existem o, p > 0 tais que I|sp, > a,

(Hy) eziste e € X \ OB, tal que I(e) < 0.

Além disso, considere o conjunto
['={yeC(0,1], X);7(0) =0 e I(y(1)) <0)}.

Entao

¢ = Inf max I(v(t))

¢ valor critico de 1.

Daremos agora algumas defini¢oes necessarias para uma melhor compreensao do prox-

imo resultado.

Definigao C.1. (Comprimento geodésico) Dado um espago de Banach (X, || - ), defini-

mos o comprimento geodésico I(y) de uma curva v € C1([0,1]; X) por

ol
‘o / T )™

Definigao C.2. (Distdncia geodésica) A distancia geodésica § entre dois pontos x1 e xo

em X € dada por

8(w1, x2) == nf{I(y)|y € C,7(0) = 21, 7(1) = 22}.
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Note que,
(5(1‘1,272) S H.Tl - (L’QH (Cl)

Reciprocamente, para todo conjunto B limitado na norma em X, existe uma constante
a > 0 tal que
d(z1, ) > allzy — 2|, (C.2)

sempre que Ti,xs € B.

Por simetria radial, quando x; = 0, o infimo deve ser atingido no segmento de reta

de 0 & 29 = x. Assim,

]

1
000,z :/ ———dt = In(1+ ||z]).
(0.0) = [ F=irde = (1 + )

A definigao e o teorema a seguir sao devidos a Ghoussoub-Preiss. Os mesmos podem

ser encontrados em [14], capitulo iv, defini¢ao 5 e Teorema 6.

Definicao C.3. Um subconjunto fechado F em um espaco de Banach X, separa dois

pontos zg e z1 em X se zy e z1 pertencem a componentes conezas disjuntas em X \ F.

Teorema C.14. (Ver [14])(Ghoussoub-Preiss) Seja X um espaco de Banach e ¢ : X —
R um funcional continuo, tal que ¢’ : X — X' seja continuo. Tome dois pontos zy € z

em X e considere o conjunto I' de todos os caminhos de zy para z,
[':={yeC°0,1]; X)|v(0) = 20, v(1) = 21 }.

Defina um niimero ¢ por

¢ = inf max I{(t)).

Assuma que existe um subconjunto fechado F de X tal que F N ¢. separa zy € z1 com

¢e = {x € X|o(z) > c}.
Entao existe uma sequéncia {x,} em X tal que a distdncia geodésica § satisfaz

oz, F) — 0;
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(rn) — ¢
16/ (2n)[[(1 + [lzs]]) — 0.

Lema C.5. (Ver [23],[30])(Splitting) Seja (u,) C HY(RY) uma sequéncia limitada tal
que I(u,) — d >0 e || I'(un)|[(1 + [Jun|[x) — 0. Substituindo (u,) por uma subsequéncia,
se mecessdrio, temos que existe uma solug¢do u de 1.1, um nimero k € NU{0}, k funcdes

ul,u?, ... u* e k sequéncias de pontos (y)) € RN, 1 < j <k, satisfazendo:

(a) u, — @ em HY(RY) ou
(b) w sdo solugdes nao triviais de (3.1);

(©) |yl| = o0 eyl —yi| — o0, i # j;
k

(d) u— ) (e —y,) =@

i=1

k

(e) I(un) — I()+ > In(u').

i=1
Corolario C.1. Se I(u,) — ¢oo € ||[I'(un)|[(1 + |Junllx) — 0, entdo (u,) € relativamente

compacta ou o Lema de Splitting vale com k=1 e u = 0.

Definicao C.4. Seja S um subconjunto fechado de um espaco de Banach X, e Q) uma

subvariedade de X com fronteira 0Q). Dizemos que S e 0Q) "link"se:
1) SNoQ =0;
2) para qualquer h € C°(X, X)) tal que hlag = id, vale h(Q) N S # (.

Além disso, se S e Q sdo como acima e B é um subconjunto de C°(X, X), entdo S e 0Q

"link"com respeito a B se (1) e (2) vale para qualquer h € B.

Teorema C.1. (Ver [27], [30])(Linking) Suponha que I € C*(X,R) € um funcional satis-
fazendo a condi¢ao (Ce). Considere um subconjunto fechado S C X e uma subvariedade

Q C X com fronteira 0Q; suponha também que:

a) S edq "link";
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b) a = inf I(u) > sup I(u) = ap;
u€esS ueEAQ

c) sup/(u) < +oo.
e

Se B={h € C°X, X);hlag = id}, entio o nimero T = }iln]fg sup I(h(u)) define um valor
€5 ueQ
critico de I, com T > a.
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