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Resumo

Neste trabalho iremos apresentar e demonstrar o Principio de Concentracao e Com-
pacidade para os espacos LP(®) e aplica-lo para estabelecer a existéncia de solucio fraca

para a seguinte classe de problemas elipticos

—div(a(x)|VuP@=2Vu) + b(2)|u|P@2u = c(z)|ulP" @ 2u + N\ f(z,u), z€Q;
u =0, x € 0N

Onde Q C RY ¢ um dominio limitado, 0 < ay < a(z) € L*®(Q),0 < by < b(z) €
L>®(Q),0 < ¢y < c(x) € L®(), p é uma funcdo lipschitziana definida em  satisfazendo
1 <p <plx) <py <N, p(x) = % e a funcao [ satisfazendo hipoteses adequadas
que serao apresentadas ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Principio de Concentracao e Compacidade, expoente variavel.



Abstract

In this work we will present and prove the principle of concentration compactness for
L@ spaces and apply it to establish the existence of weak solution to the following class

of elliptical problems

—div(a(x)|VuP@=2Vu) + b(2)|u|P@2u = c(z)|ulP" @ 2u + A f(z,u), z€Q;
u =0, x € 0N

Where Q C RY is a bounded domain, 0 < ag < a(z) € L®(Q),0 < by < b(x) €
L>®(Q),0 < ¢y < c(x) € L®(R), p is a Lipschitz function defined on Q satisfying 1 < p; <
p(z) < py < N, p*(x) = ]\va_p_]% and function f satisfying suitable conditions that will be
presented throughout the work.

keywords: Principle of Concentration Compactness, variable exponent.
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Introducao

O estudo dos espagos de Lebesgue e Sobolev com expoente varidvel é recente. As
referéncias padroes sobre as propriedades bésicas destes espacos sao os artigos de O.
Kovacik e J. Rakosnik ([5], 1991) e X.L. Fan e D. Zhao (|2], 2001). O estudo destes espagos
se intensificou na virada do século com a descoberta de aplicagoes na Fisica. Por exemplo
os artigos K. R. Rajagopal e M. Ruzicka ( 6], 1996 e [7], 2001) fornecem aplica¢oes
em fluidos eletroreologicos. O artigo [13] de Peter A. Hésto aborda de maneira simples
um pouco sobre algumas aplicagoes desses espacos. Além disso, recomendamos o site
http://www.helsinki.fi/“pharjule/varsob/index.shtml de um grupo de pesquisa
finlandés sobre os espagos com expoente variavel e suas aplicagoes em processamentos de
imagem.

Neste trabalho apresentaremos o Principio de Concentracao e Compacidade para os
espacos LP(®) e aplica-lo para estudar a existéncia de solucao fraca para a seguinte classe

de problemas elipticos

—div(a(z)|VuP@=2Vu) + b(z) |ulP®2u = c(z)|ulP" @20 + Af(z,u), x€Q;
u =0, x € 0N.

Onde © C RY é um dominio limitado, 0 < ay < a(z) € L®(Q),0 < by < b(z) €
L>(Q),0 < ¢y < c(x) € L®(£2) e p é uma fungio lipschitziana definida em Q satisfazendo
Np(z)

1 <p <plx) <py <N, p(x) = o) © sobre a funcao f adotaremos as seguintes

hipoteses

(H1) f € C(QxR), f(x,t) >0 em Qy x (0, +00) para algum aberto ndo vazio ) C Q e
f(z,t) =0 para todo z € Q et <0.

(H2) |f(z,t)| < C1 + Colt|*™®, a € C(Q) com @ = infeqla(r) —p(z) +1] > 0ea =

inf,cq[p*(z) — a(x) — 1] > 0. Onde C; e Cy sdo constantes positivas.


http://www.helsinki.fi/~pharjule/varsob/index.shtml

(H3) |f(2,)] < Cy+ Cuft]*™), B € P(Q) com 0 < B(x) e b= infoeap(z) = B(z) = 1] > 0.

Onde 51 e 6’2 sao constantes positivas.

(H4) Existe uma funcio u € C1(Q) tal que p*(z) > u > p(x), l; = infeq[p(z)—p(x)] > 0,
ly = infeeqp*(z) — p(x)] > 0, uF(z,t) < tf(z,t) e fla,t) = otP@~1), quando

t— 0",

(H5) Existe uma fungao v € P(Q) tal que 1 < v(z) < p(z) e vF(z,t) < tf(z,t) para

x e .

Este trabalho é baseado no artigo de Fu Youngqiang [17] esta estruturado da seguinte
forma: No primeiro capitulo faremos uma revisao sobre os espacos de Lebesgue e Sobo-
lev com expoente variavel, apresentando as definigoes, resultados basicos, resultados de
densidade e imersao que serao utilizados ao longo de todo o trabalho.

No Capitulo 2 provaremos o Principio de Concentragao e Compacidade que generaliza o
resultado de Lions para os espagos de Lebesgue com expoente varidvel. Aqui vale ressaltar
que fizemos uma modificacao com relagao ao trabalho do autor. No seu artigo, Fu prova
um resultado com duas desigualdades (Veja corolario 3.1 em [17]) que serdo utilizados
mais adiante para provar a desigualdade generalizada de Sobolev para os atomos das
medidas limites no Principio de Concentragao e Compacidade (veja Teorema 3.1 e sua
demonstragao em [17]), a primeira desigualdade usada para os dtomos no interior de 2
e a segunda para os atomos em 0f). Porém resolvemos o problema de outra maneira:
primeiramente provamos o Lema 2.2 para z € ) (o autor faz apenas para x € (2, veja
Lema 3.1 em [17]), com isso foi possivel dispensar a segunda desigualdade, utilizando
apenas uma desigualdade (veja nosso Corolério 2.1) para chegar ao mesmo resultado.

Em seguida, no Capitulo 3, iremos provaremos a existéncia de solugao fraca para o pro-
blema apresentado usando métodos variacionais e Teorema do Passo da Montanha. Para
contornar a falta de compacidade proveniente da poténcia critica usaremos o Principio de
Concentragao provando dois teoremas de existéncia de solugao, um sob as hipoteses (H1),
(H2) e (H4) e outro sob as hipoteses (H1), (H3) e (H5). Cabe ressaltar que as hipoteses
(H4) e (H5) aparecem para mostrar que o funcional associado satisfaz as geometrias do
Teorema do Passo da Montanha.

Por fim, apresentaremos alguns apéndices: a regularidade do funcional associado, uma

breve revisdo sobre Medidas de Radon (o espaco M(Q) := (C(Q))’) e alguns resultados



de Analise Funcional, Teoria da Medida e Distribuigoes que foram utilizados ao longo do

trabalho.



Notacoes

-lp) -
I-llp.a -
- ll1.p) -
[-ll1.p.a -
Pp.a(u) -
— _

e -

Whee(Q) =
W-Lr@(Q) =
LO() =
P(Q) =
cr —

Norma do espago LP(®) ()
Norma do espaco LP(®)(A)
(€2)
(4)

Norma do espaco W1»®)
Norma do espaco W)
funcdo modular no espaco LP(®)(A)
Imersao continua

Imersao compacta

{u e L>*(Q);|Vu| € L*(Q)}
(Wi (0)

{u: Q — R;u é mensuravel em Q}

{ue L%Q);u>1}
{/ ul*dz; u € WyP™(Q), V]|, < 1}
Q



Capitulo 1

Os Espacos de Lebesgue e Sobolev com

expoente variavel

O estudo dos espagos de Lebesgue e Sobolev com expoente varidvel tem crescido de
maneira significativa nos tultimos anos. Por exemplo, uma pesquisa por variable exponent
no Mathematical Rieviews aponta 15 artigos publicados antes de 2000, 31 artigos entre
2000 e 2004 e 242 artigos entre 2005 e 2010. As referéncias padroes sobre as propriedades
basicas dos espagos LP®) e W™P(®) s30 os artigos [?], de O. kovécik e J. Rakosnik,, publi-
cado em 1991 e [2], de X.-L Fan e D. Zhao de 2001 que apresenta as mesmas propriedades
por métodos diferentes. Sugerimos também o livro [10], de Lars Diening. Apresentaremos

aqui essas propriedades que servirao de base para todo o desenvolvimento deste trabalho.

1.1  LP@(Q) - Definicoes e primeiras propriedades
Seja 2 C RY um conjunto mensuravel com |Q2| > 0. Considere:
L°(Q) = {u:Q — R; ué mensuravel em Q}

Os elementos de L°(€) que sao iguais quase sempre sdo considerados como um tnico

elemento. Além disso, seja p € L°(Q), definimos
o(r,s) =s"@ VYreQ, s>0 (1.1)
pla) = o) = [ ol lu)ds = [ fu(o)Pds (12
P(Q) = {uGLO(Q); u > 1} (1.3)
L) = L¥(Q) N P(Q) (1.4)

5



A fungao p em (1.2) é chamada fun¢ao modular. Um elemento p € P(Q) é chamado

fung¢do expoente. Para p € LY (), adotaremos a seguinte notagao

1 <p;:=infessp <supessp=:py < o0.

Definig¢ao 1.1 Seja p € LE(Q?) , definimos os espago de Lebesgue com expoente varidvel

LP@)(Q) por:
LPO(Q) = {u € L°(); Jim p(Au) = 0} (1.5)

Observacao: O espaco LP(*)(Q) pode ser definido para casos mais gerais, supondo por
exemplo apenas que p € P(f), mas as propriedades de LP®)(Q) se tornam melhores
quando exigimos também que p € L*(Q2). Além disso, essas hipoteses sao suficientes

para os objetivos deste trabalho. Daqui em diante, p representard uma fungao expoente
em LT(9).

Vajamos algumas propriedades da fungao p:
Proposicao 1.1 Para todos u,v € LP@(Q), tem-se:
(a) p(u) =0<=u=0

(b) p(=u) = p(u)

(c) p € conveza, isto é

p(tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)p(v), Vte]|0,1]

(d) p(u+v) < 27[p(u) + p(v)]

(e) Se A > 1 temos
p(u) < Ap(u) < A p(u) < p(Au) < AP p(u)

ese < \<1, temos

AP2p(u) < p(Au) < AN p(u) < Ap(u) < p(u)



(1) Para cada u € () \ {0} a fungio

p(u) : [07+OO) — [0>+OO)

A — p(Au)
€ crescente, continua e convexa.
Demonstragao: Sejam u,v € LP®)(Q)
(a) De fato,
p(u) =0 < / lu(x) [P dz = 0 < |u(z)|P® =0, q.s. em Q

& u?w):& qs.em Qe u=0
(b) Segue de | — u(x)| = |u(z)| e das propriedades de integral.
(c) Segue da convexidade da funcdo o(z, s) = sP@® em s e da linearidade da integral.
(d) De fato,

[u(@) + v(@) P < 22O fu(@) P + o) Y] gs. em Q

< 2P2[|u(z) P + |u(2)[P@]  q.s. em Q

integrando ambos os lados dessa desigualdade temos

/|u + v(z) [P@ < 2p2/|u |p(x)dx+/|v )|P@ d]
2p2 _|_

plu+v) < p(v)]

(e) Se A > 1, temos
[u(@) P < Mu() P < N u(@) PO < WO u(a) P9 < N2 [u(z) P g.s. em Q
integrando estas desigualdades obtemos

/ () P < A / ()P < A / () P < / D)) < N / ()P
(9] Q 9] Q Q

e portanto

p(u) < Ap(u) < A p(u) < p(Au) < AP p(u)
Por outro lado, caso 0 < A < 1 temos
)\p2|u(x)|p(w) < /\p(w)|u(x)|p(z) < /\p1|u(x>|p(m) < >\|U(I)|p(m) < |u(x)|p(z) q.s. em

7



E novamente por integracao obteremos
A2p(u) < p(Au) < A p(u) < Ap(u) < p(u)
Para cada u € LP®) \ {0} temos:

p(-u) é crescente:

De fato, dados A1, Ay € [0, +00) tais que A\; < Ay, segue que
AP < AP s em Q = | A\ PO )u(z) PO < | A\ P@ |u(x) PP q.s em Q
Integrando ambos os membros da desigualdade obtemos

p(A1) < p(A2)

Continuidade:

Seja (An), A € [0, +00) tais que A\, — . E claro que, g.s. em €
[Anu(@) [P = [xu(z) P
Por outro lado, ()\,) ¢ limitada e entdo podemos encontrar um k& > 1 tal que
IAn]| <k paratodon € N
assim

])\n\p(x) < EP@® < kP2 s, em Q)

|Anu(2)|P@ < EP2|u(2)[P q.s. em Q
Definindo ¢, := [Au(z)[P® e ¢ := [Au(z)|P®, temos

On < kP2 |u(2)|P® € LY(Q) qs. em Q

On =@ q.s. em ()

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

/gpnda: — /gpdw
Q Q

/Q Au(z)P® o /Q ()P
p(Anu) —  p(Au)

Convexidade:

Segue novamente da convexidade de ¢(x, s) = sP®) e da linearidade da integral.

8



Como LP@(Q) C L°(Q) e este é um espaco vetorial, segue dos itens (a), (d) e (e) que

Corolario 1.1 LP®)(Q) ¢ um espago vetorial

Vejamos agora um resultado que permite definir o espago de Lebesgue com expoente

variavel de forma mais "natural"que a definicao dada em 1.5

Proposigao 1.2 As sequintes afirmagoes sio equivalentes para u € L°(Q):
(a) p(Au) < 400, VA>0,

(b) pu) < +oo,

(c) u € LP®)(Q)

Demonstragao:

(a) = (b) Segue de das definigdo e modulo.

(b) = (c¢) Segue da continuidade de p(Au) em A ( Proposigao 1.1, item (f)). (¢) = (a)
Se u € LP®)(Q), entdo limy_,o+ p(Au) = 0. Segue da definicdo de limite que para ¢ > 0,

existe 0 < A\g < 1 tal que

p(Aou) = / Aou(z)[P@dz < e
Q
assim, pela Proposigao 1.1, item (e), temos
)\182/ lu(x)[P@dz < e,
Q
e portanto

plu) = /Q lu(z)P@dr < 4o0.

Assim, para todo A > 0, novamente da Proposi¢ao 1.1 item (e), obtemos que

p(Au) < max{\*p(u), \?p(u)} < +oo.

Observacao 1: Esta proposicao nos permite definir os espagos Lp(““’)(Q) da seguinte

forma
LPO(Q) = {u € L°(Q);p(u) = /Q u(z) P dx < —1—00} . (1.6)

9



Note a semelhanca desta definicao com a definicao dos espagos de Lebesgue classicos.
Daqui em diante, usaremos 1.6 como definicio de LP®) ().

Observagao 2: Note que para mostrar a implicagao de (c) para (a) foi necesséario usar
a hipotese de que p € L*(Q2). E de fato, é possivel mostrar que se (apenas) p € P(Q),
entdo existe u € LP®(Q) que ndo verifica a condicdo (a). Para mais detalhes, veja [2],
Teorema 1.1.

Nosso préximo passo ¢ definir uma norma sobre LP(®)(Q), mas para isso precisamos

conhecer algumas propriedades do conjunto

Lo (D) <)

onde u € LP®(Q). Sera til, também, considerarmos a fungao

0, :(0,400) — [0,+00)
u

A 0.\ =p <X> .
Proposicao 1.3 Para cada u € LP®)(Q) temos
(a) I, = (0,400) <= u=0
(b) Sew # 0, entao I, = [a,+00) com a > 0. Além disso, a = 0,'(1).

Demonstracgao:

(a) (=) Supondo por contradigdo que u = 0. Como I, = (0,400), entdo inf [, = 0 e

existe uma sequéncia (minimizante) (\,) C (0,1) tal que

A — 0 e p( )gl, Vn € N

v
An

1zp(5) - [ (Ai)() 0P > (1) [ lutepeias

como p(u) > 0, segue que

assim

P (/\i) — 400, quando n — +00,

contradicao. Portanto u = 0.

A SR B S

10
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(b) Mostraremos primeiramente que I, ¢ um intervalo da forma [a,+00). De fato, se
a € I,, entdo para A > a, do item (f) da Proposic¢ao 1.1
1 1 U U
3<z=e(5)<r(3) =t
assim \ € I,. Portanto I, é um intervalo da forma (a,+o0) ou [a,+00). Provemos
entao que I, = [a, +00). Com efeito, se I, = (a,+00), entdo a & I, isto &, p(%) > 1.

Da continuidade de p(Au) em A (Proposicao 1.1, item (f)), existe § > 0 tal que

u

p(—), VA € (a—d,a+ delta), \ # 0,

A
U
> 1.
p<a+g>

Contradicao, pois a + % € I,. Portanto I, = [a,00). Pelo mesmo argumento, nao

em particular

podemos ter p(#) < 1. Assim,

Agora podemos demonstrar o proximo resultado, que mostra a norma usual no espago

Lp(x)(Q). Mostraremos em seguida algumas propriedades dessa norma.

Proposicao 1.4 |ul|ym) = inf{)\ >0; p (%) < 1} ¢ uma norma em LP®(Q). Isto ¢,

para todos u,v € LP®(Q) e a € R,
(i) l[ullpe) =0,
() |[ullp) =0 & u=0,
(i) lloullp@) = |a[ullpe),
() [[u+llp@) < llullp@) + [[0lpe)
Demonstragao: Sejam u,v € L™ (Q) e a € R,
(i) E imediato.

(ii) Segue do item (a) da Proposicao 1.3.

11



(iii) Se u = 0 a igualdade é imediata. Para u € LP@)(Q)\ {0}, segue do item (b) da

Proposicao 1.3
||y = inf I, = infla, +00) = a = p <%> =1.
a
Analogamente,

u
lulloy == p () = 1

Entao

(%) =0 ()

como p(Au) é estritamente crescente (Proposi¢ao 1.1, item f), segue que

o] _ 1
— =7 = lloulpe) = lalllullpe-

b

(iv) Considere o conjunto

C={ue LP@D(Q); p(u) < 1}.

Assim I, = {\ > 0; (u/\) € C'}. Além disso, como p é convexo, C' é convexo.

Denotando ||u||p@) = a e ||v]|p@) = b, temos

—Kﬂ v eC, Ve>0
a+e€ b+e
Desde que C' é convexo temos
tu 1—-%)v
+( ) eC, Vte|o,1].
a+ € b+ e
Em particular, para
a—+e€
p=—
a+b+e
temos
u+v
a+b+e

Assima+b+¢€ € [,,, dai
inf Lo = |Ju+0llp@) < ||ullpe) + |[vllp@ +€  Ye>0.
Fazendo € — 0 segue que

[+ 0llp) < [[ullp@) + [0llpe)

12



Proposicao 1.5 Se p(x) = p € constante com 1 < p < +o00, entdo

My = 11+l
onde € a norma usual em LP(S2).

Demonstragiao: Se u = 0 a igualdade ¢ imediata. Para u € LP®(Q)\ {0} temos:
: u
|ullp@zy = inf {/\ > 0;p <X> < 1}

— inf {/\ > 0;/Q (@)pm dz < 1}

1
= inf{)\>0;ﬁ/§2|u(x)|pdx§1}
= inf{\ > 0; [|u|” < N}

= inf{\ > 0;|lul]| < A}

= ull

[ |
Observagao: Com este resultado, os espacos LP®)(Q) podem ser encarados como uma
generalizacao dos espagos de Lebesgue cléssicos.
A funcao modular p esta fortemente relacionada com a norma ||.|[,(). Os proximos resul-

tados mostram essa relagao.
Proposigao 1.6 Seja u € LP@(Q)\ {0}. Entdo

u
lullyey = a < p (%) = 1.

Demonstragao: Se ||ul|,) = a, segue do item (b) da Proposicao 1.3 que p(¥) = 1.

(2)-

entao a € I, e portanto ||ul/ym) < a. Se b = ||u|lp@w) < a, como p(Au) é estritamente

Reciprocamente se a > 0 ¢ tal que

crescente em A (Proposigao 1.1, item (f)), terfamos p(%) < p(%) = 1. contradi¢ao, pois
b ¢ I,. Assim, s6 podemos ter |[ul/ym) = a.
|

O proximo resultado sera largamente utilizado ao longo dos préoximos capitulos.

Teorema 1.1 (Relagdo Norma - Modular) Seja u € LP®)(Q). Entdo
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(1) lullp@) <1(=1;>1) <= p(u) <1(=1;>1)
(i) [[ullp@) > 1= llully,) < plu) < ullt,

(iii) |[ullp) < 1= [[ul22,) < p(u) < [l

p(z)

Demonstracao: Se u = 0 todas as afirmagoes sao imediatas, por isso consideraremos
u # 0.
(i) Do resultado anterior, segue que

[ullp@) = 1 & plu) = 1.

Se a = ||ul[p) < 1, segue da Proposicao anterior que p(2) = 1. Assim, como p(Au)

é crescente em A (Proposicao 1.1, item (f)), segue que
u
a<1<:>p(u)<p<—> =1
a
Caso a = [|u[pz) > 1, a demonstragao é anéloga.
(ii) Se a = [Ju/|p@) > 1, temo que
Pt < gP\®) < gp? q.s. em {2

1 1
<

1
<— q.s.em()

abP2 — ap(:r:) — abt

L [ utapoie < [ [
aP2

e portanto

uz ) da:< —/ u(x)[P@) dx

- abt

isto é

De onde segue o resultado.
(iii) E analogo ao item (ii).

Como consequéncia do Teorema 1.1, temos o préoximo resultado que nos diz que a topologia

gerada pela norma é equivalente a topologia gerada pela funcao modular.

Proposicao 1.7 Seja u € LP®(Q) e uma sequéncia {u,} C LP®(Q). As sequintes

afirmagoes sao equivalentes

14



(i) tm luy = ullpe) =0
(i) lim p(u, —u) =0
Demonstragao:
(1) = (2) Se hlll |t — ullp@y = 0, entdo para n suficientemente grande temos que
n—-+0o0o

|t — || pz) < 1. Do item (3) do Teorema 1.1, temos que
ol — ) < Jun — w2,

Logo p(u, —u) — 0 quando n — 0.

(2) = (1) Se lirf p(u, —u) = 0, entdo para nn suficientemente grande temos que
n—-+00o

p(un, —u) < 1. Do item (1) do Teorema anterior, segue que ||, — ||pm) < 1. Assim, do

item (3) do mesmo Teorema obtemos
lun = ulfpe) < plun =)

e portanto ||u, — ul|p@) — 0, quando n — oo.

Teorema 1.2 LP®)(Q) ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em LP®)(Q). Podemos extrair
uma subsequéncia {u,, } C {u,} tal que
1
Hunk+1 - unk”p(df) < @’ Vk > 1.
De fato, como {u,} é de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe n. € N tal que

M, > Ne = || U — Un||pa) < €. (1.7)

Assim, para ¢ = %, tome n; € N tal que

1
> = i — e < 3.
Para ¢ = 2%, tome ny > ny tal que
m,n > ng = ||Up — Unlp@) < 2
Para ¢ = 2%, tome nyg > ni_1 tal que
1
m,n > ng = ||y, — uan(z) < ok

15



Desta forma, obtemos uma subsequéncia {u,, } (ou por simplicidade, {u}) satisfazendo

(1.7). Definindo
Un<x> - Z ’uk-l-l(‘r) - U,k(l’)|, r e
k=1

Temos que v, < v,41 € {v,} C LP@(Q) com

n
Z |Uk+1 - Uk|
k=1 p(x)

n
< D ks — wllp)
k=1

[vnllp@) =

n

1
< D <l
k=1
Pelo Teorema 1.1 item (i), temos que
/ lun (2)|P@dz <1 ¥n €N
Q
. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Monotona (C.3), segue que

vp(z) = v(z), qs. em

e v € LP®)(Q). Por outro lado, para m > n > 2, temos que

IN

|[Um () — un ()] U (7) = U1 ()] + o+ |1 (1) — wn ()]

< w(x) — v (z) <wv(x), q.s. em
Segue que, para x q.s. em €2 {u,(z)} é uma sequéncia de Cauchy em R. Entao
Up(z) = u(zr) q.s. em

Segue entao que

lu(x) —u,| < v(z) € LPD(Q), n>2, qs. em €,
logo u € LP@ () e ainda

() — u(2)[P® =0 qs. em Q.

Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), segue que

lim / [t () — u(z)|P@de =0
Q

n—o0
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ou seja

lim p(u, —u) = 0.

n—oo
Pela Proposigao 1.7, segue que

lim ||u, —ul| =0
n—oo

Como consequéncia (da demonstragao), temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 Seja (f,) uma sequéncia em L@ (Q) e f € LP@(Q) tal que || fo— fllpe) —

0. Entdo existe uma sequéncia (f,,) e h € LP®(Q) tais que

(a) fo,(x) = f(x) ¢.5. emQ
(b) |fup (@) < h(x) g5 emQ

Dado p € L5°(2), nos definimos sua fungao expoente conjugada p'(z) como:

1, se reQ ={reQpx)=1}
P(x) =9 p(z)
p(x) =1

Note que, se p; > 1 entdo 2; tem medida nula e p/'(z) fica definida como sendo uma

se e\ .

fungao em L°(2) tal que

Para finalizar esta secao, apresentaremos uma versao da Desigualdade de Holder para

os espacos de Lebesgue com expoente variavel.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Hoélder) Sejap € LY () tal que py > 1. Entdo, para
w e LP@(Q) ev € LP@(Q) temos que
1 1
u(z)o(z)|de < | — + = ) Jullp@) 0]y @)
Q 2SN 5]
Demonstragao: Se u = 0 ouwv = 0 a desigualdade é imediata. Supondo u, v # 0 e pondo

|u|lpz) = a e ||v]|y@) = b. Aplicando a desigualdade de Young (2.1) para o = |u(x)|/a e
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B = |v(z)|/b temos, q.s. em 2

!u(:v)| !v([;r)l < 1%96) <|u(ax)\)z)<w> ;p/(lx) (Iv(;)!)%) )
M b S /Q]% (]u(a:v)|> d“”*/gp/(lx) <|v(bx>|> dx
/ |u ) U(; - pil [ Iu(aa: |>P(ac) df6+pirl/9 ( v(gc)!)pm .

p(z)
Pela Proposicao 1.6, temos que / <|u(x)\) dr = /
Q a Q

resultado. ]

&
?
&

S

1.2 Separabilidade, Reflexibilidade e dual de L**)(Q)

Teorema 1.5 (Representacgao de Riesz) Seja p; > 1. Entio (LP®(Q))* = LP'@)(Q),

isto €
(i) Para todo v € LP®)(Q), f definido por
fv) = /Qu(x)v(x)dx, Yu € LP@(Q), (1.8)
¢ um funcional linear continuo sobre LP™) ().

(ii) Para todo funcional linear continuo f definido em LP®™(Q)), existe um tinico elemento

v € LP@)(Q) tal que f ¢ definido exatamente por (1.8).

Demonstragao: Veja [2|, Teorema 1.14.

Corolario 1.2 Se p; > 1 entdo LP®(Q) € reflexivo.

Teorema 1.6 LP®)(Q) ¢ separdvel.

Demonstragao: Veja [?], Corolario 2.12.
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1.3 Densidade e resultados de Imersio em LP%)((Q))

Teorema 1.7 O conjunto C(2) N LP@(Q) ¢é denso em LP®(Q). Se, além disso, 0 é

aberto, entio o conjunto C3°(Q) € denso em LP@)(().

Demonstracao: Veja [?], Teorema 2.11.

Teorema 1.8 Seja 0 < | < oo ep,q € LY(Q). Entao
LIO(Q) — LP@(Q),

se, e somente se,

p(z) <q(z), q¢s emQ.

E a norma do operador identidade I : LY®) () — LP®)(Q) ndo excede || + 1.

1.4 Espagos Wr(@)(Q)

Seja 2 um dominio limitado do RY e p € L(€). O espago de Sobolev com expoente

varidavel WP (Q)), ¢ definido como
W@ (Q) .= {u € LP@(Q);|Vu| € LPD(Q)},

onde o operador V : WP (Q) — (LP@)(Q))N & dado por

vu:(au ou 8u)

8x1’ 8x2’ Y 8xN
© N
ou

=1

As derivadas % sao tomadas no sentido das distribuicoes.
E facil ver que WP®)(Q) ¢ um subespago vetorial de LP@(Q). De [2], a norma em

Wir)(Q) é dada por
[ull1 ) = [[llp@) + 1V ullp)- (1.9)

Onde, por simplicidade, escreveremos ||Vul|,) ao invés de |||Vul|[p).-
Por W™ () denotamos o subespaco de WP (Q) que ¢ o fecho de C5°(£2) com respeito
a norma dada em (1.9). Veremos a seguir as principais propriedades desses espagos e que

serao utilizados constantemente ao longo dos préoximos capitulos.
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Teorema 1.9 Os espagcos W P@)(Q) e Wol’p(x)(Q) sao espacos de Banach, que sdo sepa-

raveis. Além disso, sao reflexives se p; > 1.

Demonstracao: Veja [?], Teorema 3.1.

Teorema 1.10 (Imersoes de Sobolev) Se p,q € C(Q) com py > 1 e py < N tais que

1 < q(x) < p*(x) := ]\J,V_pz()g), para todo x € Q. Entdo

WPe(Q) — L19(Q).

Isto é, W'P@)(Q) estd imerso continuamente em LI (Q). Além disso, se inf cqlp*(x) —

q(z)] > 0, entao a imersao é compacta.

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) Se p € C(Q) NLP(QY), entdo existe C >
0 (que depende apenas de Q) tal que, para todo u € Wol’p(x)(Q),

||u||p(x) < CHVUHP(I)'

Como consequéncia deste teorema, temos que as normas ||Vu||pq) € |1 @) sdo equiva-

lentes em Wy 7™ ().
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Capitulo 2

Principio de Concentracao e

Compacidade

Neste capitulo iremos apresentar e demonstrar o Principio de Concentracao e Compa-
cidade para os espacos LP(®)(Q), resultado devido a Fu, em [17]. A partir deste capitulo,
por simplicidade, usarmos as notagoes ||, para a norma em LP®(Q) e |.|1, para a
norma em WP (()).

Notemos primeiramente que, para todo w € Wol’p(r)(Q) \ {0} com ||Vw||, <1, da imersao
continua Wol’p(m)(Q) s LP"@)(Q) (Teorema 1.10) e do Teorema 1.1 (itens (i) e (ii)), temos

que:

o} < max{(KJwl|1,)", (K[Jwl1,)"},

gi, |w

/ lw|P" @ dr < max{||w
Q

*

onde p} = infp*(z) < supp*(x) = p;. Pela desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11),

segue que
/Q|w’p*(z)dl“ < max{(KC||Vuwll,)"t, (KC||Vuwl|,)"} < max{(KC)", (KC)"}
Assim, podemos considerar
C* = sup {/Q WP @ dz; w e WP (Q), | Vull, < 1}
e 0 < C" < 0o. Observe que esta ¢ a melhor constante para a desigualdade

pi
p?

/\w|p*(z)dx < Cmax{|VullZh, |Vl (2.1)
Q

Antes de enunciar e demonstrar o Principio de Concentracao e Compacidade, vamos

apresentar alguns lemas que serao usados em sua demonstragao
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2.1 Resultados Auxiliares

Vejamos alguns resultados que serao usados para demonstrar o teorema principal deste

capitulo.
Proposicao 2.1 Para todos a,b € R, >0 ep > 1, temos:

1\"*
la+b]P < (1+ B)P al? + (1 + 5) |b|P

Demonstracao: Caso b = 0 a igualdade é imediata. Para b # 0, considere a fungao

f R — R dada por

flx) = (x+ 1P = (1+B)' 2P — (1 + %)pl :

Mostremos que f(z) < 0, para todo = € R. De fato,

f(@)=plz+1)P ' —p(l+ )P 2Pt = 0
(x+1)Pt = (14 p)P P!
=

Assim, o ponto critico de f é x = % Por um calculo direto temos que

f(1/p) =0.

Além disso, notemos que f'(x) > 0se z < % e fl(z) <0seax> % Assim, x = /13 é ponto

de méximo e portanto f(x) < 0 para todo z € R. Assim:

p—1
(z+1)? < (14 B)P'aP + (1 + %)

p—1
1P < (14 B8P |z + <1 + %)

Em particular, para x = ¢, temos

(% - 1)]0 < (148" ‘%)p+ <1+ %)pl

1\?*
la 4 bP < (14 B)P |alP + (1 + B) |b|P.
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Lema 2.1 (Brezis-Lieb) Seja (f,) uma sequéncia limitada em LP®(Q) com f, — f €
LP@(Q) q.s. em Q. Se p(z) satisfaz

1 <pr <p(z) < pp < +o0,
entao

n—-+oo

i (1l = 1fo = fIP)dr = / |F1rde
Q Q
Demonstragao: Definindo a fungao, para cada = € € fixo,
h:R — R
y — hy) =y"?

Aplicando o Teorema do Valor Médio para esta funcao, existe um & = £(z) entre |f,| e

|fn — f] tal que
(| fal) = B fa = DI = K EUful = 1 fn = 1)
1 ful P = 1 = fPD = p(a) D[ ful = [ fa = £
1 fulP = 1 fo = fIP] < p(2)€P@ 71 £,

além disso, como &(x) assume valores entre |f,(x)| e |f.(x) — f(z)], entao:

an|p(x) - ’fn - f‘p(w)‘ < p(x>(’fn| + |fn - fl)p(x)illf’

mas
[fol = 1fo = f1 <[]
|fol + 1 = fI < 1fI 42100 = [l
assim

||fn|p(x) - |fn - f|p(z)| S p(x)(|fn| + 2|fn - f|)p(x)_1|f|

< p(@) 22O fPE 2 fa — FPEHFD (2:2)

Por outro lado, fixando &; € (0, 1), e usando a Desigualdade de Young (C.1) para a =
1-p(z) p(z)—1
" | fle B=¢e,"" |fo— fIP®~L temos:

) —1) / po-t (@)1 1 1=p(2) p(2)
o= fPOf] < M(eﬂ“ Ifn—flp(”“)‘1> +M(€1W> |f|)

z)

p(
< (p(x) — 1)ey = fP) 5}*P(z)’f’p(:c)
p(x) p(x)
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Note que (‘”())1 <1, ﬁ<1ee1 p(@) < e, "*, entdo

[fo = FPOTNF < el fo = fIPD 4 o7 PO (2.3)

De (2.2) e (2.3), temos que

1l = 1fa = FPOL < p(@)2" O (PO + 2207 ey fo = fIP 4 27007 ey 2 )
p(2)2" 72X e fo = P o (14 207 ) )
po2 7 (2 e fo = P (L 27 e )

p222p2—251|fn _ f|p(:v) + (p22p2—1 + p222p2—2€}—p2)|f|p(fﬂ)

ININIA

IN

Fazendo € = py2%P2~2¢, temos

[1Fal?® =1 = FIPO] < el fo = FIPD + O 1. (2.4)
Seja
Wen(z) = [||fn|p($) —|fn— f|p(x) _ |f|p(z)| —elfn — f|p(w)}+7

onde [a]y = max[a,0]. Note que W, ,(z) — 0 gq.s. em Q quando n — +oo. Por outro

lado, pela desigualdade triangular e por (2.4),

1P = 1fa = FP = LT < Nl = 1 f = SO+ 1P
< el = SO+ CELPD + 1P
< (C(e) + DI
||fn|p(w) — | fn — f|p(x) _ |f|p(x)| —e|f, — f|p(w) < C(€)|f|p(w).

Dai, concluimos que W, ,,(z) < C(g)|f[P®) € LP®). Pelo Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue, segue que
/ Wen(x) =0, se n — +o0.
Q
A Da definigao de W, ,(x) temos que

| fulP@ — | fo = FPO = | fIP@| — el £, — FIP@
N falPS = | fo = FIPS = PP < Wep() + el fn — FIP@

IN

Wen(x)

Dai
SR = 1= P~ 57 de < [ Wenla) + 2l = P
{2 Q
lim sup / 1 falP = | fo = P9 = | fP9de < limsup / (Wen(z)da + | f — fIP)da
& 0

n—-+0o n—-+oo

lim sup / FulP® = [ fo— fIP@ — [fPD]de < ek,
Q

n—-+oo
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onde K = limsup [, |f, — fIP® > 0. Fazendo € — 0, segue que

imsup [ |15, = 1f, = 7P [517d = o
Q

n—-+0o

e portanto

lin [ (P = = P = | de = 0

n—+oo [o
lim [m#@—uz—mmwa/U?mm
n—-+o0o Q Q

como queriamos demonstrar.

O lema 2.1 é uma versao modificada do Lema de Brezis-Lieb de [3].

Lema 2.2 Dado xy € Q, seja B,(xy) a bola de raio r centrada em xy. Para todo 6 > 0
existe uma constante k(8) > 0 independente de v € Q com a sequinte propriedade: se
0<r<R<1com g <k(5), entdo existe uma fungdo corte n € Wy (Q) tal que n =1
em B, (o), n =0 fora de Br(zo) e
/ IV (u) [P dx < / V[P dz + § max {||Vul|?2, | V|2 } (2.5)
BR(Z’o)ﬂQ

BR(xo)ﬂQ

para todo u € WP ().

Demonstragao: Para xy, € 2, escolhemos R suficientemente pequeno de modo que

Br(zg) C €. Seja

1, se  0< |z —xo <y
k(lz = wol) = K(R)
r ’ < |z — x| < R;
ng(x) ) — k() se 1 <|r—u1x <
0, se R <|z— o,
onde k(r) = —[sN"Y =~ Inr e |s¥~!| denota a area de superficie da esfera unitaria em

RY. Neste caso usaremos 1 = n%.

Primeiramente, note que para 0 < r < |x — x| temos
Kz = wol) < k(r),

assim

K — 20]) — k(R
K - kR)
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Entao, tento em vista a definigao de 7}, segue que
Nkl < 1. (2.6)
Usando o Teorema 2.1 para a = npVu e b = uVnp, temos
/ 10V 4 uVnhLP@ dr <
Br(zo)

1 p(z)-1
(1 + —) [P |V [P de

[ s ope g vl +
Br (o) 8

Br(o)

Da imersio continua Wy (x)(Q) — LP"@)(Q), temos que

/ " @dz < 0o = (Jur@) @ d < 0o < Julf@ e L) (Bp(zo)),
Q Bpr(wo)

onde (N/p(z)) = N/(N — p(x)). Além disso é claro que |VnL|P@ € L%(BR(%)).
Assim, pela Desigualdade de Holder (Teorema 1.4), a desigualdade (2.6) e do item (e) da

Proposigao 1.1, obtemos:

/ 1V () PO <
Br(zo)

— X 1 p2_1 X Ve X
oy [ e, (14 5) Iy TP yf 2T
Br(zo) P P

Vamos determinar uma estimativa para |||Vnh[P@®|| » Br(zo)» Dara isso vamos calcular a
oy

zo)

integral [5_ .\ |V Ndx Note que, para r < |z — 0| < R temos:

ey _ Hlr=mb
f k(r) —k(R)  k(r) — k(R)
_ In |z — x| b
Inr—InR

= aln|x —z| —b

ondea:—ln§ eb= L __ Dy

877;2 _ a(a;z- — l’(]i)
ox; |z — 0|2’

onde x = (x1, T2, ...,xN) € To = (To1, o2, ..., Ton ). E portanto

a(x — xg)
Vi = SN
R |ZL’—JI0|2
|al
Vny; .
| R| |I—£L'()|
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Além disso

Vel =0, se |z—x9| <rouR<|x—x

Assim, pondo f(y) =4 emr < |yl < Re f=0ser > |yl > R, onde y = = — x, segue

Tyl
que

/ !V??HNdév:/ IVn%!Ndxz/ f(y)dy
RN Br(zo) Br(0)

Entao, aplicando o Teorema C.2, temos

R N
dy —= |sV-1 la[™
/BR(O)f(y) y I/

551 Ja]¥ In =,
.

Substituindo o valor de a temos

N R 1-N
[ awmpetan = [ ey = 1907 ()
Br(zo) Br(0) r

R\ N
P2 (o) (IVIRIP) = ISN_1|(IH7) .

1
sV VT

Assim, se ; < e s , teremos

1-N
|s" (ln E) < 1
r

px e (VTP < 1

do Teorema 1.1 - (i), temos

[V [P || Bz < 1.

Pelo Teorema 1.1 - (iii), como & < X < XN
’ D2 p(x) p1’

N

TN 5y S P2t (VR

p(z) < N-—1 1 E AN
IVIR)" NN By < |17 {In—

E agora vamos determinar uma estimativa para |||u[P®|| (2
p

caso:
Se (zo) = 1, como p(z) < po, segue que
) <
p*,Br(zo) — P \Br(zo)
(z) |u|p (2)
= @
p BR(Z'O) p BR(Z'O)
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assim,

NL() N N( )

p(z) —p(z p(z) ple

/ <—|u| > der < / ( |u| > dx

Bpg(zo) p*,Br(wo) Br(zo) p BR(l"o
|ul |ul
= <— dr = Pp*.Br(zo) \ -1 .
Br(o) *,Br(z0) *Br(x0)

< 1

e portanto

< ,u‘p(z) >
DY oy | T —— | <1
(5) Baleo) | p Br(zo)

Assim, pela desigualdade (2.9), a imersao continua LP®)(Q) — LP"@)(Q) (Teorema 1.10)

pelo Teorema 1.1 - (i),

p(x)
|u| <1 (2.9)

P ,Br(0)

(%)/,BR(%)

e a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11), obtemos

I

v < (Cf|Vullp)r=. (2.10)

Iy e < 1057 o)

Se

(x0) < 1, procedendo de maneira andloga, teremos

I

o < (C|Vul|p)r. (2.11)

||(%)/,BR(I0 p BR(CUO

Substituindo as desigualdades (2.8), (2.10) e (2.11) em (2.7) teremos

(48P [y [V |
p2—1 N\ &
wer (1457 (11 (I B) ) T vl

_|gN-1|N=T
T S
se E<€| Iv=t

r

/ |773U|p(x) <
Br(wo) (1 + ﬁ>p2_1 fBR((EO) |Vu’P(x)d:L’ 1
p2—1 _ 1-N\ &
wor (14 3)7 (159 (i ) ) T v

se %<e‘|5N71|ﬁ7 ||lu

(2.12)

L p*,Br(z0) < 1.

Por outro lado, pondo A = max{||Vul[P', [[Vu|P?} temos que

/ |Vu|P@dz < / VP dz = p,(|Vu|) < A
Br(zo)

RN
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assim,

[(1+ )t —1] / IVulP@de < [(1+ )" —1] A,
Br(zo)

ou seja

(1+ p)r=t / |VulP@dz < / |VulP@dr 4+ (1+ p)P21A - A (2.13)
Br(zo) Br(zo)

e ainda

. 1 p2—1 - R 1-N i
P (1+B) <|3N a (1117) [Vulb? <
p2—1 1-N le
cr? (1+%> <|SN—11(111§> ) A (2.14)
T

1 p2—1 R 1-N
cP (14—5) (!sN_l\(ln7) ) [Vulb> <
1 p2—1 R 1-N
o (1+5> <|5N—1|(1n?) ) A (2.15)

Somando as desigualdades (2.13) com (2.14) e (2.13) com (2.15), tendo em vista a

z2

=

z2

desigualdade (2.12), concluimos que

/ Vi < / VulP@de + 6 max{|VallZ, | Val22},
Br(zo) Br(zo)

onde

(

(1+ Bt —1+CP <1+ )

P
lN)N

< N— 1‘
e L <e VT 0> 1
<y | iy #
(L4 Byt =14 Cm (14 ) ( )
[ se 5 <e T Jullp ey < 1

Assim, tomando 3 tal que (1 + g)P271 —1 = g ouf=(1+ g)ﬁ — 1 e nos podemos
encontrar 0(f) < §, fornecendo

p1(1-N)

)"
(&

p2—
— 1+ 1) max{Cr, Or2}[sN—1| %
—1

“loles

Y
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como 7 < 1, isolando este fator, obtemos

__N
p1(1-N)

=]
R
+
—_
N~
S
|
=
)
>
—~—
Q
=
3
-
V)
b
Es

assim, basta por

Provando a desigualdade para x € ).
No caso em que x € 0, consideremos a mesma fungao nj, mas agora temos que
0y € Whoe(RN). Além disso, consideremos a fungao regularizante padrao p. com & > 0

suficientemente pequeno de modo que supp p. C Br(xg) e definamos
0= Pe* N
Note que neste caso temos que p. * N = N * p.. Além disso,
Vi = V(pe *1g) = pe * Vig.

Entao, pelo Teorema C.7, para p = N temos que

/ V|V da
BrN

IN

[ pe * VTIEMN(BR)

IN

N N
||/0£||L1(BR)HVn;QHLN(BR)
< [ 1viifas, (2.16)
Q
onde escrevemos por simplicidade Br = Bg(zy).
Assim, repetimos os mesmo passos para o0 caso em que xo € () agora para a funcao

n = pe * N € calculando as integrais sobre Br N ). Desta forma, usando a estimativa

(2.16), obtemos o mesmo resultado. |

Corolério 2.1 Firado 6 > 0,0 <r < R <1 e < k(d) com k(§) como no resultado

anterior. Entao

/ P @dz < C* max (/ V@ de + 6 max{ | Vul2, ||vu||gZ}) L
Br(20)NS Br(z0)N$

ri

([ 1vupas s smaxIvalp 19uly ) b
BR(O)QQ

para todo u € Wol’p(gc)(Q).
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Demonstragao: Tomando 7}, como no lema 2.2, pela desigualdade (2.1):

Jo®
Br(z0)

Se / |Vu7]§z|p(””)dx > 1, pelo Teorema 1.1 obtemos
Br(zo0)

@y < / |y P @)
Br(zo)

PI
p)

< C" max{[|V(unp)

|V (ung)

)

1
p1
vl < ([ vupe)
B,«(Io)

e entao:

i Py

. p p

/ luP"@dr < C*max (/ |Vun§|p(x)dx) 1 : (/ |Vun§|p(x)dx) l
By (o) Br(x0) Br(zo0)

pi 2
e como =+ < =2 segue que
p1 P1

[
1

* * p
/ P @dz < ¢ (/ I, P ("”)dx> | (2.17)
By (zo) B (zo)
Caso / |Vunh|P"@dz < 1, pelo Teorema 1.1, obtemos
B,«(Io)
1
P2
IVl < ([ V)
By (z0)
e entao:
i v}
* p P
/ luP"@dr < C*max (/ |Vun%|p(f”)dm) : : (/ |Vun%|p($)dx) ’
By (o) By (o) By (wo)
Pi_ Ps
€ como p—; < p—i, segue que
Pi
* D
/ lulP"@dy < C* (/ |Vun}}|p(x)dx) ° (2.18)
Br(iUO) Br(330)
Assim, de (2.17) e (2.18) concluimos
3 i

/ lu[P"@dz < C* max </ |Vun%|p*(x)dx) , (/ |Vun}"2|p*(’”)d:p) "
By (o) Br(x0) Br(o)

Entao, pela desigualdade (2.5) do lema anterior segue o resultado.
Caso zg € 012, notemos que para usar a desigualdade (2.1) é necessario que nu €

WaP(Q). Com efeito, como u € Wy (Q), entdo existe {g,} C C(Q) tal que
lgn = ull1p =0,
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quando n — oo. Por outro lado, como n = p. * 0 € Cooo(RY), entdao temos que

ngn € C5°(Q). E neste é claro que

11gn — null1, — 0.

1, . .
Portanto nu € W,™* (I)(Q). Assim, basta usar os mesmos argumentos para o caso anterior

e segue o resultado.

Lema 2.3 Para toda n € C(QQ), temos que os funcionais

JUWer(Q) — R
U — /|Vu|p(z)ndx
Q

Jo WP Q) — R

U — /|u]p(x)77d:1:
Q

sao diferencidaveis a Gateaur e convexos.

Demonstragao: Demonstraremos o resultado apenas para o funcional J;. De maneira
inteiramente analoga demonstra-se o resultado para o funcional Js.
Derivada de Gateaux

Calculemos a derivada de Gateaux de J,

J(u+tv) — J(u)

DJ(u)v = lim
t—0 t
oy Jo (|V(u + tv)|[P@) — |Vu|p($)) ndx
o tl—r>% t

Note que, pondo G(s) = |V(u + stv)[P@n, s € [0,1], pelo Teorema do Valor Médio,

temos

G(1)-G(0) = G'(A), Are(0,1)
(IV (u+ tv) P& — [Vulp@)
t

= p(@)|V(u+ M) [P@~2(V(u+ tv)) (Vo)
Observe que

= p(x)|V(u+ )\tv)|p(gj)_2(V(u + tv))(Vo)np — p(x)|Vu|p(m)_2(Vu)(VU)7], (2.19)
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g.s. em €2, quando ¢t — 0. Além disso

ol < Ip(@)|(IVu] + [Vl PO Vol ln] < C(IVu| + [Vo] POV,

p(z)
(IVu] +[VoPO1 e Lo (Q),
pois, |Vul|,|Vv| € LP@(Q) . Entdo, pela Desigualdade de Holder (1.4), temos
lp| < C(|Vu| + | Vo )PO1 V| € L(Q). (2.20)

De (2.19) e (2.20), aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4),

segue que
\V/ to)|P@) — |V P@)) nd
- Q
Convexidade

Segue da convexidade da fungao f(t) = [t|’, t € R e da linearidade de integral.

2.2 O Principio de Concentracao e Compacidade

Agora estamos em condigoes de demonstrar o

Teorema 2.1 (Principio de Concentragao e Compacidade) Assumindo quep é Lips-

chitziana em S e satisfaz
l<pi <plz)<ps <N (2.21)

] S : N 1,
e Q0 ¢ um dominio limitado em RY. Seja (w,) uma sequéncia em W, p(m)(Q) com norma

|Vwnll, <1 tal que

Wy, — w em Wol’p(w)(Q).
Ve, [P@ 5 em M(Q).

w5 em M(Q).

Entao o limite das medidas sao da forma

po= Vel Y e+ p(@) <1,
jed

v o= |w|p*($)+ZVj5zj, v(Q) < C*.
jedJ
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onde x; € Q, J € um conjunto finito ou enumerdvel e fi € M(Q) é uma medida nao
atomica positiva. Os dtomos e as partes requlares satisfazem a desigualdade generalizada

de Sobolev

— P

V@ < C max {u@F, u@ ).
»3 P
vi < C'maxqupit, u* o

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que a medida limite y é da forma
p= IVl S b, i W@ <1,
jed
onde J é um conjunto contével (finito ou enumeravel) e 7 € M(Q) é uma medida nao
atOomica positiva.

De fato, pelo Lema 2.3, para todo nn € C(£2) o funcional
hta) = [ [Fupinds
Q

¢ diferenciavel a Gateaux e convexo. Desde que W,™” (@) (Q2) é um espago de Banach separéa-
vel e reflexivo entao, pelo Teorema C.13, J; é sequencialmente semi-continuo inferiormente

de onde obtemos que

Ji(w) < liminf J;(w,),

n—0
ou seja
/Q|Vw|p($)ndx < lirnnﬁi(r)lf/Q |V, [P@ndz, ¥y e C(Q)
logo

|Vw|p(x) <

Assim, pondo fi = p — |[Vw|P® > 0, temos que p = |Vw|P® + 1. Extraindo os 4tomos de
i (Teorema C.9), concluimos que
p=|VlP +> " 6., + I,
jed
onde ;& ¢ uma medida nao atomica e z; € Q, para todo j € J. Note ainda que, da

convergéncia

Ve = 1 em M(Q),
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desde que n = 1 € C(Q), segue que

/du— hm/ |V, [P®dz.

Como por hipétese ||Vwy,||pm) < 1, pelo Teorema 1.1 - (i), temos que / |Vw, [P dz < 1
Q

e portanto

w(€2) :/Qdug 1.

Finalmente, como u(ﬁ) < oo, entao J tem que ser contavel, pois caso contrario
> jes i = +00 e assim ndo terfamos () < oo,
Mostremos agora que a medida v é da forma

v=|wr +ZVJ

jedJ’
CcOo1m

E além disso

_ @ ,
|we — w| — E 2T
je
Com efeito, de maneira anéloga a argumentagcao feita para a medida pu, temos que

v =|wf"@ + Z Vjbg, + 1,
jeJ’
onde z; € Q, J' é contavel e 7 é uma medida ndo atdomica positiva. Pelo Lema 2.1 temos

que

fimint [ ol Oz [ Ol Do = timint [ 9O, s
0 Q n—0 Q

n—0

para todo n € C(Q). Portanto

O A=y — w" ™ =) s, + T (2.22)

JjeJ’

lwe — w

Mas note que, para z € Q, seja ¢. € CF(RY) tal que 0 < ¢. < 1,¢. = 1 em B,(z) e
¢ =0 em By, (2)° E claro que ¢, € C(Q), e entdo

v({2}) < V(B(x)NT) = / md”

< /gbadl/—hmlnf/gbg
< liminf / |1, [P die
oo §(1+£)r(x)
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Pelo Corolario 2.1 temos que

P3

p1
|V, [P@dx + 5> ,

n—=00  J B op(2)

v({z}) < C" max <limsup/

P]

P2
(hm sup/ |V, [P® da + 5)
n—=00  J B yer(T)

Pelo Teorema C.6, segue que

*
P

v({z}) < C" max { (H(Brson(@) +0) 7, (1(Borson(z) + 8 +0) 55}

E entao, ¢ — 0, — 0 e R — 0, temos que

() < " max { ) fah) |

v({2}) < C* max {mx})f,u({x})i} . Veen.

Em particular, v; < C* max{u({xj})%,u({xj})%}, para todo j € J'. Portanto todo
atomo de v é também um atomo de .

Mostremos agora que v = 0. Considere @, = w,, — w. Entao, pelos teoremas C.14 e
(.15, a menos de subsequéncia, @, — 0 em Wy () e |V@,|P® = 7 em M(Q). Seja n
a fungao corte de B, com respeito a Br Assim, da desigualdade (2.1) e do Teorema 1.1

temos que

* _1 % _1 %
/ n|@n | ®dy < C* max (/ |V(np*(y>wn)|p(y)dy) , (/ |V(n?*<y>wn)|p(y)dy)
Br Br Br

Quando n — 0 obtemos

Py Ly
D(E) < /ndﬁ < C* max (/nnz(y) dﬁ) P1 ’ (/nng(y) dﬁ) P2
Bpr Bpr Bgr

Assim, fazendo r — R teremos

>k *
Py — P

#(Ba) < O wax {(Bw) 1B |

Em particular, 7 é absolutamente continua com respeito a fi. Pelo Teorema de Radon -

Nikodym (C.16), existe f € L'(Q, d) tal que dv = fdpu. Para x € , como p é continua
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em Q, para € > 0 podemos tomar Bgr(z) = {y; |y — x| < R} tal que |p(y) — p(z)] < ¢

sempre que y € Br(x) N Q. Assim, escolhendo & = min {p 1(;3) , 1}, entao

Pey = inf  p(y) <p,, = sup py) <p,, = inf p*(y)
yEBR(x)ﬂQ yGBR(x)ﬂﬁ yGBR(gc)ﬂQ

Pelo Teorema C.17, temos

)
A i S RE)

< ¢ Jing mx {(Bale) (Bl |

= e a((an

Note que o lado direito se anula exceto se x ¢ um atomo de fi. Em particular, f(z) =0
exceto se x é um atomo de 7. Mas, da igualdade (2.22), os atomos de v e T sdo 0s mesmo.
Conclufmos entdo que f(z) = 0 é uma funcio em LY(Q\ {z,},es,df). Entdo 7 = 0 em
Q\ {z;}jer. Entdo 7 =0.

Por ultimo, mostremos que as integrais de p e v satisfazem
@ < " max @ )7 |

Com efeito, pela desigualdade (2.1) e Teorema 1.1 temos

[
Q

P@dy < C* max{|| Vw2,

pT}
.
2]
P1
)

< (C"max (/|an|p(r)dx> </ |an|p(x)dx) "
Q Q

Fazendo n — 0 segue-se a desigualdade.

|Vw,
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Capitulo 3

Existéncia de solucao para um

problema envolvendo o p(z)-Laplaciano

Neste capitulo iremos aplicar o Principio de Concentragao e Compacidade (Teorema
2.1) para resolver um problema envolvendo o p(z)-Laplaciano com crescimento critico.

Este problema foi estudado por Fu em [17].

3.1 O Problema envolvendo o p(x)-Laplaciano com cres-
cimento critico

Consideremos o seguinte problema

{ —div(a(x)|VuP@=2Vu) + b(2)|u|P@2u = c(z)|ulP" @ 2u + N\ f(z,u), z€Q; (3.1)
u =0, x € 0N
Onde:
e QO C RY ¢ um dominio limitado;
o 0<ap<a(r)eL>®N)
o 0<by<b(x)e L*(Q)
o 0<co<c(r) e L>*Q)
o« V(@) =
e p(z) é uma fungao lipschitziana em € satisfazendo
L<p<p(x)<ps <N (3.2)
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Uma solugao fraca de (3.1) é uma funcéo u € Wol’p(x)(Q) tal que
/ a(z)|VulP@2VuV ¢ + b(z)|ulP ™ 2updr = / c(@)|[ulP" D 2up + \f (x, u)pdz,
Q Q

para toda ¢ € I/VO1 P (x)(Q). Para estudar a existéncia de solucao para este problema, vamos

impor algumas condigoes sobre f:

(H1) f € C(QxR), f(x,t) >0 em Qy x (0,+00) para algum aberto ndo vazio Q) C Q e
f(z,t) =0 para todo z € Q et <0.

(H2) |f(z,t)| < C1 4+ Colt|*™®), o € C(Q) com @ = infeqla(x) — p(z) +1] > 0ea =

inf,eq[p*(z) — a(z) — 1] > 0. Onde C; e C; sao constantes positivas.

(H3) |f(z, )] < Cy + Colt|®®@, B € P(Q) com 0 < B(x) e b = inf,eqp(z) — B(z) — 1] > 0.

Onde CN’l e 6’2 sao constantes positivas.

Seja

me—/ U0, Gy 4 U0 o) A2 or@) e wyd,

x) @) p*(x)
F(z,u) / f(z,t)d (3.3)
K(u) —/ F(x,u)dz.
Q
Os pontos criticos de .J, isto é

0 = J()(®) (3.4)
0 = / a(z)|VulP@2VuV ¢ + b(z) [ulP' D 2u¢ — c(z)|ul"" @ 2up — Af(x, u)pdx
0

para todo ¢ € W, (x)(Q), sao solugoes fracas do problema (3.1). Vamos considerar
apenas a existéncia de pontos criticos nao triviais de J(u). Para isso vamos investigar
uma condi¢do de compacidade para o problema (3.1).

3.2 Condicao de compacidade

O Teorema seguinte garante que, sobre certas condi¢oes, uma sequéncia {u,} €

WP (m)(Q) possui subsequéncia convergindo para uma solugao (fraca) de (3.1).
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Teorema 3.1 Supondo que as condi¢oes do Teorema 2.1 sao satisfeitas. Supondo ainda
que f € C(Q x R) satisfaz (H1) e (H2) (ou (H3)). Entdo para toda sequéncia {u,} C
Wol’p(m)(Q) tal que J'(u,) — 0 em WP @(Q) quando n — oo, existe Cy > 0 tal que,
sempre que c(x) < Cy, {u,} possui uma subsequéncia convergindo para uma solugcdo de

(3.1).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1, existe u € Wi ™ (Q), p, v € M(Q) e uma sequéncia

{x;};es em Q tal que

u, — u em LPP(Q) (3.6)
U, — u Q.. em ) (3.7)
un|"@ = @ 4 Z vjb,, em M(Q) (3.8)
jeJ
[V, ["®) 5 = [ Vul @ > "6, + 7 em M(Q) (3.9)
jeJ
Py Pf
Vj S C* max M;l ’M;Q (310)

Agora vamos provar este teorema em 4 passos.

Passo 1. p({z;}) = v({z;}) = 0, para todo j € J. Note que é suficiente provar
que qualquer que seja x € Q existe ro > 0 tal que u({z;}) = v({z;}) = 0, para todos
z; € B.(x)N Q para r < ry. Para qualquer = € Q, como p é Lipschitziana, existe 7 tal
que

Poy = inf  _p(y) <pe,= sup ply) <p,, = inf p(y)<p,= sup p(YB.11)
y€ B, (z)NQ yEBr(z)NQ yE By (z)NS2 YEBy(z)NQ

para r = 79. E claro que a desigualdade (3.11) também ¢é valida para r < 7. Para todo

e > 0, considere ¢.(z) = (=), z € Q, onde ¢ € CF°(RY), 0 < ¢ <1, p =1 em B (0)

e ¢ =0em Q\ By(0). Desde que J'(u,) — 0 em W@ (Q) e {p.u,} é uma sequéncia

limitada em W, "™ (), temos

J () ety = 0,(1)
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assim

/Qa(:c)|Vun|p(x)ZVunV(gzﬁEun)da: + /Qb(x)\un\p(w)Qungbsund:c
= /Qc(x)|un|p*(”“)_2un¢eundx—|— /\/Qf(x,un)gbeundx +o(1)
usando a condigao de crescimento (H2), temos
ao /Q |V, [P 2V, V (et ) d + /Q b() | un [P Py peunda
< /Q |t [P podaz + )\/Q@(Cl\un\ + Cy|u, )@+ dz (3.12)

e entao:

lim sup aq / |V, [P 72N 0, V (et ) de + b(2) |1 [P 20 o, da
0

n—oo

Slimsupcl/ |u,
Q

n—oo

P (@) da —|—1imsup>\/ D= (Ct[tn| + Colun )@ dz (3.13)
Q

n—oo

onde ¢; = sup,.q ¢(z). Vamos analisar o comportamento de cada parcela da desigualdade

(3.13). Note que, da convergéncia (3.9),

n—o0

lim sup / |Vu, |p(x)_2VunV(¢gun)d:U
Q

—limsup/ |Vun\p(’”)¢€dx+limsup/ |V, P2V, V dou,de
Q Q

n—oo n—00

:/¢5dy+limsup/ |Vt |92V, Vo da.
Q Q

n—oo

Por outro lado, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), temos:

lim b(x)|un|p($)_2un¢5undx:/b(x)|u|p("”)qb5dac
Q

n—oo

i A [ 6(Cafunl + Calun ¥ o = X [ 6.(Cilul + Colu)*)¥1do
Q Q

n—oo

De (3.8):

lim cl/ |, [P g dr = 61/¢gd1/.
n—00 Q Q

Assim, usando estas convergéncias na desigualdade (3.13) obtemos

a0/¢€du+limsup/ \Vun]p(m)ZVunV¢€undx+/b(m)]u\p(x)@daﬁ
a 0 0

n—o0

gcl/gzﬁader)\/¢5(Cl|u|—|—02|u|)a(m)+ldx.
Q Q
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Fazendo € — 0, como ¢. — X{4;}, temos que

iy [ 6. = yotas) = s, iy [ 6. = vy0(a3) = v,

lim/ b(w)|ulP " pdr = 0 = lim)\/ ¢-(Cilu| + Calul)*@* dz.
e=0 Jq e—0 Q

Com estas convergéncias e pelo Teorema C.18, concluimos que

p(fei}) < Cv({z;}) ou py < Cyy (3.14)

onde C' = Z—; De maneira analoga obtém-se o mesmo resultado se f satisfaz (H3).

Supondo agora que p({z;}) > 0 para algum j, como {u,} é limitada em Wol’p(x)(Q), seja
M uma constante tal que / |V, [P de < M < +oo, para todo n. Se u({x;}) > 1, entdo
Q

Py Pzy Py
max (M;’“ ,pj”) = ,u;ml . Assim, das desigualdades (3.10) e (3.14) segue que

x
Pag Py

vy < < CH (O

e portanto
1 B
T2
vi 2 | —
C’(Cﬁk)p;}2
Analogamente, se pu({z;}) < 1 temos
1
1 s
Viz | = 1
C(C*)rn

Mas por (3.10), temos que

Pxzgy

S @) Y (O ) <3 u{a)) < M,

n({z;})21 n({z;})<1 jer

c

de modo que, se C' = ~L for suficientemente pequeno a desigualdade acima nao ocorreré,
ag

o que é uma contradi¢do. Assim, existe um Cj tal que se ¢(x) < Cj teremos pu({z;}) =

v({z;}) = 0, para todo j.

Passo 2. Se K’ é um subconjunto compacto de €2, entao

u, —u, em [P O(K'),
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quando n — oo. De fato, seja K! = {z € Q; d(z, K’') < ¢}. Escolhendo ¢ € C§°(Q2) tal
que 0 <9y <1,¢9v=1em K’% e 1 = 0 sobre Q \ K. Entao, como xx < 9 < xq, temos

|un|p*(x)d96§/ Ylun p*(z)dx§/|un|p*(z)dx.
K’ K’ 0

De 3.8, segue que

limsup/ |un|p*(x)dx§/z/1dy:/w]u
n—oo  JK/ Q 0

Assim, fazendo € — 0, como

p*(x)d:cg/ ulP" @ d.
K,

/7
€

XKé|“|p*(z) — xx/|ul" @ qs. em Q,

p*(w)| < |u p*(z) c Ll(Q),

X rez |u
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), temos que

lim |u|p*(x)da::/ |ulP" @ d,

e—0 K!

e entao

@

lim sup |un|p*(x)dm§/ |u
K K

n—oo

Por outro lado, da convergéncia (3.7) e pelo Lema de Fatou (C.8), temos que

/ lu[P"@dz < lim inf/ |t [P .

, n—00 ,

Logo
lim |t [P d < lulP" @ d. (3.15)
n—00 [ p K

De 3.7 e 3.15, temos que

23 (|ulP" @ 4 | [P @ — |y — u, [P @) — 222 P @) s, em Q.

E como |u — u,|P"® < 272 (JulP"®) + |u, [P"*)), pelo Lema de Fatou (C.8)

n—o0

/ Pt |y [P @y < liminf/ 22 (|ufP" @) 4 |, [P7@)) — |y — [P
/ K/

< / 2P [P @ — limsup [ |u — u,|P" @da,
’ n—00

de onde concluimos que

limsup/ lu — u, [P @dz <0,

n—oo
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e portanto

lim [ |u—u,[P"@dz = 0.
n—o00 K’

Assim, pelo Teorema 1.7, temos que

|t — u||pe ir — 0,

como queriamos demonstrar.
Passo 3. Vu, — Vu q.s. em Q, quando n — co.

Seja K um compacto de €. Dividimos K em duas partes
Ki={reQ; px)>2} e Ky={reQ; plx) <2}

Escolhendo ¢ € C§°(Q2) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 em K, e usando a desigualdade de
Simon (Teorema C.19)

0 < / a(2)(|Vu, PP 2Vu,, — |[VulP®2Vu)(Vu, — Vu)dz
K

< / a(2) (| Va2V, — Va2V (4, — w) bl
Q

< / a(2)|Vu, PP b — a(z) |V, PP (Vu, - Vu)g +
0
a(z)|VulP®2(Vu - V(u — uy,))odz. (3.16)

Como J'(uy) — 0 em Wy 7' ®(Q), entdo
J (up)pu — 0. (3.17)
E como {¢u,} ¢ limitada em W, "™ (), temos

| (un)punl < 1T () =100 @) |0t |1 ()
< R (un)ll -1 @) — 0,
Assim
J (un)du, — 0. (3.18)

quando n — 0. Assim, de (3.17) e (3.18) temos que J'(u,)(u, —u)¢ — 0, e portanto

J/(un)(un —u)p =o(1),
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onde o(1) — 0 quando n — 0. Isto é:
/ a(2)|Vu, P ¢ + a(z) |V, P72 (Vuy, - Vo) (u, —u) — a(x)| Vi, [P 2(Vu, - Vu) o+
Q
b(x)’un’p(x)_Qun<un - u)¢ + C(x)’un’p*(x)_zun(u - un)¢ + >‘¢f(xa un)(u - un)dx = O<1)9

Somando / a(z)|VulP®~2(Vu - (V(u — u,))¢dz a ambos os lados da igualdade acima e
Q
usando a desigualdade (3.16), segue que:

0< / a(2)(| Vi, PP 2V, — |[VulP@2Vu)V (u, —u)dx
K
< / () [Vt D2 (Tt - V) (1 — 1) + a(2) [ VD2V - (V1 — 1))+
Q

b() |t [P 2 (1 — ) + (@)t [P @2, (uy — w)

Ao f(x,up)(u, —u)dxr 4+ o(1). (3.19)

Por outro lado, das imersoes continuas de Sobolev (Teorema 1.10), segue que {u,} ¢é

limitada em LP"@)(Q). Se f satisfaz (H2) temos que
_p*(@) *(2)
/ f(ZL‘, un)pf(x)_ldx < /(01 + C’2|un|0‘)p5(w>—1 dx
Q Q
p*(z)
< 03/(1+\un|a)p*<w>ld:c.
Q

Observemos que a funcao

é limitada. Assim
1+ Juy (2)* < K(1+ Jun(2)))*™,  qs. em Q.
Entao
“(z) * (@)
Cs [+ lual)#55de < € [ (4 fual) @5,
Q 0

portanto

/f(:)s,un)f)f@(;czld:v < C/(1+|un|)p*(’”)dx
Q Q

< C <|Q| +/ |un|p*(x)> dr
Q

desde que afx) < p*(x) — 1. Entdo {f(x,u,)} é limitada em L* @ (Q), onde (p*(x)) =

p*(z)
p*(z)—1

. Da convergéncia fraca dada em (3.5) e como
Lu(v) = / o(2) [Vl 2V - (Vo)gda € W, @),
Q
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entao

I,(u,) — I,(u) = 0, quando n — o0, (3.20)

/Q o(2)|Vu

Assim, retomando & desigualdade (3.19) teremos

isto é

P@=27y . V(u, — u)pdr — 0, quando n — 400.

0< / a(z)(| VPP 2Vu, — |[VulP@2Vu)V (u, — u)dz
K

<a + Lu(un) = Lu(u)[+

|V, P2 (Vu, - Vo) (u — uy,)d
K/

b

|1 [P 2, (0 — ) Pl
K/

+ P@=2y (u, — u)ds

|un +

K/

A

¢f($a un)(un - u)dm
K

+o(1).

Onde a; = supa(x), by = supb(x), ¢; = supc(x), e K’ = supp ¢. Pela desigualdade de
e e e
Holder (Teorema 1.4) temos

0< / a(2) (| Vi, |PD 2 Vu, — |VulPD2Vu)V (u, — u)dx
K

<7p (a1||v¢||00,K’|||vun|p($)_1“p’||u - Un”p,K’ + |Iu{un> - Iu(U)H’

bulllen " 1t = el ser + e[ [t = e i)

(p*)
Assim, pelo Passo 2 e pela convergéncia (3.20), concluimos
/ (|Vun PO 2V u, — |Vu|/D2Vu)V (u, — u)dz — 0, quando n — 0.
K

De maneira analoga, tem-se o mesmo resultado se f satisfaz (H3). Entdao em K, temos,

usando a desigualdade de Simon (Teorema C.19) de Holder (1.4),
cp/ 'V, — Vu|/@dz < / (|Vun P2V u, — |Vu|''D2Vu)V (u, — u)dz — 0(3.21)
Kl Kl

quando n — 0. Em K5, novamente pela desigualdade de Simon (Teorema C.19), temos

o [ V= VupOds < [ (V0,20 (Va2 V)T, - V)
K> Ko

2—p(z)
2 dx

> (|Vun\p(’“") + \Vu\p(x))

p(z)

< (T 2V, — (V200 (Y, — Tu))

77K2

BN

2—p(x)

o N

5 .
2-p 7K2
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De (3.21) e do Teorema 1.7, teremos

H((W“n’p(m)*zvun — |Vu[P® =2V u) (Vu, — Vu))p(;

2-p(@), 2 e . .
Como {/(|Vun|p(x) + |VulP@) ) dx} ¢ limitada, da convergéncia acima e do
0

Teorema 1.7, concluimos
/ 'V, — VulP®dz — 0.
K>
E portanto Vu, — Vu em LP®(K), onde
Vu, = Vu q.s. em €.

Passo 4. Agora vamos completar a prova do Teorema 3.1. Dado ¢ € C§°(£2), nos

temos
|f(z,t)6| < (O + Calt|*™)¢ ou (51 + 52\t|6(z))¢ Vx € supp ¢. (3.22)

De (3.5), (1.3), (3.22) e pelo Passo 3 segue que, a menos de subsequéncia, {f(x,u,)¢},
{ |, [P 2 P22y, 6} e {|Vu, [P®2Vu, Vel sio limitadas em L'(Q) e conver-

gem quase sempre em (2. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(C.4), segue que

lim fxunqﬁdx—/fxud)dx

n—oo

im | |u, P20, ¢de = / |u[P@ =2y pda
lim / |ty [P 20, pdx = / |ul?" @ 2ypdr
n—oo 0

lim |Vu P02y, Vodr = / V[P @2V uV ¢da
n—oo Q
Consequentemente, de (3.5) e J'(u,) — 0 em Wy " (Q) temos

/ a(z)|VulP@2VuV ¢ + b(z)|ulP ™ 2up — c(z)|ulP” @ 2up — Mf(z, u)pdz = 0,
Q

Vo € C3°(Q2). E a prova do teorema esta completa. [
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3.3 Existéncia de solucao para o problema envolvendo
o p(z) - laplaciano

Nesta se¢ao vamos provar a existéncia de solu¢ao nao trivial para o problema (3.1). Se-
rao dois resultados, uma envolvendo o crescimento (H2) e outra com o crescimento (H3).
Para estabelecer a existéncia de solugao, noés iremos introduzir as seguintes condig¢oes

adicionais:

(H4) Existe uma funcio u € C1(Q) tal que p*(x) > pu > p(x), I} = infeq[p(z)—p(x)] > 0,
ly = infeeqp*(z) — p(x)] > 0, uF(z,t) < tf(z,t) e fla,t) = ot?™®~1), quando

t— 0T,

(H5) Existe uma func¢do v € P(Q) tal que 1 < v(z) < p(x) e vF(x,t) < tf(z,t) para

x € Q.

Mostremos solugao para o problema (3.1) sob as hipoteses (H1), (H2), e (H4) e em
seguida sob as hipoteses (H1), (H3) e (Hb),

Teorema 3.2 Supondo que f satisfaz (H1), (H2) e (H4). Entao existe Cy tal que, se

c(x) < Cy para todo A > 0, o problema (3.1) possui uma solugao nao trivial.

Demonstragao: Vamos mostrar que o funcional J verifica as duas geometrias do Teo-

rema do Passo da Montanha. De (H4) temos dado £ > 0, existe 0 < § < 1 tal que
F b)) < Sl (3.23)

sempre que 0 < t < d. Por outro lado, para |t| > §, da condi¢ao (H2), temos que existe

A > 0 tal que
|f(z, )] < Alt|*@). (3.24)
Com efeito, para que esta desigualdade ocorra, devemos ter que
[f(z,)] < C) + Coft]*) < AJg]*

ou ainda:

C C
W+C2§5711+02gf1
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Assim, para A > 5%11 + Cy, a desigualdade (3.24) ocorre. Logo combinando esta

desigualdade e a desigualdade (3.23), temos que
Fla )] < SO+ Al (3.25)

Por outro lado note que, como p(z) —1 < a(x) < p*(x) — 1, entdo existe s = s(x) € (0,1)
tal que a(z) = s(p(x) — 1) + (1 — s)(p*(x) — 1) e dai, usando a desigualdade de Young
(Teorema 2.1),

A|t|a($) — g%|t|s p(z)—1) |t| (1=9)(p" (z)—1)

1

§|t|p(m>—1 AT e

IN

o~
—s

fazendo & = %, obtemos

Alt® < S|P 4 O(e)

e substituindo esta desigualdade em (3.25) segue que
[f (@, )] < et 4 Oe) e

e por integracao

|[F(x,t)] < et + C(e)

Portanto
Ju) = / U upte + XDt ]fffj)w AF(a,u)de
> [ﬂvmﬂmm+u—/}ﬁp "y —

A/dW@+C@Wme
Q

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno tal que

b
)\e/ uP®dz < —O/ [P dz:
Q P2 Ja

> @/ \Vu\P@)da:—C/ |ulP" @ d, (3.26)
P2 Jo Q

Entao

onde C'= =L + C(e).

Das imersoes continuas (Teorema 1.10) e da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11),
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temos que ||ul|,» < C||Vul|,. Se || Vul|, é suficientemente pequeno de modo que | Vu/|, <1

e C||Vull, < 1, entdo [jull,» < 1. Para cada z € Q, como p € C(Q) e satisfaz (3.2),

podemos tomar Qr(z) = {y = (y",v* ....,y"); [y’ —2'| < R,i =1,..., N} tal que |p(y) —
p(z)| < &, sempre que y € Qr(x) N Q. Escolhendo e = 1(p*(z) — p(x)), teremos

Pz = sup  p(y) <p, = inf _
yeQr(z)NQ YEQR(z)NQ

Note que {Qr(z)},c5 ¢ uma cobertura por abertos de 2. Como Q é compacto, pelo Teo-
rema de Borel - Lebesgue (C.21), podemos extrair uma subcobertura finita {Qg(z;)}",
de Q. Se Qgr(x;) ¢ Q, definimos u = 0 sobre Qr(z;) \ Q e entdo as imersdes continuas e
compactas (Teorema 1.10) continuam vélidas para u € W, * (‘T)(Q) sobre Qg(z;). Podemos
considerar todos os hiperplanos que contenham pelo menos uma hipersuperficie de Qg(z;)
sobre ele. Dividimos entéo |J;*; Qr(x;) em finitos hipercubos {Q;}7_, que nao possuem

pontos comuns (isto ¢, Q; N Q; = {0}, se j # i). E claro que Q C U}]=1Q_j e para cada

@; existe pelo menos um Qg(x;) tal que Q; € Qgr(x;). Desde que [[uly-g,n0 < 1, do

Teorema 1.1 e da imersdo continua W,” (=) (Q) — LP"@)(Q) (Teorema 1.10), temos que

ol
QjﬂQ

onde p}; = infyc,nqp*(z). Da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11) temos

*
Pj1

P dr < lull,lg,00 < (Cllullipg,ne)™, (3.27)

[ullYh0,n0 < (C+ 12 Vullpd no

onde pjo = SUP,cq,no P(2). Do Teorema 1.1, como [[Vull,q;na < 1, segue que

IVl < [ [VuPs
N

Q;NQ

e portanto

(C + 1)pj2 HU| llof;,Qij < / |VU|‘D( )dz. (328)
n

J

De (3.27) e (3.28) temos

%o |Vu|p(x)dx—0/

P@dy > Cylull? o, ng — Callully)
P2 Jg,na Q;NQ

17p7Qj N

lu
Como py; > pjo, existe r; tal que
. p*
Cullull .00 — Callull T 0 = Cr > 0, (3.29)
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se [[ull1p,0;n0 =7 e 0 <7 <r;. Escolhendo ||ull,, =10 = 1r<m£1 {r;}, teremos

[l @m0 < llullip =70 <75,

e a desigualdade (3.29) ocorre para todo j = 1,2, ..., J. Entao, de (3.26) e (3.29), temos

ag/ \Vu\p(x)dac—C/ |l @ da
P2 Jg,ne Q;NQ

. pE
(Cullull? 00 = CollullF gym) > 0

que

J(u)

M“

1

<.
Il

>

B

1

.
Il

Mostraremos agora que o funcional J satisfaz a Segunda Geometria do Teorema do

Passo da Montanha (C.3). De (H1) e (H4) temos que

" () " fl,s)
/1 Tds = /1 F(m,s)d
p(z)lnt < InF(z,t)—InF(x,1)

F(z,t)
1 tu(l’) < ’
" = " F(x1)
e portanto
F(x,t) > dyt"®), (3.30)

onde (z,t) € Qp x [0,+00) e d; > 0 é uma constante. Fixado zg € Qg, como u e
p ndo continuas em e da condi¢do (H4), entdo existe 0 < 2R < 1 tal que piz, =

Inf e Byp(a0) H(T) > Pag2 = SUDuep, pn(zo) P(T); Para Bar(z) C Q0. Seja ¢ € C5°(Bar(z0))
tal que ¢ = 1 em Baog(zp), 0 < ¢(z) < 1e |[Vo| < %. Entao, para s > 1 e usado a

desigualdade (3.30),

S = a(m) p(z @3 p(m)_ﬂs
Js0) = [ STt + 2 sl - S0

p(z p(z) sP(@
/ x)s (_) + &WP(JG)CL@ )\/ s“(:”)d1|¢|dx
Ban (o) Cp(z) \R p(x) Ban(zo)
/ PO dx — \d, / s | da
BQR {E()) B2R($0)

(o +€
= / sP(®@) ﬁ+02 COst=01=P®) | dg
Bzr(z0) s

—2—1—02 ask)dac<0

— AF(z, s¢)dx

IN

IA
.
N
E\
2
2
V)
=
&
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se s é suficientemente grande. Onde
Ady IBQR(xO) |¢|#(x)dx
| Bar (o)
e k = flzg1 — Puo2- Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha (C.20), existe uma

sequéncia {u,} € Wy (Q) (PS)e, isto ¢

6:

J(up) = C e J(uy) = 0em Wy '@ (Q).
Mostraremos entéo que {u,} ¢ limitada em W, (x)(Q). De (H4) temos

ple)F(z,t) < tf(z,t)

_AF(z,t) > —)\ﬁ Fa )t
assim,
1
—)\/QF(x,un) > —/\/me(x,un)un.
Entao
a(z) @ 4 @) e _ @) ey L

-/ (]ﬁ _ ﬁ) o) [V P@ da + /Q (1% - ﬁ) () [P d
+ /Q (ﬁ _p*}@) () fun” @ + /Q u(lx) (a(2) [Vt P + b() [P

—c()|un|?” )\f(x un )dx
> lag / Vi, ‘p(x /’ n’p )iy + lico /| P*(@) gy
H2D2
+/a(x)|Vun|p(z)_2VunV( Un >—|—b( )|un|p‘c—2un Un
Q p(r) ()
*(g)— Up () 2
— ()|t [P @20, " —)\f(a:,un) “dx —|—/ |V, P9~ 2u, Vu, V pd
p(r) M( ) 2(z)
= llao/]Vun\p(I)daH—ﬂ/] 2y —i— hco /! Pr@) gy
HapP2 Ja
+J' (uy,) [ —i—/ alz )\V P@) =2y, Vu, Vud
() 12 ()
> hiao / |V, [P@ da lbo dg;+ hico /| P (@) g
Hap2
U, _a M
A () | | - / [Tty ) 1|un|dz (3:31)
1p

onde fi = infyeq (7)), p1 = SUpPeq (), M = sup,cq [Vu(z)].

Vamos agora obter estimativas para as duas ultimas parcelas da desigualdade acima.
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Notemos que

p < p
|u
||u:1||p |t ]

e portanto

un O\ P(®) u p(x)
o \ Enle o \luallp

H1
assim, pelo Teorema 1.1, segue que

Un
K < 1
llun llp -
H1 P
w
ol M1
Analogamente, temos que
[un ||V
p? ||
Witalle = [l ],

e entao

Unz,u U p(.’l?)
/ M“— dr < / (—n> dr < 1.
o | Munle o \unllp

I

E novamente pelo Teorema 1.1, segue que

Up Vb
22
Mun|lp S 1
ui »
1 u M M
. (_) =%V < Slually < S5 llualli
YAl H » 1 K

Com um raciocinio analogo obtemos também

Hvun < [Vl
Bl M1
E assim, teremos
n 1 Vu,
FEL - G
B H ol
< uv (l) Vu,
K7y By
M Vu,
e My, o 19l
My M1

23

(3.32)

(3.33)



Entao, usando as desigualdades (3.32) e (3.33) segue que

A7)

E ainda, usando a Desigualdade de Young (C.1) para a = £,"% |Vu,|[P®1 e g =
1—p(=z)
e,"" |y, temos:

M +
< ———|tn1,p- (3.34)

p Nl

Un,

L

Unp,

!

1Lp

1 —p(z)
[ 1wl s < / PO =110, o) 4 L, [P
Q Q p(:z:) p(@
< /|Vun|p
Escolhendo £, < 1 suficientemente pequeno tal que
alM CLlM e < lla(]
2 :
pop2—1" " 2pps
assim
M M M P2
- /IVunl”(x)‘1|un|dx > AR /|vun|1’ dm—al 51 /|u P g
K1 Jao :U’l D2
l M 1—p2
p— /|vunyp d:c—al 1 /\ W [P@da. (3.35)
2p12p2

Usando a Desigualdade de Young (C.1) novamente para 0 < 5 < 1, @ = €} e |, [P®)
_ p(x)
B=e," ep= p(( K obtemos

J < [ 2 (< )>

p(z)

como % 5(1 P <1, temos que

/|un|p(x)d:c < —52/\u

1—p2 M
a M g} /|u e Ody < a12 61
ﬂl Hy o p1

p(x)

p* (‘x> _ p(l’) 62?%)*17*(1) d[L’,

p*(x)

p* () +

Vdz 4 ||

1—
CL1M &1 b2

— 1

1

Escolhendo 9 < 1 suficientemente pequeno tal que

1—p
CL1M81 2p25 < lQCo

T C2 *
W opp 24125
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segue que

Mey ™ l
e /]un]p dr > — 2% /\un|P @ dx — K[Q). (3.36)
w3 2p19p3

Assim, substituindo a desigualdade (3.36) em (3.35), concluimos que

CL1M
- 2

/ |V, [P, |da >
0

z z *
_ o /\vunwdx—ii/\um @z — K10 (3.37)
2u2p2 Jo 2p2p5 Jo

Finalmente, usando as estimativas (3.34) e (3.37) em (3.31), concluimos que

l [1b {
Ty, > A% / V[P 4 220 / i, [Pz 4 10 /
22p2 Jo HaP2 Jo 2 H2Ds

M+M1
1T () -1, 1o — 12
i

e portanto

l1a0 z M+[1,1
J(un) 2 3 /IVunl”( Jda — 1T (un) =1 ln I, — K1 (3.38)
H2p2 Jo /l1

Se |[Vu,|l, < 1 da desigualdade de Poincaré, é imediato que {u,} é limitada em
Wy )(Q). Entdo precisamos considerar apenas o caso em que V|, > 1. Assim, se

|Vuy|l, > 1, pelo Teorema 1.1 e da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11), temos
[unllrp < KillVunlly, < Kil|Vunll7' < Kipp([Vun|)
e portanto
lanlhin < Ko /Q VP @ (3.39)

Tomando n suficientemente grande de modo que

liag

M +
BT ()| 1 <

K )
,Ul 4#2172

(3.40)

entdo, combinando as desigualdades (3.39) e (3.40) e substituindo em (3.38), segue que

Liag

J(up) >

> / |V, [P@) dz — C|Q.
dpspe Jo
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Tendo em vista que J(u,) — C, temos que { [, |V, [P)dz} ¢ limitada e da desigualdade
3.39, {u,} ¢ limitada em W,* (m)(Q). E pelo Teorema 3.1 completamos a prova deste
resultado.

Teorema 3.3 Suponha que f satisfaga (H1), (H3) e (H5). Entao existe Cy e A > 0 tais

que se c(x) < Cy e A € (0,A), o problema (3.1) possui solugao nao trivial.

Demonstragao: Mostremos que o funcional J satisfaz as geometrias do Teorema do

Passo da Montanha (C.20). De (H3), temos

|F ()] < Cult] + Coft @

J(u) = /Q U] Gyppte) 4 D)

p(z) p(x)
a b c
> /—0|Vu|p($) 4+ B0 _ ey,
Q P2 D2 D1

u[P@) — %WP’*(”J) — \F(z,u)dx
p*(x

@ ) (6’1|u| + 52|u|ﬁ<x>+1) dr (3.41)

Procedendo de maneira anéloga ao Teorema 3.2, tomando os hipercubos {Q); }3-]:1 dois
a dois disjuntos e  C U;le Q_J Em @, temos
pje= sup p(xr) <pj inf p*(z)
z€Q;N zeQ;NN

Entao existe ry > 0 tal que

%o p(z) “ p*(x)

— [ |Vu|"""de — — | |u|” dz > C,y >0 (3.42)

b2 Ja D1 Ja
se ||ull1, = ro < 1. Por outro lado, usando a Desigualdade de Holder (1.4) temos

| tukde < Clullxal < Clel, (3.43)
E ainda, se |u(z)| <1 entdo
Ju(@)"OH <1< 1+ Ju(@)].

Se |u(z)| > 1, como por (H3) temos que 5(z) + 1 < p(x), entao

[u(@)POH < Ju(2) ) < Ju(a) P + 1.
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Assim [u(z)[P@* < Ju(z)[P®) + 1 q.s. em ©, portanto

/Q\ulﬁ(“’”)“dx < /Q(l—i-\u(a:)|p(x))da:
19 + [Jull?) (3.44)

N

Combinando as desigualdades (3.43) e (3.44) temos
A [ Colul+ Calul O 2 ~XGClully + Calf + Calul) (3.45)
Q
Assim, substituindo as estimativas (3.42) e (3.45) em (3.41) obtemos

J(u)

v

Cry = MCiCllull1p + ol + CollulT,)

> Cpy — MC1ClJull1p + ol + Corft)

Entao, tomando A suficientemente pequeno temos

C,

J(u) > >0

sempre que A € (0,A), mostrando que J satisfaz a primeira geometria do Teorema do
Passo da Montanha. (C.2).

Verifiquemos que J satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha
(C.3). Com efeito, fixado z¢ € €, como p é continua em 2, existe 0 < 2R < 1 tal que

Pyo1 =  inf p*(x) > prye = sup  p(x),

z€BaR (o) z€Bar(z0)

para Bag(xg) C Q. Seja ¢ € C5°(Bar(xo)) tal que ¢ =1 se x € Bog(xg), 0 < p(z) <1le

|V¢| < +. Entdo, para s > 1

s = [N ormp@ o M) e O e @)\ pre sh)de
Hso) = [ ST+ T solr) = Sfso )~ AP(z.s0)d
1 Co

p(z)
< C sP(@) (—) + s"@dy — —spzol/ [z
Bar(wo) R P2 Ban(xo)
1 ~ .
= / <C’ ( + 1) — C’spzol_p(x)) dz
Bag(z0)sP(®) Rp2
1 -
< / <C(——|—1>—Csl>dx<0
Bag(z0)sP(®) Rp2

se s é suficientemente grande,

P (@) Jp

~ Co fBQR(:EO) |¢ p*(z) dx
=
p2| Bar(z0)|

o7



el =pi1— Pr2 > 0.
Por fim, mostraremos agora que se {u,} é uma sequéncia em W,? (m)(Q) tal que
J(up) — C e J'(u,) = 0 em WP @(Q) quando n — oo, entdo {u,} ¢ limitada em

W17 () (Q). Escolhendo p € C1(Q) tal que

() < plz) < p'(z)
b= mffu(z) —p(z)] >0
ly = mf[ “(z) = p(x)] >0

wt
Por (H5) temos que
Fla.t) < ﬁf(x,t),
J(ug) = /Q Zgg|vun|ﬁ<w>+28| 1 [P — ]%|un|p*($)—>\F(x,un)dx
- [ ﬁ_ﬁ) o) [V P d + p(x) ﬁ) () fun [P dc

) () |V, [P @ de + )|V [P@) + b(z) |, [P

" (ﬁ  p(a)
el = Ao + [ (o

QM

M - i) £ (@t unda

> l1ao/|vun|p(:c /| |p dx+ /| x)dx
H2P2 Jq H2P2
u
+/ VY, |P® QVunV( >+b unpx—zun_”
A a(x)|Vuy| () ()] unl )
—c(x)|u, p*(”)_Qun& — Mz, uy, n_ dx+/ _a(:z:) Vu, p(’”)_zunVunVudx
T AT R Al
1 1
—i-/\/ (— — —) T, Uy )Updx
o \u(z)  v(v) 4 )
- llao/ V[P 4 100 @) gy 4 110 P)
H2P2 Jq H2P2
Up, aM N
ST TS ) /qun|p() o ld
1,p Q

) /Q (ﬁ+ﬁ) F (s ) unda

28



Procedendo como no Teorema 3.2, supondo que ||ul|;, > 1 temos que

liag l1bg
4p19po 22

Y /Q (ﬁ +ﬁ) £, ) unde

[ l1b
110 /|Vun\p(’“")dx+ . /\un\p(x)dm - C1Q
dpope Jo H2p2 Jo

_oa / (o] + Coo iy [P0+ (3.46)
Q

J ()

/ |V, |P@dz + / [P @ dx — C|Q|
Q Q

v

1

Dado 0 < €; < 1, usando a desigualdade de Young (Teorema C.1) para o = £/ |u,],
1

B=¢e,"" ep=p(x) temos que

gllun(x)‘p(x) =) p(z) —1
Up ()| < ———— 4+, " —— q.s. em
R )
e assim
/]un]d:c < /(al\un\p(x)+€fp(”>>dx
Q Q
< [l + Kol (3.47)
Q

Dado 0 < g5 < 1, usando novamente a desigualdade de Young (Teorema C.1) para a =
p(z)—1 _ B(z)+1

g7 |u,[P@H e =g, ' ep= Bfg}rl cujo expoente conjugado é ¢ = m,
assim temos
B(z)+1
|t (2)|P@H < o lup (2)|P@) 4+ e s, em Q
e portanto
Bx)+1
/ | P @+ < / (@]unl‘”(m) - 52’““”)“”(1)) dx
Q Q
< [ sl + Kol (3.48)
Q
Escolhendo £ e €9 suficientemente pequeno tais que
~ ;b ~ [1b
2)\0151 < L0 € 2)\0282 < 10
2192 2p12p2
Logo, temos em (3.47) e (3.47)
—2)\5*1/ uplde > —zxélgl/ i P d — R0
Q Q
l1bo @ gy — I
> — |un [P dr — K49 (3.49)
2p2p2 Jo

29



-aAég/ﬁuAMMde > -aAéﬁg/ﬂuaﬂﬂdﬂ—ﬁgwu
Q Q

{1bo
24122

> /mm@m—Kﬂn (3.50)
Q

Portanto, usando as desigualdades (3.49) e (3.50) em (3.46), obtemos

liag

J(un) >
( ) 41192

/wmmm—w+m+&mu
Q

e de maneira andloga ao Teorema 3.2, temos que {u,} ¢ limitada em Wy *™(Q) e pelo

Teorema 3.1, o problema (3.1) possui uma solu¢ao nao trivial para A € (0, A).
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Apéndice A
Regularidade do funcional associado

Neste capitulo mostraremos que o funcional associado ao problema 3.1, isto é
b
T(u) = / UL) |G ) gy +/ b@) ) g — / C*(f‘?) "
o p(x) o p(z) o p*(z)
com f satisfazendo as hipoteses (H1)e (H2) (ou (H3)) é de classe C(Wy"™) (), R). Para

P@) _\NF(x, u)dz,

isso, vamos considerar os funcionais

u) = _a(:c) ulP®@ dy
i) /Qp(x)lv e
w) = _b(x) ulP® dg
Ja{w) /Qp(l‘)‘ e,
) = c(x) 7@ g
Ja{w) /Qp*(w)| I

Deste modo temos que
J(u) = Ji(u) + Jo(u) — J3(u) — AK (u)

e para mostrar que J é de classe C! devemos verificar que os funcionais .J;, Jo, J3 e K sao
de classe C'. Mas a regularidade dos funcionais J;, J> e Js é conhecida e segue o mesmo
argumento do caso em que p(z) = p é constante. Por isso dedicaremos o estudo apenas

ao funcional K.

Lema A.1 Suponha que f satisfaca (H1) e (H2) (ou (H3)). Entio K(u) € diferencidvel
em Wol’p(m)(Q) com

K'(u)¢ = /Qf(x,u)gbdx, Vo € Wol’p(x)(Q).
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Demonstragao:

Derivada de Geateaux. Para todo ¢ € W, "™ (Q) temos

DK (w6 = lim KA+ K@) _ o Jo Flaut t0) - Fle,wde,

t—0 t t—0 t

Pondo G(s) = F(x,u + st¢), pelo Teorema do Valor Médio, temos

G(1) - GO) = G'(\), Ae(0,1)

F(m,u+tqi)—F<x7“) = f(z,u+ Xto)o.

Assim:
DK(u)p = 11m/ flz,u+ Mo)pda. (A.1)
Por outro lado, da continuidade de f, temos que
flz,u+ Mo)p — f(z,u)p, quandot — 0. (A.2)
Além disso, supondo que f satisfaga (H2), entao

f(z,u+ M) < Ci+ Colu+ Atg|*™
< Ci+ Cy(ful + |o)*® e LY (), (A.3)

desde que [t| < 1 e u, ¢ € WyP™(Q) ¢ L°®)(Q). Entdo, de A2, A.3 e do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), segue que

ing | fau Moyode = [ fla,w)ods

tendo em vista a igualdade A.1

u)p = /Q [ (@, u)oda

Continuidade da derivada de Geateaux. Seja {u,} C W "™ (Q) e u € W™ (Q)
tais que

Uy — u, em WoP™(Q).
Temos que

DK (un)¢ — DK (u)| = (f(fC un) — fl2,u))pdx

IA

/|f 2, u) — £, )| |¢ldz.



Como

p* () p*(z)

(@, un) = f,w)|[ DT < (Ch 4 Colug|*™ + Cy 4 Colul ™)) 7=

IN

_pr(@) alz) 2@

IN

< OO Jun )™ + O+ [uly"
desde que a(z) < p*(x) — 1. Assim, como u,,u € Wol’p(x)(Q) C LP"®)(Q), temos que
P*(1> *
() — (e, w) € LESA(Q) e 6] € 17O(Q), (A4)

entao, pela Desigualdade de Holder (Teorema 1.4), segue que

DK (un)¢ — DK (u)d| < rpllf(2,un) — f(2,w)ll ey 1]l
Da imersdo continua W™ (Q) < LP"@(Q) (Teorema 1.10)
DK (un)¢ — DK (u)| < || f(z, un) — f(z, u)l| oy S]1,
logo
IDK (un)p — DK (u)o|| < C||f (2, un) = f(2, )| gry- (A.5)

1 .
Por outro lado, como u, — u em W,"” (gﬁ)(Q), do Teorema 1.3, a menos de subsequéncia,

U, — u q.s. em §) e portanto
*(x)
|f(x,u,) — f(:v,u)|ﬂf<x)—1 —0 q.s. em {, (A.6)

Assim, de A.4 - A.6 e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), segue
que

DK (un)¢ — DK (u)¢|| < C|lf(z,un) — f(z,u)]

) — 0

Mostrado a continuidade do operador DK, entao, pelo teorema C.22; segue o resul-

tado. Analogamente, o resultado continua valido se f satisfaz (H1) e (H2). |
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Apéndice B
Revisao sobre medidas de Radon

Aqui neste capitulo faremos uma breve revisao sobre o espaco das Medidas de Radon,
explicando as identificagoes e convergéncias que ocorrem neste espaco.
Seja 2 um aberto limitado do RY com a medida de Lebesgue. Considere o espaco

E = (C(f2) com a norma

[ulloo = sup [u(z)].
e

Denotaremos por M(Q) o dual de C(2) (isto &, M(Q) := (C(Q))'), chamado de espaco
das medidas de Radon sobre (2.

Iremos identificar o espaco L'(2) com um subespaco de M(Q). Para isso, considera a
aplicacao

LY(Q) — M(Q)

tal que, para cada u € L'(£2), associamos ao funcional linear T,, € M(Q) dado por

() = /ngzﬁdx, Vo € E = C(Q).

Note que esta aplicacao é linear e isométrica, isto é:

1Tullaey = sup [Tu(@)] = [lullo-
oo <1

Mas esta aplicagao nao é sobrejetora isto é, existem funcionais em M(£2) que ndo podem ser
definidos por nenhuma funcio em L!(2) através desta aplicacio. Com efeito, dado a € Q,

definamos o funcional chamado delta de Dirac concentrado no ponto a, §, : C(2) — R

dado por
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claramente 6, € M(£2) porém sabemos da teoria das distribui¢oes que este funcional nao
pode ser identificado com nenhuma fungao em L'(2).

Além disso, desde que C(£2) é um espaco de Banach separavel, M(Q2) goza de algumas
propriedades importantes da topologia fraca*. De fato, pelo teorema C.12, toda sequéncia

{{tn} limitada em E’ = M(£2) possui subsequéncia {u,, } convergente na topologia fraca*

o(E', E), em simbolos escrevemos
fin, = p em o(E' E)
ou
[, — - em M(Q).
Por outro lado, o item (i) do Teorema C.11 nos fornece uma caracterizagdo para a con-

vergéncia na topologia fraca*, assim:

fn, = o em M(Q) & g1, (¢) = p(9), Vo € E.

Em particular, dado uma sequéncia de funcoes {u,} € L'(€) limitada, como a aplicagio

acima é uma isometria, esta sequéncia define uma sequéncia de funcionais {T,, } C M(2)

que também é limitada. Logo, existe uma subsequéncia {Tunk} tal que

T, () = p(¢) Vo e L

usando a definigao de T, temos

[ e = nio) vo e E.
Q

Assim, uma sequéncia de fungoes em L'(€) pode convergir na topologia fraca* para o
funcional delta de Dirac, por exemplo. Por convencao, usaremos apenas a letra u para

nos referir ao funcional T,. Desta forma, dado u € L!(Q), a menos de identificagao,

u e M(R) e
u(0) = [ uode. ¥o e C@)
Q
Consideremos por exemplo uma sequéncia {u,} C L'(Q) de modo que, para alguma

u € L'(€) tenhamos, a menos de identificagdo,
Uy, — u em M(Q).
Pelo item (i) do Teorema C.11,
u, () = u(g), Vo€ C(Q) < /Qunqzﬁdx — /ngbdx, Vo € C(Q).

Para justificar o termo "medidas"temos o
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Teorema B.1 (Representagao de Riesz) Seja p uma medida de Radon em §Q (isto €,
1 € M(Q)). Entdo existe uma tinica medida de Borel com sinal v (ou seja, uma medida

com sinal definida sobre os conjuntos de Borel de Q) tal que

n(o) = [ o, o)

Este teorema pode ser encontrado em [1], Teorema 4.31.

Por este teorema, dado uma sequéncia de funcionais {u,} C M(Q) e u € M(Q) tais que

pn = pem M(Q) & pa(9) = p(9), Vo € C(Q)

assim, para cada p, e u, existem v, e v medidas de Borel com sinal e para p tais que

fin(6) = /Q bdv, e /Q b

desde modo
. _
fn — p em M(Q) < / odv, — / odv.
Q Q
Por convencao, usaremos novamente o mesmo simbolo para representar funcionais em

M(€2) e suas respectivas medidas de Borel com sinal, de modo que podemos escrever, a

menos de identificacao,

fy = em M(Q) & /ngﬁdun — /ngd,u, Vo € C(Q) (B.1)

em particular, como ¢ = 1 € C(Q), temos que

pn(92) = 1(9).

Por fim, queremos responder a seguinte pergunta: o funcional delta de Dirac d, é identi-
ficado com qual medida com sinal de Borel? E a resposta é a medida de Dirac, dada por,

usando o mesmo simbolo:

L,
0q(A) = :
0, sead A

seac A

para todo conjunto de Borel A. Com efeito, afirmamos que para esta medida de Borel

com sinal temos:
5a(6) = 9(a) = / ods,, o € C(0).
De fato,
/ odd, = odd, + / ddbg,
Q {a} O\ {a}
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como 3,(Q\ {a}) = 0 concluimos que

JLotse= | it = st@p(ia)) = o).

Observacao: Os resultados apresentados acima podem ser generalizado para o espago

C(X), onde X é um espago de Hausdorff compacto. Para maiores detalhes, sugerimos [9].
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Apéndice C
Resultados Utilizados na Dissertacao

Mostraremos os teoremas béasicos utilizados ao longo do texto, indicando onde encon-

trar sua demonstracao.

Teorema C.1 (Desigualdade de Young) Paral < p < 00, q o conjugado de p, e dois

numeros positivos o, [ quaisquer,

P q
aﬂéa—Jrﬁ—
p q

Demonstracao: Veja Young’s Inequality em [9].

Teorema C.2 Se f € uma fungao mensurdvel em RY | ndo-negativa ou integrdvel, tal que

f(z) = g(|z|) para alguma fungao g em (0,00), entdo

fladds =171 [ gloe
RN 0
onde |sV 71| denota a drea de superficie da esfera unitdria em RY.

Demonstracao: Veja [12], Teorema 2.49 e Corolério 2.5.

Teorema C.3 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja {f,} uma sequéncia em

L' tal que

(a’) 0 Z fn Z fn—i—l;vn

(b) sup, [ fodzr < oo Entao f,(x) converge g.s. em Q2 para wm limite finito que denota-

remos por f(z) e f € L' com
/f = lim f
n—oo
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Demonstracao: Veja [!]|, Teorema 4.1.

Teorema C.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f,} uma

sequéncia de funcoes em L' tal que
(a) fo— [ s,
(b) Eziste uma fungdo nao negativa g € L' tal que | f,| < g q.s., para todo n € N.
Entao, f € L' e
/f = lim [ f
n—oo
Demonstracao: Veja [12], Teorema 2.24.

Teorema C.5 Sejam f € C3°(Q) en € C(RY). Entdao nf € Wol’p(m)(Q)

Teorema C.6 Seja pi, up(k = 1,2, ...) medidas de Radon sobre RN . As sequintes afirma-

coes sao equivalentes:

@) Jim [ gdn= [ g vpe o)

(ii) limsup px(K) < p(K), para cada conjunto compacto K C RN e u(U) < liminf 1z (U),
k—o0

k—o00
para cada conjunto aberto U C RY.

(i11) klim ur(B) = u(B), para cada conjunto de Borel limitado B C RN com pu(0B) =0
—00
Demonstracao: Veja [?]|, Teorema 1, pagina 54.

Teorema C.7 Seja f € L}(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < co. Entdo para v € RY q.

s. a funcao y — f(x —y)g(y) € integrdvel sobre RN e definimos

U*m@wzéf@—waw@.

Além disso f* g€ LP(RN) e

1 gllp < [ £l llgllp

Demonstracao: Veja [1], Teorema 4.15.

Teorema C.8 (Lema de Fatou) Se {f,} ¢ uma sequéncia nao negativa em L'. Entio
/(lim inf f,,) < lim inf/fn.
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Demonstracao: Veja [12], Teorema 2.18.

Teorema C.9 Para toda medida p definida em uma o-dlgebra A existem medidas py e fio
tais que = py + W2, onde py € uma medida nao-atomica e o € uma medida puramente
atomica, isto €, formada apenas por datomos. Em particular, no caso em que A € a o-

dlgebra de Borel do RN temos
= p1+ Zﬂjfszj;

jed
onde x; € RN, ;= p({z;}) eje J.
Demonstracao: Veja [11], Teorema 2.1.
Teorema C.10 Seja {x,} uma sequéncia em espago de Banach E. Entdo
(i) x, =z emo(E,E') &< fx, >>< fio > VfeF.
(ii) Se x, — x fortemente, entao x, — x fracamente em o(E, E').
(iii) Se x, — x fracamente em o(E, E"), entdo (||x,||) € limitada e ||z| < liminf ||z,|.
Onde o(E, E') € a topologia fraca em E.
Demonstragao: Veja [!], Proposicao 3.5.
Teorema C.11 Seja E um espago de Banach e {f,} uma sequéncia em E', entao
(i) fu = femo(E E)e< fr>=< f,r>, Vo cE.

(ii) Se f, — f fortemente, entao f, — x fracamente em o(E', (E')").

Se f, — f fracamente em o(E', (E")"), entio f, = f em o(E' E).
(iii) Se f, = f em o(E', E), entio (|| f.||) € limitada e || f| < liminf | f,]|.
Onde o(E', E) € a topologia fraca® sobre E'.
Demonstracao: Veja [1], Proposi¢ao 3.13.

Teorema C.12 Seja E um espago de Banach separdvel e {f,} uma sequéncia limitada

em E*. Entao existe uma subsequéncia { f,, } que converge na topologia topologia o(E', E).

Demonstracao: Veja [!], Corolario 3.30.
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Teorema C.13 Supondo que X € um espaco de Banach separdvel e reflexivo e que f :
M C X — R € diferencidvel o Gateauz sobre o conjunto convexo e fechado M. Entdo se

f € convexo, f € fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente.

Demonstracao: Veja [3], Teorema 7.2.3.

Teorema C.14 (Banach - Alaoglu - Bourbaki) Seja E um espago de Banach. A

bola unitdria fechada

Bp-={f € E% [f| <1}

é compacta na topologia fraco* o(E*, E). Em particular, toda sequéncia limitada possui

uma subsequéncia convergente na topologia fraco* o(E*, E).

Demonstragao: Veja [1]|, Teorema 3.16.

Teorema C.15 (Kakutani) Seja E um espago de Banach. Entdao E ¢ reflexivo se, e
somente se, a bola

Bp={z € E; ||lz| <1}
é fracamente compacto na topologia fraca o(E, E*).

Demonstragao: Veja [1]|, Teorema 3.17.

Teorema C.16 (Radon - Nikodym) Seja v uma medida com sinal o-finita e p uma
medida o-finita definida em uma o-dlgebra (X, X) tais que v << p, isto €, v € absoluta-

mente continua com respeito a . Entdo existe uma funcao f € LY (X, du) tal que

v(A) = / fdp, VACX.
A
e escrevemos dv = fdu.

Demonstracao: Veja [12], Teorema 3.8

Teorema C.17 Seja v uma medida reqular com sinal definido na o-dlgebra de Borel de
RY, e seja dv = fdu a representacio de Radon - Nikodym do Teorema anterior. Entdo

para x € RY p-quase sempre

V(B (x))
flx) =lim ———=
= (B, (@)
Demonstracao: Veja [12]|, Teorema 3.22.
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Teorema C.18 Seja {u,} uma sequéncia limitada em Wol’p(m)(Q), ¢ € C(RN) tal que
0<¢p<le

1, se z € By(0)

¢(r) =
0, se & RN\ B(0).

Dado e >0, z; € Q e ¢.(x) := ¢ (*=2) de modo que Bs.(z;) C Q. Entdo

€

lim [limsup/ \Vun|p(x)_2unVunV¢£d:U =0

e=0 | nooo Jo

Demonstragao: Desde que {u,} C Wol’p(m)(ﬂ) e ¢ € C°(Q), entao
Vi, [P@1 € Li1(Q) e u,Veo. € IPD(Q),

entdo, pela desigualdade de Holder (Teorema 1.4),

/ |V, [P@ 20, Vu, Vo.dr
Q

S/Q\Vun|p(x)1|un\|v¢s!d$ < IVl Ve .
Mas, como {u,} ¢ limitada em Wol’p(x)(Q),

oy ([ [P0 = /Q (V[P 1) gy — /Q VunP@dz < K, ¥neN
Assim, {|||[Vu,|P®~L|,,} é limitada. Entdo, a menos de constante,

< CHunV(bsHp-

/ |V, [P 20, Vu, Vo.dr
Q

Do Teorema 1.1, temos

/|Vun|p(””)_2unVunV¢€dx
Q

< C'max { (/ \unv¢€|p(a:)d:c) P1 | </ ’uanﬁe‘p(x)dx) P2 } . (C.1)
Q Q

Por outro lado, das Imersdes Compactas de Sobolev (Teorema 1.10), a menos de sub-

sequéncia temos que

U, — u, em LP@(Q)

e do Teorema 1.3, a menos de subsequéncia, existe h € L*(€) tal que

up(z) = u(zr) q.s. em Q

\uy ()] < h(z) q.s. em Q.
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Como ¢. € C§°(£2), temos que
|t () [P@ |V e (2) P — |uP@ |V e (x)[P@  q.s. em Q
quando n — oo e
[n () [PV o (2) P < AlR(2)["®) q.s. em Q,

onde A > 0 é tal que |V, (7)™ < A.Entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (C.4), segue que

/|Un(l')|p($)|V¢E<x)|p(l‘)dx_)/|u|p($)|v¢8(w)|p(x)dm
@ Q

Usando essa convergéncia na desigualdade C.1 concluimos que

lim sup
n—0

/ |V, [P@ 20, Vu, Vo.dr
Q

< C'max { </ ’u\p(x)‘Vng’p(x)dx) P ’ (/ ‘u’p(x)yv@lp(x)dw) P2 } .
Q Q

Note que, da imersao continua Wol’p(m)(Q) — LP"@)(Q) (Teorema 1.10) e como ¢. €

Ce (), segue que
'@ € LY5@(Q) e Vo' € Lit (),
entao, da desigualdade de Holder (Teorema 1.4) temos que

[ IPI0pOds < el oy 119689y < el V6
Q P

Assim
lim sup /|Vun]p(x)_2unVunV¢adm
n—0 Q
1 1
< cumax{ (I1vo.P21y) " (1196791 |
Mas

px |V, P) = / (V)55 d = / V.| N da
p Q Q

E é facil ver que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (C.4), temos

lim p (|V¢e|[P@) = lim / V. |Ndr =0
e—0 Q

e—>0 »
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e do Teorema 1.6,

; p(z) —
lim [[[Vo [ x =0

Concluimos entao

lim [lim sup

=0 n—0

/|Vun|p(x)_2unVuanbgda:
Q

|-

De onde segue o resultado.

Teorema C.19 (Desigualdade de Simon) Sejam z,y € RY ¢ (-,-) o produto interno

usual em RY . Entdo

9 _9 Cp’l' - y’pa se p Z 2
(|~ e = |yl "y, —y) = |z — y|?

—, se 1< p<?2
ol + [yl

Demonstragao: Veja [16], Lema A.0.5.

Teorema C.20 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willem) Seja E um espago
de Banach e I € CY(E,R) com I(0) = 0. Suponha que existem o, p > 0 tais que

I(u)>a>0, YuekFE, |ul|=p (C.2)
e existe e € F tal que |le|| > p e
I(e) < 0. (C.3)
Entao, para cada € > 0, existe u. € E tal que
(a) ¢ —2e < I(u.) <c+2¢

(b) 10 (ue)l| < 4e

onde
0 = inf I(~(t
<= infmax (v(2)),
e
I'={y € C([0,1], E); 7(0) =0,7(1) = e}.
Demonstragao: Veja [11]|, Teorema 7.1.

74



Teorema C.21 (Borel - Lebesgue) Seja K C RY compacto (isto ¢, limitado e fe-

chado). Toda cobertura aberta K C J\o, Ax admite uma subcobertura finita K C
Ay UAy, U LA,

Demonstracao: Veja [15], Teorema 23.

Teorema C.22 Sejam E um espago de Banach e I : E — R um funcional tal que I tem

derivada de Gateauz continua em A C E, entao I € C'(E,R) e as derivadas de Geateaux

e Fréchet coincidem.

Demonstracao: Veja ||, Teorema 1.9.
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