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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma extensao do artigo desenvolvido por Noel and Dauvier
(2007), que introduziu uma nova abordagem em Teoria da Resposta ao Item (TRI) na
situacao em que ha variavel resposta continua limitada, com parametros estimados por
maxima verossimilhan¢a conjunta (MVC), mais apropriado para testes de baixa magni-
tude. Em situacao paralela, imagens computacionais normalmente geram grandes bases
de dados e o desenvolvimento ou adequagao de técnicas para grandes bancos de dados tem
sido um desafio cada vez maior. A TRI tem surgido como boa perspectiva para varios
casos em que o tratamento atual é bastante demorado e cujos resultados ainda precisam
ser melhorados, tal como na analise de dados de experimentos microarray, que possibi-
lita a selecao de genes com diferentes niveis de expressao, ou o imageamento funcional
por ressonancia magnética (fMRI), responsavel por determinar areas do cérebro ligadas a
determinadas funcionalidades fisico-intelecto-emocionais. Em ambos os casos o nivel de
atividade pode ser aproximado por uma escala continua limitada cujos parametros deter-
minarao o nivel de atividade de cada microregiao. Assim, este trabalho visa a modelagem
de dados de imagem através da TRI, mas as dimensoes das bases de dados sugerem que
use 0 Método da Maxima Verossimilhanga Marginal (MVM), bem mais atualizado que o
MVC, e ainda nao disponiveis na literatura. Sao apresentados a modelagem matematica
do fenomeno, o processo de estimacao de parametros do modelo por MVM e resultados
de simulagao, e um algoritmo implementado na linguagem de programacao MATLAB. Os
resultados indicam uma perspectiva de alta eficiéncia do método na detecgao de regioes
de atividade cerebral.

Palavras-chave: Teoria da Resposta ao Item. Distribuicao Beta. Méaxima Verossimi-
lhan¢a Marginal.
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Abstract

In this study we present an extension of the article developed by Noel and Dauvier (2007),
which introduced a new approach to the Item Response Theory (IRT) in the situation
where there is limited continuous response variable, with parameters estimated by maxi-
mum likelihood joint (MLJ), more suitable for testing low magnitude. In parallel situation,
computational images usually generate large databases and the development or adapta-
tion of techniques for large databases has been increasingly challenging. The IRT has
emerged as a good prospect for several cases in which the current treatment is very time
consuming and the results still need to be improved, such as the analysis of data from
microarray experiments, enabling the selection of genes with different expression levels, or
functional Magnetic Resonance Imaging (fMRI), responsible for determining areas of the
brain linked to certain features physical-intellectual-emotional. In both cases the level of
activity can be approximated by a continuous scale limited whose parameters determine
the activity level of each microregion. Thus, this paper aims at the modeling of image
data by IRT, but the dimensions of databases suggest that use the Marginal Maximum
Likelihood Method (MML) and more current than the MLJ, and not yet available in
the literature. Presents the mathematical modeling of the phenomenon, the process of
estimating the model parameters by MML and simulation results, and an algorithm im-
plemented in the programming language MATLAB. The results indicate a prospect of
high efficiency of the method in detecting regions of brain activity.

Key-words: Item Response Theory. Beta Distribution. Marginal Maximum Likelihood.
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1 Teoria da Resposta ao Item - TRI

1.1 Introducao

Experiéncias com instrumentos de medicoes tais como réguas, balancas, ampulhetas,
termometros, velocimetros, entre outros, deixaram a impressao de que estes instrumentos
sao necessariamente fisicos apresentando medidas lidas diretamente na escala numérica.
Tal impressao nao é vélida para testes educacionais e psicologicos. As respostas nao
sao medicoes diretas, mas fornecem os dados a partir dos quais as medi¢oes podem ser

inferidas.

Na Teoria Classica de Medidas (TCM) as aptidoes sao medidas pela soma da pon-
tuagao dos itens. Quando o individuo responde um item, ele recebe uma pontuacao por
sua resposta, assim ao final da aplicagao do teste ele tem um escore, que é a soma dos
pontos. A principal caracteristica da TCM é que as analises e interpretagoes estao sempre
associadas & prova como um todo, enquanto que a Teoria da Resposta ao Item (TRI) tem
como elementos centrais os itens, possibilitando comparar individuos da mesma popula-
¢cao que submeteram a provas diferentes, ou a comparacao entre populacoes, desde que

submetidas a provas que tenham alguns itens em comum.

Intimeras areas do conhecimento vém se interessando pela aplicagao de técnicas oriun-
das da Teoria da Resposta ao Item que propoe modelos para caracteristicas do individuo,
dita tracos latentes, que sao inferidas a partir da observacao de variaveis secundarias rela-
cionadas a elas. Os tracos latentes, proficiéncias ou habilidades na area do conhecimento
avaliado tém uma relagao com a probabilidade de um individuo dar certa resposta ao item

e esta metodologia sugere formas de representa-la.



1.2 Historico

A TRI ja tem uma longa histéria, ela surgiu formalmente a partir dos trabalhos de
Lord (1952) nos Estados Unidos, quando desenvolveu o modelo unidimensional de 2 para-
metros e Rasch (1960), na Dinamarca, que propos o modelo unidimensional de 1 parame-
tro, ambos expressos na distribui¢do normal acumulada (ogiva normal). Tempos depois
Lord achou importante incorporar o parametro da resposta correta dada por individuos

de baixa habilidade - acerto casual - surgindo entao o modelo de 3 parametros.

A funcao ogiva normal foi substituida por outra que fosse matematicamente mais
adequada, por ter funcao explicita dos parametros do item e de habilidade, além de nao
envolver integracao, que é a fungao logistica, aplicada por Wright (1968) no modelo de 1

parametro, e por Birnbaum (1968) nos modelos de 2 e 3 parametros.

Objetivando obter maiores informacoes das respostas dos individuos e nao puramente
se estas estavam corretas ou incorretas, Samejima (1969) propés o modelo de resposta
gradual. Da mesma forma, Bock (1972), Andrich (1978), Masters (1982) e Muraki (1992)

propuseram modelos para além de duas categorias de resposta.

A introducao dos modelos logisticos de 1, 2 e 3 parametros para duas ou mais popu-
lacoes de respondentes possibilitando comparar rendimentos de duas ou mais populacoes

submetidas a diferentes testes com itens comuns, foi realizada por Bock & Zimowski
(1997).

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) é uma teoria psicométrica utilizada em todo o
mundo nas areas de avaliagao educacional e psicologia cognitiva. Na medida em que cresce
a aplicacao da teoria, surgem novos fatores e questionamentos de grande importancia
pratica, os quais, possivelmente, levariam a resultados de grande valor cientifico se forem
contemplados pela TRI. A idéia basica consiste no emprego de modelos nos quais os

parametros representem caracteristicas importantes dos itens, e do individuo.

Atualmente a TRI vem tornando-se a técnica predominante no campo de testes em

véarios pafses e veio para ficar e substituir grande parte da Teoria Classica de Medidas.

1.3 Modelos Matematicos

Os varios modelos propostos pela TRI apresentam a relacao entre a probabilidade de

um individuo dar uma certa resposta a um item qualquer e os parametros do item e da



habilidade do respondente de forma que quanto maior a habilidade, maior a probabilidade

de acerto no item (Andrade, D. F., Tavares, H. R., Valle, R. C., 2000).

Aqui, s6 sera de interesse a referéncia a um tnico grupo de respondentes, que significa

uma amostra de individuos retirada de uma mesma populagao.

1.3.1 Modelos para itens dicotomicos

Sao os mais utilizados, tendo basicamente trés tipos, que se diferenciam em ntmero
de parametros que utilizam para descrever o item. Estes parametros sao: discriminacao

(a;), dificuldade do item (b;) e resposta casual (c¢;).

Modelo logistico de 1 parametro

E conhecido como o modelo de Rasch, dado pela expressio:

1

P(Uij = 116;) = 14 DO (1.1)

comi=1,2..1ej=1,2 .. n,onde:

Ui; representa uma variavel dicotémica que assume o valor 1 se o item 4 for respondido
corretamente pelo individuo 7, ou o valor 0 se o item ¢ for respondido incorretamente pelo

individuo j.

8; simboliza a habilidade do j-ésimo individuo.

P(U;; = 116;) é a probabilidade de um individuo j com habilidade 6; responder correta-
mente o item ¢. Esta probabilidade é chamada Funcao da Resposta do Item - FRI, e sua

representacao grafica é conhecida por Curva Caracteristica do Item - CCI.

D é um fator de escala e utiliza-se o valor 1,7 se desejar que a funcao logistica forneca

resultados semelhantes ao da ogiva normal.

b; &€ o parametro de posi¢do (ou dificuldade) do item ¢, medido na mesma escala da
habilidade.



Desta forma o modelo considera que nao existe o acerto ao acaso e todos os itens

possuem o mesmo poder de discriminagao.

A Figura 1 apresenta as CCIs de dois itens. Observa-se que para um individuo obter
50% de probabilidade de resposta certa de um item ¢é preciso que 6; = b;. Para a mesma
probabilidade de responder corretamente ao item é necessaria maior habilidade no item

2, de forma que este é mais dificil, ou seja, tem maior parametro de posi¢ao (b < bs).

0,9 -
0,8 -
0,7 +
0,6 -

0,5

04 -
03 -

0,2

probabilidade de resposta correta

0,1

b, habilidade

Figura 1: Curva Caracteristica do Ttem - ML1

Modelo logistico de 2 parametros

Foi proposto para avaliar além da dificuldade do item o seu poder de discriminagao,
que teoricamente pode assumir qualquer valor. Os valores negativos de a; significam que
o item é respondido corretamente por respondentes de menor habilidade e respondido
incorretamente por aqueles de maior habilidade, por este absurdo eles nao sao conside-
rados. Assim, para o parametro de discriminacdo (a;) considera-se mais tipicamente o
intervalo de 0 a 2. Na CCI existe em b; o ponto de inflexao, e a inclinagao neste ponto é

proporcional ao valor de a;.

Na Figura 2 com os parametros de dificuldade iguais (b; = bs), encontra-se alteragao
na inclinacao das CCIs. A CCI para o item 2 tem inclinacao mais acentuada, diz-se que

este é melhor para discriminar (a; < ag). Este modelo ¢ definido por:

1
P(U;; = 116;) = 1+ o-Dai;,—b) (1.2)




com?=1,2 ..., ej=1,2,...,n, onde:

a; representa o parametro de discriminac¢ao do item e 0s demais elementos sao 0s mesmos

vistos anteriormente.

0,9 -
0,8
0,7
0,6 -
0,5 -
0,4 -
0,3 A

0,2 -

probabilidade de resposta correta

0,1

habilidade

Figura 2: Curva Caracteristica do Item - ML2

Modelo logistico de 3 parametros

Este modelo é representado por:

1
1 + e*Dai(9j7b¢)7

comi=1,2..1ej=1,2 ... n,onde:

c; € o parametro do item que representa a probabilidade de um individuo com baixa
habilidade responder corretamente o item ¢. Entao quando é permitido “chutar", ¢ difere

de 0, considerado como o acerto ao acaso.

A Figura 3 mostra que quando 6; se torna muito pequena a probabilidade de acerto
praticamente nao se modifica sendo o acerto casual, neste exemplo ¢; = 0.1 e ¢ =

0.2. Outra observacao a ser feita é que b; representa a habilidade necessaria para uma



1+ ¢
probabilidade de resposta correta igual a ;C .

0.9 A

0.8

0.7

0.6

0.5
0.4
0.3 A

0.2 -

probabilidade de resposta correta

0.1

habilidade

Figura 3: Curva Caracteristica do Item - ML3

Funcao de Informacao do Item e Funcao de Informacao do Teste

A funcao de informacao do item permite analisar quanto um item possui de informacao
para a medida de habilidade, esta medida é muito utilizada em conjunto com a Curva
Caracteristica do Item. Considerando o modelo logistico de 3 parametros, a funcao é dada

por:

L,(0) = D%f%‘((g)) {Piiej;ci} , (1.4)

onde Py(0) = P(Uy; = 1/6) e Q;(6) = 1 — Py(6).

O item com maior valor do parametro a; tem a curva caracteristica com inclinacao
mais acentuada e consequentemente é maior a informacao do item em torno de 6 = b;. A
cada item esta associado um intervalo de habilidade em que o item possui maior poder

de discriminagéo, definido em trono do valor do parametro de dificuldade(b).

A Figura 4 apresenta exemplos de curvas caracteristicas e de curvas de informacao,



fixado b e variando a e c. Nota-se que o item-2 (FII mais achatado) tem menos informacao
que o item-1, com a; = as (mesma inclinagao), by = by e ¢; = 0.2 < ¢o = 0.3. A mesma
conclusao pode-se ter quando observado o item-3 e o item-4. Se a anélise for realizada
entre o item-1 e o item-3 (analago para item-2 e item-4), onde a; < asz, by = by e ¢ = ¢,

percebe-se que o item-3 tem maior informagao do que o item-1.

probabilidade de resposta correta
probabilidade de resposta correta
-

b habilidade

probabilidade de resposta correta
probabilidade de resposta correta

e i 0=b, habilidade

0=b; habilidade

(item-3) (item-4)

Figura 4: Curva Caracteristica e Func¢ao de Informagao

Desta forma, se terd maior informacao quando:

e b; se aproxima de 0;
® q; cresce;

e ¢; se aproxima de zero.

Para se obter a funcao de informacao do teste, soma-se as informacdes fornecidas por

cada item que participa de sua composicao, ou seja:

1(0) = ZL-(Q). (1.5)



1.3.2 Modelos para itens nao dicotémicos

Aqui sao incorporados aqueles modelos que tanto analisam itens abertos ou de resposta
livre quanto os itens de miltipla escolha avaliados de forma graduada, ou seja, itens que
possuem uma ou mais categorias intermediarias ordenadas entre o certo e o errado. Na
correcao destes itens considera-se qual foi a resposta dada pelo individuo além da resposta

a alternativa.

Modelo de Resposta Nominal

Com o intuito de maximizar a precisao da habilidade estimada usando nao apenas se o
item foi respondido corretamente ou nao, mas toda a informacao contida nas respostas dos
individuos, e baseado no modelo logistico de dois parametros, Bock (1972) desenvolveu
algo que pode ser aplicado a todas as categorias de resposta escolhidas em um teste com

itens de miultipla escolha.

Bock assumiu que a probabilidade com que o individuo j selecionaria uma particular

opcao k do item ¢ seria representada por:

Pos(6) = S (1.6)

comi=13,...1, j=1,2,...n ¢ k=1,2,....,m,.

As quantidades (a;; b,) sdo parametros do item i relacionados a k-ésima opgao. Este

modelo assume a priori que nao existe nenhuma ordenacao das opcoes de resposta.

A Figura 5 apresenta um exemplo de um item com m = 4. Observa-se que individuos
com habilidade baixa possuem maior probabilidade de escolher a op¢ao-2, enquanto que a
opc¢ao-3 tem maior probabilidade de ser selecionada pelos individuos com alta habilidade.
Se as k op¢oes de um item tiver o mesmo parametro b:k, as curvam interceptam em 6 = b;.
Mas se o parametro a;rk assumir um unico valor no item, o grafico sera representado por
retas paralelas ao eixo das habilidades. E importante ressaltar que Yo Pi(0;) = 1. No

exemplo apresentado, para o ponto 0;, P;1 + Po+ P;3+ P4 = 424 .34+ .16 + .08 = 1.

Modelo de Resposta Gradual

Com este modelo, Samejima (1969) tenta obter mais informagdes dos individuos do
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0.4
0.3

0.2

probabilidade de escolher a opgdo k

0, habilidade

o= e= 0pGd0-1cecccce 0pGaA0-2 === - 0pgao-3 opgdo-4

Figura 5: Modelo de Resposta Nominal - MRN

que simplesmente se eles deram respostas corretas ou nao, assumindo que as categorias

de resposta de um item podem ser ordenadas entre si.

Seja k = 0,1,...,m; os escores de um item ¢ com (m; + 1) categorias, arranjados em
ordem crescente, a probabilidade de um individuo j escolher uma particular categoria ou

outra mais alta do item ¢ é expressa por:

1
(9]) = 1t o—Dai(6;,—bix)’

P

1y

(1.7)

comt¢ = 1,2,...,1, ej =12 ..n, onde b é o parametro de dificuldade da k-ésima

categoria do item 1.

A probabilidade com que um examinado com habilidade ¢; receba uma pontuagao k

no item ¢ é dada pela expressao:

Pi(0;) = P(6;) — P 1(65). (1.8)

Modelo de Escala Gradual

Ao se acrescentar no modelo anterior a suposicao de que os escores das categorias sao
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igualmente espagados, tem-se um modelo proposto por Andrich (1978), dado por:

1 1

Pi,k(ej) = 1 4+ e—Dai(0;—bi+d) B 1 + e—Dai(0—bit+dyri1)’

(1.9)

comi:=1,2..1 j57=12..n e k=0,1,....,m sendo que agora b; é o parametro
de locacao do item ¢ e di o pardmetro de categoria, uma decomposicao do pardmetro
b = b — dy.

A Figura 6 apresenta um item no modelo de resposta gradual e a Figura 7 o modelo
de escala gradual, com o mesmo valor de a para os itens, mostrando visivelmente a

importancia dos parametros de categoria.

Os valores atribuidos foram: b1 = =2, b1 = —1.2, bj3 = 0.8, b4 = 2 no item 1, e
by =2,dy =3,dy =2,d3 =1, dy =0 para o item 2.

probabilidade de resposta correta

habilidade

Figura 6: Modelo de Resposta Gradual - MRG

Observa-se na Figura 6 que no item 1 os individuos com habilidade até -2,0 tém maior
probabilidade de responder apenas a categoria 0. Apenas individuos com habilidades entre
-2,0 e -1,2 apresentam uma chance maior de responderem somente a categoria 1. Note
que b3 —bia2 > b4 — b1 3, assim ¢ visivel o aumento da faixa de habilidade em que os

individuos deverao responder somente até a categoria 2.

Sabe-se que dy > dy > d3 > d4 e ainda d; — dy = dy — d3 = d3 — d4, na Figura 7

percebe-se que a probabilidade nos intervalos é a mesma em cada categoria Py, P, e Ps.



0.9 -

0.8 -

0.7

0.6 -

0.5 A

0.4 4

0.3 4

0.2 -

probabilidade de resposta correta

0.1 4

habilidade

Figura 7: Modelo de Escala Gradual - MEG

Modelo de Crédito Parcial

11

Este modelo foi desenvolvido por Masters (1982), utilizado com os mesmos propositos

que outros ja citados, que difere por pertencer & familia de modelos de Rasch. Ele é uma

extensao do modelo de Rash para itens dicotomicos, desta forma, todos os parametros no

modelo sao de locagao, assumindo o poder de discriminacao comum para todos os itens.

Supondo k£ = 0,1, ..., m; os escores de um item i com (m; + 1) categorias de resposta

ordenaveis, o modelo é fornecido por:

e[Zﬁ:o((’j*bi,u)]

-Pi 0 — )
. (6;) Zmioe[zgzo(ej—bi,v)]

u=

com¢=1,2,...1I j=1,2,..,n, k=0,1,...,m; e b o=0, onde:

P, 1(6,) é a probabilidade do individuo j escolher no item 4, a categoria k.

(1.10)

b, € o parametro que controla a probabilidade de escolher a categoria k em vez da

categoria k — 1 no item .

Assim, para itens com (m; + 1) categorias de resposta, sera necessario estimar m;

parametros de itens.
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Figura 8: Modelo de Crédito Parcial - MCP

Modelo de Crédito Parcial Generalizado

Baseado no modelo de crédito parcial, Muraki (1992), retirando a uniformidade do

poder de discriminacao para todos os itens formulou:

6[ Z:() Dai(ej_bi,u)]

P x(0;) =

, 1.11
S 6[25:0 Dai(0;—b;,.)] ( )

u=0

comi=12 .1 757=12.n e k=01,..,m,.

0,7 4

0,6 -

0,5 -

04 -

0,3

0,2 -

0,1 -

probabilidade de escolher a categoria k

habilidade

Figura 9: Modelo de Crédito Parcial Generalizado - MCPG
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Conforme pode-se observar na Figura 9, os parametros de categoria do item, b; j, sao

os pontos na escala da habilidade em que ha intercepgao das curvas P, ;_1(0;) e P, x(6;).

Sob a hipotese de a; > 0,

o se ; =0b;; entao Py = Py,
o se 0; >0b; entao Py < Py,

o se 0; < b entao Pp_1 > Py

Qualquer um dos b;; pode ser escolhido aleatoriamente, pois este é cancelado no

numerador e denominador do modelo. Normalmente se define b; o = 0.
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2 Modelo de Resposta Continua -
CRM

2.1 Introducao

Na medicao de atitude e personalidade sao utilizados diferentes formatos de respostas.

Se as respostas observadas tiverem duas categorias (exemplo, “verdadeiro"ou “falso"), o

item é dicotdmico. Nas opgoes graduadas o sujeito escolhe uma opcao em uma quanti-
"o« "o«

dade oferecida como “discordo totalmente", “discordo", “neutro", “concordo"ou “concordo

totalmente".

Nas ultimas décadas, intimeros trabalhos tém sido destinados & modelagem probabi-
listica de resposta Likert (1932). Para medir no¢oes complexas como atitudes, crengas
ou opinioes, Rensis Likert propos a utilizacao de afirmacoes onde as respostas variam se-
gundo o grau de intensidade, de acordo com a concordancia do respondente. Esta escala
de categorias ordenadas, igualmente espacadas e com mesmo nimero de categorias em
todos os itens é largamente utilizada. Vérias alternativas de formatacao das respostas
ja foram sugeridas, diferindo tanto no nimero de pontos a serem utilizados quanto nos
descritores verbais incluidos e, mais recentemente, propondo a substituicao do ntimero

finito de opcoes de resposta para um segmento continuo.

A teoria estatistica de estimar e testar modelos na TRI com respostas discretas foi
amplamente desenvolvida. Em contraste poucas foram as propostas feitas para a analise
de respostas continuas que quase nao recebeu qualquer atencao. Esta omissao é princi-
palmente devido ao fato de que até agora o formato de resposta continua tem sido pouco
utilizado. A maioria das aplicagdes de modelos da TRI dizem respeito a dados categori-
cos, no entanto, também pode surgir situacoes onde as respostas aos itens sao continuas,

tais como, reconstrucao de imagens e analise de dados de experimentos microarray.

Melenbergh (1994) propdés um modelo de resposta linear simples, mas conforme Noel

& Dauvier (2007), embora na pratica possa dar resultados perspicazes, nem uma fun-
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cao de resposta linear, nem uma distribuicao normal para a resposta é apropriada para

modelagem de dados limitados.

Miiller (1987) apresentou um modelo em escala de classificacdo continua que é uma
extensao direta do modelo escala de classificacao para respostas categoéricas - Andrich
(1978), em que a quantidade de categorias de resposta é aumentada. Tem como base
um mecanismo de resposta onde uma variavel latente originalmente ilimitada segue uma

distribuicao normal, e finalmente é truncada durante o processo.

Ferrando (2001) elaborou um mecanismo de truncamento semelhante ao proposto por
Miiller para estender o modelo linear a um nao linear, considerando a natureza limitada

dos dados.

O modelo de resposta continua proposto por Samejima (1973, 1974) é obtido como
um caso limitador do modelo de resposta gradual (Samejima, 1969), se aumentado o
niumero de categorias até o infinito. Vejamos a seguir um breve comentario sobre este

procedimento.

Seja 6, o trago latente do individuo j, e i(= 1,2,...,]) um item, que tem atribuicao
de medir 6. Toda suposicao aqui apresentada considera o principio de independéncia
local (Lord & Novick, 1968), isto é, para um valor fixo de 6, as respostas aos itens sao

independentes.

Admita P, ;(6;) a probabilidade com que um examinado com capacidade 6; receba

uma pontuagao k (inteiro nao negativo: 0,1,...,m;) para o especifico item i. Seja y; a

pontuacdo relativa, y; = £ € {0, 1,2 e

m; il m;? 7 omy

11}, Supondo um processo continuo

por tras da contagem y;, entao y; pode ser interpretado como um conjunto de nime-
ros, que sao sucessivamente atribuido a (m; + 1) sub-categorias do processo continuo.
Supondo ainda que este processo continuo é representado por um intervalo finito, e as
sub-categorias pelos sub-intervalos de igual comprimento, no caso mais simples, m; = 1,
existe dois sub-intervalos. Se cada sub-intervalo for dividido em dois novos sub-intervalos
de mesmo comprimento, de modo a ter uma sequéncia de conjuntos de sub-intervalos, o
n-ésimo termo da sequéncia tera 2" sub-intervalos ou categorias. Quando n tende para o
infinito, k assume qualquer ponto do intervalo, assim o nivel de resposta continua pode

ser considerada como uma situagao limite do nivel de resposta graduada.

Este é um modelo complexo, pois pressupoe um processo de resposta a dois niveis:
supoe uma distribuicao normal para alguma resposta latente, e leva-se a natureza li-

mitada das observacoes em conta através de uma transformacao monédtona da resposta
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latente. Segundo Noel & Dauvier (2007), isso leva a uma densidade nula para as respostas

extremas, o que nao é real.

No modelo de resposta continua (CRM), os individuos s&o instruidos a marcar as suas
respostas em um segmento com comprimento fixado, em que os extremos sao rotulados
de “0% de acerto"e “100% de acerto". A medicao é realizada deste ponto até a extremi-
dade esquerda do segmento. Ja foi utilizada na avaliagdo de personalidade (Bejar, 1977;
Ferrando, 2001) e intensidade da dor (Morin & Bushnell, 1998) , entre outras .

Segundo Russel & Bobko (1992), alguns dados empiricos que tém interagbes sutis
podem aparecer apenas com dados CRM e de acordo com Pfennings et al. (1995), as
respostas CRM mostram mais sensibilidade na alteracao da medicao, e ainda, McKelvie
(1978) relata que os respondentes muitas vezes preferem as escalas continuas por serem

mais agradaveis e consistentes para usar.

A TRI compreende um grupo de modelos lineares generalizados e procedimentos es-
tatisticos associados que conectam as respostas aos itens. Estes modelos sao equagoes
matematicas que descrevem a associacao existente entre a probabilidade de uma resposta
a um determinado item e o nivel do individuo quanto a um traco latente e as caracte-
risticas do item. A TRI oferece algumas das melhores opg¢es para otimizar e projetar
escalas, pesquisas e teste, e realizar anélise de itens. E necessario, portanto, generalizar
a TRI convencional a fim de incorporar a ela modelos que se ajustem adequadamente a

situacoes que nao sao contempladas pelos modelos usuais.

2.2 A Distribuicao Beta

Considerando situacoes em que a resposta (X) ao item ¢ é continua no intervalo [0, M],

adota-se a resposta continua reescalonada dada por U = 2 em [0,1] (Noel & Dauvier,

2007). Seja Uj; a resposta dada por um individuo com habilidade 6, ao item i em [0, 1] e

suponha para a resposta a funcao de densidade beta dada por

Doy + Bji)  aji1

f(uj‘iw]‘, G) = T(a )F(ﬂ)uﬂ (1-— Uji)ﬁji—lf[o,u(u), (2.1)

com «;j; e Bj; > 0 representando os parametros da distribuicao, tem-se
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a.,
E(Uji|0;) = pji = —F—, 2.2
( J | ]) Hj s + B (2.2)
iiBii 1
V(Uj|0;) = jilPji — (1 — ) | ————— | 93
(i) (ai + B5i) (i + Bji + 1) il = ) [Oéjz' + Bji + 1] 23)

Dependendo dos valores de a e (3, a distribuicdo beta pode surgir de formas muito

diferentes, como apresentado na Figura 10.

3
2.5 B \..:.."" 12;' |
2r .7 R AN E
/ N \
/ ’ g N
Y - \ .
15 I~ ~— T~ —. \‘\: \\ ~ N
o > S . .
-~ - 4 ~ . \
i / ~ N \
ir - // ° AN \ )
g / <\
s / N N\

s’ / ,‘s*‘ N \ ‘—__

03 /'/ P ’ “ﬂ..'-" h A\ :_
// P _ e \\\ ':

ol el PSR AR I I L N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0=1.5,p=25 — — 0=2,B=2 — — —0=5,B=3 0=6, p=2
Figura 10: Densidade Beta para alguns valores de parametros
Considerando a reparametrizacao
Da;(6; — b;
@ji = exp {% = e, (2.4)

~~
.[\D
Ut

S

Bji = exp {——Dai(eé - bi)} =e"

1
sendo que f3;; = —, obtém-se por 2.2
Oéji
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¢t L 2.6
ev+ev  14e 14 e Daul®i—bi)’ (26)

Kji =

chegando ao Modelo Logistico de 2 parametros como valor esperado.

Observe a Figura 11 que apresenta este resultado com alguns valores para ¢; — b;.

04 0.6 0.8
'

Intensidade da resposta

0.2

0.0

Figura 11: Funcao Resposta Esperada

2.3 Processo de Estimacao dos Parametros

A estimacao dos parametros dos itens é realizada utilizando o procedimento da Ma-
xima Verossimilhanga Marginal (Bock & Lieberman, 1970), em que os estimadores sao
obtidos através da maximizacdo da funcdo de verossimilhanga (Bolfarine & Sandoval,
2010). Como as habilidades ndo sao conhecidas, devemos adotar para € uma distribuigao

Normal, tendo a fungio densidade de probabilidade g(f|n), com n = (u,0?) = (0, 1).

Desta forma, assumindo que as respostas sao independentes entre os individuos e que
os itens sao respondidos de forma independente por cada individuo, temos a funcao de
verossimilhanca de ¢ correspondente & amostra aleatéria observada dada por

n

L(¢) = f(u.[¢) = [ f(usl€). (2.7)

J=1



19

O logaritmo natural da fung¢ao de verossimilhanca de ¢ é denotado por [({) = log L((),
sendo que o valor de ¢ que maximiza a fun¢ao de verossimilhancga, também maximiza [(¢),

além de simplificar o processo

[(¢) =log L(¢) = Z log f(u;[C). (2.8)

Os estimadores de maxima verossimilhanca podem ser obtidos como solucao das equa-

coes

Olog L(¢) _ §~0f(uilQ) 1 _ o (2.9)

¢ f(u;lQ)

j=1

Notemos agora que a fun¢do de resposta definida em (2.1) é condicional em 6, de

forma que para usarmos devemos observar que

Flus10) = [ Flus 18.Qa(0)at. (2.10)
Temos portanto que
alogL - 0
10 0)do .

onde a ordem da integral e da derivada pode ser permutada com base no Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Vejamos que
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9 9 T
[ sz rtwslo.cg@as — [ (agﬂfujkw <k> )0
I
-/ (HfugkIH <k> s (.0 ate)as
- (0, €, /ac) |
= [ (P 0. crateran
-/ ( O Jog fluzlt. ¢, ) Fus16,Q)g()d0,  (2.12)
R aC’L
mas
0 9, 1 ay -
ac, (uil6,¢;) = a_Cilog (Wu]’i N1 — uy)” 1)
_ O e (Pl B)N 9 )
= ¢, (Tagrea) * g o~ Dlows
0
= 8—Q‘P(ai+ﬁi)_aciq’(ai) ac W(B3;) + 8@(%’—1)10%%1'
0
+ ¢, (B = Dlog(l —ujy) (2.13)
onde ¥ (z) = Olog ['(z) é a fungao digama.
Ox

Segue de (2.11) a (2.13) que

0 log L(¢ " 0(ay + ﬁ, 8041 8&
{ a; + Bi) — 5 V(i) — 2 -P(5)
le/ ac, ") = 5,

a%(@ ~log(1 - w)}gi(O)de. (2.14)

(a; — 1) loguj; +

A distribuicao

f(u;10,¢)g(0)
f(u;l¢)

g;(0) = (2.15)
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é a densidade populacional ajustada pelo vetor de respostas.

Para as expressoes

dlog L(¢) dlog L(()

8ai ¢ 8bz ’
a partir de (2.4) e (2.5), veja que

86% N 2 i

96; _ —D(0 —bi)

P S Bs,
80@ B —D(Ii
o, 2 ¢
‘ ap D
i Pai g
ob; 2 b
Assim,
0 D6 — b, D(6 — b,
D tow st ¢) = PO 0 pywion v 5) - PO aiay
+M5¢W(@) + MO@ log uj; — Mﬁi log(1 — uj;)
—Bi [W(ay + Bi) — W(B:) + log(1 — uy)]} (2.16)
0 Da; Da;
a—bilog ful0,¢;) = — ; (i = Bi)V(a; + B3;) + Ta@z“l’(%‘)
DCLi

5 BV (B;) — Taoﬁ log uj; + Ta)ﬁi log(1 — uj;)

—Bi [W(i + B;) — W (B;) + log(1 — uy)]}. (2.17)




Considerando

Arji = o [V(ai + Bi) — W(y) + log uyi

Aaji = Bi [V + Bi) — W (Bi) + log(1 — uy)]

teremos,

22

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Estimativas dos parametros sao obtidas igualando estas primeiras derivadas a zero.

Por nao possuir solucao explicita é preciso utilizar métodos iterativos para se obter o

Estimador de Maxima Verossimilhanca dos parametros dos itens. Na aplicacao do algo-

ritmo Newton-Raphson (veja Andrade, D. F., Tavares, H. R., Valle, R. C., 2000) serao

utilizadas as expressoes para as segundas derivadas parciais de log L({) que virao a seguir:

Plog L(C) {a

9cac o |oc l(’gL(C)}

por (2.9)
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OlosL¢) _ 0 [§~oftwle) 1
0CoC, ¢ | &= g Fugld)

= Zl % (af(;gj;ﬁm f(Ui.!C))}

B (0% f(u;|¢) 1 @f(uj.K)@f(uj.’C)_l]
=2 |"oaq Twie e G

:i_azf(uﬂC) 1 _<5f(uj.|C) 1 )(W(Uj.lC) 1 )}
=L 96GOC flu;lC) ¢ flulC) ¢, fluilg) /]’

(2.22)

s |l

para i =1,...,1, sendo que, por (2.10),(2.15)e (2.12)

i (i 1|6 ) “(0)d
¢ flul¢) /R ac, e J (il G) ) 9;(6)d

Pfluile) 1D [af(uj.IC)} 1
0¢;0¢;  f(uil¢) oG [ 9¢ | flu;l¢)

- [ [ (52 o win.c ) stuslo.or0] L
e 1
B

; 0)do

i K o8 a6, ) ) £010.0)] 77 re7900)
R

Mas ainda temos que

(W&Q)} [64 log f(u;il0, ¢; )H *(6)d6.
(2.23)

0
logf (u;i]0, ¢, )} {ac‘

J
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aj’;c log F(uild, ¢.) = @2 2w+ ) - G - ()
a—ci(ai — 1) log u;; + a—ci(ﬁi — 1) log(1 — ;)]
:Q%%%%hm%+@y+&%Z@V%%Z@Nu%+@y—iSZ@m»
R A
828(2‘: G_C;) log uj; + 82;? 6_C Y log(1 — uy)]
SR LR PP (O LI P LI PP
+ 20 0+ ) = Wla) + o uy] + SO e+ )~ W5+ 0g(1— )]

(2.24)

Sabendo-se que

9%a;  [—Da; 2
0b;0b 2 "
8262 o Dai 25
0b;0b 2 "
9%’c;  —D [Da;(0 —b;) 1
80%(%1 N 2 2 i

98, —D{D%W—@)_qﬂu



e substituindo em (2.24) obtemos

oa;

+

+

2

da;

log f(wil0,¢;) = [

D(6 —b;)
2

(i — 51‘)] 2 V(i + i)

2
D0
2

2

0b;0b;

_l_

+

[—Da;
| 2

[ —Da;
| 2
[ Da;

| 2
Da,]
2

_Dai
- 2 -

O g fluslf, ;) = [

2

o W) - [

_D(ZH - bi)%} ’ (o) [M@} 2 v'(8;)

2

—_bz)} a; [V(a; + B;) — ¥(ay) + log uy;]

w} Bi (Y (i + ;) — W(f;) 4 log(1 — uy)]
-D(QQ_ bi)- {(cvi — Bi)Z‘I//(Oéi +5;) — 0412‘111(041'> - quj,(ﬁl)

A ji + A2ji + Azl

—Da;

2
Da;
2

(i — 51’)] 2 ' (a; + Bi)

51} 2 ()

} o7} [\I’(Oéi + 5z) - ‘I’(O%') + log Uji]

} B W (0 + ) — W(B) + log(1 — uy)]

{(; = B:)* W (i + ;) — 0‘?\1’/(%) - @2‘1/,(@‘)

[A1ji + Aaji + Azl

25

e [U (s + B5) — W(ay) + loguz] + B [W(ay + B) — W(5;) +log(1 — u;)]}
(D0 —b;)]>

(2.25)

o (o + B;) — Ulow) +log i) + B [U(ay + B;) — T(B;) + log(1 — uy1)]}

(2.26)
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0 D0 —b; ~Da; /
adh, log f(ujl0,¢;) = ( . )( _3) ( 200 ) (a; — BV (e + 53)

D(92—b)a'( 12)a1> 0V (o) [—D(2 )} @Dalﬁz i)
D] [Day(6

][
ZD]} [Dal ] Bi [¥(ai + B;) — ¥ (B;) + log(1 — uyy)]

} o [W(os + ;) — W(a) + log g

+

D

2 {Daz ’ } — BV (a; + Bi) — V' (o) — 51‘2\111(61')}

|
|
|
[Da,(@
|
-

+

} (s + ) — (o) + loguyd

+

2
& 02 ] i [W(ai + B;) — W(B;) + log(1 — uyi)]}-

—-D Da;
9 :| |: a ):| [)\1 ,Ji + >\2 ,Jt + >\3 z] + /\1 ,Ji )\Z,ji}- (227)

considerando
A = (0 — Bi)* W (i + ;) — o} W' (o) — B2V (3;). (2.28)

A (t
Admitindo C( ) a estimativa de ¢ na iteracao t, entdo na iteracao seguinte tem-se

&= S EE hE), (2.20)
onde
_ 9?log L(¢)
H(¢;) = Tacz (2.30)
(¢, = 2% L@ (2.31)
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3 Aplicacao a Dados Simulados

Neste capitulo serd apresentada a aplicacao do método utilizando dados simulados,
gerados com base em amostras de n = 1000 individuos e processado em R = 1000 réplicas
para se verificar a eficiéncia na estimacao. Foi gerado um teste com I = 100 itens a fim de
testar o desempenho do modelo. Os parametros de dificuldades dos itens foram gerados
considerando a distribuicdo normal com parametro n = (u,0%) = (0,1). As habilidades
também foram geradas de acordo com uma N(0,1). Os parametros de discrimina¢ao foram

gerados aleatoriamente de uma distribui¢do uniforme no intervalo [0.5;2].

As informacoes referentes aos parametros dos itens que foram gerados e posteriormente

estimados utilizando o programa elaborado, se encontram no Apéndice A.

3.1 Estimativas Iniciais

) = 1 como valor inicial para

Consideramos o fator de escala D=1. Foi adotado CLEO
todos os parametros de discriminacao. Para os parametros de dificuldade tomou-se a
equagao b§°) = log <1g—§i>, onde 9; = %Z?:l uj;, ou seja, a média das respostas dadas ao

item ¢ pelos n individuos.

3.2 Programa Computacional

Tomando como base as informacoes relatadas anteriormente neste capitulo, e as for-
mulas apresentadas no Capitulo 2, foi desenvolvido o algoritmo utilizado, que se encontra

no Apéndice B.

Os calculos foram realizados através do MATLAB 7.6 ( MATrix LABoratory), um
software com linguagem de computacgao de alto nivel onde se pode analisar dados, desen-

volver algoritmos, e criar modelos e aplicacoes incluindo processamento de imagens.
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3.3 Resultados

E apresentado na Tabela 1 os itens que tiveram maior erro:

Tabela 1: Exemplos estimados com maior erro

Item | a-simulado a-estimado €q b-simulado b-estimado €p
27 1.9422 1.7081 0.2341 2.0564 2.2390 0.1826
47 1.9274 1.7268 0.2006 -1.9371 -2.0770 0.1399

Observa-se que os itens com piores estimacoes para os parametros de discriminacao
sao os mesmos referentes aos parametros de dificuldade (Item-27 e Item-47). Este fato

ocorre na combinacao entre valores extremos de b; e altos valores de a;.

Em relacao as melhores estimativas observadas na Tabela 2, ass , asg € agsz possuem
0S menores erros, mas nao ha coincidéncia com o outro parametro, sendo que b3 , b3y €

bgg tiveram 6timos resultados.

Tabela 2: Exemplos estimados com menor erro

Item | a-simulado a-estimado €q b-simulado b-estimado €p
13 1.6407 1.6008 0.0399 -0.2475 -0.2483 0.0008
34 0.6119 0.5996 0.0123 -0.1525 -0.1529 0.0004
35 0.5491 0.5406 0.0085 -0.8878 -0.9034 0.0156
56 0.5522 0.5440 0.0082 -0.6323 -0.6374 0.0051
89 1.4024 1.3736 0.0288 -0.2897 -0.2901 0.0004
93 0.5287 0.5191 0.0096 0.8028 0.8310 0.0282

Ao se calcular os erros quadraticos médios

R

BQM; = 137G~ O
=1

foram encontrados EQM, = 0.0027 e EQM,; = 0.0013, considerando portanto satisfatorio

os resultados apresentados.

A Figura 12 apresenta graficamente o comportamento dos parameros de discriminagao,
onde pode-se perceber itens mal estimados para valores altos. Na Figura 13 estao os

resultados encontrados nesta simulagao para os parametros de dificuldade.
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Figura 12: Estimativas do parametro de inclinagao
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Figura 13: Estimativas do parametro de posicao
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4 Conclusoes e Sugestoes

4.1 Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se uma visao geral sobre os modelos mateméaticos propostos
pela Teoria da Resposta ao Item, seus avancos no decorrer de décadas e o aumento do
interesse por sua aplicacao em intimeras areas. Mesmo com uma longa historia, e se
tornando uma técnica predominante em varios pafses, a TRI pouco evoluiu na anélise
de respostas continuas, até entao pouco utilizada. Tais aplicacoes vao desde estudos em
que os avaliados marcam os resultados em escalas continuas de 1 a 10, por exemplo, ou

reconstrucao de imagens.

Apresentou-se a funcao de densidade beta para a resposta continua limitada dada por
um individuo com habilidade 6; proposta por Noel & Duvier(2007), que usou Maxima
verossimilhanga Conjunta no processo de Estimacgao dos parametros. A distribuicao beta
pode assumir formas bastante diferenciadas a depender de seus parametros. Considerando
a Esperanca Mateméatica da mesma e objetivando escrevé-la através de um modelo logis-
tico conhecido, seus parametros foram reparametrizados, com fj; = i funcoes de 0;, a; e
b;. Foram obtidas as Equacoes de Estimacao baseadas em Maxima Verossimilhanga Mar-
ginal, mais adotado atualmente, sendo adotado para @ uma distribuicao Normal Padrao,

ja que as habilidades nao eram conhecidas.

Utilizou-se 0 MATLAB 7.6 para desenvolver um algoritmo que realizasse o processo
de estimagao. Foi fixado um conjunto de parametros de itens (ver Apéndice A) e foram
simuladas 1000 bases de dados (réplicas) para fins de andlise do processo de estimagao.
Aplicou-se o processo para cada banco de dados e se verificou que os parametros dos itens
foram muito bem estimados, com resultados que se mostraram bastante promissores para

fins de aplicacao.
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4.2 Sugestoes

e Sugere-se que novos estudos sejam realizados para estimar a proficiéncia,8.

e Propoe-se ainda para trabalhos futuros a aplicacao em imagens simuladas e reais na

correcao de erros ou sujeiras ocasionadas por motivos diversos.

e Sugere-se a aplicacao de novos métodos de estimacao, tais como Monte Carlo Markov
Chain (MCMC).



APENDICE A - Tabela dos Pardmetros

Sitmulados e Estimados

discriminagdo - a dificuldade - b discriminagdo - a dificuldade - b
Iltem - - Item - -
Real Estimado Real Estimado Real Estimado Real Estimado
1 1.6693 1.6365 0.1681 0.1773 51 1.4682 1.4038 -1.8523 -1.9172
2 0.8771 0.8588 0.2688 0.2831 52 1.7728 1.7322 0.5001 0.5169
3 1.3474 1.3180 -0.3127 -0.3152 53 1.9530 1.9015 -0.0737 -0.0716
4 1.8801 1.8295 0.5582 0.5757 54 1.3206 1.2941 0.4226 0.4362
5 0.8284 0.8106 -0.7542 -0.7673 55 1.9399 1.8637 -0.9599 -0.9842
6 1.3687 1.3383 -0.5544 -0.5628 56 0.5522 0.5440 -0.6323 -0.6374
7 0.8345 0.8192 1.7862 1.8305 57 1.4578 1.3982 1.8778 1.9492
8 1.9526 1.8420 -1.3430 -1.3930 58 0.6737 0.6604 -0.3935 -0.3982
9 1.9026 1.8490 0.5937 0.6136 59 1.3948 1.3625 -0.2594 -0.2615
10 0.5091 0.4981 0.3063 0.3209 60 1.4433 1.4103 -0.6277 -0.6390
11 1.4775 1.4429 0.1260 0.1330 61 0.6309 0.6189 0.0974 0.1054
12 1.7731 1.7259 -0.5548 -0.5638 62 1.7463 1.7026 -0.5743 -0.5820
13 1.6407 1.6008 -0.2475 -0.2483 63 1.4267 1.3687 -1.8653 -1.9283
14 1.4247 1.3960 0.2393 0.2500 64 1.9275 1.8771 0.4123 0.4286
15 1.2364 1.2110 -0.4407 -0.4450 65 0.5608 0.5489 -1.0631 -1.0818
16 1.6798 1.5900 1.7014 1.7774 66 1.6983 1.6562 -0.4750 -0.4822
17 1.3890 1.3587 -0.1017 -0.0997 67 0.7272 0.7144 -0.3924 -0.3975
18 0.8930 0.8744 0.5201 0.5420 68 0.7274 0.7140 -0.4725 -0.4815
19 1.4296 1.3738 -1.7884 -1.8445 69 0.8921 0.8739 0.4806 0.4982
20 1.3370 1.3094 0.3024 0.3141 70 1.1143 1.0821 -2.1731 -2.2305
21 1.9500 1.8910 -0.6303 -0.6414 71 1.3268 1.2949 1.4307 1.4701
22 1.3111 1.2858 -0.1270 -0.1235 72 1.0329 1.0108 -1.6264 -1.6594
23 1.3969 1.3671 -0.3117 -0.3127 73 0.8128 0.7960 -0.7886 -0.8046
24 1.9012 1.8226 -1.0919 -1.1224 74 0.8560 0.8401 0.6913 0.7122
25 1.9326 1.8815 -0.3208 -0.3225 75 1.2352 1.2097 0.0813 0.0885
26 1.0233 1.0028 -0.7142 -0.7263 76 1.1148 1.0857 -2.1087 -2.1616
27 1.9422 1.7081 2.0564 2.2390 77 1.2587 1.2303 1.2756 1.3111
28 1.3605 1.3322 -0.2101 -0.2089 78 1.7678 1.7049 -1.0292 -1.0556
29 1.0956 1.0760 -0.1158 -0.1146 79 0.6921 0.6789 -0.0300 -0.0271
30 1.4657 1.4288 -0.8882 -0.9070 80 1.8468 1.7941 0.7335 0.7572
31 1.4303 1.4022 0.5992 0.6189 81 1.2330 1.2056 0.4520 0.4687
32 1.0237 1.0043 -0.4704 -0.4763 82 1.5664 1.5244 1.0365 1.0689
33 0.6551 0.6410 1.1987 1.2401 83 1.7368 1.6926 -0.4111 -0.4154
34 0.6119 0.5996 -0.1525 -0.1529 84 1.9024 1.8442 0.7341 0.7587
35 0.5491 0.5406 -0.8878 -0.9034 85 1.9968 1.9018 1.1464 1.1922
36 1.0694 1.0471 -1.2068 -1.2306 86 1.3938 1.3655 0.1023 0.1095
37 1.5989 1.5594 0.6230 0.6437 87 1.7204 1.6782 0.6307 0.6520
38 0.9626 0.9428 -0.1720 -0.1706 88 1.2874 1.2614 -0.0781 -0.0748
39 0.7159 0.7026 0.5574 0.5734 89 1.4024 1.3736 -0.2897 -0.2901
40 1.3019 1.2751 0.9962 1.0243 90 1.2339 1.2097 0.1576 0.1663
41 1.2977 1.2664 -1.1574 -1.1809 91 1.9705 1.8381 -1.4758 -1.5424
42 1.2730 1.2464 -0.3069 -0.3093 92 1.3725 1.3458 -0.4495 -0.4543
43 1.7220 1.6802 -0.0614 -0.0583 93 0.5287 0.5191 0.8028 0.8310
44 0.6255 0.6129 -0.6877 -0.7034 94 1.4617 1.4288 -0.6478 -0.6581
45 1.4236 1.3801 -1.5793 -1.6211 95 0.5476 0.5371 -0.5495 -0.5568
46 1.0518 1.0266 -0.6061 -0.6197 96 1.6070 1.5268 -1.7439 -1.8106
47 1.9274 1.7268 -1.9371 -2.0770 97 1.2256 1.2015 -0.0290 -0.0258
48 0.8683 0.8521 0.2063 0.2168 98 0.9429 0.9220 1.4711 1.5131
49 1.4511 1.3796 -2.0316 -2.1121 99 1.9670 1.9071 -0.5446 -0.5532
50 1.4578 1.4251 1.0285 1.0591 100 1.7954 1.7540 0.0014 0.0078

Figura 14: Parametros Simulados e Estimados



APENDICE B - Programa em Matlab

% Inicialmente & declarado os valores relacionados ao nimero de itens,

% tamanho da amostra e repetigdes.
I=100;
n=1000;

r=1000;

% Simula as varidveis que n&o serdo modificadas em relagdo as réplicas.

% - Paradmetros de discriminagdo e dificuldade.

a=.5+1.5*%rand(1,I);
b=randn(1,I);

% - Pontos de quadratura, dimens&do do vetor e valores da fdp.

d=.25;

Q=(-4:4:4)’;

q=length(Q) ;

g=normpdf (Q) ;

% Declara a matriz que receberd os valores estimados em cada repetigéo.
R=ones(r,2%I);

% Inicio de cada réplica

for k=1:r
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disp(?’INICI0O DA REPETIGAO:’),disp(k);

% Amostra aleatéria composta de 1000 individuos.

theta=randn(n,1);
alfa=ones(n,I);
u=ones(n,I);
LU=ones(n,I);

lu=ones(n,I);

% Matriz u: dados-resposta
for i=1:1I
alfa(:,i)= exp( .5 * a(i) * (theta - b(i)));
for j=1:n
u(j,i)=betarnd(alfa(j,i),1./alfa(j,i));
if u(j,i)<10"-15
u(j,i)=10~-15;
elseif u(j,i)>1-10"-15;
u(j,i)=1-10~-15;
end
LU(j,i)=log(u(j,1));
lu(j,i)=log(1-u(j,i));
end

end

% Calculo dos valores iniciais para os paradmetros
mu=mean(u) ;

al=ones(1,I);

bl=log((1-mu)./(mu));

parf=[al;bl];

M=1;
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c=0;

disp(’INICI0O DAS ITERAGOES!’);

while M>10"-4 && c<1000

alfal=ones(q,I);
bethal=ones(q,I);

s=0; for i=1:1I
alfal(:,i)= exp(.5 * al(i) * (Q - b1(i)));
bethal(:,i)=1./alfal(:,i);
s=s+((alfal(:,i)-1)*ones(1l,n)) .*(ones(q,1)*LU(:,i)?) ...
+((bethal(:,i)-1)*ones(1,n)).*(ones(q,1)*1u(:,i)’) ...
-(betaln(alfal(:,i),bethal(:,i)))*ones(1,n);

end

F=max(max(s)); if F>709
w=0;
while F>709
F=F-709;
w=wt+1;
end
F=F+709* (w-1);
f=Fx*ones(q,n) ;
S=s-1;
else
S=s;

end

Nu=exp(S) .*(g*ones(1,n));
De=ones(q, 1) *d*sum(Nu)+(10~-320) *ones (q,n) ;
ge=Nu./De;
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soma=alfal+bethal;
sub=alfal-bethal;

m=ones(1,I);

% Inicio da atualizagdo de cada pardmetro, por item.

for i=1:1

Xl=sub(:,i).~2.*psi(l,soma(:,i))-alfal(:,i).~2.*psi(l,alfal(:,i))...
-bethal(:,i).~2.*%psi(1,bethal(:,i));

X2=alfal(:,i)*ones(1,n).*((psi(soma(:,i))-psi(alfal(:,i)))*ones(l,n)...
+(ones(q,1)*LU(:,1)?));

X3=bethal(:,i)*ones(1l,n).*((psi(soma(:,i))-psi(bethal(:,i)))*ones(1l,n)...
+(ones(q,1)*1u(:,1)?));

X4=X1*ones(1,n)+X2+X3;

A=(.5%(Q-b1(1)))*ones(1,n) .*x(X2-X3);
hjia=dxsum(A.*ge) ;

ha=sum(hjia);

B=-.5%al(i)*(X2-X3);
hjib=d*sum(B.*ge) ;
hb=sum(hjib) ;

AA=(.5*%(Q-b1(i))) . 2%ones(1,n) .*X4;
Hjiaa=d*sum( (AA+A.*A) .*ge) ;

Haa=sum(Hjiaa-hjia.*hjia);

BB=(.5%al(i))"~2*X4;
Hjibb=d*sum((BB+B.*B) .*ge) ;
Hbb=sum(Hjibb-hjib.*hjib) ;

AB=-.5%(.5*xal(i)*(Q-b1(i)) .*X1*ones(1,n)+(.5*%al1(i)*(Q-b1(i))+1)...
xones (1,n) .*X2+(.5%al1(i)*(Q-b1(i))-1)*ones(1l,n) .*X3);
Hjiab=d*sum((AB+A.*B) .*ge) ;



Hab=sum(Hjiab-hjia.*hjib);

% Matriz de primeiras derivadas:
hab=[ha;hb];

% Matriz de segundas derivadas:
HAB=[Haa Hab;Hab Hbb];

% Atualizagdo dos pardmetros
delta=inv (HAB) *hab;
parf(:,i)=parf(:,i)-delta;
m(i)=max(abs(delta));
al(i)=parf(1,i);
bl(i)=parf(2,i);

end

% Calculo do maior ’erro’ até este momento e do numero de iteragdes.

b (critério de parada)

M=max (m) ;

c=c+1;

disp(’........... I.t.e.r.a.¢.8.0............:7),disp(c);
end

R(k, :)=reshape(parf,1,[]);

end

% Média dos valores estimados nas 1000 réplicas.
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mr=mean(R) ;

mab=vec2mat (mr,2)’;

% Representagdo grafica dos resultados.

subplot(2,2,1),plot(a,a,a,mab(1,:),’.r?);
subplot(2,2,2),plot(b,b,b,mab(2,:),’.r’);
subplot(2,2,3) ,plot(a-mab(1,:),’.r’);
subplot(2,2,4),plot(b-mab(2,:),’.r’);

disp(’... T ... E ... R ... M... I ... N ...
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