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Resumo

SILVA, Charlene Carvalho. Estudo e Aplicagoes do Modelo de Regressao Beta. 2013. Dis-
sertagdo (Mestrado em Matematica e Estatistica), PPGME, UFPA, Belém, Pard, Brasil.

Neste trabalho sao apresentadas algumas caracteristicas e propriedades do Modelo de
Regressao Beta, para o caso simples de uma tinica observacao por individuo, e para o
caso em que tem-se dados com medidas repetidas. Este modelo de regressao ¢ de grande
utilidade no caso em que tem-se uma variavel resposta definida no intervalo (0, 1), como
por exemplo, taxas ou proporcoes. O objetivo desta dissertacao é estudar o processo de es-
timacao do modelo de regressao Beta e aplica-lo a dois conjuntos de dados reais. O modelo
de regressao Beta, definido por Ferrari e Cribari-Neto (2004) foi utilizado na modelagem
dos dados referente as caracteristicas fisico-quimicas e de cromatografia gasosa utilizadas
para monitorar a vida 1util dos transformadores, onde constatou-se que as varidaveis Cor,
Rigidez Dielétrica, Teor A/gua, Tensao Interfacial, Oy, Ny, CHy, CO e CyHy sao esta-
tisticamente importantes para explicar o comportamento da variavel resposta [ndice de
neutralizacao. Foi observado que este tem maior chance de aumento para a variagao po-
sitiva de 1 unidade com a varidavel Cor (19,73%). O modelo de regressao Beta para dados
com medidas repetidas, desenvolvido por Venezuela (2008), foi utilizado para avaliar e
comparar o rendimento académico dos cotistas e nao cotistas no curso de graduacao em
Medicina da UFPA, campus Belém, que ingressaram pelo primeiro Processo seletivo se-
riado com sistema de cotas. Verificou-se que o desempenho no vestibular influencia no
rendimento académico do aluno na universidade e que, apesar do curso de Medicina ser
de alto prestigio e possuir demanda elevada no vestibular, o rendimento académico dos
cotistas e nao-cotistas nao difere ao longo dos nove periodos de curso observados.

Palavras-chave: regressao beta, indice de neutralizacao, rendimento académico.



Abstract

SILVA , Charlene de Carvalho. Beta Regression and applications. 2013. Dissertation (Mas-
ter Science in Mathematics and Statistics), PPGME, UFPA, Belém, Pard, Brazil.

This work presents some characteristics and properties of Beta Regression Model for
the simple case of a single observation per individual, and the event that has data with
repeated measurements. This regression model is useful in the case that it has a variable
response defined in the interval (0, 1), such as rates or proportions. The objective of this
thesis is to study the process of estimating the regression model Beta and apply it to
two real data sets. Beta regression model, defined by Ferrari and Cribari-Neto (2004) was
used in modeling data regarding the physico-chemical and gas chromatography used to
monitor the life of transformers, where it was found that the variables Color, Dielectric
Strength, Water Content, Interfacial Tension, Oy, Ny, CHy, CO and Cy Hy are statistically
important in explaining the behavior of the response variable Neutralization index. It
was noted that this is more likely to increase for the positive change of one unit with
variable color (19,73%). Beta regression model for data with repeated measures, developed
by Venezuela (2008), was used to evaluate and compare the academic performance of
shareholders and non-shareholders in the course of undergraduate medical UFPA, Belém
campus, who entered the first Selection Process Series with a quota system. It was found
that the performance in the entrance exam influences the academic performance of the
student at the university and that despite the medical school have high prestige and
have high demand in the entrance exam, the academic performance of shareholders and
non-shareholders do not differ over the nine periods course observed.

Keywords: Beta regression, Neutralization index, Academic performance.



Indice

[Abstract]

ILista de Tabelas|

[Lista de Figuras|

(1 Introducao|

(1.1 Aspectos Gerais|. . . . . . . . . . . e
(1.2 Objetivos| . . . . . . . .

[1.3 Organizacao da Dissertacaol . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...

2 Modelo de Regressao Betal

2.1 Introducaol . . . . . . . . . . e
(2.2 Distribuicao Betal . . . . . . . ...
[2.3 Modelo de Regressao Betal . . . . . ... ... ... ... 0.

[2.3.1 Reparametrizacao da distribuicao Betal. . . . . . . .. ... ... ...
[2.3.2 Regressao Betal . . . . . . . . . ... oo

2.4 Funcoes de ligacao| . . . . . . . . . . ..

[2.5 Funcao Escore e Matriz de Informacaol . . . . . . . ... .. ... ... ...

2.6 Estimacao dos Parametros| . . . . . . . . . .. ...

[2.6.1 Processo Iterativo de Newton-Raphson|. . . . . . . .. ... ... ...

vil

viii

xii

xiv



[2.7 Teste de Hipoteses| . . . . . . . . . . . .
2.7.1 Testede Waldl . . . . . . . . . .

[2.8.2 Residuo ponderado padronizado 1| . . . . . . . .. .. ... ... ...

[2.8.3 Residuo ponderado padronizado 2| . . . . . ... ... ... ... ...

[2.9 Diagnostico do Modelo ajustado|. . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..

[2.9.3 Grafico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simulado| . . . .

[3 Regressao Beta com medidas repetidas|

[3.1 Introducao| . . . . . . . . ...

[3.2 Equacoes de Estimacaol . . . . . . . . ...

[3.2.1 Modelagem do parametro de posicaol . . . . . . . . .. ... ... ...

[3.2.2 Matrizes de correlacao de Trabalho| . . . . . . . ... .. ... ... ..

|4 Aplicacao I: Indice de Neutralizacao em Transformadores|

4.1 Introducaol . . . . . . . . . e

[4.3.2 Tensao Interfaciall . . . . . . . . . . . . ...

16
18
18
18
19
19
20
20
21
23

25
25
26
26
30
33
34
35
36



|4.3.4 Indice de Neutralizacéo| ..........................
[4.3.5 Rigidez Dielétrical . . . . . ... .. ... .0 o

[4.4 Cromatografia Gasosa| . . . . . . . . . . . ...

[4.5 Descricao e estudo exploratorio dos dados| . . . . . . . ... ... ... ...

[4.6 Ajuste do modelo de Regressao Beta| . . . . . . .. ... ... ... .. ...

[> Aplicacao II: Rendimento acadéemico no Sistema de Cotas|

[b.1 Introducaol . . . . . . . . . e

[5.2 Implantacao da politica de cotas no Ensino Superior Brasileiro|. . . . . . . .

[>.2.1 Implantacao da politica de cotas: o caso da UFPA| . . . . .. ... ..

[5.2.2 Avaliacao do Sistema de Cotas| . . . . . . ... .. ... ... .....

[5.3 Descricao e estudo exploratorio dos dados| . . . . . . . ... ... ... ...

[5.4 Ajuste do modelo de Regressao Beta com medidas repetidas| . . . . . . . ..

[6 Consideracoes Finais e Recomendacoes|

Ifi,l g:QIlg:lllﬂ()féﬁl ------------------------------------

6.2 Recomendacoes| . . . . . . . . . ..

[Referencias Bibliograficas|

xi

40
40
41
41
41
42
45

60
60
61
61
62
62
66

71
71
72

73



Lista de Tabelas

4.1 Medidas descritivas das caracteristicas fisico-quimicas e da cromatografia] . 44
[4.2  Estimativas dos parametros do modelo de regressao Betal . . . . . . . . .. 46
4.3 Medida de impacto DQMRP e EAMRP para os valores ajustados| . . . . . 50
1.4  Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a |
observacao 3| . . . . . . .. 51

1.5 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a |
observacao 154 . . . . . ... 52

1.6 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as |
observacoes 3 e 154 . . . . . ... L 53

1.7 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a |
observacao 159 . . . . . . . .. 54

4.8 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as |
observacoes 3 e 159 . . . . . . . .. 55

4.9 Erro Quadratico Médio (EQM) e Erro Absoluto Médio (EAM) do modelo |
de regressao Beta ajustado sem os pontos identificados no diagnostico de |
influencial . . . .. oL 57

[4.10 Estimativas dos parametros do modelo de regressao Beta somente com as |
variaveis significativas apos a analise de diagnostico.. . . . . . . . . . . .. 59

[>.1 Estimativas e erros padroes dos parametros do modelo de regressao Beta |
com a estrutura Padrao Uniforme. Dados do rendimento academico dos |

| alunos do curso de medicina da UFPAJ . . . . . ... ... ... ... ... 68



xiii

[5.2  Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as

observagoes (1, 2, 17, 47, 65, 82, 88, 113 e 126). Dados do rendimento

academico dos alunos do curso de medicina da UFPAJ. . . . . . . . . . .. 70




Lista de Figuras

[2.1 Densidade Beta para diferentes valores de (p,q)| . . . . . ... . ... ... 7
[2.2  Densidade Beta para diferentes valores de (u, o). . . . .. ... ... ... 8
[2.3  Funcoes de Ligacao logito, log-log, clog-log e Aranda-ordaz.|. . . . . . . .. 10
[4.1  Forma simplificada da distribuicao de energia| . . . . . .. ... ... ... 37
[4.2  Distribuicao do indice de neutralizacao geral e por tipo de transtormador.|. 45

[4.3  Graficos de diagnostico do modelo de regressao Beta ajustado para os dados

de indice de neutralizacao.| . . . . . . . ... 0oL 47
4.4  Grafico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simulado.| . . . . . . 48
[4.5 Grafico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simuladof. . . . . . . 56
|4.6 Indice de neutralizacao observado e previsto na amostra de Validagéo| ... b8
5.1 Box-plot para o CRPL por periodo letivo| . . . . . . ... ... ... .... 64

5.2 CRPL médio para nao cotistas e cotistas no curso de Medicina por periodo |

[5.3  Correlacoes entre os CRPL’s dos nao cotistas, iniciando no periodo 1 (P1) |

ao periodo 5 (P5) em relacao aos periodos seguintes| . . . . . . . .. .. .. 65

(5.4  Correlacoes entre os CRPL’s dos cotistas, iniciando no periodo 1 (P1) ao |

periodo 5 (P5) em relagao aos periodos seguintes|. . . . . . . . .. ... .. 65

5.5 Graficos de diagnosticos com todas as observacoes.|. . . . . . . .. ... .. 69




Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

Usualmente, em diferentes areas de aplicagao da Estatistica, utiliza-se o modelo de regressao
Normal Linear para investigar a relacao entre uma variavel de interesse e um conjunto
de variaveis explicativas, que afetam seu comportamento através de uma estrutura de
regressao. No entanto, quando essa variavel de interesse assume valores em um intervalo
(0,1) restrito, tais como proporgdes, taxas, indices, concentragoes, e outros, o uso do mo-
delo de regressao Normal Linear nao é adequado, uma vez que este modelo pressupoe
que os dados sejam distribuidos normalmente, o que acaba sendo um modelo falho, pois
possibilita a previsao de valores fora do suporte da variavel resposta, ou seja, do intervalo
(0,1).

Na literatura encontramos algumas aplicagoes da distribuicao beta como Janardan e
Padmanabhan (1986) modelam varidveis hidrolégicas usando a distribuigao beta; McNally
(1990) utiliza a distribuigao beta num estudo referente a capacidade de reproducao em va-
cas; raham e Hollands (1990) e Milyutin e Yaromenko (1991) usam a distribui¢ao beta para
estudar indices relacionados a transmissao de radiagao solar; Bury (1999) lista um conjunto
de aplicagoes em engenharia. Contudo essas aplicagoes nao envolvem situagoes em que o
pesquisador necessita impor uma estrutura de regressao para a variavel resposta.Segundo
Kieschnick e McCullough (2003) e Johnson, Kotz e Balakrishnam (1995,p.235) desta-
cam que a distribuicao beta é um modelo apropriado para descrever dados distribuidos de
forma continua no intervalo (0,1) dada a grande flexibilidade de formas dessa distribuigao.

Varios modelos tém sido propostos na literatura para trabalhar com esta distribuicao,
em uma estrutura de regressao. Segundo Smithson e Verkuilen (2006), as trés primeiras

aplicagoes de Regressao Beta vieram da literatura na area de Economia, onde Brehm e
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Gates (1993) modelaram proporgdes usando a parametrizagao padrao das distribuigdes
Beta, que complexifica a formulagao do modelo de regressao dificultando a interpretagao
dos parametros. Posteriormente, Paolino (2001) comparou a Regressao Beta com modelos
de regressao linear com e sem transformagao logito da varidavel resposta. Utilizando dados
simulados e reais, ele concluiu que a Regressao Beta apresenta vantagens significativas em
relagao a regressao linear para o estudo de variaveis respostas que assumem valores no in-
tervalo (0,1). Kieschnick e McCullough (2003) compararam o desempenho de um modelo
de Regressao Beta com ligacao logito com as de diversos outros modelos, usualmente uti-
lizados na pratica a partir de uma variacao do critério de informagao de Akaike, proposta
por McQuarrie e Tssai (1998). Em ambos os conjuntos de dados referentes a estudos de pro-
porcoes, o modelo de Regressao Beta produziu um ajuste superior aos demais, segundo
esse critério. Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram um modelo de Regressao Beta
usando uma parametrizacao da distribuicao Beta indexada pelos parametros de locagao e
dispersao. Estes parametros podem ser interpretados em termos da média das observacoes,
que é modelada usando um preditor linear que relaciona a resposta média a covariaveis
e parametros desconhecidos através de uma funcao de ligacao. Além de apresentar deta-
lhes da estimagao dos parametros por maxima verossimilhanca, também desenvolveram
um conjunto compreensivo de ferramentas de inferéncia, tais como testes de hipoteses e

medidas de diagnostico.

Apés o artigo de Ferrari e Cribari-Neto (2004) vérios trabalhos relacionados ao mo-
delo de Regressao Beta foram desenvolvidos e um pacote no software R foi criado para
o ajuste do modelo (CRIBARI-NETO e ZEILEIS, 2010). O modelo de Regressao Beta
foi estendido por Smithson e Verkuilen (2006), para permitir que o parametro de pre-
cisao da distribuicao Beta também varie em funcao de variaveis preditoras. Ospina et al.
(2006) obtiveram estimadores de méaxima verossimilhanga dos parametros do modelo de
Regressao Beta com corre¢ao do viés. Cribari-Neto e Vasconcellos (2006) (ver também
OLIVEIRA, 2004) através de estudos de simulagbes observaram bons resultados quanto
ao viés, comportamento assintotico, taxa de cobertura e assimetria para os estimadores
dos parametros de regressao, e os resultados nao foram tao satisfatorios para o parametro
de dispersao. Ospina (2007) propos o modelo de Regressdo Beta com dispersao varidvel

quando hé independéncia entre todas as observacoes e desenvolveu medidas de diagndstico

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA
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capazes de captar a presenca dessa dispersao variavel nos dados. Andrade (2007) estudou
o efeito da especificacao incorreta da funcao de ligacao em modelos de Regressao Beta. O
modelo de Regressao Beta foi ainda desenvolvido do ponto de vista bayesiano por Brascum
et al. (2007). Miyashiro (2008) comparou os modelos de Regressao Beta e simplex em dois
conjuntos de dados, observando que em ambos a Regressao Beta possibilitou um melhor
ajuste. J4 Espinheira et al. (2008 a,b) introduziram novos residuos e medidas de influéncia
local. Venezuela (2008) desenvolveu equagoes de estimagao para os modelos de Regressao
Beta com medidas repetidas e também desenvolveu algumas medidas de diagnostico para
avaliar a adequagao do modelo. Souza (2011) e Melo et al. (2009) propuseram modelos de
Regressao Beta multivariados. Simas et al (2010) desenvolveram um modelo de Regressao
Beta mais geral que permite nao linearidade e dispersao variavel. Cribari-Neto e Souza
(2011) desenvolveram testes de hipdteses para os parametros que ajustam a média da

variavel resposta sem a necessidade de ajustar o parametro de precisao.

1.2 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sao relacionados a seguir:

e Estudar o processo de estimacao no modelo de Regressao Beta;
e Estudar as principais medidas e critérios de diagndstico do modelo ajustado;

e Realizar a aplicagdo do modelo de Regressao Beta em dois conjuntos de dados reais
utilizando o modelo de Regressao Beta definido por Ferrari e Cribari-Neto (2004)
e o modelo de Regressao Beta desenvolvido para dados com medidas repetidas,

desenvolvido por Venezuela (2008).

1.3 Organizacao da Dissertacgao

A presente dissertagao de mestrado esta dividida em seis capitulos. No Capitulo 2 apresen-
tamos o modelo de Regressao Beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), algumas
funcgoes de ligagao, a funcao escore e matriz de informacao, a estimacgao dos parametros de
regressao, teste de hipdteses e algumas medidas de diagndstico. No Capitulo 3 apresenta-

mos o modelo de Regressao Beta desenvolvido para dados com medidas repetidas, desen-

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



1.3 Organizacao da Dissertacao 4

volvido por Venezuela (2008). No Capitulo 4 apresentaremos os resultados da Aplicagao
I, utilizando o modelo de Regressao Beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) a um
conjunto de dados reais provenientes de um estudo sobre as caracteristicas fisico-quimicas
e analise cromatografica de gases, utilizada para monitorar a condi¢ao do dleo isolante
em alguns transformadores. No Capitulo 5 apresentaremos a Aplicagao 2, com a uti-
lizagao do modelo de Regressao Beta para dados com medidas repetidas (VENEZUELA,
2008), com base em um conjunto de dados relativo ao acompanhamento do Coeficiente de
Rendimento do Periodo Letivo (CRPL) de alunos ingressantes em alguns cursos da UFPA
através do sistema de cotas. No Capitulo 6 apresentamos as conclusoes e recomendacoes

para trabalhos futuros.

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



Capitulo 2

Modelo de Regressao Beta

2.1 Introducao

O modelo de Regressao Beta desenvolvido por Ferrari e Cribari-Neto (2004) é uma ferra-
menta que vem sendo muito utilizada na modelagem de dados onde a varidvel de interesse
é restrita no intervalo unitério (0,1). O modelo proposto apresenta uma reparametrizac¢ao
da distribuicao Beta, de modo que sua estrutura de regressao permite modelar a média
de uma variavel dependente em funcao de um conjunto de varidveis independentes e que
contenha um parametro de precisao (ou dispersao) fixo ou variavel. Assim, o modelo supde
que a distribuicao da variavel resposta é Beta e que a resposta média esta relacionada
com um preditor linear a partir de uma funcao de ligacao. Esta apresenta vantagens so-
bre o modelo linear classico, uma vez que a densidade pode assumir diferentes formas,
tendo inclusive, a distribui¢ao uniforme como um caso particular (VASCONCELLOS e

CRIBARI-NETO, 2005).

2.2 Distribuicao Beta

A familia de distribui¢des Beta é composta de todas as distribui¢ées com funcao de den-

sidade de probabilidade (f.d.p) da forma
p — _
ﬂ%n®=~j;—jflﬂ—yVﬂ0<y<Lp>&q>Q (2.1)

em que ['(¢) ¢ a fungdo gama definida como

r) = [y ey 2.2)
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A média e a variancia da varidvel aleatéria (v.a.) Y com f.d.p. dada em (2.1)), sdo dadas,

respectivamente, por

_ P
E(Y) = et (2.3)
Var(Y) = P (2.4)

P+a)?(+q+1)
Como a distribuicao Beta possui dois parametros de forma, existe muita flexibilidade

no formato de sua densidade.

De acordo com os valores de p e q, a densidade Beta pode assumir diferentes formas no
intervalo (0,1). A Figura apresenta fungoes densidade de probabilidade para alguns
valores de (p, q). Note que para p,q < 1 a densidade tem forma de "U”, quando p < ¢ hé
assimetria a esquerda e quando p > ¢ ha assimetria a direita. Quando p = ¢ = 1, obtém-se

a distribuicao uniforme padrao.

2.3 Modelo de Regressao Beta

2.3.1 Reparametrizagao da distribuicao Beta

Ferrari e Cribari-Neto (2004) ressaltam a conveniéncia de reparametrizar de modo
que os parametros representem a média e a precisao da variavel resposta. Para obter esta
estrutura, consideram a transformagao u = p/(p+q) e ¢ = (p+¢q), implicando em p = u¢
e q = (1—p)¢. Assim, obtém-se uma nova forma para a funcao densidade de probabilidade

para a familia de distribuicoes Beta, dada por

fysp,¢) = r(uqs)rr(((?— 59 g1 —y) T 0 <y <1 (2.5)

em que 0 < p < 1,¢ > 0. A partir de (2.3)) e (2.4) segue que

EY)=peVar(yY) = %,

em que V(p) = p(l — p), de tal forma que p é a média da varidvel Y e ¢ pode ser
interpretado como um parametro de precisao no sentido que, para p fixado, tanto maior
o valor de ¢, menor a variancia de Y.

Neste modelo é assumido que a variavel dependente esta restrita ao intervalo

unitario (0, 1). No entanto, este modelo pode ser utilizado em situagdes mais gerais, em que
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2.3 Modelo de Regressao Beta 7

a variavel dependente é restrita ao intervalo (a,b), onde a e b sdo constantes conhecidas,
com a < b. Neste caso, em vez de modelar Y diretamente, utiliza-se a transformacao

Y*=(Y —a)/(b— a) que ficard entao definido no intervalo (0, 1).

30

I 05,01
(8:2)

(38)

25
1

(44)

Densidade
20

15

10

(LAY

0.5
L

0.0 0.2 04 06 08 1.0

Figura 2.1 Densidade Beta para diferentes valores de (p,q)

Na Figura sao apresentadas densidades Beta considerando a nova parametrizacao.
Como se pode observar, a densidade pode assumir forma de ”J”, ”J”invertido e de "U”.
Adicionalmente, ela é simétrica quando p = 1/2 e assimétrica quando p # 1/2. Em
particular, para yp = 1/2 e ¢ = 2 a densidade se reduz a uniforme padrao. (FERRARI
e CRIBARI-NETO, 2004).

2.3.2 Regressao Beta

Sejam Y7, Y5, ..., Y, variaveis aleatérias independentes, de modo que cada Y; tenha dis-
tribuicao Beta reparametrizada com densidade , isto é, com média uy, t =1,...,n,
e parametro de precisao ¢ (desconhecido e constante para todo t). Ferrari e Cribari-Neto
(2004) propuseram a modelagem da média i, por meio de uma fungao de ligagao associada

ao preditor linear 7;, de modo a satisfazer a seguinte relagao funcional:

k
Q(Mt) = Z T3 = My, (2-6)
i=1
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Figura 2.2 Densidade Beta para diferentes valores de (u, ¢).
em que 1, = x, 3, sendo B = (B1,0,...,0k)" o vetor de parametros desconhecidos
a serem estimados, (3 € RT), I = (w41, 740, ..., 2y,) representa os valores de k (k < n)

varidveis explicativas (covaridveis) que sao assumidos fixos e conhecidos e ¢(.) é uma fungao
estritamente monétona e duplamente diferencidvel (fungao de ligacao) com dominio no
intervalo (0,1) e contradominio R. Desta forma, tem-se que u; = g '(n;) e var(Y;) =
(1 — ) /(14 @). Assim, como a variancia da resposta Y; depende de 7, (pela fungao de
variancia e pela inversa da funcao de ligacao) e, portanto, ndo é constante para todo t,
as variaveis respostas com variancia nao constantes (heterocedésticas) sao naturalmente

incorporadas no modelo.

2.4 Funcoes de ligacao

O Modelo de Regressao Beta apresenta uma funcao que relaciona a variavel dependente e a
estrutura linear das variaveis independentes, denominado fungao de ligagao g(.) , e existem

muitas possibilidades para sua escolha. Por exemplo, podemos utilizar a especificacao

g(u)zlog{ﬁ},

logito

ou a funcao probito
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em que ®(.) é a funcdo de distribuigdo acumulada de uma varidvel aleatéria Normal

padrao, ou ainda, a ligacao complemento log-log

g(u) = log{—log(1 — )},

ou a fungao log-log

g(p) = —log{—log(n)},

ou a fun¢do Aranda-Ordaz (assimétrica) (ARANDA-ORDAZ, 1981):

9(p, A) = log {(1 — ) = ;} :

Essas cinco funcoes de ligacao apresentadas sao continuas e estritamente crescentes no
intervalo unitério [0, 1]. Na pratica, é comum realizar a escolha da funcao de ligagao que
melhor ajuste a relagao da estrutura linear (preditor linear) e a média da distribuigao da
varidavel dependente. De acordo com Ferrari e Cribari-Neto (2004) as fungoes de ligagao
podem assumir comportamento similar no dominio do intervalo padrao unitério.

A Figura [2.3] apresenta o comportamento de n como funcao de p para as funcoes de
ligacao logito, probito, complemento log-log, log-log e Aranda-Ordaz. E possivel verificar
que a funcao clog-log tem comportamento similar a logito para valores de p proximos de
0 ocorrendo o mesmo para log-log em relagao a logito, porém para valores de p proximos
de 1.

A fungao probito tende a assumir valores maiores que a logito para valores de p préximos
de 0 e valores menores conforme o valor de y se aproxime de 1 com ponto de inflexao em 0.5.
Andrade (2007) estudou a escolha da fungao de ligagao e os efeitos de sua especificacao
incorreta. A funcao logito, mesmo quando estd especificada incorretamente, resulta em
estimativas para as respostas médias com vieses pequenos. Mas, se nao ha interesse na
interpretacao dos parametros, a escolha da fungao de ligacao de Aranda-Ordaz pode ser

mais adequada.

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



2.4 Funcgoes de ligagao 10

— Logito =94 — Logito
R B Probite 1| | e Aranda-Ordaz(1.5) i
'''''''''' Aranda-Ordaz(2) i
(“\J —
LD —
2 o e
o o
D p—
('\IJ |
T 77
I I I I I I I I I I I I
oo 02 04 0.6 0.8 1.0 0.0 02 04 08 0.8 1.0
H H

Figura 2.3 Fungdes de Ligacdo logito, log-log, clog-log e Aranda-ordaz.

A funcao de ligacao logito é a mais utilizada, pois possibilita interpretacao simples para

os parametros de regressao. Utilizando a equagao (2.6)), tem-se

g(ut):log{ }:x;rﬁ,tzl,...,n.

t
L —u
Alternativamente, o modelo pode ser escrito como

Mt
L —pu

= exp(z, ),

ou ainda
_ eap(a] B
1+ exp(zfB)

Quando a funcao logito é utilizada os parametros de regressao podem ser interpretados

g () =

em termos de razao de chances. Suponha que o valor da i-ésima variavel regressora é
aumentado por ¢ unidades e todas as outras variaveis independentes permanecem inalter-

adas. Seja u! a média de Y sob este novo valor das covariadas, uma vez que p denota a
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2.5 Funcao Escore e Matriz de Informacao 11

média de Y sob o valor original das covariadas. Temos entao que
T
1—put

=exp(xnf+ -+ xuli + -+ xubr),

e agora ¢é facil verificar que

LS
) =)

isto é, exp(cB;) é a razao de chances (oddsratio).

2.5 Funcao Escore e Matriz de Informacao

Nesta segao, apresentamos a funcao escore e a matriz de Informacgao de Fisher para
o vetor de parametros B e, também, para o parametro de precisao ¢, que sao obtidas
através das derivadas do logaritmo natural da funcao de verossimilhanca com respeito a
B3 e ¢, respectivamente.

O logaritmo natural da funcao de verossimilhanca baseada em uma amostra de n ob-

servacoes independentes é

n

1B, 0) = log([] £, 0)) = D _tule, 0), (2.7)

i=1
em que
L(B,0) = logl'(¢) — logl'(1e¢) — logD'((1 — 1))
+ (¢ — Dlogy + {(1 — pe)¢ — 1}Hog(1 — w),
com j; = g~'(n;) definido em (2.6). A fungdo escore ¢ obtida derivando o logaritmo da

funcao de verossimilhanca com respeito aos parametros desconhecidos. Segue que para

i=1,...k

01(B.9) _ 5~ 0l 6) O Oy

0B B O, 95, (2.8)
8&(5:2 Q) =¢ |:10g1 gtyt — () — V(1 — 1))} (2.9)

Onde 9(.) é a fungao digama, definida como

’

_ dlogT'(a) _ [ (a)
da [(a)’

(a)
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Note que du,/dn, = 1/g (1) e também On,/0B; = x4. Antes de obter a expressdo final
para ([2.8]), sejam

* y
i = tog{ 2 e i = wlu) = w11~ o) (2.10)
Assim, a expressao (2.9) pode ser reescrita como
al(luta ¢) _ * *
o oy — 1)

e, finalmente (2.8) reduz-se a

t=1

Note também que assumindo condigoes usuais de regularidade (ver, SEN e SINGER, 1993,
Capitulo 7) apud Oliveira(2004), o valor esperado de Ol(u, ¢)/Ou; ¢é igual a zero. Mas,

al(:uh (b) * * * *
5|22 — 0 e Biot - )] = 0 Elyi] =
ou seja, o valor esperado da variavel transformada y; iguala-se a p;. A partir da primeira
derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanca em relagao a 3;,2 = 1,...,k , obtemos
a funcao escore para 3,0 vetor coluna Ug(f3, ¢) de dimensao k, pode ser escrito na seguinte

forma matricial:

Us(B,9) = 06X G(y* — p*) (2.12)
em que X é uma matriz (n X k) cuja t-ésima linha é ], G = diag {9,&1), e g'(L )},

Y=y et = ()T
Analogamente, a derivada de 1* ordem do logaritmo da fungao de verossimilhanca em

relagao a ¢ ¢ dada por

l( [3 %) Z Aly( m, ’ (2.13)

t=1

com

alt‘ (67 ¢)
d¢

_ mel — () + 9((1 — 1)) (2.14)
+ log(l—yt)—@b((l— 1)) + ¥ (¢)
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Portanto, a fungao escore para o parametro de precisao ¢ é dada por

Z{ut — 1) +log(1 — y,) — (1 — p)o) +¥(9)}, (2.15)

sendo Uy (S, ¢) um escalar.
O nosso proximo passo é obter a matriz de informacao de Fisher para (3, ¢). De [2.8]

as derivadas de 2* ordem de [(3, ¢) com respeito a f; e 3; sao dadas por

821(5&5) _ - 8zl(ut,¢) dpu alt(ﬂta¢) 0 dyug d g
0808, 2 T P () s (210

como E(0l; (s, ¢)/0ue) = 0, tem-se

O?l1(B, ¢ Ol (pue, @ dpu ?

= (T ) - 22 [Zar ] () e

Agora, de (2.9) temos

321t ty ’ ’

) 0 ) - (1 - o)),
sendo 9(.) a funcao trigama definida como

B Plogt() _ T I — [ (W)
VAN =T T e T2 A >0
e, assim,
1B, ¢
E( 98,05, ) _¢Zwtxt’xtj’
com
/ / ].
t = t®P) — 1 — T e
= S0 ) = 4 (1 = 1))}
Em forma matricial, tem-se
E <%) = X WX, (2.17)

com W = diag{wy, ..., w,}.
De ([2.11)) a deriva de 2* ordem de [(3, ¢) com respeito a f3; e ¢ pode ser escrita como

M_”[*_*_M} Lo
6ﬁza¢ _; (yt :ut) 8¢ g/ . Lt
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Como E(y;) = i e 9u; /06 = ¢ () e — ' (1 = 1)) (1 — pue), chega-se a
>’U(B, ¢ -
. ( 96:06 ) 2 Cﬂc/ T

em que ¢; = ¢{W () e — ¥ (1 — pe)d)(1 — py)}. Em notacdo matricial,

aQZ(/@a ¢) _ T
= (i) =X

com c = (c1,...,cn)".

Finalmente, temos que 021(83, ¢)/0¢* pode ser obtida diferenciando a expressio em

(2.13) em relagao a ¢, ou seja,

’l(B.¢) _ iazlt(ﬂmﬁ)

9 = v (2.18)

t=1

= =) [ (mo)i — ¥ (1= p)d) (1 — ) — (). (2.19)

t=1

Seja d; = W/(/ﬁt@/ﬁ? - @DI((l — p1e)P) (1 — ,Ut)2 - ¢/(¢)] Logo,
PUB. )\ <
()%

que em notagao matricial, pode ser escrito como

ST p—

em que D = diag{dy,...,d,} e tr(D) indica o tra¢o da matriz D.

Finalmente, a matriz de informag¢do de Fisher para (3, ¢) é dada por

Kss Kpg
Ky Koo

=K(B.9) = (2.20)

em que Kgg = 9X WX, Kg, = K] ; = X' Ge, e Ky = tr(D).
Sob condigoes gerais de regularidade (ver SEN e SINGER (1993)), quando o tamanho da
amostra é grande, a distribuicao aproximada dos estimadores de maxima verossimilhanca

é dada por

~

f 5 N1 Z K (2.21)

~

¢
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no qual B e ¢ sao estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e ¢, respectivamente.
Para se obter os erros padroes assintoticos dos estimadores de maxima verossimilhanga é
interessante escrever K~' de forma explicita. Utilizando a férmula para inversa de matrizes

subdivididas dada por Rao (1973, p. 33), obtém-se

K'=K8,9¢) = KPR , (2.22)
K% K%
em que
oo _ L XTWX)! {Ik N XTGccTGTX(XTWX)—l}
¢ Yo
, com

y=tr(D) - ¢ 'c'GTX(X'WX)'X"Ge,

1
K% = (K" = ——d)(XTWX)—lXTGc,
v

e K = 41, Aqui I, é a matriz identidade de ordem #.

2.6 Estimacao dos Parametros

Os estimadores de méxima verossimilhanga dos parametros, 3 e ¢, sao obtidos através da

solugao do sistema

Este sistema nao possui solugao em forma fechada e as estimativas de maxima verossimi-
lhanca sao obtidas por meio da maximizacao numérica da funcao de log-verossimilhanca. A
maximizacao deve ser realizada usando um algoritmo de otimizacao nao linear, tais como
algoritmos baseados no método de Newton-Raphson, escore de Fisher ou um algoritmo
Quasi-Newton, conhecido como método BFGS (BROYDEN, FLETCHER, GOLDFARB
E SHANNO, ver NOCEDAL e WRIGT, 1999). Na préxima segao descreveremos estes

trés métodos iterativos.
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2.6.1 Processo Iterativo de Newton-Raphson

Seja @ = (B",6)", o vetor de parametros e U(8) = (Us(B,9)",Us(B,9))", o vetor das
fungoes escores de dimensao (K + 1) x 1. O processo iterativo de Newton-Raphson para
obtencao da estimativa de maxima verossimilhanca do vetor 6 é definido expandindo-se a

funcéo escore U(6) em torno de um valor inicial 8, tal que
U®)~U(09)+U (090 —-60)

Em que U'(0) denota a derivada de 1* ordem de U(8) com respeito a @' .Fazendo U(8) = 0

e repetindo o procedimento acima, chega-se ao seguinte processo iterativo
6"t = 9™ 1 (U (0"} UB"™),m=0,1... (2.23)

O aspecto mais trabalhoso desse esquema iterativo é a inversdo da matriz U'(8).

2.6.2 Processo Iterativo de Escore de Fisher

A expressao (2.23) apresenta uma forma alternativa equivalente assintoticamente, pois,
pela Lei dos Grandes Nuimeros, U '(0) converge para a matriz K definida em 1) quando
n — oo, substituindo a informagcao observada pela esperada. Neste caso obtemos o pro-

cedimento iterativo
6"t — 9 4 (KM Y0, m=0,1,...

Esse procedimento é denominado método escore de Fisher. Semelhantemente ao método

de Newton-Raphson o aspecto mais moroso desse esquema iterativo é a inversao da matriz
K.

2.6.3 Método BFGS

O método BFGS foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (ver NO-
CEDAL e WRIGT, 1999). Este utiliza o mesmo principio do método de Newton-Raphson,
diferenciando-se pelo fato de utilizar uma sequéncia de matrizes simétricas e positi-
vas definidas B™ no lugar da matriz U'(6"™)}~!. Comumente, toma-se como matriz

inicial, B, a matriz identidade de mesma ordem. A forma recursiva para obter as demais
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matrizes é dada por

w_ BMSIST) TR Iy eyt
(S(m))TB(m)S(m) (Ym)Tsm)

em que S™ = @) _ 9" o Y = (V) — (0"™). De forma andloga aos métodos

B =B

=0,1,...,

anteriores, o maximo é obtido pela recorréncia
9"t = 9™ 1 oMBM Q™) m=0,1,...,

em que o™ é um escalar determinado por algum procedimento de busca linear partir de
6™ na direcao —BM™U(8(™) de forma que f(y; 0'™) cresca nessa direcio.

Os algoritmos de otimizagao requerem a especificacao de valores iniciais a serem usados
no esquema iterativo. Ferrari e Cribari-Neto (2004) sugerem utilizar como valores iniciais
para 3 a estimativa de minimos quadrados ordindrios obtida da regressao linear das
respostas transformadas (g(y1), ..., g(yn)) com relacio a X, ou seja, (X' X)~'X "z, onde
z = (g(y1),...,9(yn))". Em relacio ao parametro de precisdo, eles sugerem um valor

inicial para ¢ baseado no fato de que

pe(1 — p)
Var(Y;) = ———=
ar(Y;) o
de forma alternativa, podemos escrever
6= pe(1 — pue) 1
Var(Y;)

e ao expandir até a primeira ordem a funcao g(y;) em série de Taylor ao redor do ponto

1 € tomando a variancia, temos que

Var{g(y)} = Var{g(m) + (s — m)g ()} = Var(y){g (u)}*,
isto é, Var(y,) ~ Var{g(y.)}{g (1:)} 2. Portanto, o valor sugerido ¢
1 (1 = fie)
0 _ = LN el Z AN |
e D ,
t=1
em que ji; é obtido aplicando g~!(.) para o t-ésimo valor ajustado da regressao linear de
(9(y1), -, 9(yn)) em X, isto é,
fio =g~ (x[ (XTX) "X 2) e 67 = &"¢/[(n — k){g (ju)}?].
Aqui, 6 =z — (X"X)"'X "z ¢ o vetor de residuos de minimos quadrados ordinarios de

uma regressao linear com varidvel resposta transformada. Oliveira (2004) relata que estes

valores iniciais proporcionaram resultados satisfatorios em seus experimentos.
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2.7 Teste de Hipoteses

Teste de hipoteses é um método estatistico para verificar se as estimativas dos parametros
sao compativeis com alguma hipdtese, podendo muitas vezes sugerir sua nao validade. Na
classe dos modelos lineares generalizados os testes de hipoteses usuais para os parametros
dos modelos sao os teste da Razao de Verossimilhancas, Escore e Wald. Analogamente,
Ferrari e Cribari-Neto (2004) desenvolveram estes testes para os parametros do modelo de
regressao Beta para averiguar sua significancia estatistica. Entre estes, nesta dissertacao

sera visto o teste de Wald descrito abaixo.

2.7.1 Teste de Wald

O teste de Wald ¢é utilizado para realizar inferéncias assintéticas acerca do vetor de

parametros 3. A estatistica do teste de Hy : B, = [3§°> versus Hy : B, # ,Bgo) é

wy = (B, = BY)T(K) (B, - BY).
em que Kflﬁ é igual a Kff avaliado no estimador de maxima verossimilhanga sem res-
tricao, e Bl ¢ o estimador de méxima verossimilhanca de 3;. Sob condicoes gerais de
regularidade e supondo H, verdadeira,temos que ws EEN X2, onde m é a dimensao do

espaco paramétrico sob a hipdtese Hy. Em particular, para testar a significancia do i-

ésimo parametro regressor (f3;),7 = 1,..., k, podemos utilizar a raiz quadrada sinalizada
da estatistica de Wald, isto é,
Bi
EP(5;)

no qual EP(f;) é o erro padrao assintético do estimador de maxima verossimilhanga de
B, obtido da inversa da matriz de informacao de Fisher avaliada nos estimadores de
maxima verossimilhanga. A distribuigao nula limite da estatistica deste teste é Normal

padrao.

2.8 Residuos

Varios tipos de residuos estao disponiveis na literatura para a avaliacao do modelo de

regressao Beta. Alguns trabalhos a respeito de residuos e andlise de diagnéstico em

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



2.8 Residuos 19

regressao Beta sdo encontrados em Espinheira et al. (2008a,b) e Ferrari et al. (2011).
Dentre os diversos residuos propostos o residuo ponderado padronizado 2 proposto por
Espinheira et al. (2008) é o que apresenta as melhores propriedades, além de ser o residuo
mais eficiente na identificacao de observacgoes que tem maior influéncia nas estimativas dos
parametros. Nesta se¢do, apresentamos os residuos proposto por Espinheira et al. (2008)
e Ferrari e Cribari-Neto (2004). Para defini¢ao desses residuos foi considerado o modelo

(2.2) com ¢ conhecido.

2.8.1 Residuo Ordinério

O residuo ordindrio padronizado foi definido por Ferrari e Cribari-Neto (2004) como
Yo —
Var(y)

Tt =

em que @’(Y}) = (1 — i) /(L + @), iu = g7 (x/B), e B e ¢ sdo os estimadores de
maxima verossimilhanca de 3 e ¢, respectivamente.

2.8.2 Residuo ponderado padronizado 1

Este residuo foi baseado no método score de Fisher para estimacao de 3, com ¢ co-

nhecido. O processo iterativo é dado por

com y*, u*, G e W definidos em ([2.10)),(2.12)) e (2.20)). Reescrevendo o processo iterativo

(2.24]) em termos de regressao de minimos quadrados ponderados:
/6(m+1) _ (XTW(m)X)—IXTW(m)Z(m)’

sendo z™ = pm) 4 WG (= — =)y com = (g, 10,...,m,)7 = X'B. Na
convergéncia, segue que

B=X"WX)"'X"Wz (2.25)

com
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onde W, e G sio as matrizes W e G avaliadas no estimador de méxima verossimilhanca.
Assim, usando as definigoes G e W em ([2.12)), Espinheira et al. (2008) definem o residuo

ponderado como

r; = Yo — M (2.26)

Vou
com v; = ¥ (fud) + ¥ ((1 — f1;)$).A mesma autora propde utilizar apenas a variancia
de yf (v;) no denominador do residuo ponderado dando origem ao residuo ponderado

padronizado 1 dado por

Tf _ ¢1/2T2< _ Yy — /J“t7 (227)

2.8.3 Residuo ponderado padronizado 2

Outro residuo definido por Espinheira et al. (2008) se baseia na variancia de z. Para
isso, reescrevemos como (XTWX)B = X"Wz. Note que B ¢ distribuido como
Nk(ﬁ,Kgﬁl) quando ¢ é conhecido (fixo), com Kzs = ¢(X WX), ou seja, cov(3) =
¢~ H(XTWX)~!. Segue que cov(z) ~ gzﬁ_lW_l. Assim, obtém-se cov(r*) ~ ¢~ (I, — H),
onde I, ¢ a matriz de identidade de ordem n e H = W X(XTWX) "X W%, O residuo
padronizado ponderado 2 é dado por

PP e — i Y m (2.28)

DTV VO el )

em que hy é o t-ésimo elemento da diagonal de H (veja a segao 2.9.1). Na prética, para

calcularmos esses residuos, devemos substituir ¢ pela sua estimativa de maxima verossi-

milhanca ngﬁ

2.9 Diagnoéstico do Modelo ajustado

Uma etapa essencial na andlise do ajuste dos modelos de regressao é a verificacao da
adequagao do modelo aos dados. Esta etapa, conhecida como diagnoéstico do modelo ajus-
tado constitui um conjunto de critérios e ferramentas graficas na avaliagao da adequagao
do modelo ajustado aos dados. Algumas medidas de diagndstico fornecem subsidios para
detectar: possivel violacao das suposicoes feitas para o modelo, especialmente para a com-

ponente aleatéria (y) e a fungao de ligagao (g(.)), aleatoriedade dos dados, presenca de
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pontos extremos (outliers), adequagao da distribuigdo de probabilidade proposta para a
variavel dependente e observacao de pontos influentes.

Nesta secao serao apresentadas ferramentas graficas para deteccao de desvio do modelo
e medidas de andlise de influéncia, como a alavanca generalizada proposta por Wei, Hu e

Fung (1998) e a distancia de Cook (COOK, 1977).

2.9.1 Ponto Alavanca ou Alavanca Generalizada

E um componente importante na andlise de influéncia em modelos de regressao. A alavanca
generalizada (GL) no modelo de regressao Beta definido por Ferrari e Cribari-Neto (2004)
apresenta-se sob dois enfoques. Primeiramente, sob a suposicao de que o parametro de
precisao ¢ é conhecido e, num segundo momento, admitindo que ¢ é desconhecido.
Considerando ¢ conhecido, Ferrari e Cribari-Neto (2004) obtiveram uma expressao de
forma fechada para GL() no modelo de regressao Beta proposto. Assim, a alavanca

generalizada fica dada por

_ _82l<ﬁ,¢>)‘1 2°1(B,9)
GLB) = Dﬁ( 0poa"T ) 0By’
em que
_ Op Op On
Ds = 98T~ T ogT GX (2.29)

e de (2.10)

(B, ) {82l fre, @) dpe Ol ) 0 (d,ut) } diu
- N + ; 2.30
0p:0P; Z I g dm Oy Ope \ dmy dn; dn, ( )

T Ly

{9 () }?

o , ot o g (1)
— ¢; {cb{l/) (@) + 9 (1= 1))} + (u; 'ut)glwt) }

que em forma matricial, é dado por

(B, 9)

8ﬁ8ﬁT = ¢XTQX7

em que Q = diag{qi,...,q,} com

G- {qzs{w’(utqé) O )d)} + i) L) f=1....n

g (p )}{g(l)}
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Adicionalmente, temos que

0B, ¢) - ( 1 1 )
= gb Tt )
2

080y, ye(1 =) g' (1)

que em forma matricial, fica

0*1(B, ¢) T
—— = = X' GM,
a0y,
em que M = {my,...,m,} com m; =1/{y,(1 —y)},t =1,...,n. Finalmente, a alavanca
generalizada pode ser escrita como
GL(B) = GX(X'QX)'X"GM. (2.31)

Ferrari e Cribari-Neto (2004) notaram que ao substituir a informagao observada,
—0%(B, ¢)/0B0OB", pela informacao esperada, E(—9%(8,¢)/0B0B"), a expressao para
GL(B3) fica como dada em ([2.31)), mas com a matriz Q substituida por W, sendo dada

por GL*(3). Pode-se notar que os elementos da diagonal de GL*(3) sdo os mesmos de
MY2GX(XTWX) ' XTGM"2,

em que M'2G é uma matriz diagonal cujo t-ésimo elemento diagonal é dado por
{g' (1t)V (y,)"/?} 1. Outro fato importante aqui é notar que existe uma conexao estreita
entre os elementos da diagonal de GL*(3) e aqueles da “matriz chapéu”usual de modelos

lineares generalizados,

H=M"X(X"WX) X" M2,

quando ¢ é grande. A relacao origina-se do fato de que, quando o parametro de precisao

é grande, o t-ésimo elemento da diagonal de W1 /2) é aproximadamente igual a

g () V () 271,

como pode ser verificado na expressao

1 1 1 1 1
WS¢ {u_¢ s m} Wy -p{d@wy®

Agora, considerando ¢ desconhecido, temos que 8 = (ﬁT, ®). Segue, entao que,

Dez{%%]zhx 0.
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em 0 é um vetor n-dimensional de zeros. A quantidade —0°1/0006" é dada por
com W substitufdo por Q e c substituido por f, em que f=(f,..., f,)" com f; = {¢; —
(yr —pH)},t =1,...,n. Assim a inversa de —9%1/0000" sera dada por com W e c
substituidos por Q e f, respectivamente. Adicionalmente,

02l #»X'GM

000yT b’

em que b = (by,...,b,)" com by = —(y; — ps)/{ye(1 — y¢)},t = 1,...,n. Finalmente, a

alavanca generalizada ¢ dada por
1
GL(B.9) = GL(B) + S GX(X QX)X Gf(f GX(X" QX)X GM - b'),
Y

onde GL(B) ¢ dado em (2.31]). Quando ¢ ¢ suficientemente grande, GL(3, ¢) ~ GL(3).

Um ponto alavanca possui um perfil diferente dos demais em relagao aos valores das
variaveis explicativas. Na pratica, construimos um grafico de hy versus o indice das ob-
servagoes t,t = 1,...,n. Um valor grande de hy(t-ésimo elemento da diagonal principal
de H). Quando comparado com os valores das demais observagdes pode indicar que um
ponto é alavanca.

Supondo que todos os pontos exercam a mesma influéncia sobre os valores ajustados
pode-se esperar que cada valor de hy esteja préoximo de tr(H)/n = k/n. Dessa forma,
sugere-se examinar os pontos para os quais hy > 2k/n, conhecidos como pontos de ala-
vanca. Como os valores de hy; dependem da matriz de pesos VV, observacoes com valores
grandes de hy precisam ser examinados com cautela, pois nem sempre sao considerados

ponto de alavanca.

2.9.2 Distancia de Cook

A distancia de Cook (Cook, 1977) é uma medida bastante utilizada para detectar a in-
fluéncia de cada observagao nas estimativas dos parametros do modelo de regressao. Esta
medida identifica a influéncia da retirada da i-ésima observacao sobre as estimativas dos

parametros do modelo, sendo definida por

K8 - By) ' XTWX(B - By),

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



2.9 Diagnéstico do Modelo ajustado 24

em que B(t), ¢é a estimativa do parametro sem a t-ésima observacao. Essa quantidade mede
a distancia quadratica entre B e B(t). Para evitar ajustar o modelo (n+1) vezes, utilizamos

a aproximacao usual para a distancia de Cook, dada por
h,ttT'tZ
k(1 — hy)?’

que combina alavanca e residuos. Portanto C} sera grande quando o t-ésimo ponto fornecer

Ct:

ry grande ou quando hy for proximo de um. Usualmente constroéi-se um grafico de Cy contra

a ordem das observagoes (t) para detectar pontos suspeitos de serem influentes.

2.9.3 Grafico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simulado

Segundo Atkinson (1985) como a distribuigao dos residuos nao é conhecida, graficos de
probabilidade meio-normal com envelope simulado sao ferramentas de diagndstico muito
uteis. A proposta desta medida é acrescentar ao grafico de probabilidade normal usual
um envelope simulado que pode ser usado para decidir se as observacoes sao consistentes
com o modelo ajustado.

Este grafico é construido com base nos residuos padronizados. Detalhes sobre sua cons-
trugado podem ser encontrados em Neter, Kutner, Naschtleim e Wasserman (1996). O
envelope simulado é a banda de confianca. Tendéncias nao aleatorias dos residuos dentro
do envelope gerado podem indicar especificagao incorreta da distribuicao dos dados, da
parte sistematica do modelo ou da funcao de ligagao.

Ressalta-se que o modelo de regressao Beta descrito neste capitulo é apropriado para
respostas no intervalo aberto (0, 1). Entretanto, em algumas situagoes é possivel ter re-
spostas y; = 0 ou y; = 1 e nesta situacao pode-se utilizar diferentes estratégias. Uma
delas é substituir os valores nulos por um nimero muito préximo de zero € > 0 e valores
unitarios por 1 — €. Alternativamente, quando o maximo e minimos tedricos, a; e s, Sao

conhecidos, pode-se utilizar a seguinte transformacao

_=Di—a) 1
T (s —a)n +%

(2.32)

em que n ¢ o comprimento do vetor y, ¢ = 1,2, ..., n. Estas aproximacoes foram consi-
deradas por Smithson e Verkuilen (2006), Zimprich (2010), Verkuilen e Smithson (2011)
e Eskelson, Madsen, Hagar e Temesgen (2011).
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Capitulo 3

Regressao Beta com medidas repetidas

3.1 Introducao

Estudos com unidades experimentais acompanhadas ao longo do tempo sao comuns em
varias areas do conhecimento. Em Estatistica, esses estudos sao denominados longitu-
dinais, levando a observagao de dados caracterizados por medidas repetidas na mesma
unidade experimental. Nesses experimentos, as repeticoes podem ocorrer em situagoes
ou tempos fixos, ou entdo, em tempos nao necessariamente controlados (AFTUNE et
al., 2005). Neste contexto, medidas repetidas na mesma unidade experimental podem
estar correlacionadas, nao sendo possivel a utilizagao de Modelos Lineares Generalizados
(NELDER e WEDDERBURN, 1972) para o tratamento destes dados. Algumas metodolo-
gias tem sido propostas para modelagem na presenga de correlagao, tais como os modelos
lineares generalizados mistos para modelagem de dados com distribuicao na familia
exponencial, modelos lineares mistos elipticos vém sendo empregados para dados
com distribuicoes elipticas simétricas, modelos lineares mistos assimétricos para da-
dos com distribuigoes elipticas assimétricas. Detalhes podem ser vistos em Arellano-Vale,
Bolfarine e Lachos (2005), Lachos, Ghosh e Arellano-Valle (2010), Pinheiro, Liu e Wu
(2001) e Savalli, Paula e Cysneiros (2006), entre outros.

No caso em que as respostas estao limitadas em um intervalo finito, como taxas e
proporgoes, e as respostas sao independentes, entre as opgoes para modelagem deste tipo
de dado estd a distribuicao Beta, cujo modelo de regressao foi descrito no capitulo 2, e suas
variagoes: a distribuigao simplex (BARNDORFF-JORGENSEN;, 1991) que faz parte dos
modelos de dispersao (Jorgensen, 1997) e, mais recentemente, o modelo de Regressao
Beta retangular (BAYES, BAZAN E GARCIA, 2012).

Para medidas repetidas com respostas no intervalo aberto (0,1), Venezuela (2008)
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prop6s uma modelagem via Equacoes de Estimacio Generalizadas (EEG) para as dis-
tribuicoes Beta e Simplex, desenvolvendo também medidas de diagndstico e de influéncia
local. Manco (2013) propos modelos de Regressao Beta com efeitos aleatérios normais
e nao-normais para dados longitudinais, cujos métodos de estimagao dos parametros e
dos efeitos aleatérios sao por maxima verossimilhanga e pelo método do melhor preditor
bayesiano empirico, respectivamente.

A vantagem da utilizacao da metodologia EEG proposta inicialmente por Liang e Zeger
(1986) para a modelagem de medidas repetidas, quando o interesse é apenas na estimagao
dos efeitos fixos, é que esta exige somente os dois primeiros momentos das distribuicoes
marginais. Em outras palavras, nao ha necessidade de especificar a distribuicao conjunta
dos residuos de cada unidade experimental. Nesta linha, Prentice e Zhao (1991) também
propuseram um método para lidar com medidas repetidas utilizando EEG, sendo este
método chamado de EEG2. A proposta de Liang e Zeger (1986) passou a ser chamada de
EEG1. Ambos decompoe a matriz de variancia-covariancia de cada unidade experimental
isolando os parametros de correlacao, que sao estimados separadamente. A diferenca entre
EEG1 e EEG2 esta na estimacao dos parametros de correlacao. No EEG1 os efeitos fixos
sao estimados via equacoes de estimacao generalizadas e os parametros de correlacao
sao estimados por método dos momentos, enquanto no EEG2 ambos os parametros sao
estimados via equagoes de estimacao generalizadas. Uma discussao completa sobre as duas
metodologias encontra-se em Hardin e Hilbe (2003).

Neste capitulo sao apresentados o método EEG1 para estudos com medidas repetidas,
cujas respostas tem marginalmente uma distribuicao Beta com parametro de precisao
comum a todas as observagoes, a partir da parametrizacao de Ferrari e Cribari-Neto
(2004). Mais detalhes do método descrito nas se¢oes seguintes podem ser encontrados em

Venezuela (2008).

3.2 Equacoes de Estimacao

3.2.1 Modelagem do parametro de posicao

Seja yi = (Yi1, Yias - - - Yir,) | 0 vetor de respostas da i-ésima unidade experimental, com i =

1,2,...,n, e assuma que a distribuicao marginal da variavel resposta tenha distribuicao
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Beta, ou seja, y;; ~ Beta(u;;, ¢), com f.d.p. dada por

. - '(¢) @=Ly \(1—pij)é—
B (s (e L A L

No modelo acima o parametro de precisao ¢ é constante para todas as observacoes,

semelhante ao caso homocedastico do modelo de Regressao Beta cléssico, adicionalmente
o modelo admite unidades experimentais com vetor de respostas de dimensoes diferentes.

As médias sao modeladas por g(u;) = n;; = x;;3, sendo g(.) umas das fungdes de ligagao

estudadas na Secao 2.4, n;; é o preditor linear, X;-rj um vetor de covaridveis referente a j-
ésima observagao da i-ésima unidade experimental, com ¢ = 1,2,....ne j =1,...,%; e
B=(B,...,5)",p <n, um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados.

Uma funcao de estimagcao é uma funcao dos dados e dos parametros de interesse, e sera
dita otima no caso unidimensional se suas raizes tiverem variancia assintética minima.
No caso em que o vetor de parametros for multidimensional, este conceito é estendido
por meio da introducao de alguma ordenacao nas matrizes de covariancias assintoticas
(VENEZUELA, 2008). Para os modelos de Regressao Beta com medidas repetidas, a

funcao de estimacao 6tima é obtida a partir da definicao de vetores
b; = bi(y;; 8) = yi — 1,

com y; = (yi,... ,y;;i)T, pi= (i, ... ,,ufti)T et =1,...,n, com média zero, mutual-
mente independentes e satisfazendo as mesmas propriedades das funcoes de estimacao
regulares. Uma importante vantagem desta definicao é que ela tem como caso particu-
lar da independéncia das observagoes na mesma unidade experimental, a fungao escore
apresentada por Ferrari e Cribari-Neto (2004).

As equagoes de estimagao para modelos de Regressao Beta considerando a densidade

marginal de y;; em 1} e 0 componente sistematico xiTj,B sao dadas por

ob; \
E(aﬁT) = XA

Cov(b;) = Var(y))*R(y))Var(y))"/? = A/*R(y:)A}"?,

A )

sendo X; = (X;1,...,Xi,), Ay = 6G;A;, A; = diag(a, ..., a;,) e R(y?) a verdadeira
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matriz de correlagio de y7, com a;; = ¥ (11;;0) + 1 (1 — pig)d), i =1,....n, 5 =1,... 1,
e G; = diag(0g~" (i) /Ona, - - -, 09~ (i) /O, )-
A funcao de estimacao linear 6tima de B, com a verdadeira matriz de correlacao e ¢

conhecido é equivalente a

n

We(B) =Y X[ AiCou(b)) ! (y; — 7). (3.2)

i=1
Sob condigoes gerais (VENEZUELA, 2008, Teorema 1, p.13), 3, solucio de U (B) =0,

é um estimador consistente de 3 e que

n -1
V(B —8) N, [0, lim n {Z XIAiCov(bi)‘lAiXi}

i=1
Na prética, a verdadeira matriz de correlacao R(y;) geralmente é desconhecida. Nesse
caso, de acordo com Liang e Zeger (1986) substituindo R(y}) por uma matriz R(a),
denominada de matriz de correlagao de trabalho, com as mesmas propriedades de uma
matriz de correlagdo de dimensao (¢ X t) e completamente caracterizada por a;, um vetor
(s x 1), ndo necessariamente igual a verdadeira matriz de correla¢do. Com isso, a fungao
de estimagao generalizada de B é dada por
n n
Ui(B) =) XAy, —py) =Y X[ WA b, (3.3)
i=1 i=1
sendo ©; = AT R;()A)? e W, = A, QA
A funcao de estimacao definida em deixa de ser 6tima, na presenca da matriz
R;(«). Nesse caso é necessdrio que um estimador & de a seja determinado, de modo
que o estimador obtido a partir de seja consistente e assintoticamente normal. Além
disso, comumente ¢ é desconhecido, e portanto, é necessario estima-lo.
Assumindo condigoes gerais e que & seja um estimador /n-consistente de a, dados 3

e ¢, e ngS ¢ um estimador /n-consistente de ¢, dado 3, tem-se que

V(B — B) = N (0,37

com J = lim,_,~J,/n, sendo J,, a matriz de informagdo de Godambe de 3 associada a

¥, dada por »
) ()
i=1 i=1 i=1
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em que
n

- 0
D5 -k [grn) -3
> Vi=E[(B)¥](8)] =) XA Cou(b)Q AKX,
i=1 =1
Quando a matriz de correlacao de trabalho R;(a) é a verdadeira matriz de correlagao das
respostas transformadas y7, entao €; = Cov(b;). Assim, um estimador consistente para

a matriz de covariancias de 3, denominado de naive ou model-based, é dado por

n -1
J, = — {Z XTWX} (3.4)

i=1
Caso contrério, estima-se consistentemente a matriz de covariancias de 8, usando
n -1/, " —1
J, = {Z XTWX} {Z XZAiQ;lf)iB:Qi_lAiXi} {Z XTWX} . (35)
i=1 ' i=1
Sendo que Wi, Ai, Q); sdo obtidos a partir das estimativas de 3, a e ¢. Este estimador é
denominado robusto, empirico ou sanduiche.
Para calcular B, ae (;3 utiliza-se o método score de Fisher para estimar 3 e o método

dos momentos para estimar a e ¢. O processo iterativo para o calculo de 8 a partir da

~ (0
expansao da equagao |D em torno de um valor inicial ,3( ) ¢ dado por

n n

-1
yox! WX] [Z X W,A; 'b;

i=1 i=1

~ (m+1

QA (3.6)

sendo m = 0,1,2,... o numero de iteragoes. O indice m do lado direito da equagao
acima indica que as matrizes e vetores sao atualizados pelas estimativas de B, a e ¢ da
m-ésima iteracao. A estimativa B(O) ¢é obtida pelo modelo de Regressao Beta assumindo
independéncia entre as observacoes. O processo iterativo finaliza obtendo-se B quando a
S(mtl)  ~(m)

diferenca (3 B

exceder o nimero maximo de iteragoes.

< € para algum e¢ > 0 arbitrariamente pequeno, ou quando m

Reescrevendo a equagao (3.6) na forma de um processo iterativo de minimos quadrados

reponderados, tem-se
(m)

n -1 n
gy = [Z XTWX] [Z ijizi] (3.7)
i=1

=1
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LAy : ,
sendo z; = 7, + A; b,. Demonstra-se que o estimador pelo método dos momentos para ¢

no m-ésimo passo do processo iterativo é dado por

2
n t ~(m) n
 (m) ﬂz
¢ = c /O ti—p)p—1]. (3.8)
i=1

i= 1] 1 \/lulj - zm))

Para estimar a é necessario previamente especificar a estrutura da matriz de correlacao

de trabalho R(a). Liang e Zeger (1986) introduziram algumas estruturas para R(a) e
apresentaram o estimador & para cada caso. Venezuela (2008), no contexto do modelo
de Regressao Beta com medidas repetidas, propos estimadores via métodos de momentos
para as seguintes matrizes: padrao uniforme, auto-regressiva de ordem 1 e nao estruturada,

que serao descritas na se¢ao seguinte.

3.2.2 Matrizes de correlacao de Trabalho

Nesta secao sao descritas as possiveis estruturas da matriz de correlacao de trabalho.
Como R(a) representa a correlagdo de um mesmo sujeito/grupo, ajustada pelas varidveis
explicativas presentes no modelo, os valores que os componentes de e podem assumir estao
no intervalo [—1, +1] e a dimensao dessa matriz é determinada pelo niimero de observagdes
feitas em cada sujeito/grupo. A seguir sdo apresentadas algumas das principais estruturas

com seus respectivos estimadores:

e Padrao uniforme (Fzchangeable): também chamada de permutdvel, cujas cor-

relagbes sao as mesmas entre observagoes no mesmo sujeito/grupo.

1, sej=1
COT’T(bU, bzl) =

a, sej#l

Como exemplo, para t; =t = 4, tem-se
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Para a matriz de correlacao padrao uniforme a estimativa de o no passo m é dada por

e Matriz autoregressiva de ordem M (AR-M): estrutura utilizada comumente
para repeticoes ao longo do tempo. Impoe que a correlagao é maior entre as observagoes
que distam M repeticoes, e diminui conforme a distancia entre os tempos se afastam de
M. Para M=1, ou seja, AR-1, a matriz de correlacoes de trabalho é definida da seguinte
forma:

Corr(bij, by) = ol

Como exemplo para t; =t = 4 repeticoes, tem-se

1 a o o
« a o
R(a)=| °
o’ « o
o o? «

Para a matriz de correlagao autoregressiva de primeira ordem, AR-1, um estimador

simples de a no passo m é dado por

( t—1 ) (m)
> 2 bijbi
- (m) i=1j=1
0] = .

(5505

\
Uma deficiéncia desse estimador é que ele usa somente a informacao sobre a dependéncia

de observacoes consecutivas de b;;.

e Nao estruturada (Unstructured): considera que entre observagoes distintas no su-

jeito/grupo as correlagoes sao diferentes. A matriz de correlagoes é dada por

1, sej=l
OOT’?”(bZ’j, b“) = )

Qi Sej#l
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Como exemplo para t; =t = 4 repeticoes, tem-se

1 a2 a3 au

5P 1 Qo3 oy

R(a) =
aiy a3 1 asy
| g g oazg 1|
O estimador de momentos para & = (aj2,Q13,...,Q-_1,) , um vetor com ¢(t — 1)/2
componentes em que a;; ¢ a correlacao entre b;; e by, com i =1,....n, 5,0l =1,...,t e

J <l é dado por

n o (m)
(Z bijbil)
&(m) — = )

B 2 /o \1/2
(54
i=1

1
gl n 1/
(Sit)

Ressalta-se que a matriz R(a) pode ser uma matriz fixa especificada pelo pesquisador.
Littel et al.(2000) sugerem que para o ajuste das estruturas de variancia-covariancia deve-
se iniciar com estruturas mais parcimoniosas. No caso da i-ésima unidade experimental
nao possuir as t observagoes utiliza-se a matriz R;(a) obtida a partir da matriz R(a),
retirando-se a linha e a coluna correspondentes as observacoes faltantes. Quando a unidade
experimental é observada em todas as t ocasioes, tem-se R;(a) = R(a).

Na pratica, o processo de estimacao de 3, ¢, e a seguira trés etapas:

1. Supondo independéncia entre observacoes da mesma unidade experimental, ajusta-
se um modelo de regressdo linear para as respostas transformadas g¢(y) sobre X
via métodos de minimos quadrados ordindrios, com p = (py,...,pm,) e X =
(X4,...,X,)". A premissa de independéncia elimina os parametros « e ¢ do pro-

cesso de estimagao.

2. Ainda, sob independéncia entre as observacoes da mesma unidade experimental, ou
seja, definindo R(a) igual a uma matriz identidade, considerou-se as estimativas
dos parametros de regressao da etapa anterior como valores iniciais, (,3(0)), para
estimar 3 e ¢ com as equagoes e respectivamente. Essas duas estimativas
sao calculadas em cada passo do processo iterativo até a convergéncia de 3. Nesta
etapa, obtemos as estimativas de 3 e ¢ considerando um modelo de Regressao Beta

para obervagoes independentes da mesma unidade experimental.
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3. A partir das estimativas de 3 e ¢ obtidas na etapa anterior, especifica-se a matriz
R(a) para ser utilizada na modelagem dos dados. Considerando como B(O) e é(o)
as estimativas de 3 e ¢ obtidas no etapa 2, calcula-se os parametros de correlacao
(a(o)). No passo seguinte do processo iterativo, calcula-se os parametros de regressao
(B(m)) utilizando a equacao , o parametro de precisao ((5(”‘)) e 0s parametros

de correlacao alm. Repete-se este passo até a convergéncia de 3.

As etapas 1 e 2, podem ser substituidas pelo seguinte procedimento: ajustar o modelo de
Regressao Beta descrito no capitulo 2, supondo independéncia das observagoes na mesma
unidade experimental, em que o tempo é considerado como uma covariavel, neste caso o
método de otimizagao utilizado serd o BFGS combinado com o método scoring de Fisher,

disponiveis nos principais pacotes estatisticos como SAS e R.

3.3 Técnicas de diagnodstico

Apos a especificacao do modelo faz-se necessério verificar se este é eficiente para descrever
a relagao entre as covariaveis e a variavel resposta. Técnicas de diagnodstico para Mode-
los Lineares Generalizados (MLG) com observagoes independentes sao apresentadas em
Paula (2010). Para detectar pontos de alavanca, observagoes influentes e discrepantes, sao
utilizados os elementos da diagonal principal da matriz de projecdo (matriz chapéu), a
distancia de Cook (COOK, 1997) e os residuos padronizados, além dos graficos de proba-
bilidade meio normal com envelope simulado.

Venezuela at al. (2007) entendeu as técnicas de diagnéstico para MLG com medidas
repetidas sob o enfoque das EEG. Venezuela (2008) desenvolveu técnicas de diagndstico
para modelos de Regressao Beta e Simplex com medidas repetidas e a influéncia local
para estes e os modelos da familia exponencial, ambos sob a abordagem das EEG. Os
desenvolvimentos apresentados nesta secao seguiram de perto os resultados obtidos por
Venezuela (2008) para o modelo de Regressao Beta com medidas repetidas sob a homo-

geneidade da dispersao. Na Segao[3.4]os critérios para selegdo de modelos sao apresentados.
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3.3.1 Pontos alavanca, influentes e aberrantes

Para definir o residuo ordindrio, Venezuela (2008) partiu da convergéncia do processo

iterativo dado em (3.7)) para estimar (3, ou seja,

n -1 n
p- S| (3 oxrwal 59
i=1 i=1

sendo z; = 7A7@+]\;1Bz Para eliminar o somatoério em 1) define-se W = (Wl, e ,Wn)T
como uma matriz bloco diagonal de dimensao (N x N), sendo N = 3" | t;. Nesse caso,

" pOde ser reescrita como
N . 1 R
B=(XTWX)  XWz (3.10)

em que X é a matriz de planejamento de dimensao (N x p) e z = (21, ...,2,)".
Desta forma, o residuo ordinario, que ¢é a diferenca entre o valor observado e o ajustado,
fica dado por

< 1/2

ro=W ' (z—%)=(1-HWY%), (3.11)

sendo = (7] ,...,7,)7, I a matriz identidade. A equacio 1’ permite mostrar que 3
pode ser interpretado como a solugao de minimos quadrados da regressao linear de W2,
tendo com matriz de planejamento W1Y2X . A partir daif, define-se a matriz chapéu ou

a matriz de projegao ortogonal, como sendo a matriz bloco diagonal (N x N) dada por

H = diag(Hy, ..., H,), com
H, = W/ X,(X "W)X W%, (3.12)

tendo dimensao t; X t;,7 = 1,...,n. A matriz H pode ser utilizada para detectar pontos
de alavanca, tal como em Paula (2010) e Venezuela (2007), para MLG com medidas
repetidas. Considere h um vetor de dimensao (/V x 1) cujos elementos h;;,i =1,...,n;j =
1,...,t; sao os elementos da diagonal principal da matriz H. Desta forma, a i-ésima
unidade experimental pode ser um ponto alavanca nos ajustes dos parametros 3 avaliando
hi = t;! Z?’:l hij com ¢ = 1,...,n. Supondo que a influéncia de cada ponto seja a
mesma, espera-se que tr(H)/N = p/N, pois H é idempotente. Assim, uma regra pratica
é considerar um ponto como potencialmente influente se h;; > 2p/N. Analogamente, a

i-ésima unidade experimental é uma observagao influente se h; > 2p/N. Ressalta-se que

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



3.3 Técnicas de diagnéstico 35

os valores h;; dependem da matriz de pesos W;, logo observacoes com valores altos de h;;
nem sempre sao pontos alavanca.
A definicao de residuo padronizado associado a observagao y;; com adaptacoes a partir

de Venezuela (2008) é dada por

A A A—1n

eI ZW(z — 1) e(T WA b

ij i)
rop)s = _ 3.13
(rew)y = e — (3.13)
N N A NT 1 ~ T N T T , .
em que A = (Ay,...,A,) , b= (by,....b,)", €; ¢ um vetor de tamanho conveniente

com valor 1 referente a observagao y;; e 0 nas demais posigoes, e h;; € o j-ésimo elemento da
diagonal principal de H;, com 7 =1,....,ne j=1,...,%,. Um ponto é aberrante quando
possui um elevado residuo padronizado com um valor relativamente baixo na matriz de
projecao H. Desta forma,um mesmo ponto dificilmente serd aberrante e alavanca.

Um ponto influente é definido como aquele que tem grande impacto no valor estimado
dos parametros do modelo e apresenta um valor alto na matriz H. Esta influencia pode
ser detectada pela distancia de Cook, quando se exclui a observacao y;;, sendo definida

por

h:
Jp— 2
(Dc)z] (TPD)z]p(l . h”)

(3.14)
Desta forma, a distancia de Cook para a i-ésima unidade experimental é dada por (DC'); =
Z;":l(DC’)ij, com i = 1,...,n. De acordo com Venezuela (2008) essas medidas podem
nao ter acurdcia se a matriz de correlacao de trabalho, R(&), divergir demasiadamente

da verdadeira.

3.3.2 Influéncia local

Um método muito conhecido na detecgao de pontos influentes no modelo é o método
de influéncia local proposto por Cook (1986), que avalia a sensibilidade dos estimadores
de méaxima verossimilhanca com respeito a perturbagoes no modelo ou nos dados. Per-
turbagao é qualquer modificagdo nas suposi¢oes do modelo ou nos dados que causam
diferencas substanciais nos resultados da andlise. Os esquemas mais conhecidos sao: per-
turbacao de casos ponderados, perturbacao aditiva na resposta, perturbacao aditiva no

preditor, entre outros.
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3.4 Selecao de modelos

Pan (2001) propos uma medida denominada QIC que é uma modificagao na medida AIC.
Assim esta medida é ttil tanto para selecao de modelos como para escolha da estrutura
de uma matriz de correlacao de trabalho R. Pode ser escrita, com base no logaritmo da

funcao de verossimilhanga, da seguinte forma:
QIC(R) = ~21(B(R)) +2tr(517 ).

sendo 1(.) o logaritmo da fungao de verossimilhanga que gera a fungao escore equivalente a
equacao de estimacao quando assumimos independéncia entre as observagoes, St a matriz
de sensibilidade sob a estrutura de independéncia e J ,:111 o estimador robusto sob a estru-
tura R proposta e sao avaliadas em B (R) que ¢ a estimativa de 3 obtida com a matriz de
correlagao de trabalho R.

Mais recentemente, Hin e Wang (2009) propuseram uma modificagdo do QIC; o Critério
de Informagao de Correlagao (Correlation Information Criterion - CIC') para aperfeigoar

seu desempenho na escolha da estrutura de correlagao de trabalho.
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Capitulo 4

Aplicacao I: Indice de Neutralizacao em

Transformadores

4.1 Introducao

Transformadores ou Trafo sao equipamentos de extrema importancia nos sistemas de
conversao e distribuicao de energia elétrica e estao presentes desde a planta geradora,
elevando a tensao para niveis adequados a transmissao de longas distancias, até a dis-
tribui¢do, reduzindo a tensao para niveis de consumo residencial (ilustrado na Figura
4.1)). Tal aplicabilidade faz dos transformadores os equipamentos mais importantes do sis-
tema elétrico de poténcia. Um componente basico do transformador de corrente elétrica

é o 6leo, que promove a refrigeragao e o isolamento dos circuitos elétricos e magnéticos.

Gerador

Transformader de

p

Rede de Transmissdo

Transformador de

distribuigdo \sw- i

Consumidor

Figura 4.1 Forma simplificada da distribuicao de energia
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4.2 Sistema Isolante em Transformador

Segundo Morais (2004), a isolagao liquida e a isolag@o sélida de um transformador desem-
penham papel de fundamental importancia para as condigoes ideais de operacionalidade
do equipamento. O isolamento liquido, em sua grande maioria, é constituido pelo éleo
mineral isolante-OMI e o isolamento sélido pelo papel isolante. Tanto o isolamento sélido
quanto o liquido apresentam processos normais de degradacgao, ou seja, a partir do mo-
mento que o transformador é energizado, inicia-se o envelhecimento, ou a degradacao, do

sistema de isolagao dleo-papel (FERNANDES, 1987).

4.2.1 Isolacao Sdélida

O isolante s6lido mais usado em transformadores é de natureza celuldsica, ou seja, de
papel, os principais materiais celulésicos utilizados sao o papel Kraft, que é feito de fibra
de madeira; o papel manilha, feito de fibras de madeira e canhamo; o papelao kraft,
também de fibra de madeira e o pressboard, que é um papelao com fibra de algodao.
O papel Kraft tem sido muito utilizado nos transformadores como isolante, por ter boas
propriedades elétricas e mecanicas quando imerso em OMI. Além disso, é de facil obtencao
e seu custo é baixo. O envelhecimento, ou a degradacao, do papel provoca a perda das
caracteristicas mecanicas e dielétricas do equipamento. Este envelhecimento da isolacao
sOlida se inicia a partir do momento em que o transformador é energizado. Produtos de
carater acido juntamente com agua provocam a degradacao acelerada da celulose, e a
borra originada deste processo prejudica a transferéncia de calor do papel para o dleo
(FERNANDES, 1987). Na maioria dos casos, o papel isolante é o elemento responsével
pela definicao da vida 1til do equipamento elétrico, uma vez que, diferente do isolante
liquido, nao pode ser regenerado ou substituido ao longo da operagao do transformador
(BATISTA et al., 2005).

4.2.2 Isolagao Liquida

O isolante liquido mais utilizado nos transformadores é o OMI, obtido pela destilagao do
petroleo natural, na fracao de 300 a 400 °C. Este 6leo é uma mistura de compostos na

qual a maioria das moléculas é constituida por carbono e hidrogénio, denominados de
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hidrocarbonetos. Sua origem pode ser parafinica ou nafténica (CASTRO JR., 2005). Esse
fluido mineral desempenha uma funcao importante no isolamento e no resfriamento das
partes ativas de um transformador, e, para seu perfeito funcionamento, suas caracteristicas

fisico-quimicas devem ser preservadas.

4.3 Caracteristicas Fisico-Quimicas para Monitorar a Condicao

do OMI

Nos transformadores, o liquido isolante circula em contato com as diversas partes do
equipamento e, desta forma, a andlise de suas caracteristicas fisico-quimicas permite re-
alizar medidas preventivas sobre o 6leo e sobre o proprio transformador, ja que, alteracoes
destas caracteristicas, podem indicar nao s6 o envelhecimento do liquido isolante, como
sua contaminagao. Os parametros monitorados para controlar a condi¢ao do OMI em uso
sao a Tensao interfacial (dina/cm), o Teor de dgua (ppm), a Cor, o Fator de poténcia (%),
o Indice de neutralizacio (mg KOH/g) , a Rigidez dielétrica (kV) e a Densidade. Estes

parametros, apresentados a seguir, traduzem as condigoes imediatas do éleo em uso.

4.3.1 Cor

O éleo isolante novo tradicionalmente é amarelo palido e limpido, isento de materiais em
suspensao. A cor é geralmente aceita como um indice do grau de refino. A medida que
o Oleo vai deteriorando, sua cor muda tornando-se mais escura. O nimero referente a
cor, estando elevado, representa envelhecimento, contaminacao, deterioracao, presenca de

decomposicao de arcos elétricos.

4.3.2 Tensao Interfacial

A tensao interfacial é uma medida indireta da concentracao de substancias polares pre-
sentes no OMI. Estas substancias prejudicam as propriedades dielétricas do 6leo, além
de contribuirem para seu envelhecimento precoce (MILASCH, 1984). A tensao interfacial
no sistema dgua-éleo visa exatamente inferir sobre a quantidade de substancias polares

presentes no 6leo, uma vez que tais substancias tendem a concentrar-se na interface do
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sistema. Quanto maior a concentracao de substancias polares, menor o valor da tensao

interfacial do OMI.

4.3.3 Teor de Agua

O teor de dgua é medido em partes por milhao (ppm), ou seja, expressa a quantidade de
litros de dgua para cada um milhao de litros de 6leo (MILASCH,1984) A quantidade de
umidade presente nos liquidos isolantes depende da forma como este liquido foi manip-
ulado e de sua estrutura quimica, isto é, fluido polar, como, por exemplo, o éleo vegetal
isolante apresenta maior afinidade com a agua do que o fluido apolar, neste caso o OMI

(WILHELM, 2008).

4.3.4 Indice de Neutralizacao

O indice de neutralizagdo é a medida da quantidade de hidréxido de potdssio (KOH)
necessaria para neutralizar os constituintes acidos presentes em 1g de 6leo. Os compostos
acidos a partir de certa concentragao reagem com materiais de construgao do equipamento,
principalmente com o papel do isolamento sélido. Estes compostos podem ainda formar
borra, dificultando a transferéncia de calor para o meio ambiente, depositando-se na parte
ativa ou nos trocadores de calor. Isto faz com que diminua a vida 1til do equipamento.
Para o 6leo em uso, o indice de neutralizacao é uma medida indireta do grau de oxidacao

do dleo.

4.3.5 Rigidez Dielétrica

A rigidez elétrica é a tensao alternada medida em kV, na qual ocorre a descarga disruptiva
na camada de 6leo situada entre dois eletrodos e em condigoes perfeitamente determinadas.
Mede a capacidade de um liquido isolante resistir ao impacto elétrico sem falhar. E con-
siderada uma medida indireta das impurezas contidas no 6leo (MILASCH, 1984). No caso
de 6leo novo pode ser usado para avaliar o processo de secagem, ao qual o 6leo foi sub-
metido, sendo um indicativo das condigoes de manuseio, transporte e armazenagem. Para
0leo em servigo, a verificacao da rigidez é muito importante para avaliar a func¢ao isolante

do liquido.
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4.3.6 Fator de Poténcia

O fator de poténcia do éleo aumenta com a temperatura e com a quantidade de substancias
polares provenientes da deterioracao do 6leo. O fator de poténcia d4 uma ideia da inten-
sidade da corrente que flui pelo éleo, e que é uma medida de sua contaminacao e de
sua deterioragao (MILASCH,1984). No OMI as perdas dielétricas estao relacionadas com
a presenca de compostos polarizaveis, oriundos dos diversos materiais constituintes do
equipamento ou do processo oxidativo no meio hidrocabonico. Sendo assim, o acompa-
nhamento da variagao do fator de poténcia pode determinar a qualidade do sistema em
termos do grau de envelhecimento do 6leo. O fator de perdas dielétricas é uma medida
de qualidade do dielétrico. Quanto menor, mais préximo este se encontra de um sistema

ideal.

4.3.7 Densidade

E a relacao de massas de uma determinada substancia OMI e outra substancia do mesmo
volume (em geral, dgua a temperatura de 4°C). Indica uma caracteristica intrinseca do

6leo isolante.

4.4 Cromatografia Gasosa

A anélise cromatografica dos gases dissolvidos no 6dleo isolante, denominada como cro-
matografia Gasosa (andlise dos gases dissolvidos em 6leo) é utilizada para determinar pre-
viamente defeitos ou falhas em desenvolvimento em equipamentos imersos em 6leo isolante.
Desta forma, primeiro passo para o diagnostico de anomalias em transformadores é feito
a partir da amostra de 6leo isolante, fundamental para subsidiar decisoes de operacao e

manuten¢ao de unidades transformadoras.

e A ocorréncia de um arco elétrico no éleo isolante dé origem a grandes quantidades
de Hidrogénio (Hj) e acetileno (C2Hs), com pequenas quantidades de metano (C'Hy)
e etileno (CyHy).

e Descargas elétricas de baixa energia produzem hidrogénio e metano com pequenas

quantidades de etano (CyHg) e etileno (CoHy).
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e Caso a falha atinja a celulose, em ambos os casos também haverd a formacao de

mondxido e diéxido de carbono (CO e CO, )

4.5 Descrigao e estudo exploratoério dos dados

O conjunto de dados utilizado nesta secao é constituido de 825 observagoes, e refere-se a um
estudo sobre as caracteristicas fisico-quimicas e a cromatografia gasosa, utilizadas para
monitorar a condi¢cao do 6leo isolante nos transformadores. Estes dados foram cedidos
pela Eletrobrds Eletronorte (Centrais Elétricas do Norte do Brasil S.A. Eletronorte),
uma concessionaria de servigo publico que fornece energia elétrica para nove estados da
Amazonia Legal, dentre eles o Estado do Para.

Analisou-se esse conjunto de dados fazendo uso do modelo de regressao Beta descrito
no Capitulo 3. Como a variavel resposta, o indice de neutralizacao, apresentou valores
discrepantes (ver Figura 4.1), selecionou-se uma amostra aleatéria estratificada por tipo
de transformador com tamanho amostral (n = 222) observagoes, ao nivel de confianga de
95% baseado na tabela de tamanhos amostrais publicada por Arkin e Colton (1961), apud
Gil, que fornece o tamanho da amostra adequada para um nivel de confianca de 95%,
o restante das observacoes foi utilizado para avaliar a capacidade preditiva dos modelos
em estudo, ou seja, construiu-se um esquema de validacdo dos modelos. As seguintes
caracteristicas serao utilizadas para a modelagem, acompanhadas de suas representagoes

(em negrito) no modelo definido na segao seguinte:
e Caracteristicas fisico-quimicas

— Indice de neutralizagio (em MG KOH/g 6leo)

— Indicadora do tipo autotransformador - x;

AT 1 se a t-ésima observacao é um autotransformador
t pumm

0 caso contrario;
— Indicadora de reator - xs

RE 1 se a t-ésima observacao é um reator
t p—

0 caso contrario;
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— Cor - x3

— Rigidez Dielétrica (em kV) - x4

Teor de Agua (em partes por milhdo-ppm) - x5

Densidade - xg

— Tensao Interfacial - x7

e Cromatografia gasosa

— FP25 (Fator de poténcia a 25°C) - xg

— FP100 (Fator de poténcia 100°C) - xg

— H; (Gés hidrogénio) - x;

— 05 (Gés oxigénio) - x1;

— N, (Gés nitrogénio) - x19

— CH, (Gés metano) - X33

— CO (Monéxido de carbono) - x14

— CO, (Di6xido de carbono) - x5

— CyH, (Gas Etileno) - x34

— Oy Hg (Gés etano) - xp7

— (CyHy (Gés acetileno) - x1g

Recomenda-se, antes de qualquer modelagem, um estudo exploratério dos dados. Observa-

se na Tabela 4.1 que somente as variaveis Rigidez Dielétrica, Tensao Interfacial, Densidade
e N, tem coeficiente de varia¢ao (C.V.) menor que 70%, indicando que existe alta variabil-

idade nas outras varidveis, particularmente na variavel C,Hy que apresenta C.V. acima

1.000
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Tabela 4.1 Medidas descritivas das caracteristicas fisico-quimicas e da cromatografia

Varidvel Minimo 1° Quartil Média C.V.(%) 3° Quartil = Maximo
Cor 0,10 0,30 1,32 82,64 1,90 6,50
Neutralizacio 0,00 0,01 0,02 119,89 0,02 0,16
Rigidez Dielétrica 12,60 65,63 77,53 31,07 95,90 100,20
FP25 0,01 0,02 0,07 176,95 0,07 1,20
FP100 0,07 0,30 1,79 175,15 1,92 29,89
Tensao Interfacial 15,60 33,03 38,06 18,83 43,98 51,30
Teor de Agua 3,00 825 16,97 74,95 21,75 77,00
Densidade 0,85 0,87 0,88 1,12 0,88 0,89
H, 0 0 41,29 432,29 9775 2446,00
Oy 233,00 2520,50  7980,74 94,90 11145,75  48767,00
Na 2603,00  34317,50 49192,21 51,48 64697,25 180062,00
CH, 0 2,00 37,68 196,85 47,00 872,00
6{0) 2,00 66,75 288,93 120,38 373,25 2709,00
COy 12,00 706,00  2699,94 92,58 4022,25  13592,00
CoH, 0 0 1525 365,01 10,75 757,00
CaoHg 0 0 38,68 226,11 35,50 676,00
CoHy 0 0 1,81 1113,88 0 299,00

A partir da Figura[d.2] tem-se que a distribui¢ao do indice de neutralizagao é assimétrica
a direita, assumindo valores no intervalo (0, 1), e pode ser modelado por uma distribuicao
Beta. Analisando sua distribuicao por tipo de transformador, a assimetria persiste com

possiveis pontos discrepantes principalmente nos transformadores.
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Figura 4.2 Distribuicao do indice de neutralizacdo geral e por tipo de transformador.

4.6 Ajuste do modelo de Regressao Beta

As observacoes y;,t = 1,2,...,222 , referentes aos indices de neutralizacao, serdo con-
sideradas independentes e seguindo uma distribuicao Beta com média i, e parametro de

precisao ¢ desconhecido. Inicialmente, modela-se a média segundo a relacao

g9(m) =% B, (4.1)

onde 8" = (Bo, By -, Bis) e x; = (1,241,740 ...,748). Para o ajuste do modelo de
regressao Beta especificado em , utilizou-se a funcao de ligacao logito. Os resultados
da estimagao sao apresentados na Tabela [4.2] Observa-se que o nivel descritivo marginal
das variaveis explicativas: Cor, Rigidez Dielétrica, Teor A/gua, Tensao Interfacial, Os,
Ny, CHy, CO e (CyH, estao préximos de zero, indicando que essas varidveis sao estatis-
ticamente importantes para explicar o comportamento da varidvel resposta “Indice de

neutralizacao”. Em todos os testes foram considerados niveis de significancia de 5%.
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Tabela 4.2 Estimativas dos parametros do modelo de regressdo Beta

Coeficientes Estimativa EP Valor p
fBo - Intercepto 5,027 2,773 0,070
B - Tipo - RE 0,105 0,125 0,399
By - Tipo - TF 0,012 0,117 0,920
B3 - Cor 0,079 0,038 0,037
B4 - Rigidez dielétrica 0,008 0,002 0,000
Bs - Teor de agua 0,014 0,003 0,000
Be - Densidade 3,134 3,206 0,328
87 - Tensao interfacial -0,078 0,006 0,000
Bs - FP25 0,435 0,731 0,552
By - FP100 0,016 0,031 0,613
Bio - Ha 0,000 0,000 0,229
Bi1 - O 0,000 0,000 0,018
P12 - Na 0,000 0,000 0,004
B3 - CHy 0,003 0,001 0,023
B4 - CO 0,001 0,000 0,000
Bi5 - CO9 0,000 0,000 0,254
B16 - CaHy -0,004 0,001 0,002
Pz - CoHg 0,001 0,000 0,306
Bis - CoHo 0,000 0,002 0,816
) 291,901 28,442 0,000

Aplicando algumas técnicas de diagnédstico, foram construidos os graficos apresentados
na Figura . Na Figura (a) é apresentado o gréfico dos residuos padronizados pon-
derados versus os indices das observacoes, enquanto que na Figura (b) temos o grafico
dos Cy versus t. O grafico dos residuos padronizados ponderados versus o preditor linear
(7¢) é apresentado na Figura [4.3| (¢), enquanto que na Figura (d) temos o grafico dos
elementos da diagonal de GL(f, ¢) versus .
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Figura 4.3 Grdficos de diagnostico do modelo de regressao Beta ajustado para os dados de indice

de neutralizacao.

Uma inspegao na Figura (a) mostra que as observagoes 154 e 155 aparecem como
possiveis valores aberrantes. Em relagao a distancia de Cook temos que C5 pode ser
considerado um possivel ponto influente. No grafico de alavanca generalizada, nota-se que

as observagoes 3 e 159 aparecem como possiveis pontos de alavanca.

Na Figura [4.4] nota-se a ocorréncia de alguns pontos fora da banda de confianga, indi-

cando a necessidade de avaliagao da influencia de tais pontos no ajuste do modelo.

As observagoes influentes detectadas pelas técnicas de diagndstico correspondem ao Tipo
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autotransformador-AT (observagao 3) e ao Tipo Transformador-TF (observagoes 154, 155

e 159).

Figura 4.4 Grdfico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simulado.

Vamos analisar a influencia destas observagoes nas estimativas dos parametros, retirando
uma a uma, conjuntamente e combinadas entre si. Para avaliar a magnitude do impacto
exercido pelas observagoes utilizamos as seguintes medidas (MARTINEZ, 2008):

Desvio relativo percentual (DRP):

A ~

*

0" — 0
DRP = 7 x 100%,

onde 6 é o estimador de 6 obtido usando todas as observagoes e 6% é o estimador obtido
ao retirar uma ou varias (dependendo do caso) observagoes atipicas do conjunto de todas
as observagoes.

Desvio quadratico médio relativo percentual (DQMRP):

DQM* — DQM

DQMRP = Do

x 100%,

em que DQM = \/(1/71) > i1y —95)% e DQM* é o valor de DQM obtido ao retirar
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uma ou varias (dependendo do caso) observagdes atipicas. Com esta medida avalia-se o
ganho relativo de poder preditivo do modelo sem as observagoes, tomando como base o
modelo com todas as observagoes, note que se DQM RP for negativo isto indica que o
modelo possui um desvio quadratico médio menor e, portanto, por este critério é preferivel.

Erro absoluto médio relativo percentual (EAMRP):

EAM* — EAM
EAMRP = TAN x 100%,

em que EAM = (1/n) > 77, |y;—9;| e DQM* e EAM* é o valor de EAM obtido ao retirar
uma ou vérias (dependendo do caso) observagoes atipicas. A interpretagdo é a mesma da
medida anterior (DQM RP), todavia o Erro absoluto Médio (EAM) é, menos sensivel as
observagoes atipicas no conjunto de dados.

A Tabela mostra as medidas de impacto DQMRP e EAMRP para os valores
ajustados, considerando a retirada individual das observacoes atipicas 3, 154, 155 e 159, e
a retirada conjunta, considerando todas as combinagoes possiveis. Nota-se que a retirada
individual das observagoes 3, 154 e 159 e das combinagdes duas a duas, (3 e 159) e (3 e
154), levam aos menores valores das medidas de DQMRP ¢ EAMRP.

Entre os pontos retirados, a observacao 3 foi a que menos impactou nos residuos do
modelo, indicando que o poder preditivo do modelo é pouco influenciado por este ponto.
O préximo passo ¢ estudar a qualidade e poder preditivo dos 5 modelos sob estudo.

A Tabela [4.4] apresenta as estimativas, erros-padrao, valores p e o desvio relativo per-
centual (DRP) dos parametros estimados retirando a observagao 3. Nota-se que as esti-
mativas dos parametros nao sofrem grande impacto, exceto o coeficiente de Cy Hy (possivel
valor discrepante detectado na anélise descritiva) e os resultados inferenciais do modelo

nao sao alterados.
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Tabela 4.3 Medida de impacto DQMRP e EAMRP para os valores ajustados

Observacoes retiradas DQMRP (%) EAMRP (%)

(1)3 -0,25 -0,35
(2) 154 3,47 3,10
(3)155 4,64 4,50
(4) 159 1,69 2,90
(5) 3154 3,22 2,74
(6) 3155 4,43 4,15
(7)3159 1,47 2,56
(8) 154 155 9,14 7,71
(9) 154 159 9,37 5,89
(10) 155 159 6,13 7,48
(11) 3154 155 8,92 7,37
(12) 3 154 159 5,14 5,54
(13) 3155 159 5,97 7,19
(14) 154 155 159 10,87 10,88
(15) 3 154 155 159 10,71 10,60
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Tabela 4.4 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a observag¢ao

3
Coeficientes Estimativa EP  Valor DRP (%)
By - Constante -5,05E+00 2,78 E+400 0,07 0,56
B1 - Tipo-RE -1,06E-01  1,25E-01 0,40 0,99
B - Tipo-TF 1,24E-02  1,17E-01 0,92 5,23
B3 - Cor 7.94E-02  3,82E-02 0,04 0,50
B4 - Rigidez dielétrica 7,91E-03  2,12E-03 0,00 -0,21
B85 - Teor de Agua 1,35E-02  3,38E-03 0,00 -0,10
Bs - Densidade 3,16E400 3,21E+00 0,32 0,94
B7 - Tensao interfacial  -7,77E-02  6,02E-03 < 0,01 -0,06
Bs - FP25 4,32E-01  7,33E-01 0,56 -0,60
By - FP100 1,60E-02  3,14E-02 0,61 0,68
Bio - Ho -2,75E-04  2,29E-04 0,23 0,13
Bi1 - Oz 1,50E-05  6,34E-06 0,02 0,70
P12 - Na -5,98E-06 2,07E-06 < 0,01 0,22
b1z - CHy 2,71E-03  1,19E-03 0,02 1,34
B1a - CO 4,88E-04 1,28E-04 < 0,01 -0,05
Bi5 - CO4 -1,76E-05  1,56E-05 0,26 -0,78
B - CoHy -4,14E-03  1,35E-03 < 0,01 1,65
Bi7 - CoHg 447E-04  4,42E-04 0,31 -1,05
Pig - C2Ho 4,06E-03  2,04E-02 0,84  1.026,67
é 2,91E+02 2,84E4+01 < 0,01 -0,45

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



4.6 Ajuste do modelo de Regressao Beta 52

Na Tabela [4.5] para o modelo sem a observagao 154, a varidvel O deixa de ser signi-
ficativa. As maiores variagoes relativas (DRP) nas estimativas foram nos coeficientes de
FP100 (-69,72%) e CyHg (-49,85%), ambas nao estatisticamente significativas com ou sem

este ponto.

Tabela 4.5 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a observac¢do

15

Coeficientes Estimativa EP  Valor DRP (%)
By - Constante -4,91E+00 2,68E400 0,07 -2,28
1 - Tipo-RE -9,78E-02  1,22E-01 0,42 -6,94
B2 - Tipo-TF 9,32E-03  1,14E-01 0,93 -20,91
B3 - Cor 9,24E-02  3,69E-02 0,01 16,87
B4 - Rigidez dielétrica 6,72E-03  2,06E-03 < 0,01 -15,17
5 - Teor de Agua 1,24E-02  327E-03 < 0,01 -8,12
B6 - Densidade 3,18E400 3,10E+00 0,31 1,42
087 - Tensao interfacial  -8,01E-02  5,86E-03 < 0,01 3,03
Bs - FP25 6,35E-01  7,03E-01 0,37 46,03
By - FP100 4,80E-03  3,02E-02 0,87 -69,72
Bro - Ha -3,03E-04  2,24E-04 0,18 10,07
Bi1 - Oz 1,15E-05  6,17E-06 0,06 -22,59
B2 - No -4,31E-06  2,04E-06 0,03 -27,83
B3 - CHy 3,08E-03  1,14E-03 0,01 15,30
B4 - CO 449E-04 1,24E-04 < 0,01 -7,96
P15 - CO2 -2,20E-05  1,52E-05 0,15 24,02
P16 - CoHy -4,42E-03  1,28E-03 < 0,01 8,67
Bi7 - CoHg 2,27E-04  4,38E-04 0,60 -49,85
Bis - CoHy 3,44E-04  1,51E-03 0,82 -4,48
b 3,10E+02 3,02E+01 < 0,01 6,16
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Retirando as observacoes 3 e 154 da amostra, a varidavel Oy deixa de ser significativa

conforme a Tabela [1.6] As maiores variagoes relativas (DRP) nas estimativas quando

retirada as observacoes 154 e 3 foram FP100 e CyHg respectivamente.

Tabela 4.6 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as observagoes

3e 15/

Coeficientes Estimativa EP Valor DRP (%)
Bo - Constante -4,95E+00 2,69E4+00 0,07 -1,563
81 - Tipo-RE 9,93E-02 1,22E-01 0,42 -5,54
B2 - Tipo-TF 1,02E-02  1,14E-01 0,93 -13,57
B3 - Cor 9,29E-02 3,71E-02 0,01 17,56
B4 - Rigidez dielétrica 6,70E-03  2,07E-03 0,00 -15,49
B - Teor de Agua 1,24E-02  3,28E-03 0,00 -8,29
B6 - Densidade 3,22E4+00 3,11E4+00 0,30 2,71
B7 - Tensao interfacial  -8,01E-02  5,87E-03 0,00 2,98
Bs - FP25 6,32E-01  7,06E-01 0,37 45,27
By - FP100 4,94E-03  3,02E-02 0,87 -68,85
B1o - Ho -3,03E-04  2,25E-04 0,18 10,31
P11 - O 1,17E-05  6,21E-06 0,06 -21,65
P12 - No -4,32E-06  2,04E-06 0,03 -27,53
P13 - CHy 3,13E-03  1,16E-03 0,01 17,20
B4 - CO 4,49E-04  1,25E-04 0,00 -8,03
P15 - CO2 -2,18E-05 1,52E-05 0,15 22,98
P16 - CoHy -4,52E-03  1,32E-03 0,00 11,03
Bi7 - CoHg 2,20E-04  4,39E-04 0,62 -51,34
B1g - CoHy 5,73E-03  2,00E-02 0,77  1.490,56
10) 3,09E+02 3,02E+01 0,00 5,70
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Retirando somente a observacao 159 da amostra, a Cor deixa ser significativa para
explicar o Indice de Neutraliza¢do e Hy passa a ser significativo, ou seja, as conclusoes
inferenciais foram alteradas, conforme a Tabela Os coeficientes de regressao mais

afetados pela retirada deste ponto sao: Hy, CyHg e CyHs.

Tabela 4.7 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem a observac¢do

159

Coeficientes Estimativa EP  Valor DRP (%)
Bo - Constante -6,59E4+00 2,78E4-00 0,02 31,10
B1 - Tipo-RE -2,67TE-02  1,25E-01 0,83 -74,61
B2 - Tipo-TF 7,22E-02  1,16E-01 0,53 513,16
B3 - Cor 6,87E-02  3,76E-02 0,07 -13,03
B4 - Rigidez dielétrica 8,32E-03  2,10E-03 0,00 4,95
Bs - Teor de Agua 1,39E-02  3,35E-03 0,00 3,20
Be - Densidade 4,87TE+00 3,22E+00 0,13 55,41
087 - Tensao interfacial  -7,99E-02  5,93E-03 0,00 2,70
Bs - FP25 5,27E-01  7,20E-01 0,46 21,26
B9 - FP100 1,33E-02  3,08E-02 0,66 -15,82
1o - Ho 1,71E-03  5,50E-04 < 0,01 -722,00
P11 - O 1,63E-05  6,25E-06 0,01 9,84
B12 - N -6,13E-06  2,04E-06 < 0,01 2,72
P13 - CHy 3,25E-03  1,16E-03 0,01 21,56
p14 - CO 4,84E-04 1,27TE-04 < 0,01 -0,88
P15 - CO2 -2,20E-05  1,54E-05 0,15 23,81
B16 - CaHy -4,55E-03  1,30E-03 < 0,01 11,91
P17 - CoHg -9,63E-06  4,42E-04 0,98 -102,13
B1g - CoHy -3,68E-03  1,84E-03 0,06 -1.119,85
0] 3,01E4+02 2,94E4+01 < 0,01 3,09
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Na Tabela [4.§ tem-se as estimativas dos parametros, erros padroes, valores p e DRP a
partir da retiradas das observacoes 3 e 159. As conclusoes sao as mesmas do modelo sem
a observacao 159, a varidvel Cor torna-se nao significativa ao nivel de 5% e H, passa a ser

significativa neste nivel de significancia.

Tabela 4.8 FEstimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as observagies

3e 159

Na Figura foram plotados os residuos com envelope para checar a adequacao do

Coeficientes Estimativa EP  Valor DRP (%)
By - Constante -6,59E4+00 2,79E+00 0,02 31,02
B - Tipo-RE -2,64E-02  1,26E-01 0,83 74,90
B - Tipo-TF 7.22E-02  1,16E-01 0,54 512,59
B3 - Cor 6,86E-02  3,78E-02 0,07 -13,15
B4 - Rigidez dielétrica  8,32E-03  2,10E-03 < 0,01 4,93
5 - Teor de Agua 1,39E-02  3,35E-03 < 0,01 3,19
B¢ - Densidade 4, 87TE+00 3,22E+00 0,13 55,24
087 - Tensao interfacial  -7,98E-02  595E-03 < 0,01 2,65
Bs - FP25 527E-01  7,21E-01 0,46 21,27
By - FP100 1,34E-02  3,09E-02 0,67 -15,79
Bio - Hs 1,71E-03  5,51E-04 <0,01  -721,97
Bi1 - Oz 1,63E-05  6,29E-06 0,01 9,63
B2 - Na -6,12E-06  2,05E-06 < 0,01 2,61
B3 - CHy 3,24E-03  1,18E-03 0,01 21,25
Bia - CO 4,84E-04 1,27E-04 < 0,01 -0,92
Bis - COq -2,20E-05  1,55E-05 0,16 23,89
Bis - CoHy -4,54E-03  1,33E-03 < 0,01 11,56
P17 - CoHg -8,85E-06  4,44E-04 0,98 -101,96
Big - CoHo -4,31E-03  2,03E-02 0,83 -1.295,97
) 3,00E+02 2,93E4+01 < 0,01 2,61

SILVA, Charlene de Carvalho

PPGME,/UFPA



4.6 Ajuste do modelo de Regressao Beta 56

modelo sem os pontos ja mencionados. Nota-se que para todos os pontos retirados os
residuos plotados contra seus quantis normais estao fora da banda de confianca, entretanto
nao parece haver desvios de magnitude elevada destes, sendo o modelo sem a 3° observacao

na amostra o que apresentou menos desvios.

Sem {154}
Half-normal plot of residuals

Sem {3}

Half-normal plot of residuals

? (absolute values)

o4

Standardized weighted residuals 2 (absolute values)

Standardized weighted residuals

=l (=
T T T T T T T ! L T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
Mormal quantilzs MNormal quantiles
Sem {159} Sem {3;154}

Half-normal plot of residuals Ha¥-normal plot of residuaks

Standardized weighted residuals 2 (absolute values)
3
1
Standardized weighted residuals 2 (absolute values)
3
1

00 05 1.0 15 20 25 30 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0
Mormal quantiles Momal quantiles
Sem {3;159)}

Half-normal plot of residuals

Standardized weighted residuals 2 (absolute valuss)

Mormal quartiles

Figura 4.5 Grdfico de Probabilidade Meio-Normal com Envelope Simulado

Foi realizada uma validagao no modelo de regressao Beta ajustado sem os pontos 3, 154,

159, 3;154 e 3;159 e somente com as variaveis significativas em cada caso, e utilizou-se
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as 603 observacoes nao selecionadas na amostragem. Para isto, foram obtidos os erros
de previsao para cada uma destas observacoes, considerando o modelo sem pontos ja
mencionados, e em seguida calculou-se o Erro Quadratico Médio (EQM) e o Erro Absoluto
Médio (EAM) dispostos na Tabela . O modelo ajustado sem a observacao 3 possui o
menor EQM e EAM, ou seja, em termos preditivos este modelo teve o melhor desempenho.

Adicionalmente, na Figura [4.6] foram plotados os valores observados do indice de neu-
tralizacdo e os ajustes do modelo sem as observagoes influentes. E desejavel que para os
modelos com alto poder preditivo os pontos no diagrama de dispersao estejam préximos da
reta tracada. Observa-se que o modelo ajustado sem o ponto 3 tem o melhor alinhamento
dos pontos, indicando que o modelo de regressao sem esta observacao ajustou-se melhor
aos dados de validacao, resultando evidentemente em EQM e EAM menores.

Considerando somente o modelo sem a observacao 3, que nao alterou as conclusoes
inferenciais e teve o maior poder preditivo nos resultados da validagao, reajustou-se o
modelo mas agora somente com as variaveis significativas, os resultados estao na Tabela
4.101

Para calcular a chance de aumento do indice de neutralizacdo usou-se a expressao
(emp(@) — 1)% que retorna a chance relativa de um aumento no indice para 1 unidade
de aumento na variavel explicativa correspondente ao coeficiente estimado ﬁAZ O indice de
Neutraliza¢ao tem maior chance de aumento para a variagao positiva de 1 unidade com
a variavel Cor (19,73%) e a chance de aumento do indice reduz com o incremento de 1

unidade da Tensaolnterfacial (-7,65%) do transformador.

Tabela 4.9 Erro Quadrdtico Médio (EQM) e Erro Absoluto Médio (EAM) do modelo de regressdo

Beta ajustado sem os pontos identificados no diagndstico de influéncia

Modelo EQM EAM
Sem a obs. 3 1,95E-03 2,62E-02
Sem a obs. 154 3,55E-03 2,68E-02
Sem a obs. 159 6,40E-03  3,29E-02

Sem a obs. 3 e 154 5,53E-03 2,98E-02
Sem a obs. 3 e 159 6,41E-03 3,29E-02
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Tabela 4.10 Estimativas dos parametros do modelo de regressao Beta somente com as varidveis

significativas apds a andlise de diagndstico.

Parametros Estimativa EP wvalorp (exp(8;) — 1)%
Bo - Intercepto -2,3293E+00 3,1017E-01 < 0,01 -
B1 - Cor 1,8008E-01 3,0687E-02 < 0,01 19,7313
B2 - Rigidez Dielétrica 7,4946E-03  2,0847E-03 0,01 0,7523
B3 - Teor de Agua 1,4419E-02 3,3345E-03 < 0,01 1,4523
B4 - Tensao Interfacial  -7,9535E-02 5,8125E-03 0 -7,6454
Bs - O3 1,8280E-05 6,2500E-06 < 0,01 0,0018
Be - Na -6,4000E-06  2,0400E-06 < 0,01 —0, 0006
B7 - CHy 3,9357E-03 8,9616E-04 < 0,01 0,3943
Bs - CO 5,3839E-04 1,3086E-04 < 0,01 0,0539
Bg - CoHy -2,2900E-05 1,5580E-05 < 0,01 -0,4759
0] -4,7705E-03  1,1859E-03 < 0,01 -

Desta forma, com base nos resultados da Tabela [4.10] o modelo final ajustado é dado

por

A~

He
i

log( = —2,3293 + 1,8008E-01 x (Cor), + 7,4946E-03 x (Rigidez Dielétrica),

1,4419E-02 x (Teor Agua), — 7,9535E-02 x (Tensdo Interfacial),
1,8280E-05 x (Os); — 6, 4000E-06 x (Na); + 3, 9357E-03 x (CH,),
5,3839E-04 x (CO); — 2,2900E-05 x (CoHy);.
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Capitulo 5

Aplicacao II: Rendimento académico no

Sistema de Cotas

5.1 Introducao

O termo ag¢do afirmativa (affirmative action) surgiu nos Estados Unidos, na legislagao
trabalhista de 1935. As politicas de A¢oes Afirmativas no direito americano foram imple-
mentadas no ambito do mercado de trabalho, na educacao superior e nos contratos gover-
namentais (WEDDERBURN, 2005 e MEDEIROS, 2005). Em pouco tempo, experiéncias
similares podiam ser observadas em paises como fndia, Malasia, Canadd, Nigéria, Africa
do Sul, Argentina, Cuba, dentre outros. Na Europa ela ficou conhecida como “Acao ou
Discriminagao Positiva”.

No Brasil, uma das primeiras agoes com propdsitos de reparacao foi a insercao na Cons-
tituicdo Federal de 1988 de um ponto no “Titulo II - Dos direitos e garantias fun-
damentais, em seu Capitulo I - Dos direitos e deveres individuais e coletivos
- Artigo 5° - que diz: Todos sao iguais perante a lei, sem distingao de qual-
quer natureza, garantindo-se aos brasileiros e aos estrangeiros residentes no
Pais a inviolabilidade do direito a vida, a liberdade, a igualdade, & seguranga
e a propriedade”. O termo “Ac¢ao Afirmativa’chegou ao conhecimento da maior parte
populacao, principalmente apés a Conferéncia Mundial de Combate ao Racismo, Dis-
criminacao Racial, Xenofobia e Intolerancia Correlata, realizada em setembro de 2001 em
Durban, na Africa do Sul; onde os paises signatarios firmaram o compromisso de eliminar
quaisquer formas de discriminagao.

Segundo Piovesan (2005) as Ag¢oes Afirmativas sao politicas que visam ampliar o acesso

de grupos historicamente discriminados a todos o setores sociais. A ideia central é que
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as mesmas possam servir para reparar danos causados a esses grupos e lhes oferecer
uma oportunidade de equiparacao; tais politicas tém um carater transitorio, tendo como
objetivo maior aceleracao dessa reparagao criando um cenario consistente de grupos que

superam suas condigoes.

5.2 Implantacao da politica de cotas no Ensino Superior Brasileiro

No Brasil, as universidades pioneiras em adotar Acoes Afirmativas e implantar cotas
raciais no vestibular para o nivel superior de ensino foram a Universidade Estadual da
Bahia (Uneb) e a Universidade Estadual do Rio de Janeiro-Uerj. A universidade Nacional
de Brasilia-UnB foi a primeira universidade federal a adotar o sistema de cotas para negros,
através do “plano de metas da UNB”, aprovado em 06 de junho de 2003, e entrando em
vigor no segundo vestibular de 2004.

Ferreira (2008), no Foro Latino-americano de Politicas Educacionais, faz um mapa das
acoes afirmativas na Educacao Superior com base em pesquisa realizada pelo Laboratorio
de Politicas Publicas da UERJ, no qual se constata que 72 instituicoes de ensino su-
perior promovem algum tipo de acao afirmativa, havendo variacoes quanto ao tipo de
politica adotada (sistema de cotas, sistema de bonificagdo por pontos, reserva de vagas)
e quanto a identificagao dos sujeitos beneficiados com a agao afirmativa adotada: negros,
indigenas, pessoas com deficiéncia, alunos da rede ptublica, pobres, mulheres negras. etc.

(FERREIRA, 2008, p.3).

5.2.1 Implantagao da politica de cotas: o caso da UFPA

A Universidade Federal do Pard (UFPA) foi um das primeiras instituigdes do Norte e
Nordeste a implementar a politica de cotas no vestibular. A decisao foi regulamentada
pela Resolugao n° 3.361 de 5 de agosto de 2005, do Conselho Superior de Ensino, Pesquisa
e Extensdao da UFPA (CONSEPE), no qual disponibilizou 50% das vagas de cada curso
por um periodo de cinco (5) anos aos candidatos que estudaram todo o ensino médio
em escola publica (cotas sociais). Dentro desse percentual, no minimo 40% serdo para os
estudantes que se autodeclararem pretos ou pardos (cotas raciais) e optarem pelo sistema

de cotas. Os demais candidatos, que ingressarem sem nenhuma cota, sao considerados
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nao-cotistas. O primeiro ano de implementacao desta politica foi no Processo Seletivo
Seriado da UFPA -PSS 2008.

A partir da Lei Federal n® 12.711/2012 todas as universidades devem adotar o sistema
de reserva de vagas em seus vestibulares, sendo 50% das vagas ofertadas nos cursos de
graduacao para estudantes que cursaram todo o ensino médio na rede publica de ensino
e, destas, 50% para alunos cuja renda familiar per capita seja de até um saldrio minimo
e meio, o que estd sendo chamado de cota renda. A UFPA adaptou seu sistema de cotas

a nova legislacao, instituindo a cota renda .

5.2.2 Avaliagao do Sistema de Cotas

A caracteristica principal das Ac¢oes Afirmativas, a exemplo da politica de cotas, consiste
em uma transitoriedade na sua aplicacao, ou seja, sua duragao pressupoe um periodo
limitado. Nesse sentido, se faz necessaria o acompanhamento dessa politica nas univer-
sidades, pois é fundamental dispor de dados para que a avaliacao do novo sistema seja
deslocado do “achismo“ e das representacoes ideoldgicas presentes no debate, e amparado
no discurso da meritocracia. Ou seja, é necessario avaliar se havera queda na qualidade
de ensino, aumento da evasao e uma formacao deficiente de profissionais.

Segundo o Instituto de Pesquisa Economica Aplicada (Ipea) no universo de 54 uni-
versidades publicas que nos tultimos oito anos adotaram o sistema de cotas no Pais, em
ao menos quatro, distribuidas pelos principais Estados, os cotistas apresentaram desem-
penho proximo, similar ou até melhor em relacao aos nao-cotistas. Resultados iniciais do
aproveitamento de cotistas na Unicamp, Universidade Federal da Bahia (UFBa), Univer-

sidade de Brasilia (UnB) e Universidade do Estado do Rio de Janeiro (Uerj)

5.3 Descricao e estudo exploratério dos dados

Os dados analisados neste capitulo aborda um estudo de caso referente aos alunos do
curso de Medicina, campus Belém da UFPA, que ingressaram pelo primeiro PSS - Processo
Seletivo Seriado da Instituicao, que incluiu o sistema de cotas. Duas fontes de informacoes

foram utilizadas nesse estudo:
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I. Banco de dados disponibilizado pelo CEPS/UFPA, contendo informagoes sobre o de-

sempenho no vestibular dos candidatos que ingressaram em 2008, a idade e o sexo;

IT. Banco de dados disponibilizado pelo CIAC/UFPA, contendo o Coeficiente de Rendi-
mento do Periodo Letivo (CRPL) dos alunos para 10 periodos letivos, compreen-

dendo o periodo de 2008 a 2012.

O objetivo principal, quando se estuda dados do rendimento académico de alunos co-
tistas, é comparar seu desempenho com o desempenho dos alunos nao cotistas. Como os
alunos cotistas, ingressantes no curso de Medicina na UFPA pelo PSS 2008, tiveram sua
entrada apenas no segundo semestre letivo, foram considerados neste estudo apenas o
CRPL de nove periodos letivos, a fim de ter boa representatividade dos dois grupos nestes
periodos.

O CRPL é uma medida de desempenho académico, atribuida pela instituicao, que leva
em conta fatores como o numero de disciplinas cursadas no periodo, a carga horaria
destas disciplinas e o conceito obtido. Esta medida é apresentada com valores limitados
ao intervalo [0, 10].

A Figura [5.1| apresenta o box-plot do CRPL ao longo dos nove periodos de acompa-
nhamento, nota-se que o CRPL mediano esta entre 6 e 8 em todos os periodos e que a
distribuicao do CRPL torna-se mais assimétrica a partir de 5° periodo de curso, fato que
reforga a aplicacao da modelagem com medidas repetidas a partir da distribuicao Beta.

Na Figura tem-se os rendimentos médios de alunos cotistas e nao cotistas ao longo
dos nove primeiros periodos letivos. O CRPL médio dos nao cotistas é inferior nos trés

primeiros periodos letivos avaliados, e ocorre uma relagao inversa nos periodos seguintes.
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A fim de propor uma estrutura para a matriz de correlacao de trabalho, necessaria
no processo de estimacao dos parametros do modelo de regressao, foram calculadas e
plotadas as correlagoes para o CRPL entre os periodos letivos. As tendéncias a partir
desse grafico podem sugerir estruturas mais adequadas para a modelagem. Nas Figuras
e buscou-se verificar a possibilidade de haver matrizes de correlacoes diferentes
para nao cotistas e cotistas, o que nao foi observado. Além disso, alguns periodos como
P1 e P4 alternam entre aumento e decréscimo da correlagao com os periodos seguintes,
indicando que talvez a estrutura AR-1 nao seja a mais adequada. No entanto, foram
utilizadas as matrizes padrao uniforme e AR-1 em detrimento da matriz nao estruturada,
por serem mais parcimoniosas. Os resultados do ajuste do modelo de regressao Beta com
medidas repetidas serd apresentado na proxima segao.
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Figura 5.3 Correlagoes entre os CRPL’s dos nao cotistas, iniciando no periodo 1 (P1) ao periodo

5 (P5) em relagao aos periodos seguintes
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Figura 5.4 Correlagoes entre os CRPL’s dos cotistas, iniciando no periodo 1 (P1) ao periodo 5

(P5) em relagao aos periodos segquintes
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5.4 Ajuste do modelo de Regressao Beta com medidas repetidas

Para o ajuste do modelo, considerou-se o Coeficiente de Rendimento do Periodo Letivo

do i-ésimo aluno, no j-ésimo periodo (CRPL;;). A variavel resposta y;; é dada por

0,000  se CRPL; =0,
Yij = § CRPL;;j/10 se 0 < CRPL;; < 10, (5.1)
0,9999 se CRPL;; = 10.

Conforme citado anteriormente a transformacao (|5.1)) é necessaria pois o espago paramé-
trico da distribuigdo Beta é o intervalo unitario aberto (0,1). Adotando a fungao de
ligagao logito e sob homogeneidade da dispersao, o modelo de regressao Beta com medidas

repetidas proposto foi o seguinte:

9
log (%) = b+ Z Bik + Battaij + Bssij + Pavaij + Py + Bosij,
Y k=2

onde
(ij: Média da varidvel resposta y;;;
[1x: Coeficiente associado a variavel indicadora do j-ésimo periodo, com
1 se k=j-ésimo periodo

L1k = -
0 caso contrario;

By: Coeficiente associado ao género, com

1 se o aluno i é homem
L2ij = .
0 caso contrario;

B3: Coeficiente associado ao cotista, com

1 se o aluno i é cotista
L2ij = -
0 caso contrario;
B4: Coeficiente associado a Idade do aluno (x4;5), V7;
Bs: Coeficiente associado ao quadrado da Idade do aluno (z3;), V7;

Bs: Nota padronizada final (NPF') do aluno i no PSS 2008 corrigida pela média (x5;5), V.

Para a escolha da matriz de correlagao de trabalho utilizou-se o critério QIC para as
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estruturas Padrdao Uniforme (QIC = -1603,03) e AR-1 (QIC = -1600,73). A estrutura
Padrao Uniforme foi escolhida como a mais adequada para explicar a correlacao entre as
respostas da mesma unidade experimental, pois apresentou QIC menor.

As estimativas dos parametros do modelo estao apresentadas na Tabela Pode-se
observar que o desempenho no Vestibular (NPF') foi significativo, sendo um fator de
influencia no rendimento do aluno na universidade. O sinal negativo dos coeficientes as-
sociados aos periodos letivos indica que relativamente ao primeiro periodo letivo, o rendi-
mento médio dos alunos do curso de Medicina foi menor, reducao estatisticamente nao
significativa somente no 2° e 8° periodo. Verificou-se também que o fator Género nao foi
significativo, ou seja, nao ha diferencas entre as médias do CRPL dos alunos do género
masculino e feminino.

O efeito da politica de cotas nao foi significativo, ou seja, o rendimento académico dos
alunos cotistas e nao cotistas do curso de Medicina nao difere significativamente. Entre-
tanto, apés o ajuste deste modelo inicial, é necesséario utilizar as técnicas de diagnésticos,
afim de verificar se o modelo estd bem ajustado. A Figura [5.5 apresenta a alavanca por
observagao (a), alavanca por aluno (b), distancia de Cook (c) e o residuo padronizado (d).

Uma inspecao na Figura (d) mostra que varias observagdes aparecem como possiveis
valores aberrantes. Em relagao a distancia de Cook, na Figura (¢) temos que os pontos
(12659), (47:6) e (65;1) podem ser considerados possiveis pontos influentes. No grafico de
alavanca por observagao Figura (a) nota-se que as observagoes 876, 877 e 878 aparecem
como possiveis pontos de alavanca.

As observacoes influentes detectadas pelas técnicas de diagndstico correspondem a trés
alunos cotistas e 4 alunos nao cotistas que apresentaram o valor maximo do CRPL (10).
Apenas dois alunos nao cotistas apresentaram valores minimos do CRPL (0). O passo

seguinte é analisar a influencia destas observacoes nas estimativas dos parametros.
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Tabela 5.1 Estimativas e erros padroes dos parametros do modelo de regressio Beta com a

estrutura Padrao Uniforme. Dados do rendimento académico dos alunos do curso de medicina

da UFPA.

Erro padrao

Coeficiente-Variavel Estimativa Robusto  Naive Valor p
Bo - Intercepto 1,8131 0,5777 0,4493 0,0017
B12 - Periodo2 -0,2833 0,1452  0,0645 0,0511
B13 - Periodo3 -0,3272 0,1377 0,0643 0,0175
B4 - Periodo4 -0,3654 0,1375 0,0641 0,0079
B15 - Periodob -0,7395 0,1436 0,0624 < 0,001
B16 - Periodo6 -0,6638 0,1512 0,0627 < 0,001
B17 - Periodo7 -0,6997  0,1421 0,0626 < 0,001
Bis - Periodo8 -0,1873 0,1466 0,0652 0,2013
B19 - Periodo9 -0,9016 0,1598 0,0620 < 0,001
B2 - Género 0,1188 0,0812 0,0490 0,1436
B3 - Cota 0,0307  0,0845 0,0593 0,7162
B4 - Idade -0,0342 0,0431 0,0346 0,4272
Bs - Idade? 0,0004 0,0007 0,0006 0,5059
B¢ - NPF 0,1191 0,0362 0,0293 < 0,001
¢ - Precisao 15,3882

p - Correlagao 0,1645
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Figura 5.5 Grdficos de diagndsticos com todas as observagoes.

Na Tabela 5.2, para o modelo sem as observagoes (1, 2, 17, 47, 65, 82, 88, 113 e 126),

somente as varidveis periodo2, sexo e idade passam a ser significativas (ao nivel de sig-

nificancia de 5%). As maiores variagoes relativas (DRP) nas estimativas foram nos coefi-

cientes cota (100,12%), que permaneceu nao significativo e idade (68,61%).

Outras modelagens foram realizadas retirando somente o ponto alavanca correspondente

ao aluno 98, e este aluno conjuntamente com as observagoes retiradas anteriormente com

base nos residuos padronizados e na distancia de Cook, entretanto nao houve mudancas

no sinal e nem na significancia estatistica da variavel Cota. Conclui-se, entao, que nao ha
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evidéncias de que o desempenho académico de cotistas e nao cotistas no curso de Medicina

da UFPA difere significativamente com base no modelo proposto.

Tabela 5.2 Estimativas dos parametros e o desvio relativo percentual (DRP) sem as observagoes
(1, 2, 17, 47, 65, 82, 88, 113 € 126). Dados do rendimento académico dos alunos do curso de
medicina da UFPA.

Erro padrao

Coeficiente-Variavel Estimativa Robusto  Naive Valor p DRP (%)

Bo - Intercepto 1,9736  0,3996 0,3403 < 0,001 8,8473
B2 - Periodo2 -0,2009  0,0611 0,0571 0,0010  -29,0617
B3 - Periodo3 -0,1890  0,0666 0,0571 0,0046  -42,2499
B14 - Periodo4 -0,2201 0,0659 0,0569 < 0,001 -39,7681
B1s - Periodob -0,6040  0,0630 0,0553 0 -18,3227
Bi16 - Periodo6 -0,4628  0,0604 0,0559 < 0,001 -30,2923
B17 - Periodo7 -0,5645  0,0624 0,0554 < 0,001 -19,3132
Big - Periodo8 -0,0971 0,0641 0,0577  0,1298  -48,1603
B19 - Periodo9 -0,8325  0,0714 0,0548 < 0,001 -7,66082
Ba - Género 0,1230  0,0530 0,0361 0,0203 3,5590
B3 - Cota 0,0615  0,0618 0,0506  0,3197  100,1259
B4 - Idade -0,0577  0,0290 0,0260  0,0468 68,6137
Bs - Idade? 0,0009  0,0005 0,0005  0,0780 95,1913
B¢ - NPF 0,1169  0,0283 0,0244 < 0,001 -1,9079
¢ - Precisdo 17,9890

p - Correlagao 0,2388

Assim, este estudo de caso envolvendo o curso de Medicina da UFPA apresenta resul-
tados que contrariam o discurso de que os alunos que ingressam através do sistema de

cotas apresentariam desempenho inferior e, consequentemente, teriam algum déficit no

rendimento das disciplinas (FILHO et al., 2005).

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA



Capitulo 6

Consideracoes Finais e Recomendacoes

6.1 Conclusoes

Nesse trabalho apresentamos o modelo de Regressao Beta proposto por Ferrari e Cribari-
Neto (2004). Mais especificamente, foram estudadas as caracteristicas e propriedades do
modelo no que diz respeito a sua definicao, fungoes de ligacao, funcao escore, matriz de
informacao, estimacao dos parametros de regressao e algumas medidas de diagnostico.
Apresentamos, também, a proposta da Venezuela (2008) que desenvolveu equacoes de
estimacgao para os modelos de Regressao Beta com medidas repetidas. Foram apresentadas
duas novas aplicagoes do modelo de regressao Beta a dados reais.

Na primeira aplicacao utilizou-se o modelo de Regressao Beta simples, usado para identi-
ficar quais as caracteristicas fisico-quimicas e de cromatografia gasosa que influenciam sig-
nificativamente na vida 1til de transformadores, através da avaliacao do seu indice de neu-
tralizagao. Foram observadas significativas as seguintes variaveis: Cor, Rigidez Dielétrica,
Teor Agua, Tensao Interfacial, O2, N2, CH4, CO e C2H}. Observou-se, também, que
o indice de Neutralizacdo tem maior chance de aumento para a variagao positiva de 1
unidade com a varidvel Cor (19,73%) e a chance de aumento do indice reduz com o
incremento de 1 unidade da Tensao Interfacial (-7,65%) do transformador.

Na segunda aplicacao utilizou-se o modelo de Regressao Beta com medidas repetidas
para avaliar e comparar o rendimento académico de alunos cotistas e nao cotistas da
UFPA, através do CRPL observado ao longo de nove periodos letivos, em um estudo de
caso envolvendo alunos do curso de Medicina da UFPA. Foram observadas significativas
as seguintes variaveis: Sexo, Idade, Nota padronizada Final no PSS e os periodos letivos
(menos o periodo 8), quando comparados ao periodo 1. Observou-se, nestes periodos, que

o rendimento académico médio dos alunos decresceu com o tempo. A varidavel cota nao foi
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significativa, indicando que nao foram detectadas diferengas significativas no rendimento
académico dos cotistas e nao cotistas do curso de medicina da UFPA que ingressaram
pelo PSS 2008, resultados que contribuem para a discussao e avaliacao da eficiéncia da
politica de cotas como instrumento de minimizacao das desigualdades no acesso ao ensino
superior no Brasil. Este estudo mostra a necessidade de se fazer este acompanhamento
nos demais cursos da UFPA.

Por fim, nessas aplica¢oes mostrou-se que a distribuicao Beta e seus modelos de regressao
associados surgem como novas propostas para ajustar dados que tém seu limite de variacao

no intervalo unitario (0,1).

6.2 Recomendacoes

A fim de dar continuidade no estudo destes modelos, sugerimos para trabalhos futuros:
e Modelar conjuntamente a média e a dispersao nos dados de Indices de Neutralizagao;

e Para os dados de CRPL dos alunos que ingressaram pelo PSS 2008, aplicar as técnicas
de influéncia local generalizada conforme Venezuela (2008), considerando se for o caso

a modelagem conjunta da média e da dispersao;

e Ampliar o leque de estruturas de correlacoes de trabalho seguindo a proposta de

Artes (1997);

e Utilizar outras medidas de selecao de estruturas de correlagao possivelmente mais
acuradas, uma alternativa ¢ utilizar o Critério de Informacao de Corregao (CIC)

(Hin e Wuang, 2009) para o modelo de regressao Beta com medidas repetidas.

e Desenvolver as equacoes de estimacao generalizadas para medidas repetidas a par-
tir do modelo de regressao Beta retangular (BAYES, BAZAN e GARCIA, 2012)
que mostrou-se mais robusto na presenca de pontos aberrantes para o caso de inde-

pendéncia das observagoes;

e Utilizacao de um modelo de regressao Beta misto.

SILVA, Charlene de Carvalho PPGME/UFPA
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