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Luiz Gutemberg R. Miranda

Belém
2016



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ
INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS
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vi



Resumo

Mostramos nesta dissertação a existência de uma sequência biortogonal em L2(−T, T ) para
uma famı́lia de exponenciais complexas do tipo (eiλjt) |j|≤N

j 6=0
onde (iλj) |j|≤N

j 6=0
é um conjunto de

autovalores do sistema homogêneo da equação da onda discretizada por diferenças finitas e
estimamos sua norma. Além disso, mostramos que dado uma sequência biortogonal, a sua
última componente, isto é, a componente N , tem crescimento exponencial. Com a existência
dessa sequência biortogonal conseguimos explicitar um funcional controle vh(t) na fronteira
para uma solução u do sistema semi-discreto por diferenças finitas.

Palavras-chave:Diferenças Finitas, sequência biortogonal, controle.
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Abstract

we show in this dissertation the existence of a sequence biorthogonal in L2(−T, T ) for a
family of complex exponentials of type (eiλjt) |j|≤N

j 6=0
where (iλj) |j|≤N

j 6=0
is a set of eigenvalues of

the homogeneous sistem of wave equation discretized by finite difference and we estimate its
norm. Moreover, we show that given a biorthogonal sequence, its last component, i.e, the
component N , has growth exponential. With the existence of this biorthogonal sequence
we could explicit a functional control vh(t) on the boundary for a solution u of sistem semi-
discrete by finite difference.

Key Words:Finite Difference, Biorthogonal Sequence, Control.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Controlar oscilações em problemas traduzidos em termos de uma equação diferencial parcial
de evolução, (equação da onda, por exemplo) têm despertado o interesse de muitos pesqui-
sadores nos últimos anos. O problema de controlabilidade, pode ser expresso de maneira
geral da seguinte forma: consideramos um sistema a controlar, sobre o qual podemos atuar
mediante um mecanismo dado na fronteira, ou em uma parte interior do sistema. Dado um
T > 0, o problema de controlabilidade consiste em estudar a possibilidade de conduzir o
sistema ao estado de equiĺıbrio.

Muitos trabalhos, usam como objeto de suas análises as pequenas vibrações de uma corda
de comprimento unitário, estas são representadas pela clássica equação da onda unidimen-
sional, no contexto do cont́ınuo ou discreto. A fim de mostrar a importância do estudo do
contole para o sistema de ondas no contexto do cont́ınuo é considerado o seguinte sistema;

utt − uxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0, (1.1)

u(t, 0) = 0, u(t, 1) = v(t), t > 0, (1.2)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(t), x ∈ (0, 1). (1.3)

O sistema (1.1)− (1.3) está bem posto mediante à escolhas adequadas dos dados iniciais
(u0, u1) e da condição de fronteira v. Por exemplo, para todo T > 0, o sistema (1.1)− (1.3)
está bem posto quando (u0, u1) ∈ L2(0, 1) × H−1(0, 1) e v ∈ L2(0, T ), isto é, existe uma
solução u ∈ C ([0, T ];H1

0 (0, 1))
⋂
C1 ([0, T ];L2(0, 1))

Quando v = 0, temos o sistema homogêneo correspondente ao sistema (1.1)− (1.3) dado
por

wtt − wxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0, (1.4)

w(t, 0) = 0, w(t, 1) = 0, t > 0, (1.5)

w(0, x) = w0(x), wt(0, x) = w1(t), x ∈ (0, 1), (1.6)

a energia de suas soluções é dada por

E(t) =
1

2

∫ 1

0

|wx|2dx+
1

2

∫ 1

0

|wt|2dx, (1.7)

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

onde

d

dt
E(t) = 0, ∀ t > 0,

portanto, a energia é conservativa, isto é

E(t) = E(0) ≥ 0, ∀ t > 0.

Esta lei de conservação implica, em particular, que uma solução do sistema sem controle,
onde os dados iniciais não é o trivial, ou seja, (w0, w1) 6= (0, 0) nunca alcança o estado de
equiĺıbrio, a saber

(w(x, t), wt(x, t)) 6= (0, 0) ∀ t > 0.

Este fato, motiva o estudo da controlabilidade exata do sistema (1.1)− (1.3). Neste caso,
o problema de controlabilidade exata consiste em verificar para quais condições iniciais do
sistema (1.1)− (1.3) é posśıvel selecionar um funcional controle v ∈ L2(0, T ) de modo que o
sistema alcance a posição de equiĺıbrio (0, 0) depois de um tempo T .

Assim, foi obtido o seguinte problema de contole na fronteira relacionado a equação da
onda unidimensional : Dados T > 2 e (u0, u1) ∈ L2(0, 1) × H−1(0, 1) existe uma função
controle v ∈ L2(0, T ) tal que a solução u do sistema

utt − uxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0, (1.8)

u(t, 0) = 0, u(t, 1) = v(t), t > 0, (1.9)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(t), x ∈ (0, 1), (1.10)

satisfaz

u(T, ·) = u′(T, ·) = 0.

Este resultado pode ser demonstrado diretamente utilizando a Fórmula de D’Alembert,
também demonstra-se usando a Teoria do Momento e mais recentemente usa-se o Método
HUM (Hilbert Uniqueness Method) (ver [10],[13]).

Agora, observando no contexto semi-discreto, temos a versão onde o sistema (1.8) é
semi-discretizado por Diferenças Finitas, que é dado da seguinte forma

u′′j (t)−
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
= 0; j = 1, 2, ..., N, (1.11)

u0(t) = 0;uN+1(t) = vh(t), t > 0, (1.12)

uj(0) = u0j ;u
′
j(0) = u1j , j = 1, 2, ..., N, (1.13)
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onde h é o tamanho da malha.
Quando vh = 0, o sistema homogêneo correspondente ao sistema (1.11) − (1.13) é dado

por

w′′j (t)−
wj+1(t)− 2wj(t) + wj−1(t)

h2
= 0, j = 1, 2, ..., N, (1.14)

w0(t) = 0;wN+1(t) = 0, t > 0, (1.15)

wj(0) = w0
j ;w

′
j(0) = w1

j , j = 1, 2, ..., N, (1.16)

A energia de suas soluções é dada por

Eh(t) =
h

2

N∑
j=0

[∣∣∣∣wj+1(t)− wj(t)
h

∣∣∣∣2 +
∣∣w′j(t)∣∣2

]
, (1.17)

e que

d

dt
Eh(t) = 0 ∀t > 0, (1.18)

assim, a energia Eh(t) é conservativa, logo

Eh(t) = Eh(0) ∀ t > 0. (1.19)

Consequentemente, também há uma motivação para estudar o problema de controlabi-
lidade do sistema semi-discreto (1.11) − (1.13). Neste contexto, Infante e Zuazua (1999)
em [10] mostraram que este não é observável em todo o conjunto solução do sistema, desse
modo, temos que um sistema é observável se, e somente se, é controlável, portanto, o sistema
é controlável somente em uma subclasse de soluções, chamada de soluções filtradas, a fim
de simplificar a linguagem, todas as vezes que nos referirmos ao controle de uma solução
dos sistemas mencionados, esta por sua vez, é uma solução filtrada. Logo, temos o se-
guinte problema de controle: Dados T > 0 e

(
u0j , u

1
j

)
1≤j≤N ∈ IC2N existe o funcional controle

vh ∈ L2(0, T ) tal que a solução u do sistema (1.11)− (1.13), satisfaz

uj(T ) = u′j(T ) = 0, j = 1, 2, · · · , N.

Nesta dissertação, não nos preocupamos em mostrar em qual subclasse de soluções o
sistema semi-discreto é controlável, mais centralizamos os nossos estudos, para exibirmos um
funcional controle vh para as soluções filtradas do sistema (1.11)− (1.13) em função de uma
sequência biortogonal para uma famı́lia de exponenciais complexas (eiλnt) |n|≤N

n 6=0
em L2(−T, T ),

onde (iλn) |n|≤N
n 6=0

é um conjunto de autovalores do sistema (2.5)− (2.7). Negreanu M. em 2003

([15]) faz uma construção do controle, no entanto, o método é muito sofisticado. Faremos
nesta dissertação uma releitura de uma parte do artigo Uniform boundary controllability
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off a semi-dicrete 1 − d wave equation de Sorin Micu(2001) (ver [14]), pois, percebemos a
simplicidade do método, onde as ferramentas principais são relações trigonométricas e alguns
conhecimentos de análise complexa.

No segundo caṕıtulo, relatamos alguns resultados preliminares para o sistema semi-
discreto adjunto homogêneo correspondente ao sistema (1.11) − (1.13), citamos a definição
de sequência biortogonal e alguns resultados de análise complexa.

No terceiro caṕıtulo, mostramos a existência de uma sequência biortogonal para uma
famı́lia de exponenciais complexas, e estimamos a sua norma em L2(−T, T ).

Por fim, no quarto caṕıtulo, traremos o resultados de controlabilidade do sistema semi-
discreto (1.11)− (1.13).



Caṕıtulo 2

Semi-discretização em diferenças
finitas

Inicialmente, estudaremos algumas propriedades do sistema homogêneo associado ao sistema
(1.1)− (1.3), num contexto semi-discreto. Relembrando, temos que o sistema homogêneo no
cont́ınuo é dado por

wtt − wxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0, (2.1)

w(t, 0) = 0, w(t, 1) = 0, t > 0, (2.2)

w(0, x) = w0(x), wt(0, x) = w1(t), x ∈ (0, 1). (2.3)

2.1 Semi-discretização do sistema homogêneo

Essas semi-discretizações ocorrem somente na variável espacial x sendo o tempo t cont́ınuo,
baseamos as aproximações para as derivadas de segunda ordem pelo polinômio de Taylor.
Dessa forma, Dado N ∈ IN e h = 1/(N + 1) introduzimos a seguinte partição regular de
malha

0 = x0 < x1 < ... < xj = jh < ... < xN < xN+1 = 1, (2.4)

com j = 0, 1, 2, ..., N + 1. Em seguida, introduzimos a seguinte semi-discretização em dife-
renças finitas do sistema (2.1)− (2.3)

w′′j (t)−
wj+1(t)− 2wj(t) + wj−1(t)

h2
= 0, j = 1, 2, ..., N, (2.5)

w0(t) = 0;wN+1(t) = 0, t > 0, (2.6)

wj(0) = w0
j ;w

′
j(0) = w1

j , j = 1, 2, ..., N, (2.7)

onde denotamos por (’) e (”), respectivamente, a derivação de (1a) e (2a) ordem no tempo.
O sistema (2.5) − (2.7) é um sistema de N equações diferenciais lineares com N incógnitas
w1, w2, ..., wN , uma vez que, w0 = wN+1 = 0. Obviamente wj = wj(t) é a aproximação para
w(xj, t) sendo w solução do sistema (2.1)− (2.3), desde que os dados iniciais (w0

j , w
1
j ), para

j = 0, 1, 2, ..., N + 1 sejam aproximações dos dados iniciais (2.2).

5
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2.2 Formas matriciais

Apartir do momento que nos deparamos com sistemas algébricos, para simplificar a notação
do sistema, sempre procuramos deixa-lo sob a forma matricial. Além disso, considera-
mos os vários resultados que temos para as matrizes. Assim, denotando por W (t) =
(w1(t), w2(t), · · · , wN(t))T , o sistema homogêneo pode ser escrito da seguinte forma

W ′′(t) + AhW (t) = 0, j = 1, 2, ..., N, (2.8)

W (0) = W 0;W ′(0) = W 1, t > 0, (2.9)

onde Ah é uma matriz quadrada de ordem N tal que

Ah =
1

h2



2 −1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0
. . . 0

0 −1 2 −1
. . . 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
0 0 · · · −1 2 −1
0 0 · · · 0 −1 2


, (2.10)

e W 0 =
(
w0
j

)
1≤j≤N e W 1 =

(
w1
j

)
1≤j≤N . Notamos que podemos simplificar ainda mais o

sistema (2.8)− (2.9), reduzido a derivada de 2a ordem para 1a ordem.
Sejam a = W e b = W ′, obtemos que

a′ = W ′ = b e b′ = W ′′ = −AhW = −Aha,

logo,

(
a′

b′

)
=

(
0 IN
−Ah 0

)(
a
b

)
⇒

(
W
W ′

)′
=

(
0 IN
−Ah 0

)(
W
W ′

)
.

Agora, denotamos Z(t) = (W (t),W ′(t))T , obtemos um sistema equivalente ao sistema
(2.5)− (2.7) dado por

Z ′(t) + LhZ(t) = 0, t > 0, (2.11)

Z(0) = Z0 =
(
W 0,W 1

)T
, (2.12)

onde

Lh =

(
0 −I
Ah 0

)
. (2.13)
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2.3 Análise espectral

Vamos considerar o seguinte problema de autovalores associado as equações do sistema (2.5)−
(2.7),

−ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1
h2

= θϕj, j = 1, 2, ..., N, (2.14)

ϕ0(t) = ϕN+1(t) = 0, t > 0, (2.15)

denotamos por θ1(h), θ2(h), · · · , θN(h) os N autovalores tais que

0 < θ1(h) < θ2(h) < · · · < θN(h). (2.16)

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente tal como realizado por Isaakson e
Keller em [11]. Tem-se então que,

θk(h) =
4

h2
sen 2

(
kπh

2

)
; k = 1, 2, · · · , N. (2.17)

Os autovetores ϕk = (ϕk1, ϕ
k
2, · · · , ϕkN) associados aos autovalores θk(h) que também po-

dem ser calculados, são

ϕkj = sen (kπjh); j, k = 1, 2, · · · , N. (2.18)

As soluções do sistema (2.6) − (2.7) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a
base dos autovalores e autovetores. Mais precisamente, cada solução w = (w1, w2, · · · , wN)
de (2.6)− (2.7) pode ser escrita como,

w(xj, t) =
N∑
k=1

[
ak cos

(√
θk(h)t

)
+ bk sen

(√
θk(h)t

)]
ϕkj , (2.19)

onde os coeficientes ak, bk ∈R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados
iniciais de (2.5)− (2.7).

Portanto, os autovalores de Ah são da forma θk =
4

h2
sen 2

(
kπh

2

)
que correspondem aos

autovetores ϕk = ( sen (kπjh))1≤j≤N .
Agora, daremos ênfase para análise espectral do operador Lh, estes têm alta relevância

em todos os nossos estudos.

Teorema 2.3.1 Os autovalores e autovetores da matriz Lh em (2.11) são dados, respecti-
vamente, por

σk = iλk, onde λk =
2

h
sen

(
kπh

2

)
|k| ≤ N, k 6= 0, (2.20)

e

Φk =

(
1
iλk
ϕk

−ϕk
)
, |k| ≤ N, k 6= 0. (2.21)
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Demonstração: Vamos considerar o seguinte problema de autovalor associado ao sis-
tema (2.11).

DhΦ = σΦ, (2.22)

seja Φ = (x, y). Assim,

(
0 −I
Ah 0

)(
x
y

)
= σ

(
x
y

)
, (2.23)

logo, obtemos o seguinte sistema

−y = σx⇒ x =
−y
σ
, (2.24)

Ahx = σy. (2.25)

Substituindo (2.24) em (2.25), obtemos

Ah(−y) = −σ2(−y). (2.26)

assim, para σ 6= 0, temos que −y = ϕk, consequentemente, −σ2
k = θk, logo

y = −ϕk, e x =
1

σk
ϕk, (2.27)

onde

σk =
√
−θk = i

2

h
sen

(
kπh

2

)
|k| ≤ N, k 6= 0.

Agora, usamos a Desenvolvimento de Fourier das soluções do sistema (2.5) − (2.7) em
termos dos autovalores e autovetores do operador Lh. Assim, se Z0 = (W 0,W 1) é tal que

Z0 =
∑
|n|≤N
n6=0

a0nΦn(h), (2.28)

então a solução correspondente, Z(t), é

Z(t) =
∑
|n|≤N
n6=0

a0ne
iλntΦn(h).
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2.4 Análise complexa

Nesta seção apresentamos alguns teoremas clássicos da análise complexa.

Definição 2.4.1 Seja f uma definida nos complexos. Dizemos que f é holomorfa no ponto
z0 ∈ IC quando f ′(z0) existe. Se f é holomorfa em todo plano complexo dizemos que f é uma
função inteira.

Definição 2.4.2 Seja f uma definida nos complexos. Dizemos que f é uma função do tipo
exponencial em B > 0, quando existe uma constante A > 0, tal que

|f(z)| ≤ AeB|z| ∀ z ∈ IC.

Teorema 2.4.1 Teorema de Paley-Wiener Seja uma função f ∈ L2(IR) do tipo exponencial

em B. Existe uma função f̂ ∈ L2(−A,A) com suporte compacto e

f(z) =

∫ T

−T
Θm(t)eiztdt,

se, e somente se, f é uma função inteira. Neste caso, temos quef̂ é a transformada de
Fourier.

Teorema 2.4.2 Teorema de Plancherel Existe uma isometria linear Ψ de L2(IRn) sobre
L2(IRn)univocamente determinada pela condição

Ψf = f̂ .

(ver [16] e [19])



Caṕıtulo 3

Sequência biortogonal

Neste caṕıtulo, mostraremos a existência de uma sequência biortogonal (Θm) |m|≤N
m 6=0

para uma

famı́lia de exponenciais complexas do tipo (eiλjt) |j|≤N
j 6=0

, onde (iλj) |j|≤N
j 6=0

é o conjunto de au-

tovalores do sistema (2.6) − (2.7), isto é λk = 2
h

sen (kπh
2

), porconseguinte, exibiremos uma
estimativa superior para ‖Θm‖L2(−T,T ) e uma estimativa inferior para ‖ΨN‖L2(−T,T ), onde
(Ψm) |m|≤N

m 6=0
é uma sequência biortogonal qualquer para uma famı́lia de exponenciais comple-

xas do tipo (eiλjt) |j|≤N
j 6=0

em L2(−T, T ).

Definição 3.0.1 Dizemos que (Θm) |m|≤N
m 6=0

é uma sequência biortogonal para uma famı́lia de

exponenciais complexas (eiλnt) |n|≤N
n 6=0

em L2(−T, T ), se

∫ T

−T
Θm(t)eiλntdt = δmn =

{
0; m 6= n
1; m = n

∀ |m| ≤ N , ∀|n| ≤ N e m,n 6= 0.

ver [6]

3.1 Teorema de existência

No próximo Teorema temos como finalidade, verificarmos a existência de uma sequência
biortogonal (Θm) |m|≤N

m 6=0
, para isso, usaremos fortemente o Teorema de Paley-Wiener, um dos

teoremas clássicos da análise complexa.

Teorema 3.1.1 Se T > 0 é suficientemente grande, então existe uma sequência (Θm)|m|≤Nm6=0

biortogonal em L2(−T, T ) de uma famı́lia de exponênciais complexas (eiλjt) |j|≤N
j 6=0

, onde, λk =

2
h

sen
(
kπh
2

)
.

10
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Demonstração: Primeiramente vamos definir, para cada |m| ≤ N e m 6= 0, a função

ξm(z) =

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

z − λn
λm − λn

( sen T (z−λm)
4N

T (z−λm)
4N

)2N (
sen T (z−λm)

4
T (z−λm)

4

)2

Para cada função ξm valem as seguintes propriedades:

1. ξm é uma função inteira;

Entende-se por função inteira, uma função que é diferenciável em todo o plano com-

plexo, logo, é facil ver que
(∏

|n|≤N
n6=0,±m

z−λn
λm−λn

)
é inteira, além disso se uma função f(z)

é inteira e z0 é uma de suas raizes então f(z)
z−z0 tambem é uma função inteira. Assim,

λm é uma raiz da função inteira sen (a(z − λm)), logo, sen (a(z−λm))
a(z−λm)

é inteira. Portanto,
ξm é inteira, pois o produto de funções inteiras também é uma função inteira.

2. ξm(λn) = δnm,∀|n| ≤ N, n 6= 0;

De fato, pois, seja n0 6= m, temos que

ξm(λn0) =

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

λn0 − λn
λm − λn

( sen
T (λn0−λm)

4N
T (λn0−λm)

4N

)2N (
sen

T (λn0−λm)

4
T (λn0−λm)

4

)2

=

(
λn0 − λn0

λm − λn0

) ∏
|n|≤N

n 6=0,m,n0

λn0 − λn
λm − λn

( sen
T (λn0−λm)

4N
T (λn0−λm)

4N

)2N (
sen

T (λn0−λm)

4
T (λn0−λm)

4

)2

= 0.

Por outro lado, temos que

lim
z→λm

ξm(z) = lim
z→λm


 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

z − λn
λm − λn

( sen T (z−λm)
4N

T (z−λm)
4N

)2N (
sen T (z−λm)

4
T (z−λm)

4

)2
 ,

logo

ξm(λm) = lim
z→λm

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

z − λn
λm − λn

 lim
z→λm

(
sen T (z−λm)

4N
T (z−λm)

4N

)2N

lim
z→λm

(
sen T (z−λm)

4
T (z−λm)

4

)2

=

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

λm − λn
λm − λn

 lim
z→λm

(
sen T (z−λm)

4N
T (z−λm)

4N

)2N

lim
z→λm

(
sen T (z−λm)

4
T (z−λm)

4

)2

,
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como

lim
x→0

sen (x)

x
= 1,

tem-se que

ξm(λm) = 1,

portanto, ξm(λn) = δmn,∀|n| ≤ N com n 6= 0.

Além disso, temos outras duas propriedades, a saber:

3. ξm(x) ∈ L2(−∞,∞);

4. ξm(z) é do tipo exponencial para quase todo T , isto é, ∃Am > 0, tal que

|ξm(z)| ≤ Ame
T |Z| ; ∀z ∈ IC.

As demonstrações das duas últimas propriedades são extremamente trabalhosas, por isso,
para não perdermos o foco da demonstração do Teorema atual, aceitaremos sua veracidade.
Estas por sua vez, serão demonstradas posteriormente sob a forma de Lemas, mais especifi-
camente, os lemas (3.1.5) e (4.1.2), respectivamente.

Agora, introduziremos a transformada de fourier de ξm, dada por

Θm(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

ξm(x)e−ixtdx.

Vamos mostrar que (Θm) |m|≤N
m 6=0

é a sequência biortogonal que procuramos. Com efeito,

como a função ξm(z) é inteira do tipo exponencial para quase todo T e ξm(x) ∈ L2(−∞,∞),
pelo Teorema de Paley-Wieiner (ver [19]), tem-se que, Θm(t) tem suporte compacto em
[−T, T ], Θm(t) ∈ L2(−T, T ) e além disso,

∫ T

−T
Θm(t)eixtdt = ξm(x),

Pela propriedade (2), temos

∫ T

−T
Θm(t)eiλntdx = δmn; ∀ m,n = ±1,±2, · · · ,±N.

Isto garante que a sequência (Θm) |m|≤N
m 6=0

é biortogonal à famı́lia de exponenciais complexas

(eiλjt) |j|≤N
j 6=0

.
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Agora, passaremos as demonstrações das duas últimas propriedades. Primeiramente,
vamos mostrar que ξm(x) ∈ L2(−∞,∞), para isso, alguns lemas preliminares serão demons-
trados. Temos que

∫ ∞
−∞
|ξm| =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n6=0,m

x− λn
λm − λn

(sin T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)2N (
sin T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx

=
∏
|n|≤N
n 6=0,m

1

|λm − λn|2
×

×
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n6=0,m

x− λn

(sin T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)4N (
sin T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)4

∣∣∣∣∣∣∣ dx (3.1)

Lema 3.1.2 Defindo

γ1(N) =
∏
|n|≤N
n6=0,m

1

|λm − λn|2
(3.2)

Tem-se que:

1. γ1(N)
∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk|2 = cos4
(
mπh
2

)
;

2. γ1(N) ≤
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen

(
mπh
2

)∣∣2
h224N−2(N !)4

;

Demonstração: Provemos 1. Notemos que

|λm − λn| = |λn − λm| =
2

h

∣∣∣∣ sen
(nπh

2

)
− sen

(mπh
2

)∣∣∣∣ =
4

h

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)

cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ,

logo

∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λm − λn| =
∏
|n|≤N
n 6=0,m

4

h

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)

cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

=
42N−1

h2N−1

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

=
42N−1

h2N−1
P1P2, (3.3)
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onde,

P1 =
∏
|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣ , P2 =

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ .

Se 1 ≤ m ≤ N , tem-se que

P1 =
∏

−N≤n≤−1

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

1≤n≤m−1

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

m+1≤n≤N

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣

fazendo K = n−m, tem-se que n = k +m. Logo,

P1 =
∏

−N≤k+m≤−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k+m≤m−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
m+1≤k+m≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

∏
−N−m≤k≤−(m+1)

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1−m≤k≤−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

∏
−N−m≤k≤−N−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
−N≤k≤−(m+1)

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1−m≤k≤−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣
observemos que

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ sen
(−kπh

4

)∣∣∣∣, logo,

P1 =
∏

N+1≤k≤N+m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
m+1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤m−1

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

∏
N+1≤k≤N+m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

∏
1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(k +m

4
πh
)∣∣∣∣

Além disso,

P2 =
∏

−N≤n≤−(m+1)

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏
−m≤n≤−1

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣×
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×
∏

1≤n≤N
n6=m

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

=
1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

−N≤n≤−(m+1)

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏
−m≤n≤−1

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣×

×
∏

1≤n≤N

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

=
1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ ∏
−N≤n≤−(m+1)

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏
−m≤n≤−1

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣×

×
∏

1≤n≤N−m

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

N−m+1≤n≤N

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

fazendo k = m+ n tem-se que n = k −m, logo,

P2 =
1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

−N≤k−m≤−(m+1)

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
−m≤k−m≤−1

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
1≤k−m≤N−m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
N−m+1≤k−m≤N

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

−N+m≤k≤−1

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
0≤k≤m−1

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
m+1≤k≤N

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
N+1≤k≤N+m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣
=

1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

0≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
−N+m≤k≤−1

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
N+1≤k≤N+m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣
sabemos que

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos
(−kπh

4

)∣∣∣∣ e cos(0) = 1, assim,

P2 =
1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣cos
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
N−m+1≤k≤N

∣∣∣∣cos
(k +m

4
πh
)∣∣∣∣

resultando em
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P1 · P2 =
1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
∏

1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)
cos(

kπh

4
)

∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

4

)
cos
(kπh

4

)∣∣∣∣×
×

∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(k +m

4
πh
)

cos
(k +m

4
πh
)∣∣∣∣

=
1∣∣∣cos
(
m
2
πh
)∣∣∣

∏
1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣12 sen
(kπh

2

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣12 sen
(kπh

2

)∣∣∣∣×
×

∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣12 sen
(k +m

2
πh
)∣∣∣∣

=
1

22N−1
∣∣∣cos

(
mπh
2

)∣∣∣
∏

1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N−m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣×
×

∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(k +m

2
πh
)∣∣∣∣ . (3.4)

Observamos agora que

N∏
k=N+1−m

∣∣∣∣ sen
(k +m

2
πh
)∣∣∣∣ =

∏
N+1≤k≤N+m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

∏
1≤k≤m

∣∣∣∣ sen
(k +N

2
πh
)∣∣∣∣

=
∏

1≤k≤m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)
cos
(Nπh

2

)
+ cos

(kπh
2

)
sen
(Nπh

2

)∣∣∣∣
(3.5)

por hipótese, h =
1

N + 1
, logo, Nh = 1− h, resultando que

cos
(Nπh

2

)
= cos

(π
2
− πh

2

)
= sen

(πh
2

)
,

e

sen
(Nπh

2

)
= sen

(π
2
− πh

2

)
= cos

(πh
2

)
.

Assim, substituindo 3.6 e 3.6 em 3.5, obtemos
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∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(k +m

2
πh
)∣∣∣∣ =

∏
1≤k≤m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)
sen
(πh

2

)
+ cos

(kπh
2

)
cos
(πh

2

)∣∣∣∣
=

∏
1≤k≤m

∣∣∣∣cos
(k − 1

2
πh
)∣∣∣∣

=
∏

0≤k≤m−1

∣∣∣∣cos
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ ∏
1≤k≤m

∣∣∣∣cos
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ ∏
−m≤k≤−1

∣∣∣∣cos
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ ∏
N−m≤k≤N−1

∣∣∣∣cos
(k −N

2
πh
)∣∣∣∣

=
1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣
×

N−1∏
k=N−m

∣∣∣∣cos
(kπh

2

)
cos
(Nπh

2

)
+ sen

(kπh
2

)
sen
(Nπh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣∣
×

∏
N−m≤k≤N−1

∣∣∣∣cos
(kπh

2

)
sen
(πh

2

)
+ sen

(kπh
2

) cos
(πh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ N−1∏
k=N−m

∣∣∣∣ sen
(k + 1

2
πh
)∣∣∣∣

=
1∣∣cos
(
mπh
2

)∣∣ ∏
N+1−m≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣ , (3.6)

substituindo (3.6) em (3.4), obtemos

P1 · P2 =
1

22N−1
∣∣cos2

(
mπh
2

)∣∣ ∏
1≤k≤N
k 6=m

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

1

22N−1
∣∣cos2

(
mπh
2

)
sen

(
mπh
2

)∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2
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=
1

22N−2
∣∣cos

(
mπh
2

)∣∣ ∣∣2 cos
(
mπh
2

)
sen

(
mπh
2

)∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2

=
1

22N−2
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2 . (3.7)

Análogamente, se −N ≤ m ≤ −1, tem-se que

P1 · P2 =
∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ sen
(n−m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣cos
(n+m

4
πh
)∣∣∣∣

=
∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ sen
(−(−n+m)

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣cos
(−(−n−m)

4
πh
)∣∣∣∣

=
∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ sen
(−n+m

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣cos
(−n−m

4
πh
)∣∣∣∣

=
∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ sen
(−n− (−m)

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣cos
(−n+ (−m)

4
πh
)∣∣∣∣

=
∏
|n|≤N
n 6=0,−m

∣∣∣∣ sen
(n− (−m)

4
πh
)∣∣∣∣ ∏

|n|≤N
n 6=0,−m

∣∣∣∣cos
(n+ (−m)

4
πh
)∣∣∣∣ .

agora, como 1 ≤ −m ≤ N resulta que

P1 · P2 =
1

22N−2
∣∣cos

(−mπh
2

)
sen (−mπh)

∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2

=
1

22N−2
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2 .
Segue-se que qualquer que seja |m| ≤ N , com m 6= 0 tem-se

P1 · P2 =
1

22N−2
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2 , (3.8)

Consequentemente, substituindo 3.8 em 3.3, obtemos

∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λm − λn| =
22N

h2N−1
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣2 ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2 , (3.9)
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Agora, temos que∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λm − λn| =
22N

h2N−1
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣ ∏
1≤k≤N

∣∣∣∣ sen

(
kπh

2

)∣∣∣∣2

=
2 sen

(
mπh
2

)
∣∣cos

(
mπh
2

)
sen (mπh)

∣∣ ∏
|k|≤N
k 6=0,m

2

h

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣
=

1∣∣cos2
(
mπh
2

)∣∣ ∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk| , (3.10)

logo

∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λm − λn|2 =
1

cos4
(
mπh
2

) ∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk|2 ,

assim,

γ1(N) =
∏
|n|≤N
n 6=0,m

1

|λm − λn|2
= cos4

(mπh
2

) ∏
|k|≤N
k 6=0,m

1

|λk|2
.

Portanto

γ1(N)
∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk|2 = cos4
(mπh

2

)
. (3.11)

o que encerra a prova de 1.
Agora provemos 2. Para provar a desigualdade, tomamos a equação (3.9) e notemos que,

sendo a função f(x) = sen (x)
x

deccrescente no intervalo [0, π], temos que

sen
(
π
2

)
π
2

≤
sen
(
kπh
2

)
kπh
2

⇒ 2

π
≤ 2

kπh
sen
(kπh

2

)
⇒ kh ≤ sen

(kπh
2

)
,

logo,

∏
|n|≤N
n6=0,m

|λm − λn| =
22N

h2N−1
∣∣∣cos

(
mπh
2

)
sen
(
mπh

)∣∣∣
∏

1≤k≤N

∣∣∣∣ sen
(kπh

2

)∣∣∣∣2

≥ 22N

h2N−1
∣∣∣cos

(
mπh
2

)
sen
(
mπh

)∣∣∣
∏

1≤k≤N

|kh|2

≥ 2N(N !)2

h−1
∣∣∣cos

(
mπh
2

)
sen
(
mπh

)∣∣∣ .
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Portanto,

γ1(N) =
∏
|n|≤N
n 6=0,m

1

|λm − λn|2
≤

∣∣∣cos
(
mπh
2

)
sen
(
mπh

)∣∣∣2
h224N(N !)4

(3.12)

Assim, finalizamos a demonstração.

Seja agora a integral

γ2(N) =

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn

( sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)2N (
sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx. (3.13)

Se 0 < δ < 1 é um número positivo sub-unitário temos que γ2(N) = I1 + I2, onde

I1 =

∫
|x−λm|≤δNπ

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn

( sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)2N (
sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx, (3.14)

e

I2 =

∫
|x−λm|≥δNπ

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn

( sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)2N (
sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx, (3.15)

Vamos estimar cada uma das duas integrais. Para a segunda integral temos

Lema 3.1.3 Para T > 0 suficientemente grande com independência de N , tem-se que existe
uma constante C1 > 0, com não dependência de N , talque

γ1(N)I2 ≤ C1. (3.16)

Demonstração: Temos que

I2 =

∫
|x−λm|≥δNπ

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn

( sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)4N (
sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)4

∣∣∣∣∣∣∣ dx

=

∫
|x−λm|≥δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|x− λn|2

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx
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=

∫
|x−λm|≥δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|x− λn|2

 1∣∣∣T (x−λm)
4N

∣∣∣4N dx

=

∫
|x−λm|≥δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|x− λn|2

∣∣∣∣ 4N

T (x− λm)

∣∣∣∣4N dx

=
(4N)4N

T 4N

∫
|x−λm|≥δNπ

 ∏
|n|≤N
n6=0,m

|x− λn|2

 1

|x− λm|4N−2
· 1

|x− λm|2
dx

=
(4N)4N

T 4N

∫
|x−λm|≥δNπ

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣ x− λnx− λm

∣∣∣∣2 1

|x− λm|2
dx, (3.17)

para x tal que |x− λm| ≥ δNπ, temos

∣∣∣∣ x− λnx− λm

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x− λm + λm − λn
x− λm

∣∣∣∣ ≤ |x− λm|+ |λm − λn||x− λm|
≤ 1 +

|λm|+ |λn|
|x− λm|

≤

≤ 1 +

∣∣∣ 2h sen
(
mπh
2

)∣∣∣+
∣∣∣ 2h sen

(
nπh
2

)∣∣∣
δNπ

≤ 1 +
|mπ|+ |nπ|

δNπ
≤ 1 +

2Nπ

δNπ
≤ 1 +

2

δ
,

segue-se que

I2 ≤
(4N)4N

T 4N

∫
|x−λm|≥δNπ

∏
|n|≤N
n 6=0,m

(
1 +

2

δ

)2
1

|x− λm|2
dx

≤ (4N)4N

T 4N

(
1 +

2

δ

)4N−2 ∫
|x−λm|≥δNπ

1

|x− λm|2
dx, (3.18)

vamos estudar a integral. Fazendo u = x− λm tem-se que du
dx

= 1, segue-se que

∫
|x−λm|≥δNπ

1

|x− λm|2
dx =

∫
|u|≥δNπ

1

|u|2
du = 2

∫ +∞

δNπ

1

u2
du = 2

[
−1

u

∣∣∣∣+∞
δNπ

]
=

2

δNπ
,

substituindo 3.19 em 3.18, resulta que

I2 ≤
2(4N)4N

δNπT 4N

(
1 +

2

δ

)4N−2

. (3.19)
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Portanto, usando a segunda estimativa do Lema 3.1.2 e também usando a Fórmula de
Stirling (ver [3]), segue-se que

γ1(N)I2 ≤

∣∣∣cos
(
mπh
2

)
sen
(
mπh

)∣∣∣2
h224N−2(N !)4

2(4N)4N

δNπT 4N

(
1 +

2

δ

)4N−2

≤ |mπh|2

h224N−2
(√

2Nπ
(
N
e

)N)4 2(4N)4N

δNπT 4N

(
1 +

2

δ

)4N−2

≤ e4N24N

δT 4N

(
1 +

2

δ

)4N−2

≤ e4N24N

δT 4N

(
δ + 2

δ

)4N−2

≤ e4N24N

δT 4N

(
δ + 2

δ

)4N (
δ

δ + 2

)2

≤ e4N24N

T 4N

(
δ + 2

δ

)4N
δ

(δ + 2)2

≤ e4N24N

T 4N

(
δ + 2

δ

)4N

≤

[
2e
(
δ+2
δ

)
T

]4N
. (3.20)

Portanto, tomando T ≥ 2e
(
δ+2
δ

)
, observamos que T não depende de N e tem-se que

existe uma constante C1 > 0, tal que

γ1(N)I2 ≤ C1,

finalizando a demonstração.

As estimativas da primeira integral são mais trabalhosa. Seja observado primeiro que

I1 =

∫
|x−λm|≤δNπ

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn

( sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

)2N (
sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

)2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx

=

∫
|x−λm|≤δNπ

∣∣∣∣∣∣∣
 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

x− λn


∣∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx
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=

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λn|2

×

×
∫
|x−λm|≤δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx. (3.21)

Vamos denotar por I3 a integral

I3 =

∫
|x−λm|≤δNπ

 ∏
|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx.

Segue-se que

Lema 3.1.4 Para T > 0 suficientemente grande com não dependencia de N , tem-se que
existem duas constantes C2 > 0 e C3 > 0 que independem de N , talque

I3 ≤
(
C2|λm|2 + C3

)
e

(
α|λm|2
N

)
. (3.22)

Demonstração: vamos considerar os casos |m| ≤ δN e |m| ≥ δN .
Caso I: |m| ≤ δN

Nós trabalharemos primeiro com o termo

∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣4N . Seja primeiro observado que,

existe a > π2 tal que

senx

x
≤ 1− 1

a
x2, ∀|x| < π. (3.23)

Pela desigualdade (3.23) segue-se que, para
∣∣∣T (x−λm)

4N

∣∣∣ < π, temos

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣∣
4N

≤

(
1− 1

a

(
T (x− λm)

4N

)2
)4N

= e

ln

(
1− 1

a

(
T (x− λm)

4N

)2
)4N

= e

4N ln

(
1− 1

a

(
T (x− λm)

4N

)2
)

≤ e

4N

(
−1

a

(
T (x− λm)

4N

)2
)

≤ e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
, (3.24)
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temos que

∣∣∣∣T (x− λm)

4N

∣∣∣∣ < π ⇒ |x− λm| <
4Nπ

T
.

Assim, de (3.24) e (3.25) resulta que∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣∣
4N

≤ e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
, se |x− λm| <

4Nπ

T
. (3.25)

Por outro lado, se
∣∣∣T (x−λm)

4N

∣∣∣ ≥ π, segue-se que

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣∣
4N

≤ 1∣∣∣T (x−λm)
4N

∣∣∣4N ≤
1

π4N
≤ eln ( 1

π4N
) ≤ eln (1)−ln (π4N ) ≤ e−4N ln (π), (3.26)

temos que ∣∣∣∣T (x− λm)

4N

∣∣∣∣ ≥ π ⇒ |x− λm| ≥
4Nπ

T
.

Assim, de (3.26) e (3.27) resulta que

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4N

T (x−λm)
4N

∣∣∣∣∣
4N

≤ e−4N ln (π), se |x− λm| ≥
4Nπ

T
. (3.27)

Passaremos agora a estimar o produto
∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣. Como λn = −λ−n temos que

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2 =
|x− λ−m|
|λ−m|

∏
|n|≤N
n6=0,±m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣ =
|x+ λm|
|λm|

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ .
Observamos agora que

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ = (3.28)

=



∣∣∣∣x2−λ2N+1−|m|
λ2
N+1−|m|

∣∣∣∣
N
2∏

n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x2 − λ2N+1−n

λ2N+1−n

∣∣∣∣ , se N par

∣∣∣∣x2−λ2N+1−|m|
λ2
N+1−|m|

∣∣∣∣ ∣∣∣x2−λ(N+1)/2

λ(N+1)2

∣∣∣ (N−1)/2∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x2 − λ2N+1−n

λ2N+1−n

∣∣∣∣ , se N impar

(3.29)
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Desde que |x− λm| ≤ δNπ, usando a segunda desigualdade triangular temos que

|x| ≤ δNπ + |λm| ≤ δNπ +

∣∣∣∣2h sen
(mπh

2

)∣∣∣∣ ≤ δNπ + |m|π ≤ δNπ + δNπ ≤ 2δNπ,

e, para N ≥ |j| ≥ N
2

, temos que

|λj| =
∣∣∣∣2h sen

(jπh
2

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣2h jπh2
∣∣∣∣ = |j|π = Nπ,

e

|λj| =
∣∣∣∣2h sen

(jπh
2

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣2hjh
∣∣∣∣ = 2 |j| ≥ 2

N

2
= N ≥ N

2
,

isto é, para N
2
≤ |j| ≤ N tem-se N

2
≤ |λj| ≤ Nπ. Além disso, como |m| ≤ δN e 0 < δ < 1 é

um número sub-unitário, tem se que |m| ≤ N
2

, logo,|N + 1− |m|| ≥ N
2

. Dáı segue-se

max

{∣∣∣∣∣x
2 − λ2N+1−|m|

λ2N+1−|m|

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣x2 − λ(N+1)/2

λ(N+1)2

∣∣∣∣
}
≤ max

{
|x2|+ |λ2N+1−|m||
|λ2N+1−|m||

,
|x2|+ |λ(N+1)/2|
|λ(N+1)2|

}

≤ (2δπN)2 + (Nπ)2

(N
2

)2
≤ 4π2(4δ2 + 1) ≤ 20π2.

Além disso, se x é tal que |x| ≤ 2δNπ, logo,

|x|2h2

4
≤ (2δNπ)2h2

4
= (δNπ)2h2 =

(
δNπ

N + 1

)2

≤ (δπ)2, (3.30)

se tomarmos δ < 1
4π

, temos que

|x|2h2

4
≤
(

1

4

)2

=⇒ |x|h
2
≤ 1

4
, (3.31)

assim, existe z ∈ IR não negativo tal que sen
(
zπh
2

)
= |x|h

2
segue-se que 2

h
sen
(
zπh
2

)
= |x|

portanto,

x2 =
4

h2
sen 2

(zπh
2

)
. (3.32)

Tomando p ∈ IN com p = [z], temos que p ≤ z < p+ 1 e

4p2 ≤ 4z2 =
4

h2
z2h2 ≤ 4

h2
sen 2

(zπh
2

)
= x2 ≤ N2

4
,
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logo,

4p2 ≤ N2

4
⇒ p ≤ N

4
,

assim,

N∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x2 − λ2N+1−n

λ2N+1−n

∣∣∣∣
≤ (20π2)2

[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
sen 2

(
nπh
2

)
4
h2

sen 2
(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
sen 2

(
N+1−n

2
πh
)

4
h2

sen 2
(
N+1−n

2
πh
)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ (20π2)2

[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
sen 2

(
nπh
2

)
4
h2

sen 2
(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
sen 2

(
π
2
− nπh

2

)
4
h2

sen 2
(
π
2
− nπh

2

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
sen 2

(
nπh
2

)
4
h2

sen 2
(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4

h2
cos2

(
nπh
2

)
4
h2

cos2
(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
x4 − 4

h2
x2 + 42

h4
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
42

h4
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣ ,

usando a igualdade (3.32), segue

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
42

h4
sen 4

(
zπh
2

)
− 42

h4
sen 2

(
zπh
2

)
+ 42

h4
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
42

h4
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
sen 4

(
zπh
2

)
− sen 2

(
zπh
2

)
+ sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣∣∣∣
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
− sen 2

(
zπh
2

)
cos2

(
zπh
2

)
sen 2

(
nπh
2

)
cos2

(
nπh
2

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣ 12 sen 2(nπh)− 1
2

sen 2(zπh)
1
2

sen 2(nπh)

∣∣∣∣
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≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣ sen 2(nπh)− sen 2(zπh)

sen 2(nπh)

∣∣∣∣ .
Se p > 0, temos que

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ (20π2)2
p∏
n=1
n 6=|m|

(
sen 2(zπh)− sen 2(nπh)

sen 2(nπh)

)
×

×
[N2 ]∏
n=p+1
n 6=|m|

(
sen 2(nπh)− sen 2(zπh)

sen 2(nπh)

)

≤ (20π2)2
p∏
n=1
n 6=|m|

(
sen 2[(p+ 1)πh]− sen 2(nπh)

sen 2(nπh)

)
×

×
[N2 ]∏
n=p+1
n 6=|m|

(
sen 2(nπh)− sen 2(pπh)

sen 2(nπh)

)

≤ (20π2)2 ×

×
p∏
n=1
n 6=|m|

( sen [(p+ 1)πh]− sen (nπh)) ( sen [(p+ 1)πh] + sen (nπh))

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏
n=p+1
n 6=|m|

( sen (nπh)− sen (pπh)) ( sen (nπh) + sen (pπh))

sen 2(nπh)

≤ (20π2)2 ×

×
p∏
n=1
n 6=|m|

4 sen
[
(p+1−n)

2
πh
]

cos
[
(p+1+n)

2
πh
]

sen
[
(p+1+n)

2
πh
]

cos
[
(p+1−n)

2
πh
]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏
n=p+1
n 6=|m|

4
sen

[
(n−p)

2
πh
]

cos
[
(n+p)

2
πh
]

sen
[
(n+p)

2
πh
]

cos
[
(n−p)

2
πh
]

sen 2(nπh)

≤ (20π2)2
p∏
n=1
n 6=|m|

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×
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×
[N2 ]∏
n=p+1
n 6=|m|

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)
.

Se |m| ≤ p temos que 0 ≤ p− |m|,logo

sen [(p+ 1 + |m|)πh] ≥ sen [(p+ |m|)πh] = | sen [(p+ |m|)πh]| ,

e

sen [(p+ 1− |m|)πh] ≥ sen [(p− |m|)πh] = | sen [(p− |m|)πh]| .

Caso |m| ≥ p temos que |m| − p ≥ 0, logo

sen [(|m|+ p)πh] = | sen [(p+ |m|)πh]| ,

e

sen [(|m| − p)πh] = | sen [(|m| − p)πh]| = |− sen [(p− |m|)πh]| = | sen [(p− |m|)πh]| .

Notamos também que p, |m| ∈ IN, logo, |p− |m|| ≥ 1, segue-se que

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ (20π2)2
sen 2(|m|πh)

| sen [(p− |m|)πh] sen [(p+ |m|)πh]|
×

×
p∏

n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)

≤ (20π2)2
sen (|m|πh)

sen [πh]

p∏
n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)

≤ (20π2)2
(|m|πh)

πh

p∏
n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)
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≤ (20π2)2|m|
p∏

n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)

≤ 400π4|m|
p∏

n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]

sen 2(nπh)
×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

sen 2(nπh)
.

Seja

ω =

p∏
n=1

sen [(p+ 1− n)πh] sen [(p+ 1 + n)πh]×

×
[N2 ]∏

n=p+1

sen [(n− p)πh] sen [(n+ p)πh]

=
∏

1≤n≤p

sen [(p+ 1− n)πh]
∏

1≤n≤p

sen [(p+ 1 + n)πh]×

×
∏

p+1≤n≤[N2 ]

sen [(n− p)πh]
∏

p+1≤n≤N
2

sen [(n+ p)πh] ,

fazendo, k = p+ 1− n tem-se que n = p+ 1− k; k = p+ 1 + n tem-se que n = k − (p+ 1);
k = n− p tem-se que n = k + p; k = n+ p tem-se que n = k − p.

ω =
∏

1≤p+1−k≤p

sen (kπh)
∏

1≤k−(p+1)≤p

sen (kπh)
∏

p+1≤k+p≤[N2 ]

sen (kπh)
∏

p+1≤k−p≤[N2 ]

sen (kπh)

=
∏

−p≤−k≤−1

sen (kπh)
∏

p+2≤k≤2p+1

sen (kπh)
∏

1≤k≤[N2 ]−p

sen (kπh)
∏

2p+1≤k≤[N2 ]+p

sen (kπh)

=
∏

1≤k≤p

sen (kπh)
∏

p+2≤k≤2p+1

sen (kπh)
∏

1≤k≤[N2 ]−p

sen (kπh)
∏

2p+1≤k≤[N2 ]+p

sen (kπh)

=
1

sen [(p+ 1)πh]

∏
1≤k≤p+1

sen (kπh)
∏

p+2≤k≤2p+1

sen (kπh)
∏

1≤k≤[N2 ]−p

sen (kπh)×

× sen [(2p+ 1)πh]
∏

2p+2≤k−p≤[N2 ]+p

sen (kπh)
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=
sen [(2p+ 1)πh]

sen [(p+ 1)πh]

∏
1≤k≤[N2 ]

sen (kπh)
∏

1≤k≤[N2 ]−p

sen (kπh)
∏

[N2 ]+1≤k≤[N2 ]+p

sen (kπh),

como, p ≤ N
4

temos que 0 ≤ (2p + 1)πh ≤
(
N
2

+ 1
)
πh =

(
N+2

2(N+1)

)
π ≤ π, analogamente,

0 ≤ (p+ 1)πh ≤ π, como a função f(x) = senx
x

é descrescente em [0, π], temos que

sen [(2p+ 1)πh]

sen [(p+ 1)πh]
≤ (2p+ 1)πh

(p+ 1)πh
,

logo

ω ≤ (2p+ 1)πh

(p+ 1)πh

[N2 ]∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]−p∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]+p∏
k=[N2 ]+1

sen (kπh)

=
2(p+ 1)

(p+ 1)

[N2 ]∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]−p∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]+p∏
k=[N2 ]+1

sen (kπh)

≤ 2

[N2 ]∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]−p∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]+p∏
k=[N2 ]+1

sen (kπh),

segue-se que

N∏
n=1
n6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ 800π4|m|

[N2 ]∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]−p∏
k=1

sen (kπh)

[N2 ]+p∏
k=[N2 ]+1

sen (kπh)

[N2 ]∏
k=1

sen 2(kπh)

≤ 800π4|m|
[N2 ]∏

k=[N2 ]−p+1

1

sen (kπh)

[N2 ]+p∏
k=[N2 ]+1

sen (kπh)

≤ 800π4|m|
[N2 ]∏

k=[N2 ]−p+1

1

sen (kπh)

[N2 ]∏
k=[N2 ]−p+1

sen [(k + p)πh]

≤ 800π4|m|
[N2 ]∏

k=[N2 ]−p+1

sen [(k + p)πh]

sen (kπh)
.
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Notemos que 0 ≤ (k + p)πh ≤ (N
2

+ N
4

)πh ≤ 3N
4
πh = 3N

4
π 1
N+1
≤ π. Segue-se que

sen [(k + p)πh]

(k + p)πh
≤ sen (kπh)

kπh
⇒ sen [(k + p)πh]

sen (kπh)
≤ k + p

k
,

assim, obtemos

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ 800π4|m|
[N2 ]∏

k=[N2 ]−p+1

k + p

k

≤ 800π4|m|e

ln

 [N2 ]∏
k=[N2 ]−p+1

k + p

k




≤ 800π4|m|e


[N2 ]∑

k=[N2 ]−p+1

ln
(

1 +
p

k

)

≤ 800π4|m|e


[N2 ]∑

k=[N2 ]−p+1

p

k



≤ 800π4|m|e


∫ [N2 ]

N
2
−p+1

p

y
dy



≤ 800π4|m|e


∫ [N2 ]+1

[N2 ]−p+1

p

y
dy



≤ 800π4|m|e

p
[

ln y

∣∣∣∣[N2 ]+1

[N2 ]−p+1

]

≤ 800π4|m|e

p ln

( [
N
2

]
+ 1[

N
2

]
− p+ 1

)
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≤ 800π4|m|e

p ln

([
N
2

]
− p+ 1 + p[

N
2

]
− p+ 1

)

≤ 800π4|m|e

p ln

(
1 +

p[
N
2

]
− p+ 1

)

≤ 800π4|m|e

(
p2

[N2 ]−p+1

)
,

como p ≤ N
4

e x2 = 4
h2

sen 2
(
zπh
2

)
≥ 4

h2
(zh)2 = 4z2 ≥ 4p2 ≥ p2, temos

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ 800π4|m|e
(

p2

N
2 −

N
4

)
≤ 800π4|m|e

(
4p2

N

)
≤ 800π4|m|e

(
4x2

N

)
.

Se p = 0, temos que

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ (20π2)2
[N2 ]∏
n=1
n 6=|m|

(
sen 2(nπh)− sen 2(zπh)

sen 2(nπh)

)
≤ 800π4,

como |m| ≥ 1 e ec ≥ 1 se c ≥ 0, temos que

N∏
n=1
n 6=|m|

∣∣∣∣x2 − λ2nλ2n

∣∣∣∣ ≤ 800π4|m|e

(
4x2

N

)
.

Portanto

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣ ≤ 800π4|m| |x+ λm|
|λm|

e

(
4x2

N

)
≤ 800π4|m| |x+ λm|

2|m|
e

(
4x2

N

)

≤ 400π4 |x+ λm| e

(
4x2

N

)
. (3.33)

Agora, temos

I3 =

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx+
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+

∫
|x−λm≤ 4Nπ

T

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx. (3.34)

Seja

β1 =

∫
|x−λm≤ 4Nπ

T

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx.

Pelas equações (3.25) e (3.33), temos

β1 ≤
(
400π4

)2 ∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
8x2

N

)
e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2 ∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
8x2 + 8(x− 2λm)2

N

)
e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2 ∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
16x2 − 32xλm + 32λ2m)

N

)
e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
16x2 − 32xλm + 16λ2m

N

)
e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
16(x− λm)2

N

)
e

(
−T

2(x− λm)2

4aN

)
×
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×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2 e

(
16− T 2

4a

)[
(x− λm)2

N

]
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx. (3.35)

Assim, para T ≥ 8
√
a, temos que

β1 ≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

|x+ λm|2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

(|x− λm|+ 2|λm|)2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

(
|x− λm|2 + 4|x− λm||λm|+ 4λ2m

) ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

(
3|x− λm|2 + 6|λm|2

) ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|x−λm|≤ 4Nπ

T

3|x− λm|2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

+ 6|λm|2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4
 dx,

fazendo u = x− λm temos que du = dx, logo,

β1 ≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
|u|≤ 4Nπ

T

3|u|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4

+ 6|λm|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4
 du

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

[ ∫
|u|≤ 4π

T

3|u|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4

+ 6|λm|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4
 du+

+

∫
4π
T
≤|u|≤ 4Nπ

T

3|u|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4

+ 6|λm|2
∣∣∣∣∣ sen Tu

4
Tu
4

∣∣∣∣∣
4
 du

]

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(∫
|u|≤ 4π

T

(
48

T 2
+ 6|λm|2

)
du+

∫
4π
T
≤|u|≤ 4Nπ

T

(
256

T 4
+

96

T 2
|λm|2

)
|u|−2du

)

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N 2

(∫ 4π
T

0

48

T 2
+ 6|λm|2du+

∫
4π
T
≤u≤ 4Nπ

T

(
256

T 4
+

96

T 2
|λm|2

)
u−2du

)
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≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N 2

([
48

T 2
+ 6|λm|2

]
u

∣∣∣∣ 4πT
0

−
[

256

T 4
+

96

T 2
|λm|2

]
u−1
∣∣∣∣ 4NπT
4π
T

)

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N 4

(
192π

T 3
+

24π|λm|2

T

)
.

Portanto, para T > 1 temos que existem constantes positivas C ′2 e C ′3 tais que

β1 ≤
(
C ′2|λm|2 + C ′3

)
e

16λ2m
N . (3.36)

Seja

β2 =

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx.

Pelas equações (3.27) e (3.33), temos

β2 ≤
(
400π4

)2 ∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e

(
8x2

N

)
e(−4N ln(π))

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e

(
16(x− λm)2

N

)
e(−4N ln(π)) ×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e

(
16(x− λm)2

N
− 4N ln(π)

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e

(
16(δNπ)2

N
− 4N ln(π)

)
×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e
(
16δ2π2N − 4N ln(π)

)
×
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×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2 e
(
16δ2π2 − 4 ln(π)

)
N ×

×

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx.

Como o δ é arbitrário, podemos tomar δ <

√
ln(π)

2π
, assim,

β2 ≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

|x+ λm|2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

(3|x− λm|2 + 6|λm|2)

∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)
4

T (x−λm)
4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

∫
4Nπ
T
≤|x−λm|≤δNπ

(
768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
1

|x− λm|2
dx,

fazendo u = x− λm temos que du = dx, logo,

β2 ≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(∫
4Nπ
T
≤|u|≤δNπ

(
768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
1

|u|2
du

)

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(
2

∫
4Nπ
T
≤u≤δNπ

(
768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
1

u2
du

)

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(
2

[
−
(

768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
1

u

∣∣∣∣δNπ
4Nπ
T

])

≤
(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(
2

[
−
(

768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
1

δNπ
+

(
768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
T

4Nπ

])
≤

(
400π4

)2
e

16λ2m
N

(
2

[(
768

T 4
+

96|λm|2

T 2

)
T

4Nπ

])
≤ 160000π7e

16λ2m
N

(
384

T 3
+

48|λm|2

T

)
.

Portanto, para T > 1 temos que existem constantes positivas C ′′2 e C ′′3 , tais que

β1 ≤
(
C ′′2 |λm|2 + C ′′3

)
e

16λ2m
N . (3.37)
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Substituindo (3.36) e (3.37) em (3.34), obtemos que

I3 ≤
(
C ′2|λm|2 + C ′3

)
e

16λ2m
N +

(
C ′′2 |λm|2 + C ′′3

)
e

16λ2m
N ≤

(
C2|λm|2 + C3

)
e

16λ2m
N .

onde C2 = C ′2 + C ′′2 e C3 = C ′3 + C ′′3 são constantes positivas que não dependem de N e m.

Caso II:|m| ≥ δN
Este caso é mais simples que o primeiro. Temos que

∏
|n|≤N
n6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣ ≤ ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|x− λm|+ |λm − λn|
λn

≤
∏
|n|≤N
n 6=0,m

δNπ + 4(N + 1)

2|n|
≤
∏
|n|≤N
n6=0,m

N + 8N

2|n|
≤

≤
∏
|n|≤N
n 6=0,m

5N

|n|
≤ (5N)2N−1

∏
|n|≤N
n 6=0,m

1

|n|
≤ (5N)2N−1m

(N !)2
≤ (5N)2N−1m(√

2Nπ
(
N
e

)N)2 ≤
≤ (5N)2Ne2Nm

2NπN2N
≤ (5)2Ne2N |λm|

N
≤ |λm|e

8N

N
,

tomando δ = 1
13

, temos que

∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣ ≤ |λm|(e)338(4δ2N)

N
≤ |λm|e

338 4δ2N2

N

N
≤ |λm|e

338· (2|m|)
2

N

N
≤ |λm|e

338· |λm|
2

N

N
,

segue-se que

I3 =

∫
|x−λm|≤δNπ

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

∣∣∣∣x− λnλn

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4N
T (x−λm)

4N

∣∣∣∣∣
4N ∣∣∣∣∣ sen T (x−λm)

4
T (x−λm)

4

∣∣∣∣∣
4

dx

≤ |λm|2e676·
|λm|2
N

N2

∫
|x−λm|≤δNπ

dx

≤ |λm|2e676·
|λm|2
N

N
· 2δNπ

≤ 2δπ|λm|2e676·
|λm|2
N

≤
(
C2|λm|2 + C3

)
e676·

|λm|2
N ,
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onde C2 = 2δπ e C3 > 0 são constantes positivas que não dependem de N e m. Portanto,
qualquer que seja |m|, tem-se que

I3 ≤
(
C2|λm|2 + C3

)
e676·

|λm|2
N . (3.38)

Portanto, qualquer que seja m temos que

I3 ≤
(
C2|λm|2 + C3

)
eα·
|λm|2
N . (3.39)

como queriamos demonstrar.

Lema 3.1.5 Para T > 0 suficientemente grande, tem-se que para cada |m| ≤ N com m 6= 0,
ξm(x) ∈ L2(−∞,∞).

Demonstração: Para demonstrarmos este Lema usaremos os três lemas anteriores,
assim, temos que

∫ ∞
−∞
|ξm|2dx = γ1(N)I2 + γ1(N)I3

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λn|2

 ,

da relação (1) do Lema (3.1.2), temos que

γ1(N)
∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk|2 ≤ 1,

logo, pelos Lemas (3.1.3) e (3.1.4)∫ ∞
−∞
|ξm|2dx ≤ C1 +

(
C2|λm|2 + C3

)
eα·
|λm|2
N ≤ C1 +

(
C2π

2m2 + C3

)
eα

π2m2

N ≤ Cm,

onde Cm é uma constante positiva que só depende de m, portanto, a integral acima é finita
para cada m.

Lema 3.1.6 Para T > 0 suficientemente grande, tem-se que para cada |m| ≤ N com m 6= 0,
a função ξm é do tipo exponencial, isto é, ∃Am ≥ 0, tem-se que

|ξm(z)| ≤ Ame
T |z|; ∀ z ∈ IC.
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Demonstração: Temos que

|ξm(z)| =

 ∏
|n|≤N
n6=0,m

z − λn
|λm − λn|



∣∣∣ sen T (z−λm)

4N

∣∣∣
T |z−λm|

4N

2N 
∣∣∣ sen T (z−λm)

4

∣∣∣
T |z−λm|

4

2

.

Tomando z ∈ IC talque |z − λm| ≥ δNπ onde 0 < δ < 1, fazendo um racioćınio análogo
ao do lema (3.1.3), temos que existe uma constante A1 > 0 tal que

|ξm(z)| = A1

∣∣∣∣ sen
T (z − λm)

4N

∣∣∣∣2N ∣∣∣∣ sen
T (z − λm)

4

∣∣∣∣2

= A1

∣∣∣e iT (z−λm)
4N − e

−iT (z−λm)
4N

∣∣∣2N
22N

∣∣∣e iT (z−λm)
4 − e

−iT (z−λm)
4

∣∣∣2
22N

= A1

(∣∣∣e iT (z−λm)
4N

∣∣∣+
∣∣∣e−iT (z−λm)

4N

∣∣∣)2N
22N

(∣∣∣e iT (z−λm)
4

∣∣∣+
∣∣∣e−iT (z−λm)

4

∣∣∣)2
22N

= A1

(
e
−T
4N

Im(z) + e
T
4N

Im(z)
)2N

22N

(
e
−T
4
Im(z) + e

T
4
Im(z)

)2
22N

= A1

(
2e

T
4N
|Im(z)|

)2N
22N

(
2e

T
4
|Im(z)|

)2
22N

= A1e
T
2
|Im(z)|e

T
2
|Im(z)|

= A1e
T |Im(z)|.

Agora, tomando Tomando z ∈ IC tal que |z − λm| ≤ δNπ, deste que a função composta
(| · | ◦ ξm) é uma função cont́ınua, pelo Teorema de Weierstrass existe Bm > 0, tal que

|ξm(z)| ≤ Bme
T |Im(z)|.

Assim tomando Am = max{A1, Bm}, ∀z ∈ IC temos que

|ξm(z)| ≤ Ame
T |Im(z)|.

como |Im(z)| ≤ |z|, temos que

|ξm(z)| ≤ Ame
(T+ε)|z|.

Concluindo, assim, o Teorema (3.1.1).
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3.2 Estimativas para norma da sequência em L2(−T, T )
Teorema 3.2.1 Se T > 0 é suficientemente grande, então a sequência biortogonal (Θm)|m|≤Nm6=0,
satisfaz

‖Θm‖L2(−T,T ) ≤ C|λm|e
(
β
|λm|2
N

)
, ∀|m| ≤ N, (3.40)

onde C, β são constantes positivas que não dependem de N e m.

Demonstração: Pelo Teorema de Plancherel (ver [19]), existe uma isometria entre uma
função e sua transformada, logo, temos que

√
2π‖Θm(t)‖L2(−T,T ) = ‖ξm‖L2(−∞,∞). (3.41)

Assim, para estimar a norma de Θm, basta estimar a norma de ξm. Logo, usando os
Lemas (3.1.2),(3.1.3) e (3.1.4) temos que

2π‖Θm‖2L2(−T,T ) = ‖ξm‖2L2(−∞,∞) = γ1(N)I2 + γ1(N)I3

 ∏
|n|≤N
n 6=0,m

|λn|2

 ,

logo, da relação (1) do Lema (3.1.2), temos que

γ1(N)
∏
|k|≤N
k 6=0,m

|λk|2 ≤ 1,

além disso, |λm| = | 2h sen
(
mπh
2

)
| ≥ 2|m| ≥ 1 e eα·

|λm|2
N ≥ 1, resultando em,

2π‖Θm‖2L2(−T,T ) ≤ C1 + 4 (C2|λm|+ C3) e
α
|λm|2
N

≤ C1|λm|2eα
|λm|2
N + (C2 + C3) |λm|2eα

|λm|2
N .

(3.42)

Portanto,

‖Θm‖L2(−T,T ) ≤ C|λm|eβ
|λm|2
N

Onde C =
√

C1+(C2+C3)
2π

e β = α/2.

Observamos que os Teoremas (3.1.1) e (3.2.1) também implicam na existência de uma
sequência biortogonal (Θm)|m|≤Nm6=0, tal que

‖Θm‖L2(−T,T ) ≤ C|λm|e(α
′|λm|), ∀|m| ≤ N, (3.43)
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onde, C e α′ são constantes positivas que não dependem de N .
Além disso, observamos também que os Teoremas (3.1.1) e (3.2.1) implicam na existência

de uma sequência biortogonal (Θm) |m|≤N
m 6=0

, tal que

‖Θm‖L2(−T,T ) ≤ C ′|λm|, ∀ |m| ≤
√
N, (3.44)

onde, C ′ é uma constante positiva que não dependem de N .
Note que a norma de todos os elementos da famı́lia biortogonal (Θm) |m|≤N

m 6=0
depende de m

mas não explicitamente de N .
Mostraremos agora, que para m = N , a norma de qualquer sequência biortogonal tem

crescimento exponencial. Para verificarmos isso, temos o seguinte o Teorema.

Teorema 3.2.2 Seja (Γm) |m|≤N
m 6=0

uma sequência biortogonal de (eiλnt) |n|≤N
n 6=0

em L2(−T, T ),

onde (iλn) |n|≤N
n6=0

são os autovalores da matriz Lh. Existe uma constante positiva C que não

depende de N , tal que

‖ΓN‖L2(−T,T ) ≥ Ce
√
N . (3.45)

Demonstração: Primeiramente definiremos a seguinte sequência de funções

τm(z) =

∫ T

−T
Γm(t)eitzdt, |m| ≤ N, m 6= 0. (3.46)

logo,

|τm(z)| ≤
∫ T

−T
|Γm(t)||eitz|dt,

usando Hölder, obtemos

|τm(z)| ≤ ‖Γm(t)‖L2(−T,T )

(∫ T

−T
|eitz|2dt

)1/2

≤ ‖Γm(t)‖L2(−T,T )

(∫ T

−T
e−2Im(z)tdt

)1/2

≤
√

2TeT |Im(z)|‖Γm(t)‖L2(−T,T ), ∀ x ∈ IC. (3.47)

Além disso,

|τm(x)| ≤
√

2T‖Γm‖L2(−T,T ), ∀ x ∈ IR. (3.48)
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Assim, τm é uma função do tipo exponencial, pelo Teorema de Paley-Wiener segue-se
que τm é uma função inteira do tipo exponencial para todo T , segue-se que, pelo teorema da
Fatoração de Hadamard´s (ver, [19]) podemos escreve-la por

τm(z) = azpebz
∏
zk∈E

(
1− z

zk

)
e
z
zk , (3.49)

onde E é o conjunto dos zeros zk de τm com zk 6= 0, isto é, E = {zk ∈ IC|τm(zk) = 0, zk 6= 0}.
Pela definição da função τm temos que τm(λn) = δmn. Portanto, E ′ = {λn; |n| ≤ N, n 6=

0,±m} ⊆ E. Logo,

τm(z) = azpebz
∏
|n|≤N
n 6=0,±m

(
1− z

λn

)
e
z
λk

∏
zk∈E−E′

(
1− z

zk

)
e
z
zk . (3.50)

Se definirmos a função polinomial

Pm(z) =
∏
|n|≤N
n 6=0,±m

z − λn
λm − λn

, (3.51)

fica bem definida a função φm(z) dada por

φm(z) =
τm(z)

Pm(z)
. (3.52)

A função φm tem as seguintes propriedades:

• é uma função do tipo exponencial para todo T ;

• φm(λm) = 1;

• τm(z) = Pm(z)φm(m);

Definamos ϕN : IC → IC, pondo ϕN(z) = φN(λN − z). Evidentemente, ϕN é uma função
inteira e ϕN(0) = φN(λN) = 1. Vamos estimar |PN(λN − z)|.

PN(λN − z) =
∏

|n|≤N−1
n 6=0

λN − z − λn
λN − λn

=
∏

|n|≤N−1
n6=0

µn − z
µn

,

onde

µn = λN − λn =
4

h
cos

(
N + n

4
πh

)
sen

(
N − n

4
πh

)
,

para −N + 1 ≤ n ≤ −1 e 1 ≤ n ≤ N − 1.
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Fazendo j = N−n tem-se que n = N−j, logo, −N+1 ≤ N−j ≤ −1 e 1 ≤ N−j ≤ N−1,
logo, N + 1 ≤ j ≤ 2N − 1 e 1 ≤ j ≤ N − 1, assim, 1 ≤ j ≤ 2N − 1, j 6= N . Denotando por
υj = µN−j, temos que

υj =
4

h
cos

(
2N − j

4
πh

)
sen

(
j

4
πh

)
=

4

h
cos

(
2Nπh

4
− j

4

)
sen

(
jπh

4

)
=

4

h

[
cos

(
2Nπh

4

)
cos

(
j

4

)
+ sen

(
2Nπh

4

)
sen

(
j

4

)]
sen

(
jπh

4

)
=

4

h

[
sen

(
2πh

4

)
cos

(
j

4

)
+ cos

(
2πh

4

)
sen

(
j

4

)]
sen

(
jπh

4

)
=

4

h
sen

(
2πh

4
+
jπh

4

)
sen

(
jπh

4

)
=

4

h
sen

(
j + 2

4
πh

)
sen

(
jπh

4

)
.

Notemos que (υj) 1≤j≤2N−1
j 6=N

é crescente e

PN(λN − z) =
∏

1≤j≤2N−1
j 6=N

υj − z
υj

.

Agora, se z ∈ IC é tal que |z| ≤ N , então√
h|z|
4
≤
√
hN

2
≤ 1

2
,

logo, existe t ≥ 0, tal que √
h|z|
4

= sen

(
tπh

4

)
,

resultando que

|z| = 4

h
sen 2

(
tπh

4

)
,

tomando p = [t], temos que p ≤ t < p+ 1, assim, p ≤
[
N
2

]
e |z| ∈ [υp, υp+1]. Assim, obtemos

que

|PN(λN − z)| =
∏

1≤j≤2N−1
j 6=N

|υj − z|
|υj|

=
∏

1≤j≤p

|υj − z|
|υj|

∏
p+1≤j≤2N−1

j 6=N

|υj − z|
|υj|
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≥
∏

1≤j≤p

|z| − υj
υj

∏
p+1≤j≤2N−1

j 6=N

υj − |z|
υj

≥

 ∏
1≤j≤p−1

υp − υj
υj

∏
p+2≤j≤2N−1

j 6=N

υj − υp+1

υj

( |z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
,

onde ∏
1≤j≤p−1

υp − υj
υj

=
∏

1≤j≤p−1

µN−p − µN−j
µN−j

=
∏

1≤j≤p−1

λN−j − λN−p
µN−j

=
∏

1≤j≤p−1

2
h

sen
(
N−j
2
πh
)
− 2

h
sen

(
N−p
2
πh
)

4
h

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
∏

1≤j≤p−1

4
h

sen
(
N−j−(N−p)

4
πh
)

cos
(
N−j+(N−p)

4
πh
)

4
h

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
∏

1≤j≤p−1

sen
(
p−j
4
πh
)

cos
(
2N−j−p

4
πh
)

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
) .

Fazendo k = p− j temos que j = p− k, logo

∏
1≤j≤p−1

sen

(
p− j

4
πh

)
=

∏
1≤p−k≤p−1

sen

(
k

4
πh

)
=

∏
1≤k≤p−1

sen

(
k

4
πh

)
,

logo

∏
1≤j≤p−1

υp − υj
υj

=
∏

1≤j≤p−1

cos
(
2N−j−p

4
πh
)

sen
(
j+2
4
πh
) =

∏
1≤j≤p−1

cos
(
2Nπh

4
− j+p

4
πh
)

sen
(
j+2
4
πh
)

=
∏

1≤j≤p−1

sen
(
2πh
4

+ j+p
4
πh
)

sen
(
j+2
4
πh
)

=
∏

1≤j≤p−1

sen
(
j+p+2

4
πh
)

sen
(
j+2
4
πh
) .

Fazendo k = j + p+ 2 temos que j = k− p− 2 e fazendo k = j + 2 temos que j = k− 2,
logo

∏
1≤j≤p−1

υp − υj
υj

=

∏
1≤k−p−2≤p−1

sen

(
k

4
πh

)
∏

1≤k−2≤p−1

sen

(
k

4
πh

) =

∏
p+3≤k≤2p+1

sen

(
k

4
πh

)
∏

3≤k≤p+1

sen

(
k

4
πh

) .
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Por outro lado,

∏
p+2≤j≤2N−1

j 6=N

υj − υp+1

υj
=

∏
p+2≤j≤2N−1

j 6=N

µN−j − µN−(p+1)

µN−j

=
∏

p+2≤j≤2N−1
j 6=N

λN−(p+1) − λN−j
µN−j

=
∏

p+2≤j≤2N−1
j 6=N

2
h

sen
(
N−(p+1)

2
πh
)
− 2

h
sen

(
N−j
2
πh
)

4
h

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
∏

p+2≤j≤2N−1
j 6=N

sen
(
j−(p+1)

4
πh
)

cos
(
2Nπh

4
− p+j+1

4
πh
)

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
∏

p+2≤j≤2N−1
j 6=N

sen
(
j−(p+1)

4
πh
)

sen
(
2πh
4

+ p+j+1
4

πh
)

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
∏

p+2≤j≤2N−1
j 6=N

sen
(
j−(p+1)

4
πh
)

sen
(
p+j+3

4
πh
)

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×
∏

p+2≤j≤2N−1

sen
(
j−(p+1)

4
πh
)

sen
(
p+j+3

4
πh
)

sen
(
jπh
4

)
sen

(
j+2
4
πh
)

=
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×

∏
1≤k≤2N−p−2

sen

(
kπh

4

) ∏
2p+5≤k≤2N+p+2

sen

(
kπh

4

)
∏

p+2≤k≤2N−1

sen

(
kπh

4

) ∏
p+4≤k≤2N+1

sen

(
kπh

4

)

=
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×

2N−p−2∏
k=1

sen

(
kπh

4

) 2N+1∏
k=2p+5

sen

(
kπh

4

) 2N+p+2∏
k=2N+2

sen

(
kπh

4

)
2N−1∏
k=p+2

sen

(
kπh

4

) 2p+4∏
k=p+4

sen

(
kπh

4

) N+1∏
k=2p+5

sen

(
kπh

4

)
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=
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×

∏
1≤k≤2N−p−2

sen

(
kπh

4

) ∏
2N+2≤k≤2N+p+2

sen

(
kπh

4

)
∏

p+2≤k≤2N−1

sen

(
kπh

4

) ∏
p+4≤k≤2p+4

sen

(
kπh

4

) .

Observe que, 2N − p− 2 ≥ p+ 1⇒ 2N ≥ 2p+ 3⇒ 2N ≥ N + 3⇒ N ≥ 3. Logo, para
N ≥ 3 temos

∏
p+2≤j≤2N−1

j 6=N

υj − υp+1

υj
=

sen
(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×

p+1∏
k=1

sen

(
kπh

4

) 2N−p−2∏
k=p+2

sen

(
kπh

4

) 2N+p+2∏
k=2N+2

sen

(
kπh

4

)
2N−p−2∏
k=p+2

sen

(
kπh

4

) 2N−1∏
k=2N−p−1

sen

(
kπh

4

) 2p+4∏
k=p+4

sen

(
kπh

4

)

=
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×

∏
1≤k≤p+1

sen

(
kπh

4

) ∏
2N+2≤k≤2N+p+2

sen

(
kπh

4

)
∏

2N−p−1≤k≤2N−1

sen

(
kπh

4

) ∏
p+4≤k≤2p+4

sen

(
kπh

4

) .
Obtemos que

∏
1≤j≤p−1

υp − υj
υj

∏
p+2≤j≤2N−1

j 6=N

υj − υp+1

υj
=

sen
(
πh
4

)
sen

(
2πh
4

)
sen

(
p+3
4
πh
)

sen
(
2p+2
4
πh
)

sen
(
2p+3
4
πh
)

sen
(
2p+4
4
πh
) ×

×
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)
2N+p+2∏
2N+2

sen

(
kπh

4

)
2N−1∏

2N−p−1

sen

(
kπh

4

)

=
sen

(
πh
4

)
sen

(
2πh
4

)
sen

(
p+3
4
πh
)

sen
(
2p+2
4
πh
)

sen
(
2p+3
4
πh
)

sen
(
2p+4
4
πh
) ×

×
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
) ×



3.2. ESTIMATIVAS PARA NORMA DA SEQUÊNCIA EM L2(−T, T ) 47

×
2N+p+2∏
2N+2

sen
(
kπh
4

)
sen

(
k−p−3

4
πh
)

≥
sen

(
Nπh
4

)
sen

(
N+2
4
πh
)

sen
(
N−p−1

4
πh
)

sen
(
N+p+3

4
πh
)

×
sen

(
πh
4

)
sen

(
2πh
4

)
sen

(
p+3
4
πh
)

sen
(
2p+2
4
πh
)

sen
(
2p+3
4
πh
)

sen
(
2p+4
4
πh
)

≥ 16

π5

N(N + 2)(p+ 3)

(N − p− 1)(N + p+ 3)(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 2)
,

segue-se que

|PN(λN − z)| ≥ 16

π5

N(N + 2)(p+ 3)

(N − p− 1)(N + p+ 3)(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 2)

×
(
|z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
≥ 16

π5

(N + 2)(p+ 3)

(N + p+ 3)(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 2)

×
(
|z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
≥ 16

π5

(N + 2)(p+ 3)

(N + N
2

+ 3)(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 2)

×
(
|z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
≥ 16

π5

(N + 2)(p+ 3)

(3N
2

+ 3)(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 2)

(
|z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
≥ 32

3π5(p+ 1)(2p+ 3)

(
|z| − υp
υp

· υp+1 − |z|
υp+1

)
≥ 32

3π7p(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 1)
(|z| − υp) (υp+1 − |z|)

≥ 32

3π7p(p+ 1)(2p+ 3)(p+ 1)

[
min

1≤j≤2N−1
j 6=N

{||z| − υj|}

]2
.

Portanto, existe 0 < C < 1 que não depende de N , tal que

|PN(λN − z)| ≥ C

[
min

1≤j≤2N−1
j 6=N

{||z| − υj|}

]2
, ∀z ∈ IC com|z| ≤ N. (3.53)
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Por (3.47) e (3.53), otemos que

|ϕm(z)| = |τN(λN − z)|
|PN(λN − z)|

≤
√

2TeT |Im(z)|‖Γm‖L2(−T,T )

C

[
min

1≤j≤2N−1
j 6=N

{||z| − υj|}

]2 ∀z ∈ IC , |z| ≤ N. (3.54)

Agora, lembramos o seguinte resultado (ver [12]):

Teorema 3.2.3 (A) . Seja f(z) holomorfica no circulo |z| ≤ 2eR (R > 0), onde f(0) = 1
e seja η ∈

(
0, 3e

2

)
. Então dentro do circulo |z| ≤ R, excluindo uma famı́lia de ćırculos cujo

a soma dos raios não é maior que 4ηR, temos que

ln(|f(z)|) > −
(

2 + ln

(
3e

2η

))
ln (Mf (2eR)) , (3.55)

onde Mf (2eR) = max
|z|=2eR

|f(z)|.

Observamos que a função ϕN satisfaz as condições do Teorema (A), logo, ∀R > 0 e
η ∈

(
0, 3e

2

)
segue-se

ln(|ϕN(z)|) > −
(

2 + ln

(
3e

2η

))
ln (MϕN (2eR)) ∀z ∈ IC , |z| ≤ N. (3.56)

Denotando por δ = 2 + ln
(

3e
2η

)
e tomando η ∈

(
0, 1

16

)
, temos que δ > 1. Pelo Teorema

(A) existe x0 ∈ [−R, −R
4

], tal que

ln(|ϕN(x0)|) > −δ ln (MϕN (2eR)) . (3.57)

Por outro lado, por (3.54),

|ϕN(x0)| =
|τN(λN − x0)|
|PN(λN − x0)|

≤
√

2T‖Γm‖L2(−T,T )
1

|PN(λN − x0)|
,

como x0 é um número negativo, temos que

|PN(λN − x0)| =
∏

1≤j≤2N−1
j 6=N

υj + |x0|
υj

≥
[
√
N ]∏

j=1

υj + |x0|
υj

≥
[
√
N ]∏

j=1

|x0|
j(j + 2)πh

≥
(
|x0|
3π

)[
√
N ]

.

Logo,

|ϕN(x0)| ≤
√

2T‖Γm‖L2(−T,T )

(
|x0|
3π

)−[√N ]

,
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resultando que

ln(|ϕN(x0)|) ≤ ln

(
√

2T‖Γm‖L2(−T,T )

(
|x0|
3π

)−[√N ]
)

≤ ln
(√

2T‖Γm‖L2(−T,T )

)
+ ln

(
|x0|
3π

)−[√N ]

≤ ln
(√

2T‖Γm‖L2(−T,T )

)
− [
√
N ] ln

(
|x0|
3π

)
. (3.58)

Assim, por (3.57) e (3.58), obtemos que existe x0 ∈
[
−R, −R

4

]
, tal que

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
− [
√
N ] ln

(
|x0|
3π

)
> −δ ln (MϕN (2eR)) ,

logo,

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
> [
√
N ] ln

(
|x0|
3π

)
− δ ln (MϕN (2eR)) . (3.59)

Considerando R > 0 tal que

2eR =
υS+1 + υS

2
,

afirmamos que

min
1≤j≤2N−1

j 6=N

{|2eR− υj|} =
υS+1 − υS

2
,

isto é, o mı́nimo é alcançado quando j = S. De fato, se j = S, temos

|2eR− υj| =
∣∣∣∣υS+1 + υS

2
− υS

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣υS+1 − υS
2

∣∣∣∣ =
υS+1 − υS

2
,

Caso contrário, se j 6= S, temos que j < S ou j > S. primeiramente, se j < S, segue-se
que

|2eR− υj| =
∣∣∣∣υS+1 + υS

2
− υj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣υS+1 − υS
2

+ υS − υj
∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣υS+1 − υS

2

∣∣∣∣ =
υS+1 − υS

2
,

Se j > S, tem-se que j ≥ S + 1 segue-se que

|2eR− υj| =
∣∣∣∣υS+1 + υS

2
− υj

∣∣∣∣ = υj −
υS+1 + υS

2
≥ υS+1 −

υS+1 + υS
2

=
υS+1 − υS

2
.
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Consequentemente, temos que

υS+1 − υS
2

=
λN−S − λN−S−1

2
=

sen
(
N−S
2
πh
)
− sen

(
N−S−1

2
πh
)

h

=
2 sen

(
πh
4

)
cos
(
2N−2S−1

4
πh
)

h

=
2 sen

(
πh
4

)
sen

(
2+2S+1

4
πh
)

h

≥ 2 + 2S + 1

2
h

≥ 4

2(N + 1)

≥ 1

N
,

portanto,

min
1≤j≤2N−1

j 6=N

{|2eR− υj|} =
υS+1 − υS

2
≥ 1

N
, (3.60)

logo

MϕN (2eR) = max
|z|=2eR

|ϕN(z)| ≤
√

2TN2e2eRT‖Γm‖L2(−T,T )

C
. (3.61)

Assim, obtemos

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
> [
√
N ] ln

(
|x0|
3π

)
− δ ln

(√
2TN2e2eRT‖Γm‖L2(−T,T )

C

)
,

implicando que

(1 + δ) ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
> [
√
N ] ln

(
|x0|
3π

)
− 2eδTR− δ ln

(
N2

C

)
,

logo,

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
>

[
√
N ]

(1 + δ)
ln

(
|x0|
3π

)
− 2eδTR

(1 + δ)
− δ

(1 + δ)
ln

(
N2

C

)
>

[
√
N ]

(1 + δ)
ln

(
|x0|
3π

)
− 2eTR− ln

(
N2

C

)
>

[
√
N ]

2δ
ln

(
R

12π

)
− 2eTR− ln

(
N2

C

)
,



3.2. ESTIMATIVAS PARA NORMA DA SEQUÊNCIA EM L2(−T, T ) 51

temos que 2[
√
N ] = [

√
N ] + [

√
N ] ≥ [

√
N ] + 1 ≥

√
N , logo, [

√
N ] ≥

√
N
2

, assim,

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
>

√
N

4δ
ln

(
R

12π

)
− 2eTR− ln

(
N2

C

)
>
√
N

(
1

4δ
ln

(
R

12π

)
− 2eTR√

N
− 1√

N
ln

(
N2

C

))
. (3.62)

Agora, se tomarmos S = [N
3
4 ], temos que

2eR =
υS+1 + υS

2
≥ υS+1

2
≥ (S + 1)(S + 3)h

2
≥ (N

3
4 )(N

3
4 )h

2
=

N
√
N

2(N + 1)
≥
√
N

4
,

e,

2eR ≤ υS+1 ≤
π2(S + 1)(S + 3)h

4
≤
π2
(
N

3
4 + 1

)(
N

3
4 + 3

)
h

4
≤ π2

4

(
N
√
N + 4N

3
4 + 3

)
h

≤ 2π2
√
N, (3.63)

portanto,

√
N

4
≤ 2eR ≤ 2π2

√
N, (3.64)

logo, para N ≥ max

{
(144δ)2,

(96π)9δe18δ+18δπ2T

C9δ

}

ln
(√

2T‖ΓN‖L2(−T,T )

)
>
√
N

(
1

4δ
ln

(
R

12π

)
− 2eTR√

N
− 1√

N
ln

(
N2

C

))
>
√
N

(
1

4δ
ln

( √
N

96eπ

)
− 2π2T

√
N√

N
− 1√

N
ln

(
N2

C

))

>
√
N

(
1

8δ
ln

(
N

96eπ

)
− 2π2T − 1√

N
ln

(
N2

C

))
=
√
N

(
1

8δ
lnN − 1

8δ
ln 96eπ − 2π2T − 2√

N
lnN − 1√

N
ln

(
1

C

))
>
√
N

([
1

8δ
− 2√

N

]
lnN − ln 96eπ − 2π2T − ln

(
1

C

))
>
√
N

([
1

8δ
− 2

144δ

]
lnN − ln 96eπ − 2π2T − ln

(
1

C

))
>
√
N

(
1

9δ
lnN − ln 96eπ − π2T − ln

(
1

C

))
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>
√
N

(
1

9δ
ln

(
(96π)9δe18δ+18δπ2T

C9δ

)
− ln 96eπ − 2π2T − ln

(
1

C

))

=
√
N

(
ln

(
(96π)e2+2π2T

C

)
− ln 96eπ − 2π2T − ln

(
1

C

))

=
√
N

(
ln

(
(96eπ)ee2π

2T

C

)
− ln 96eπ − 2π2T − ln

(
1

C

))
=
√
N. (3.65)

Portanto,

√
2T‖ΓN‖L2(−T,T ) > e

√
N ⇒ ‖ΓN‖L2(−T,T ) >

1√
2T

e
√
N .

como queriamos demonstrar.



Caṕıtulo 4

Resultados de controlabilidade

Neste caṕıtulo, consideramos a sequência de sistemas semi-discretos correspondente a equação
da onda no cont́ınuo e estudaremos algumas propriedades de controlabilidade desses sistemas.

Para relembrar, o ponto de partida de nossos estudos é seguinte problema de controle:
Dados T > 2 e (u0, u1) ∈ L2(0, 1) × H−1(0, 1) existe uma função controle v ∈ L2(0, T ) tal
que a solução u do sistema

utt − uxx = 0, x ∈ (0, 1) t > 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = v(t), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(t) x ∈ (0, 1),

satisfaz

u(T, ·) = u′(T, ·) = 0.

Neste caṕıtulo o foco está relacionado ao problema de controlabilidade do sistema semi-
discreto por diferenças finitas, que é expresso da seguinte forma: Dados T > 0 e

(
u0j , u

1
j

)
1≤j≤N ∈

L2(0, T ) existe uma função controle v ∈ L2(0, T ) tal que a solução u do sistema

u′′j (t)−
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
= 0, j = 1, 2, ..., N, (4.1)

u0(t) = 0, uN+1(t) = v(t), t > 0, (4.2)

uj(0) = u0j , u′j(0) = u1j , j = 1, 2, ..., N. (4.3)

satisfaz

uj(T ) = u′j(T ) = 0, ∀j = 1, 2, · · · , N.

Nosso objetivo é construir um funcional controle vh.
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4.1 Caracterização do problema de controle

Primeiramente, veremos a seguinte caracterização do problema de controlabilidade do sis-
tema (4.1)− (4.3).

Proposição 4.1.1 O sistema (4.1)−(4.3) é controlável se, e somente se, dado uma condição
inicial Z0 =

(
u0j , u

1
j

)
1≤j≤N ∈ IC2N existe vh ∈ L2(0, T ) tal que

1

h

∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = h
N∑
j=1

(
u0jw

1
j − u1jw0

j

)
(4.4)

para algum vetor (w0
j , w

1
j )1≤j≤N ∈ IC2N e w é uma solução de (2.5)− (2.7) em (0, T ).

Demonstração: Sejam considerados (w0
j , w

1
j )1≤j≤N ∈ IC2N e w é solução de (2.5)− (2.7)

em (0, T ). Multiplicando a j-ézima equação (4.1) por wj(t), com 1 ≤ j ≤ N , depois
integrando em (0, T ) e somando-as, obtemos

N∑
j=1

∫ T

0

[
u′′j (t)wj(t)−

uj+1(t)− 2uj + uj−1
h2

wj(t)

]
dt = 0

⇔
N∑
j=1

∫ T

0

d

dt

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

)
dt+

+
N∑
j=1

∫ T

0

[
uj(t)w

′′
j (t)−

uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
wj(t)

]
dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)w
′′
j (t)dt−

− 1

h2

N∑
j=1

∫ T

0

(uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t))wj(t)dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)w
′′
j (t)dt−

− 1

h2

∫ T

0

[
N∑
j=1

uj+1(t)wj(t)−
N∑
j=1

2uj(t)wj(t) +
N∑
j=1

uj−1(t)wj(t)

]
dt = 0,

transladando os ı́ndices dos somatórios dentro da última integral e usando as condições de
contorno, obtemos

N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)w
′′
j (t)dt−
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− 1

h2

∫ T

0

[
N+1∑
j=2

uj(t)wj−1(t)−
N∑
j=1

2uj(t)wj(t) +
N−1∑
j=0

uj(t)wj+1(t)

]
dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)w
′′
j (t)dt−

− 1

h2

∫ T

0

[
N∑
j=1

uj(t)wj−1(t) + uN+1(t)wN(t)−
N∑
j=1

2uj(t)wj(t) +
N∑
j=1

uj(t)wj+1(t)

]
dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)w
′′
j (t)dt−

− 1

h2

∫ T

0

[
N∑
j=1

(wj−1(t)− 2(t)wj(t) + (t)wj+1(t))uj + vh(t)wN(t)

]
dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

+

+
N∑
j=1

∫ T

0

uj(t)

(
w′′j (t)−

wj−1(t)− 2(t)wj(t) + (t)wj+1(t)

h2

)
dt−

∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = 0,

desde que w é uma solução do sistema homogêneo, temos

N∑
j=1

(
u′j(t)wj(t)− uj(t)w′j(t)

) ∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′T (t)wj(T )− uj(T )w′j(T )

)
−

N∑
j=1

(
u1jw

0
j − u0jw1

j

)
−
∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = 0

⇔
N∑
j=1

(
u′T (t)wj(T )− uj(T )w′j(T )

)
+

N∑
j=1

(
u0jw

1
j − u1jw0

j

)
−
∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = 0.

Assim, se w é uma solução qualquer de (2.5)− (2.7), então

1

h

∫ T

0

vh(t)wN(t)dt = h

N∑
j=1

(
u0jw

1
j − u1jw0

j

)
(4.5)

se, esomente se, o sistema (4.1) é controlável, isto é

u′j(T ) = uj(T ) = 0 ∀ j = 1, 2, · · · , N, (4.6)

finalizando a demonstração.
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Introduzimos a seguinte notação

〈f, g〉 = h
N∑
j=1

(
fjgj+N − fj+Ngj

)
(4.7)

Onde f = (fk)1≤k≤N ∈ IC2N e g = (gk)1≤k≤N ∈ IC2N , observemos que

〈αf, g〉 = α 〈f, g〉 ∀ α ∈ IC (4.8)

e

〈f + h, g〉 = 〈f, g〉+ 〈h, g〉 ∀ h ∈ IC2N (4.9)

Lema 4.1.2 Se Φn(h) e Φk(h) são autovetores do operador Lh então

〈
Φn(h),Φk(h)

〉
=

ih

2 sen
(
nπh
2

)δnk (4.10)

Demonstração:
Temos que

〈
Φn(h),Φk(h)

〉
=

〈(
1

iλn
ϕn(h),−ϕn(h)

)
,

(
1

iλk
ϕk(h),−ϕk(h)

)〉
= ih

(
1

λk
+

1

λn

) N∑
j=1

ϕn(h)ϕk(h)

Como

N∑
j=1

ϕn(h)ϕk(h) =
N∑
j=1

sen (nπjh) sen (kπjh) =
1

2

N∑
j=1

cos((n− k)πjh)− cos((n+ k)πjh),

e, para q ∈ ZZ∗,

N∑
j=1

cos(qπjh) =

{
0, se q par
−1, se q impar

(4.11)

Portanto, 〈
Φn(h),Φk(h)

〉
=

ih

2 sen
(
nπh
2

)δnk
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Proposição 4.1.3 O sistema (4.1)−(4.3) é controlável se, e somente se, para uma condição

inicial U0 =
∑
|k|≤N
k 6=0

βkϕ
k(h) de (4.1)− (4.3) existe vh ∈ L2(0, T ), tal que

∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt =

(−1)nh

sen (nπh)
βn. (4.12)

Demonstração: Pela proposição (4.1.1) segue-se que (4.1) − (4.3) é controlável se, e
somente se, exitir vh ∈ L2(0, T ), tal que

1

h

∫ T

0

vh(t)wN(t)dt =
〈
U0, Z0

〉
(4.13)

onde Z0 =
(
w0
j , w

1
j

)
1≤j≤N condição inicial e w uma solução do sistema homogêneo. Assim,

tomando Z0 = Φn(h), temos que sua solução correspondente é

Z(t) = eiλntΦn(h)

logo,

wN(t) =
eiλnt

iλn
sen (nπhN) = i(−1)n+1

eiλnt

λn
sen (nπh) = i(−1)n

e−iλnt

λn
sen (nπh) .

Assim,

1

h

∫ T

0

vh(t)wN(t)dt =
〈
U0, Z0

〉
⇔ 1

h

∫ T

0

vh(t)(−1)ni
e−iλnt

λn
sen (nπh) dt =

∑
|k|≤N
k 6=0

βk
〈
Φk(h),Φn(h)

〉
⇔
∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt = h

λn
i(−1)n sen (nπh)

∑
|k|≤N
k 6=0

βk
〈
Φk(h),Φn(h)

〉
⇔
∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt = i

(−1)n+1

cos
(
nπh
2

) ∑
|k|≤N
k 6=0

βk
〈
Φk(h),Φn(h)

〉
.

Usando o lema anterior, obtemos

1

h

∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt =

(−1)nh

2 cos
(
nπh
2

)
sen

(
nπh
2

)βn =
(−1)nh

sen (nπh)
βn.

Finalizando a demonstração.
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4.2 Controle expĺıcito

Teorema 4.2.1 Seja (Θm) |m|≤N
m 6=0

uma sequência biortogonal em L2(−T
2
, T
2
) para uma famı́lia

de exponenciais (eiλm) |m|≤N
m 6=0

, se considerarmos os dados iniciais U0 =
∑
|k|≤N
k 6=0

βkΦ
k(h), então

vh(t) =
∑
|k|≤N
k 6=0

(−1)kh

sen (kπh)
βkΘk

(
T

2
− t
)
eiλn

T
2 (4.14)

é uma função controle para o sistema (4.1)− (4.3).

Demonstração: Multiplicando a equação (4.14) por e−iλnt e integrando na variável do
tempo em (0, T ), obtemos∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt =

∫ T

0

∑
|k|≤N
k 6=0

(−1)kh

sen (kπh)
βkΘk

(
T

2
− t
)
eiλn(

T
2
−t)dt

=
∑
|k|≤N
k 6=0

(−1)kh

sen (kπh)
βk

∫ T

0

Θk

(
T

2
− t
)
eiλn(

T
2
−t)dt.

Fazendo s = T
2
− t no segundo membro da igualdade, temos que

∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt =

∑
|k|≤N
k 6=0

(−1)kh

sen (kπh)
βk

∫ T
2

−T
2

Θk (s) eiλnsds,

e, pela biortogonalidade da sequência (Θm) |m|≤N
m 6=0

à famı́lia de exponencias complexas (eiλm) |m|≤N
m6=0

,

temos ∫ T

0

vh(t)e
−iλntdt =

(−1)nh

sen (nπh)
.

Portanto, pela proposição (4.1.3) segue-se o resultado.



Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Nossa principal conclusão a respeito dessas abordagens numéricas diz respeito há construção
da função controle para o sistema unidimensional da onda semi-discreto por diferenças finitas,
vimos que é posśıvel exibir explicitamente esta função, por ser uma releitura , a técnica usada
simplifica muito as contas que foram realizadas. Todo esse contexto possibilita uma série de
novas investigações no campo da análise numérica, principalmente com a análise de métodos
numéricos mais efcientes para se reproduzir o problema da controlabilidade numérica. Como
continuidade deste trabalho, objetivamos analisar o caso em que a equação da onda é semi-
discreto por elementos fnitos, aplicações no caso de Sistemas de Timoshenko, aplicações para
ondas acopladas bem como para outros sistemas acoplados.
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