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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS
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que o tornam um profissional exemplar, por quem guardo profunda admiração e

respeito.

Aos professores João Rodrigues, Augusto César, Joelma Morbach e aos demais

professores do PPGME, pelas boas aulas ministradas e pelo incentivo dado aos

alunos.

Aos professores Marcos Tadeu de Oliveira Pimenta, João Rodrigues Santos
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Resumo

Nesta dissertação estudaremos a existência soluções multi-bump positivas para

o sistema Schrödinger-Poisson no R3 via métodos variacionais. Inicialmente,

encontraremos uma solução fraca associada a um subconjunto da variedade

Nehari N . Em seguida, estudaremos um problema auxiliar e a limitação de

suas soluções. Por fim, usaremos o lema de deformação para provar o resultado

principal.

Palavras-chave: Schrödinger-Poisson, solução multi-bump, problema

auxiliar, lema de deformação.

vii



Abstract

In this dissertation we study the existence of positive multi-bump solutions

for a Schrödinger-Poisson system in R3 by variational methods. Initially, we find

a weak solution associated with a subset of Nehari manifold N . Then, we study

an auxiliary problem and the boundness of their solutions. In the end, we use

the deformation lemma to show the main result.

Key-words: Schrödinger-Poisson, multi-bump solution, auxiliary

problem, deformation lemma.
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1 O Problema (P )∞,Υ 10

1.1 Lemas técnicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Existência de solução de energia mı́nima para (P )∞,Υ . . . . . . . 16

2 O Problema Auxiliar 24

3 A limitação das soluções de (Aλ) 36

4 A Condição (PS)∞ 42

5 Um valor minimax especial para Jλ 47

6 Demonstração do Teorema Principal 57

A Resultados sobre φu 68

B Resultados usados 72

C Alguns resultados de Teoria do Grau 80

D Funcionais Diferenciáveis 82
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Notações

Notações gerais

• : fim de uma demonstração;

• Br(x) : bola aberta de centro x e raio r;

• → : convergência forte;

• ⇀: convergência fraca;

•
∫

Ω

f : denota

∫
Ω

f(x)dx;

• 〈., .〉X : produto interno em X;

• ∆u =
∑3

i=1
∂2u
∂x2
i

denota o laplaciano da função u : Ω ⊂ R3 → R;

Espaço de Funções

• C0(Ω) denota o espaço das funções cont́ınuas com suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω) denota o espaço das funções k vezes continuamente diferenciáveis

sobre Ω, k ∈ N;

• C∞(Ω) = ∩k≥1C
k(Ω);

• Para 1 ≤ p <∞ denotemos

Lp(Ω) = {u : Ω→ R;

∫
Ω

|u|p <∞};

• Lploc(Ω) = {u ∈ Lp(Ω′) para todo compacto Ω′ ⊂ Ω};

• L∞(Ω) = {u : Ω→ R; |u(x)| ≤ C q.t.p sobre Ω, para algum C > 0};
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• Dado Ω ⊂ R3, definimos H1(Ω) como o espaço o das funções u ∈ L2(Ω) tais

que existem gi = ∂u
∂xi
∈ L2(Ω), com i =, 1, 2, 3 satisfazendo∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

ϕgidx,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), i = 1, 2, 3;

• Com gi, i = 1, 2, 3 satisfazendo a propriedade acima temos

D1,2(R3) = {u ∈ L2∗(RN);∇u = (g1, g2, g3) ∈ L2(R3)},

onde 2∗ = 6 e gi = ∂u
∂xi

, com i = 1, 2, 3;

• H−1(Ω) denota o dual topológico do espaço H1(Ω);

• D−1,2(R3) denota o dual topológico do espaço D1,2(R3);

Normas

• ||u||∞ = inf{C > 0; |u(x)| ≤ C q.t.p em Ω} denota a norma do espaço

L∞(Ω);

• |u|p,Ω =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

, denota a norma do espaço de Lebesgue Lp(Ω) com

Ω ⊂ R3;

• ||u||D1,2(R3) =

(∫
R3

∇u.∇u
) 1

2

.
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Introdução

Esta dissertação tem como principal objetivo expor de maneira detalhada o

artigo de C.O Alves e M.Yang [3], trabalho no qual os autores estudam a existência

de soluções multi-bumps positivas para o sistema de equações não- lineares do

tipo Schrödinger-Poisson

(SP )

−∆u+ V (x)u+ φu = f(u) em R3,

−∆φ = u2 em R3,

onde V (x) : R3 → R é uma função cont́ınua não negativa, comumente chamada

de potencial e f é uma função cont́ınua e diferenciável que obedecerá algumas

condições previamente impostas.

O sistema (SP ) é inspirado na equação de Schrödinger em R3 dada por

−i∂ψ
∂t

= −∆ψ + V (x)ψ + φ(x)ψ − |ψ|p−2ψ

com 2 < p < 2∗ = 6 e ψ : Ω→ C e φ : Ω→ C são duas funções desconhecidas.

Tal equação tem grande importância para a f́ısica-matemática, como por

exemplo, modelar interações entre part́ıculas quânticas. Para uma melhor

abordagem f́ısica ver [7], [10], [12], [28], [33] e [34].

Em nosso caso, estaremos interessados em situações onde φ é determinado

pela equação de Poisson −∆φ = u2, ou seja, φ depende da função de onda do

problema.
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Será mostrado no Apêndice A que, para cada u ∈ H1(R3) existe uma única

φ = φu ∈ D1,2(R3), solução da equação de Poisson

−∆φ = u2 em R3.

Assim, o estudo do sistema (SP ) se reduz ao estudo de uma única equação

de Schrödinger

−∆u+ V (x)u+ φuu = f(u) em R3. (P )

O termo φu, também conhecido como termo não-local, possui propriedades

que serão amplamentes usadas em nosso texto, tais propriedades serão enunciadas

agora e demonstradas no Apêndice A.

[Propriedades da φu]: Para qualquer u ∈ H1(R3), valem as seguintes

propriedades:

i) φu(x) =
1

3ω3

∫
R3

u2(y)

|x− y|
dy para todo x 6= y ∈ R3;

ii) Existe C > 0 ∫
R3

|∇φu|2dx =

∫
R3

φuu
2dx ≤ C||u||4H1(R3);

iii) φu ≥ 0 ∀u ∈ H1(R3);

iv) φtu = t2φu, ∀t > 0;

v) Se un ⇀ u em H1(R3), então φun ⇀ φu em D1,2(R3) e

lim

∫
R3

φunu
2
ndx ≥

∫
R3

φuu
2dx;

vi) Se un → u em H1(R3), então φun → φu em D1,2(R3). Além disso,

lim

∫
R3

φunu
2
ndx =

∫
R3

φuu
2dx.
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Recordemos que uma solução fraca para o problema (P ) é, por definição, uma

função u ∈ H1(R3) tal que∫
R3

(∇u∇v + V (x)uv) dx+

∫
R3

φuuvdx−
∫
R3

f(u)vdx = 0,∀v ∈ H1(R3).

Associamos então ao problema (P ) o funcional I : E → R dado por

I(u) =
1

2
||u||2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

F (u)dx,

onde F (s) =
∫ s

0
f(t)dt e E é um subespaço vetorial de H1(R3) dado por

E = {u ∈ H1(R3) :

∫
R3

V (x)|u|2dx <∞}

e munido da norma

||u|| =
(∫

R3

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx

) 1
2

.

Além disso,

I ′(u)v =

∫
R3

(∇u∇v + V (x)uv)dx+

∫
R3

φuuvdx−
∫
R3

f(u)vdx,∀u, v ∈ E.

Logo, (P ) pode ser estudado por meio de métodos variacionais, visto que, os

pontos cŕıticos do funcional I são soluções para o problema (P ).

Muitos autores já trabalharam com o sistema (SP ) via métodos variacionais,

estudando existência e não existência de soluções [25] e [16], multiplicidade de

soluções [15], soluções nodais [5] e [6], soluções do tipo ground state [8], soluções

radiais e não radiais [24] e [17], concentração de soluções [24], soluções positivas

[14], soluções não negativas [32] e soluções positivas com expoente cŕıtico [39].

Para o problema em domı́nio limitado indicamos [35]. Todavia, pouco se conhece

sobre a existência de soluções multi-bump para o sistema Schrödinger-Poisson

com pontencial bem definido, por isso a importância do trabalho [3].

Assim como em [3] assumiremos que o potencial V (x) é da forma

V (x) = λa(x) + 1,
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onde λ é um parâmetro real positivo e a : R3 → R é uma função cont́ınua não

negativa. Portanto, o sistema (SP ) será escrito como

(SPλ)

−∆u+ (λa(x) + 1)u+ φu = f(u) em R3,

−∆φ = u2 em R3.

Para u ∈ H1(R3) escreveremos (P ) como

−∆u+ (λa(x) + 1)u+ φuu = f(u). (Pλ)

Para chegar ao principal resultado da dissertação, trabalharemos sob as

seguintes hipóteses para a função a e para a não linearidade f :

(a1) O conjunto int(a−1{0}) é não vazio e existem k componentes abertas e

disjuntas Ω1,Ω2, ...,Ωk tal que

int(a−1{0}) =
k⋃
j=1

Ωj

e

dist(Ωi,Ωj) > 0 para i 6= j, i, j = 1, ..., k.

De (a1), vemos que

a−1{0} =
k⋃
j=1

Ωj.

As hipóteses sobre a função f são:

(f1) lim
s→0

f(s)

s
= 0;

(f2) lim|s|→∞
f(s)
s5

= 0;

(f3) Existe θ > 4 tal que

0 < θF (s) ≤ sf(s), ∀s ∈ R \ {0};

6



Observação 0.1 Da condição (f3)∫ s

1

θ

σ
dσ ≤

∫ s

1

f(σ)

F (σ)
dσ, para todo s ≥ 1.

Calculando os valores das integrais, obtemos

ln sθ ≤ ln
F (s)

F (1)
.

Como ln é uma função crescente, temos

sθ ≤ F (s)

F (1)
.

Portanto existe uma constante k > 0 tal que

F (s) ≥ ksθ,

e consequentemente

f(s)s ≥ ksθ.

(f4) f(s)
s3

é crescente para |s| > 0.

Observação 0.2 Esta condição nos diz que a derivada da função f(s)
s3

é

positiva, então

f ′(s)s3 − 3s2f(s) > 0.

Como exemplo de função que satisfaz (f1)− (f4) temos

f(s) = |s|q−2s com 4 < q < 2∗.

Vale ressaltar também que como iremos buscar soluções positivas,

assumiremos em todo trabalho que f(s) = 0 se s ≤ 0.

O principal resultado desta dissertação é o seguinte:
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Teorema 0.1 Assuma que (a1) e (f1) − (f4) valem. Então, existe λ0 > 0 com

a seguinte propriedade: para qualquer subconjunto não vazio Υ de {1, ..., k} e

λ ≥ λ0, o problema (Pλ) tem uma solução positiva uλ. Além disso, se fixarmos

o subsconjunto Υ, então para qualquer sequência λn → ∞ podemos extrair uma

subsequência (λni) tal que (uλni ) converge fortemente em H1(R3) para a função

u, tal que, u = 0 no complementar de ΩΥ = ∪j∈ΥΩj, e u|ΩΥ
é solução de energia

mı́nima para o problema não local

(P )∞,Υ


−∆u+ u+ φuu = f(u) em ΩΥ,

u(x) > 0, ∀x ∈ Ωj e ∀j ∈ Υ,

u ∈ H1
0 (ΩΥ).

Nosso trabalho está estruturado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 nosso principal resultado será mostrar a existência de solução

não trivial para o problema (P )∞,Υ, para isso iremos introduzir a variedade Nehari

N e um subconjunto M ⊂ N . Mostraremos algumas relações entre o funcional

associado a (P )∞,Υ e os conjuntos M e N . Por fim, o funcional associado a

(P )∞,Υ será minimizado em M. Usaremos o teorema da função impĺıcita para

provar que o ponto cŕıtico de tal funcional restrito a M é também ponto cŕıtico

em todo o conjunto H1
0 (ΩΥ) .

No Caṕıtulo 2 faremos um truncamento sobre a não linearidade f e

introduziremos assim o problema auxiliar (Aλ). Veremos também que o funcional

associado a (Aλ) satisfaz a condição Palais-Smale.

No Caṕıtulo 3 usaremos o processo de iteração de Moser para mostar a

limitação das soluções de (Aλ) em R3 \ Ω′Υ.

No Caṕıtulo 4 introduziremos o conceito de sequência (PS)∞ e condição

(PS)∞ e detalharemos importantes propriedades dessa classe de sequências.

No Caṕıtulo 5 definiremos um valor minimax para o funcional associado ao

problema auxiliar e estudaremos algumas relações desse valor.
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No Caṕıtulo 6 faremos pequenas adaptações no lema de deformação e então

demonstraremos o Teorema 0.1.
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Caṕıtulo 1

O Problema (P )∞,Υ

Neste caṕıtulo estudaremos o problema (P )∞,Υ dado por

−∆u+ u+ φuu = f(u) em ΩΥ.

Associaremos a tal problema o funcional IΥ : H1
0 (ΩΥ)→ R, onde

IΥ(u) =
1

2

∫
ΩΥ

(|∇u|2 + |u|2)dx+
1

4

∫
ΩΥ

φuu
2dx−

∫
ΩΥ

F (u)dx

e

I ′Υ(u)v =

∫
ΩΥ

∇u∇vdx+

∫
ΩΥ

uvdx+

∫
ΩΥ

φuuvdx−
∫

ΩΥ

f(u)vdx,∀u, v ∈ H1
0 (ΩΥ).

Será introduzido também a variedade de Nehari, examinaremos algumas

propriedades interessantes do funcional associado ao problema restrito à um

subconjunto da variedade de Nehari. Por fim, mostraremos que o problema

estudado possui uma solução de energia mı́nima. Iremos considerar, sem perda

de generalidade, Υ = {1, 2}. Os conjuntos Ω,N ,M denotarão os conjuntos ΩΥ,

NΥ, MΥ respectivamente, onde:

Ω = Ω1 ∪ Ω2,Ω1 ∩ Ω2 = ∅,

N = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0}: I ′Υ(u)u = 0}

10



e

M = {u ∈ N : I ′Υ(u)u1 = I ′Υ(u)u2 = 0 e u1, u2 6= 0}

com uj = u|Ωj , j = 1, 2.

Neste caṕıtulo, denotaremos IΥ simplesmente por I.

Primeiramente, nossa meta será provar a existência de um ponto cŕıtico de I

restrito a M.

1.1 Lemas técnicos

No que segue, iremos denotar por ||.||, ||.||1, ||.||2 as normas de

H1
0 (Ω), H1

0 (Ω1), H1
0 (Ω2) respectivamente, dadas por

||u|| =
(∫

Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx

) 1
2

||u||1 =

(∫
Ω1

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx

) 1
2

||u||2 =

(∫
Ω2

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx

) 1
2

O próximo lema irá nos garantir que o conjunto M é não vazio.

Lema 1.1 Seja v ∈ H1
0 (Ω) com vj = v|Ωj 6= 0 para j = 1, 2. Então existem

t, s > 0 tais que

I ′(tv1 + sv2)(tv1) = 0 e I ′(tv1 + sv2)(sv2) = 0,

onde tv1 ∈ Ω1 e sv2 ∈ Ω2.

Demonstração. Consideremos a função H : R2 → R2, dada por

H(s, t) = (I ′(tv1 + sv2)(tv1), I ′(tv1 + sv2)(sv2)).

11



Como I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) (ver Apêndice D), temos que H está bem definida e

é cont́ınua. Além disso, definindo H1(s, t) = I ′(tv1 + sv2)(tv1) e H2(s, t) =

I ′(tv1 + sv2)(sv2), obtemos

H1(s, t) =

∫
Ω

[∇(tv1 + sv2)∇(tv1)dx+ (tv1 + sv2)(tv1)] dx

+

∫
Ω

φtv1+sv2(tv1 + sv2)(tv1)dx−
∫

Ω

f(tv1 + sv2)(tv1)dx

e

H2(s, t) =

∫
Ω

[∇(tv1 + sv2)∇(sv2)dx+ (tv1 + sv2)(sv2)] dx

+

∫
Ω

φtv1+sv2(tv1 + sv2)(sv2)dx−
∫

Ω

f(tv1 + sv2)(sv2)dx.

Observe que o suporte de v1 = v|Ω1 é disjunto do suporte de v2 = v|Ω2 e φu ≥ 0.

Então tem-se que

H1(s, t) =

∫
Ω1

(|∇tv1|2 + |tv1|2)dx+

∫
Ω1

φtv1+sv2|tv1|2dx−
∫

Ω1

f(tv1)(tv1)dx

≥
∫

Ω1

(|∇tv1|2 + |tv1|2)dx−
∫

Ω1

f(tv1)(tv1)dx

= t2
(∫

Ω1

(|∇v1|2 + |v1|2)dx−
∫

Ω1

f(tv1)

tv1

|v1|2dx
)
. (1.1)

Da condição (f1) existe δ > 0 tal que para todo t ≤ δ tem que a expressão

(1.1) é maior ou igual a zero; ao substituir Ω1 por Ω2 e procedendo de maneira

análoga, conclúımos que

H2(s, t) ≥ s2

(∫
Ω2

(|∇v2|2 + |v2|2)dx−
∫

Ω2

f(sv2)

sv2

|v2|2dx
)
≥ 0

para s suficientemente pequeno.

Agora, da observação feita após a condição (f3),

H1(s, t) =∫
Ω1

(|∇tv1|2 + |tv1|2)dx+

∫
Ω1

t4φv1|v1|2dx+

∫
Ω1

t2φsv2|v1|2 −
∫

Ω1

f(tv1)(tv1)dx

12



≤
∫

Ω1

(|∇tv1|2 + |tv1|2)dx+

∫
Ω1

t4φv1|v1|2dx+

∫
Ω1

t2φsv2|v1|2 −K
∫

Ω1

(tv1)θdx =

t4
(∫

Ω1

|∇v1|2 + |v1|2

t2
dx+

∫
Ω1

φv1|v1|2dx+
1

t2

∫
Ω1

φsv2|v1|2 −Ktθ−4

∫
Ω1

vθ1dx

)
,

(1.2)

com θ > 4.

Então existe δ′ > 0 tal que para todo t ≥ δ′ tem-se que a expressão (1.2)

é menor ou igual a zero. Novamente, usando racioćınios análogos e fazendo as

mudanças necessárias, a mesma estimativa valerá para as integrais sobre Ω2.

De (1.1) e (1.2) juntamente com as observações feitas acima e com o fato de

que ΩΥ = Ω1 ∪ Ω2 e Ω1 ∩ Ω2 = ∅, tomando r < δ e R > δ′, conclúımos que

H1(r, s) = I ′(rv1 + sv2)(rv1), H2(t, r) = I ′(tv1 + rv2)(rv2) ≥ 0,∀t, s ∈ [r, R]

H1(R, s) = I ′(Rv1 + sv2)(Rv1), H2(t, R) = I ′(tv1 +Rv2)(Rv2) ≤ 0,∀t, s ∈ [r, R]

Usando o Teorema de Miranda (Teorema B.1) conclúımos que existem t, s > 0

tais que H(s, t) = (0, 0), chegamos assim ao resultado desejado.

O lema a seguir nos garante a coercividade do funcional I restrito a N , isto

é, I(u)→∞ quando ||u|| → ∞. E também mostra que as sequências emM não

podem convergir pra zero.

Lema 1.2 Existe ρ > 0 tal que:

(i) I(u) ≥ ||u||
2

4
e ||u|| ≥ ρ, ∀u ∈ N ;

(ii) ||wj||j ≥ ρ, ∀w ∈M e j = 1, 2, onde wj = w|Ωj .

Demonstração.

(i) Desde que u ∈ N tem-se I ′(u)u = 0. Então para qualquer u ∈ N

4I(u) = 4I(u)− I ′(u)u
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=

(
2

∫
Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx+

∫
Ω

φuu
2dx− 4

∫
Ω

F (u)dx

)
−
(∫

Ω

(|∇u|2 + |u|2)dx+

∫
Ω

φuu
2dx−

∫
Ω

f(u)udx

)
= ||u||2 +

∫
Ω

[uf(u)− 4F (u)]dx.

A condição (f3) nos garante que uf(u)− 4F (u) ≥ 0, logo

4I(u) = ||u||2 +

∫
Ω

[uf(u)− 4F (u)]dx ≥ ||u||2,

implicando que

I(u) ≥ ||u||
2

4
.

De (f1) dado ε > 0, existe δ1 tal que |s| < δ1 implica que
∣∣∣f(s)
s

∣∣∣ < ε⇒ |f(s)| <

ε|s| ⇒ f(s)s < ε|s|2, esta última implicação se justifica pelo fato de f ser uma

função não negativa.

De (f3), dado ε2 > 0, existe δ2 > 0 tal que |s| > δ2 ⇒ |f(s)
s5
| < ε2 ⇒ f(s)s <

ε2s
6.

Da continuidade de f , temos que f é limitada em [δ1, δ2], pois a imagem de

um conjunto compacto por uma função cont́ınua é compacta e portanto limitada.

Dessas observações, pode-se afirmar que existe C > 0 tal que

f(s)s ≤ λ1s
2

2
+ Cs6, para todo s ∈ R,

onde λ1 é o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)), isto é, o inverso de λ1 é a menor

constante que verifica a desigualdade de Poincaré (Teorema B.20). Como u ∈ N ,

tem-se

||u||2 < ||u||2 +

∫
Ω

φuu
2dx =

∫
Ω

uf(u)dx ≤ λ1

2

∫
Ω

u2dx+ C

∫
Ω

u6dx.

A desigualdade de Poincaré nos diz que∫
Ω

|u|2 ≤ 1

λ1

∫
Ω

|∇u|2dx.
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Desta desigualdade e da imersão cont́ınua de Sobolev,

||u||2 ≤ 1

2
||u||2 + Ĉ||u||6,

donde segue que,
1

2
||u||2 < Ĉ||u||6,

implicando em

||u|| >
(

1

2Ĉ

) 1
4

.

Fazendo ρ =
(

1

2Ĉ

) 1
4

chegamos ao resultado desejado em (i).

(ii) Ora, como I ′(w)w1 = I ′(w)w2 = 0, ∀w ∈M, então

I ′(w)w1 =

∫
Ω1

(|∇w1|2 + |w1|2)dx+

∫
Ω1

φw1+w2w
2
1dx−

∫
Ω1

f(w1)w1dx,

isto é,

I ′(w)w1 = I ′(w1)w1 +

∫
Ω1

w2
1

(
1

3ω3

∫
Ω2

w2
2(y)

|x− y|
dy

)
dx = 0.

Donde se conclui que I ′(wj)wj < 0 para j = 1, 2. Assim,

||wj||2j < ||wj||2j +

∫
Ωj

φwjw
2
jdx <

∫
Ωj

f(wj)wjdx.

Usando os mesmo argumentos de (i) conclúımos que ||wj||j ≥ ρ.

Lema 1.3 Se (wn) é uma sequência limitada em M e p ∈ (2, 6), temos

lim inf
n→∞

∫
Ωj

|wn,j|pdx > 0, para j = 1, 2,

onde wn,j = wn|Ωj .

Demonstração. Argumentando como no lema anterior, dado ε > 0 existe C > 0

tal que

f(s)s ≤ ελ1s
2 + C|s|p + εs6, para todo s ∈ R.
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Desde que wn ∈M, novamente pelo lema anterior

ρ2 ≤ ||wn,j||2j <
∫

Ωj

wn,jf(wn,j)dx ≤ ελ1

∫
Ωj

w2
n,jdx+ Cλ1

∫
Ωj

|wn,j|pdx,

isto é,

ρ2 ≤ ε

(
λ1

∫
Ωj

w2
n,jdx+

∫
Ωj

w6
n,jdx

)
+ C

∫
Ωj

|wn,j|pdx.

Usando a limitação de (wn), existe C1 > 0 tal que

ρ2 ≤ εC1 + C

∫
Ωj

|wn,j|pdx.

Fixando ε = p2

2C1
, temos ∫

Ωj

|wn,j|pdx ≥
ρ2

2C
,

passando ao limite

lim inf
n→∞

∫
Ωj

|wn,j|pdx ≥
ρ2

2C
> 0.

1.2 Existência de solução de energia mı́nima

para (P )∞,Υ

Agora estamos em condições de demonstrar o principal teorema deste caṕıtulo.

Tal teorema garante a existência de solução para o problema (P )∞,Υ. A ideia

principal é provar a existência de um ponto cŕıtico para o funcional I restrito à

M e usar o Teorema da função impĺıcita para mostrar que tal ponto é de fato

ponto cŕıtico de I em todo conjunto ΩΥ.

Teorema 1.1 Se as hipóteses (f1), (f2), (f3) e (f4) são satisfeitas, então a

equação (P )∞,Υ possui uma solução de energia mı́nima no conjunto M.
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Demonstração. No que segue, denotaremos por c0 o ı́nfimo de I em M, isto é

c0 = inf
v∈M

I(v).

Da parte (i) do Lema 1.2 conclúımos que c0 > 0 e do Lema 1.1, sabemos que

M 6= ∅. Então existe uma sequência (wn) em M satisfazendo

lim
n→∞

I(wn) = c0.

Da coercividade do funcional restrito a M , podemos afirmar que (wn) é

uma sequência limitada. Então dos Teoremas B.16 , B.3 e da imersão compacta

H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) com p ∈ [1, 2∗), a menos de subsequência, existe w ∈ H1

0 (Ω),

verificando

wn ⇀ w em H1
0 (Ω),

wn → w em Lp(Ω),∀p ∈ [1, 2∗),

wn(x)→ w(x) q.t.p em Ω.

Consequentemente, usando o fato de que wn,1 e wn,2 têm suportes disjuntos

lim
n→∞

∫
Ωj

|wn,j|pdx =

∫
Ωj

|wj|pdx, para j = 1, 2.

Agora, de (f2)

lim
s→∞

f(s)

s5
= 0 e lim

s→∞

F (s)

εs6
= 0, para j = 1, 2. (1.3)

Desde que (wn,j)n é limitada em H1
0 (Ωj), da imersão cont́ınua de Sobolev

tem-se que

sup
n

∫
Ωj

w6
n,j <∞. (1.4)

Da continuidade da funções f e F , temos

f(wn,j(x))→ f(wj(x)) q.t.p em Ωj e F (wn,j(x))→ F (wj(x)) q.t.p em Ωj.

(1.5)
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Dos limites obtidos (1.3),(1.4) e (1.5) temos que as funções f e F estão nas

condições do Lema da Compacidade de Strauss (Teorema B.2), portanto

lim
n→∞

∫
Ωj

wn,jf(wn,j)dx =

∫
Ωj

wjf(wj)dx, para j = 1, 2

e

lim
n→∞

∫
Ωj

F (wn,j) =

∫
Ωj

F (wj)dx, para j = 1, 2.

Segue do Lema 1.3 que wj 6= 0, j = 1, 2. Então pelo Lema 1.1, existem t, s > 0

verificando

I ′(tw1 + sw2)(tw1) = 0 e I ′(tw1 + sw2)(sw2) = 0.

Vamos mostrar que t, s ≤ 1. Desde que I ′(wn)wn,j = 0, pois wn ∈M, tem-se

||wn,1||21 +

∫
Ω1

φwn,1w
2
n,1dx+

∫
Ω1

φwn,2w
2
n,1dx =

∫
Ω1

f(wn,1)wn,1dx

e

||wn,2||22 +

∫
Ω2

φwn,2w
2
n,2dx+

∫
Ω2

φwn,1w
2
n,2dx =

∫
Ω2

f(wn,2)wn,2dx.

Tomando n→∞,

lim
n→∞

(
||wn,1||21 +

∫
Ω1

φwn,1w
2
n,1dx+

∫
Ω1

φwn,2w
2
n,1dx

)
= lim

n→∞

∫
Ω1

f(wn,1)wn,1dx.

(1.6)

Usando (v) do lema A.1, obtemos em (1.6) a seguinte estimativa

lim
n→∞

||wn,1||21 +

∫
Ω1

φw1w
2
1dx+

∫
Ω1

φw2w
2
1dx ≤ lim

n→∞

∫
Ω1

f(wn,1)wn,1dx. (1.7)

Como a norma é fracamente semicont́ınua inferiormente, ou seja, ||w1|| ≤

lim inf
n→∞

||wn,1||, segue de (1.7) que

||w1||2 +

∫
Ω1

φw1w
2
1dx+

∫
Ω1

φw2w
2
1dx ≤

∫
Ω1

f(w1)w1dx

e com o mesmo racioćınio

||w2||2 +

∫
Ω2

φw2w
2
2dx+

∫
Ω2

φw1w
2
2dx ≤

∫
Ω2

f(w2)w2dx. (1.8)
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Relembre que

I ′(tw1 + sw2)(tw1) = I ′(tw1 + sw2)(sw2) = 0,

ou seja,

t2||w1||21 + t4
∫

Ω1

φw1w
2
1dx+ t2s2

∫
Ω1

φw2w
2
1dx =

∫
Ω1

f(tw1)tw1dx

e

s2||w2||22 + s4

∫
Ω2

φw2w
2
2dx+ t2s2

∫
Ω2

φw1w
2
2dx =

∫
Ω1

f(sw2)sw2dx.

Sem perda de generalidade supomos s ≤ t. Da equação anterior, obtemos a

estimativa

s2||w2||22 + s4

∫
Ω2

φw2w
2
2dx+ s4

∫
Ω2

φw1w
2
2dx ≥

∫
Ω1

f(sw2)sw2dx.

Multiplicando ambos os membros desta última desigualdade por
1

s4
,

||w2||22
s2

+

∫
Ω2

φw2w
2
2dx+

∫
Ω2

φw1w
2
2dx =

∫
Ω1

f(sw2)

s4
sw2dx

e subtraindo (1.8) em ambos os lados da desigualdade, tem-se

||w2||22
s2

− ||w2||22 ≤
∫

Ω2

(
f(sw2)sw2

(sw2)4
− f(w2)w2

w4
2

)
w4

2dx.

Então se s > 1 , o lado esquerdo da inequação acima é negativo, mas por (f4)

o lado direito é positivo. Um absurdo, logo temos que ter s ≤ 1 e então t ≤ s ≤ 1.

Nosso objetivo agora é mostrar que I(tw1 + sw2) = c0. Pelo Lema 1.1

tw1 + sw2 ∈M, portanto

c0 ≤ I(tw1 + sw2) = I(tw1 + sw2)− 1

4
I ′(tw1 + sw2)(tw1 + sw2). (1.9)

Agora, note que

I(tw1 + sw2) = ||tw1||21 +
1

4

(∫
Ω1

φtw1(tw1)2dx+

∫
Ω1

φsw2(tw1)2dx

)
−
∫

Ω1

F (tw1)dx

+ ||sw2||22 +
1

4

(∫
Ω2

φsw2(sw2)2dx+

∫
Ω2

φtw1(sw2)2dx

)
−
∫

Ω2

F (sw2)dx,
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donde segue que

I(tw1 + sw2) = I(tw1) + I(sw2) +
1

4

(∫
Ω1

φsw2(tw1)2dx+

∫
Ω2

φtw1(sw2)2dx

)
.

Do mesmo modo

I ′(tw1 + sw2)(tw1 + sw2) = I ′(tw1)(tw1) + I ′(sw2)(sw2)

+

∫
Ω1

φsw2(tw1)2dx+

∫
Ω2

φtw1(sw2)2dx

Assim, em (1.9) teremos

c0 ≤
(
I(tw1)− 1

4
I ′(tw1)(tw1)

)
+

(
I(sw2)− 1

4
I ′(sw2)(sw2)

)
,

ou ainda,

c0 ≤
[(

1

2
− 1

4

)
(||tw1||21 + ||sw2||22) +

∫
Ω1

(
f(tw1)(tw1)

4
− F (tw1)

)
dx

]
+

[∫
Ω2

(
f(sw2)(sw2)

4
− F (sw2)

)
dx

]
.

Utilizando a condição (f4) é fácil ver que a função 1
4
f(t)t−F (t) tem derivada

positiva, ou seja, é crescente. Lembrando que s, t ≤ 1 obtemos

c0 ≤
(

1

2
− 1

4

)
||w1||21 +

∫
Ω1

(
f(w1)(w1)

4
− F (w1)

)
dx

+

(
1

2
− 1

4

)
||w2||22 +

∫
Ω2

(
f(w2)(w2)

4
− F (w2)

)
dx.

Usando novamente as propriedades de convergência fraca da norma e as

convergências descritas no ińıcio da demonstração, vemos que

c0 ≤ lim inf
n→∞

(
1

2
− 1

4

)
(||wn,1||21 + ||wn,2||22)

+ lim
n→∞

∫
Ω

(
f(wn,1 + wn,2)(w1 + w2)

4
− F (wn,1 + wn,2)

)
dx,

isto é,

c0 ≤ I(tw1 + sw2) ≤ lim inf
n→∞

(
I(wn)− 1

4
I ′(wn)wn

)
.
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Como wn ∈M ⊂ N

c0 ≤ I(tw1 + sw2) ≤ lim inf
n→∞

(
I(wn)− 1

4
I ′(wn)wn

)
≤ lim

n→∞
I(wn) = c0.

Portanto,

c0 = I(tw1 + sw2).

Até o momento provamos que existe w0 = tw1 +sw2 ∈M, tal que I(w0) = c0.

No que segue, denotaremos w0 simplesmente por w. Para completar a prova do

teorema precisamos mostrar que w é um ponto cŕıtico para o funcional I. Para

mostrar isso, vamos considerar para cada ϕ ∈ H1
0 (Ω) funções Qi : R3 → R,

i = 1, 2, dadas por

Q1(r, z, l) =

∫
Ω1

|∇(w1 +rϕ1 +zw1)|2dx+

∫
Ω1

φ(w+rϕ+zw1+lw2)(w1 +rϕ1 +zw1)2dx

−
∫

Ω1

f(w1 + rϕ1 + zw1)(w1 + rϕ1 + zw1)2dx

e

Q2(r, z, l) =

∫
Ω2

|∇(w2 + rϕ2 + lw2)|2dx+

∫
Ω2

φ(w+rϕ+zw1+lw2)(w2 + rϕ2 + lw2)2dx

−
∫

Ω2

f(w2 + rϕ2 + lw2)(w2 + rϕ2 + lw2)2dx.

Vamos calcular a derivada ∂Q1

∂z
(0, 0, 0). Veja que as integrais não dependem

da variável z. Então, podemos derivar todas as parcelas sob o sinal da integral e

usando a regra da cadeia segue diretamente que

∂Q1

∂z
(0, 0, 0) = 2

∫
Ω1

|∇w1|2dx+ 4

∫
Ω1

φww
2
1dx−

∫
Ω1

(f ′(w1)w2
1 + f(w1)w1)dx.

(1.10)

Como I ′(w)w1 = 0, podemos escrever∫
Ω1

f(w1)w1dx =

∫
Ω1

|∇w1|2dx+

∫
Ω1

φww
2
1dx. (1.11)
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Substituindo (1.11) em (1.10), obtemos

∂Q1

∂z
(0, 0, 0) =

∫
Ω1

(f(w1)w1 − f ′(w1)w2
1)dx+ 2

∫
Ω1

φww
2
1dx.

Novamente por (f4),

∂Q1

∂z
(0, 0, 0) =

∫
Ω1

(f(w1)w1 − f ′(w1)w2
1)dx+ 2

∫
Ω1

φww
2
1dx

≤
∫

Ω1

(f(w1)w1−3f(w1)w1)dx+2

∫
Ω1

φww
2
1 = −2

(∫
Ω1

f(w1)w1dx−
∫

Ω1

φww
2
1dx

)
Logo, por (1.11)

∂Q1

∂z
(0, 0, 0) ≤ −2||w1||21 < 0.

De maneira totalmente análoga, obtemos

∂Q2

∂l
(0, 0, 0) ≤ −2||w2||22 < 0.

Então, aplicando o Teorema da Função Impĺıcita (Teorema B.10), existem

funções z(r), l(r) de classe C1 definidas em algum intervalo (−δ, δ), δ > 0 tal que

z(0) = l(0) = 0 e

Qi(r, z(r), l(r)) = 0, r ∈ (−δ, δ), i = 1, 2.

Isso mostra que para todo r ∈ (−δ, δ)

v(r) = w + rϕ+ z(r)w1 + l(r)w2 ∈M.

Desde que

I(w) = c0 = inf
v∈M

I(v),

temos que I(v(r)) ≥ I(w), ∀r ∈ (−δ, δ) ,isto é,

I(w + rϕ+ z(r)w1 + l(r)w2) ≥ I(w), ∀r ∈ (−δ, δ),

implicando que

I(w + rϕ+ z(r)w1 + l(r)w2)

r
− I(w)

r
≥ 0, ∀r ∈ (0, δ).
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Fazendo r → 0, temos

lim
r→0

I
(
w + r

(
ϕ+ z(r)

r
w1 + l(r)

r
w2

))
− I(w)

r
≥ 0.

Da definição de derivada e como z(0) = l(0) = 0, o limite acima nos dá

I ′(w)(ϕ+ z′(0)w1 + l′(0)w2) ≥ 0,

usando a linearidade da aplicação derivada

I ′(w)(ϕ) + z′(0)I ′(w)(w1) + l′(0)I ′(w)(w2) ≥ 0.

Novamente usando o fato de que I ′(w)w1 = I ′(w)w2 = 0, a desigualdade

acima nos diz que

I ′(w)ϕ ≥ 0, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Então se tomarmos ϕ como uma função negativa, concluiremos que

I ′(w)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Mostrando que w é de fato um ponto cŕıtico para I.
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Caṕıtulo 2

O Problema Auxiliar

Neste caṕıtulo iremos associar ao problema:

−∆u+ (λa(x) + 1)u+ φuu = f(u) em R3, (Pλ)

um problema auxiliar, de modo que, em dadas condições uma solução do problema

auxiliar seja também uma solução do problema (Pλ). A origem dessas ideias

podem ser encontradas no trabalho [18] de Del Pino e Felmer.

Recordemos, primeiramente, que o funcional Iλ : Eλ → R associado ao

problema (P )λ é dado por:

Iλ(u) =
1

2

∫
R3

(|∇u|2 + (λa(x) + 1)u2)dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

F (u)dx,

onde Eλ = (E, ||.||λ) com

E =

{
u ∈ H1(R3);

∫
R3

a(x)|u|2dx <∞
}

e

||u||λ =

(∫
R3

(|∇u|2 + (λa(x) + 1)u2)dx)

) 1
2

.

Nossa próxima proposição mostrará algumas propriedades básicas do espaço

Eλ que serão amplamente usadas em todo o trabalho.
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Proposição 2.1 Valem as seguintes afirmações:

(i) Eλ está imerso continuamente no espaço H1(R3);

(ii) Eλ está imerso compactamente em Lploc(R3), para p ∈ [1, 6);

(iii) Eλ é um espaço de Hilbert.

Demonstração.

(i) Como λ ≥ 0 segue-se diretamente da definição de ||.||λ que ||u||H1(R3) ≤

||u||λ, então Eλ ↪→ H1(R3) está imerso continuamente.

(ii) Para mostrar que o operador i : (Eλ, ||.||λ) → Lp(R3) para p ∈ [1, 6)

é compacto, é suficiente provar que dado U ⊂ Eλ limitado, o conjunto i(U)

é precompacto em Lploc(R3) para p ∈ [1, 6). Ora, mas dado U limitado em

(Eλ, ||.||λ), pelo item anterior, U será limitado em H1(R3), mas H1(R3) está

imerso compactamente em Lploc(R3) para p ∈ [1, 6) e então i(U) é precompacto

em Lp(R3) para p ∈ [1, 6).

(iii) Seja (un) uma sequência convergindo para u em Eλ, então∫
R3

a(x)|un − u|2dx <∞,

donde segue diretamente da desigualdade triangular que que∫
R3

a(x)|u|2dx <∞.

Assim, u ∈ Eλ, logo Eλ é um subespaço fechado de H1(R3) e portanto Eλ é

um espaço de Hilbert.

Tomando um aberto O ⊂ R3, da relação:

||u||2λ,O ≥ |u|22,O,

para todo u ∈ Eλ com λ ≥ 0, fixado δ ∈ (0, 1), existe ν > 0, tal que:

||u||2λ,O ≥
(

ν

1− δ

)
|u|22,O,
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ou seja,

||u||2λ,O − ν|u|22,O ≥ δ||u||2λ,O, (2.1)

onde:

||u||λ,O =

(∫
O

(|∇u|2 + (λa(x) + 1)|u|2)dx)

) 1
2

e

|u|2,O =

(∫
O
|u|2dx)

) 1
2

.

Da hipótese (f1) dado ε1 > 0 existe δ1 > 0 tal que, para todo |s| < δ1 tem-se

|f(s)| < ε1|s| e da hipótese (f2) dado ε2 > 0 existe δ2 > 0 tal que para todo

|s| > δ2 tem-se |f(s)| < ε2|s|5. Então, para |s| < δ1 e |s| > δ2:

|f(s)| < ε1|s|+ ε2|s|5.

Desde que f : [δ1, δ2] → R é cont́ınua, f possui um máximo, então existe

Cε2 > ε2, onde |f(s)| < Cε2|s|5 para δ1 ≤ s ≤ δ2. Assim, temos a seguinte

condição de crescimento sobre a f , a qual chamamos de quasecŕıtico.

|f(s)| ≤ ε|s|+ Cε2|s|5,∀s ∈ R. (2.2)

Consequentemente:

|F (s)| < ε

2
|s|2 +

Cε2
5
|s|6. (2.3)

A próxima proposição nos garantirá a existência de um número que será

importante posteriormente na construção de uma função truncada.

Proposição 2.2 Para ν > 0 fixado em (2.1), existe um único h ∈ R tal que:

f(h)

h
= ν.

Demonstração. Fixado s1 ∈ R temos
f(s1)

s3
1

= k, tomando s > s1 tal que s2 >
ν

k
da propriedade (f4) temos:
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f(s)

s3
>
f(s1)

s3
1

= k ⇒ f(s)

s
> ν.

Da condição (f1),
f(s)

s
< ν para um s suficiente pequeno, então pelo Teorema

do Valor Intermediário (Teorema B.11), existe pelo menos um h ∈ R tal que
f(h)

h
= ν. Ainda da condição (f4), tem-se

0 < f ′(s)s− 3f(s) < f ′(s)s− f(s),

o que implica que a derivada de
f(s)

s
é positiva, então f(s)

s
é crescente, e portanto

existe um único h que satisfaz
f(h)

h
= ν.

Agora estamos em condições de definir a seguinte função truncamento f̃ :

R→ R, definida por:

f̃(s) =

f(s), se s ≤ h,

νs, se s ≥ h.

Segue da monotonicidade de f(s)
s

que:

f̃(s) ≤ ν|s|,∀s ∈ R,

f̃(s)s ≤ ν|s|2,∀s ∈ R, (2.4)

F̃ (s) ≤ ν

2
|s|2,∀s ∈ R, (2.5)

onde F̃ (s) =
∫ t

0
f̃(t)dt.

Agora, desde que Ω = int(a−1({0})) é formado por k componentes conexas

Ω1,Ω2, ...,Ωk com dist(Ωi,Ωj) > 0, i 6= j então para cada j ∈ {1, ..., k}, podemos

fixar um domı́nio Ω′j de fronteira suave, tal que:

Ωj ⊂ Ω′j e Ω′i ∩ Ω′j = ∅ para i 6= j.
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Fixemos um subconjunto não vazio Υ ⊂ {1, ..., k} e

ΩΥ = ∪j∈ΥΩj,Ω
′
Υ = ∪j∈ΥΩ′j e χΥ(x) =

χΥ = 1, se x ∈ Ω′Υ,

0, se x ∈ R3 \ Ω′Υ.

Então definimos as funções:

g(x, s) = χΥ(x)f(s) + (1− χΥ(x))f̃(s), (x, s) ∈ R3 × R

e

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t)dt, (x, s) ∈ R3 × R.

Definimos também o problema auxiliar não local:

(Aλ)

−∆u+ (λa(x) + 1)u+ φuu = g(x, u), em R3,

u ∈ Eλ.

O problema (Aλ) é relacionado com (Pλ) no sentido que, se uλ é solução para

(Aλ) verificando:

uλ(x) ≤ h,∀x ∈ R3 \ Ω′Υ,

então também é solução para o problema (Pλ).

Para entender em que sentido é mais viável trabalhar com o problema (Aλ)

ao invés de (Pλ) precisamos da seguinte:

Definição 2.1 Sejam E um espaço de Banach e I : E → R um funcional

diferenciável. Se existirem c ∈ R e (un) ⊂ E tais que

I(un)→ c e I ′(un)→ 0,

dizemos que (un) é uma sequência Palais-Smale no ńıvel c para I,

resumidamente, (un) é uma sequência (PS)c para I. Se tal sequência possui

uma subsequência convergente, diz-se que I satisfaz a condição Palais-Smale no

ńıvel c para I, ou simplesmente, que I satisfaz a condição (PS)c.
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Em comparação com o problema (Pλ) o problema (Aλ) tem a vantagem de

que o funcional de energia associado a (Aλ), denominado por Jλ : Eλ → R e dado

por:

Jλ(u) =
1

2

∫
R3

(|∇u|2 + (λa(x) + 1)|u|2)dx+
1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

G(x, u)dx,

satisfaz a condição (PS). Por outro lado, o funcional associado a (Pλ) pode não

satisfazer.

De maneira análoga à I, a derivada de Gâteaux de Jλ (ver apêndice D) é dada

por:

J ′λ(u)v =

∫
R3

(∇u∇v + (λa(x) + 1)uv)dx+

∫
R3

φuuvdx−
∫
R3

g(x, u)vdx.

Proposição 2.3 Todas as sequências (PS)c para Jλ são limitadas em Eλ.

Demonstração. Da continuidade da aplicação derivada, temos

|J ′λ(un)un| ≤ C||un||λ,

onde C é uma constante real positiva. Deste fato e da limitação de Jλ(un),

obtemos

Jλ(un)− 1

θ
J ′λ(un)un ≤ C1 + C||un||λ, (2.6)

para n suficientemente grande.

Observe que, da condição (f3) e da definição de f̃ podemos obter

G(s)− 1

θ
g(s)s ≤

(
1

2
− 1

θ

)
ν|s|2,∀s ∈ R.

A desigualdade acima, junto com (2.1), nos dá:

Jλ(un)− 1

θ
J ′λ(un)un =
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(
1

2
− 1

θ

)
(||un||2λ +

(
1

4
− 1

θ

)∫
R3

φunu
2
ndx+

∫
R3

(
g(x, un)un

θ
−G(x, un)

)
dx

≥
(

1

2
− 1

θ

)
||un||2λ +

∫
R3

(
g(x, un)un

θ
−G(x, un)

)
dx

≥
(

1

2
− 1

θ

)
||un||2λ −

(
1

2
− 1

θ

)
ν

∫
R3

|un|2

≥
(

1

2
− 1

θ

)
δ||un||2λ. (2.7)

Portanto, de (2.6) e (2.7), conclúımos que(
1

2
− 1

θ

)
δ||un||2λ ≤ C1 + C||un||λ.

Logo, existem constantes K1 e K2 tais que

K1||un||2λ ≤ K2||un||λ,

que é equivalente a

K1||un||λ ≤ K2.

Mostrando assim que a sequência (un) é limitada em Eλ.

Proposição 2.4 Se (un) é uma sequências (PS)c para Jλ, então dado ε > 0,

existe R > 0, tal que

lim sup
n→∞

∫
R3\BR(0)

(|∇un|2 + (λa(x) + 1)|un|2)dx < ε. (2.8)

Consequentemente, uma vez que g tem crescimento subcŕıtico, se u ∈ Eλ é o

limite fraco da sequência (un), então∫
R3

g(x, un)undx→
∫
R3

g(x, u)udx

e ∫
R3

g(x, un)vdx→
∫
R3

g(x, u)vdx,∀v ∈ Eλ.
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Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para Jλ, R > 0 suficientemente

grande tal que Ω′Υ ⊂ BR
2
(0) e ηR ∈ C∞(R3) satisfazendo:

ηR(x) =

0, x ∈ BR
2
(0),

1, x ∈ R3 \BR(0),

com 0 ≤ ηR ≤ 1 e |∇ηR| ≤ C
R

, onde C > 0 não depende de R.

Observe que

J ′λ(un)(ηRun) =

∫
R3

(∇un∇ηRun + (λa(x) + 1)u2
nηR)dx+

∫
R3

φunu
2
nηRdx

−
∫
R3

g(x, un)unηRdx =

∫
R3

(un∇un∇ηR + ηR|∇un|2 + (λa(x) + 1)u2
nηR)dx

+

∫
R3

φunu
2
nηRdx−

∫
R3

g(x, un)unηRdx.

Com isso e com o fato de que f̃(un)unηR = 0 em Ω′Υ, podemos escrever,∫
R3

(|∇un|2 + (λa(x) + 1)u2
nηR)dx+

∫
R3

φunu
2
nηRdx = (2.9)

J ′λ(un)(ηRun)−
∫
R3

un∇un∇ηRdx+

∫
R3\Ω′Υ

f̃(un)unηRdx.

Denotando

L =

∫
R3

[|∇un|2 + (λa(x) + 1)|un|2]ηR)dx,

da hipótese posta sobre ηR, de (2.9) e de (2.4), obtém-se

L ≤ J ′λ(un)(ηR) +

∫
R3

un∇unηRdx+ ν

∫
R3

|un|2ηRdx

≤ J ′λ(un)(ηR) +
C

R

∫
R3

un∇undx+ νL.

Usando a desigualdade de Hölder na integral acima, conclúımos que

L ≤ J ′λ(un)(ηRun) +
C

R
|un|2|∇un|2 + νL.
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Note que (un) e (∇un) são sequências limitadas em L2(R3), pois ambas são

limitadas em H1(R3) e H1(R3) está imerso continuamente em L2(R3). Além

disso, temos que J ′λ(un)(ηRun)→ 0 , pois (un) é (PS)c para Jλ. Assim, obtemos

L ≤ on(1) + C + νL⇒ L(1− ν) ≤ on(1) + C ⇒ L ≤ o′n(1) +
C

(1− ν)R
.

Logo,

lim sup
n→∞

∫
R3\BR(0)

(|∇un|2 + (λa(x) + 1)|un|2)dx ≤ C

(1− ν)R
.

Então, dado ε > 0, escolhemos R > 0 suficientemente grande e obtemos

C
(1−ν)R

< ε. Provando assim (2.8).

Falta mostrar que

lim sup
n→∞

∫
R3

g(x, un)undx→
∫
R3

g(x, u)udx.

e ∫
R3

g(x, un)vdx→
∫
R3

g(x, u)vdx,∀v ∈ Eλ.

Primeiramente, faremos o limite acima no complementar de BR(0). Usando

o fato de que (un) é uma sequência (PS)c, temos que J ′λ(un)un → 0, e então

||un||2λ,R3\BR(0) +

∫
R3\BR(0)

φunu
2
ndx−

∫
R3\BR(0)

g(x, un)undx→ 0.

Por (2.8)

||un||2λ,R3\BR(0) → 0

e pelo item (ii) do Lema A.1∫
R3\BR(0)

φunu
2
ndx ≤ C||un||4λ,R3\BR(0) → 0.

Conclúımos então que ∫
R3\BR(0)

g(x, un)undx→ 0 (2.10)
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Temos também que∫
R3\BR(0)

g(x, u)udx =

∫
R3

g(x, u)uχR3\BR(0)dx.

Ora, desde que

∫
R3

g(x, u)uχR3\BR(0)dx → 0, para R suficientemente grande,

e g ∈ L1(R3), usando o Teorema da Conergência Dominada de Lebesgue, temos∫
R3\BR(0)

g(x, u)udx→ 0, quando R→ +∞. (2.11)

Além disso, da proposição anterior, (un) é limitada em Eλ então existe u ∈ Eλ
de modo que un ⇀ u em Eλ, pois Eλ é um espaço de Hilbert. Usando novamente

o Lema da Compacidade de Strauss (Teorema B.2) , conclui-se que:

∫
BR(0)

g(x, un)undx→
∫
BR(0)

g(x, u)udx. (2.12)

De (2.10), (2.11) e (2.12) podemos concluir∣∣∣∣∫
R3

g(x, un)undx−
∫
R3

g(x, u)udx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫
BR(0)

g(x, un)undx−
∫
BR(0)

g(x, u)udx)

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫
R3\BR(0)

g(x, un)undx−
∫
R3\BR(0)

g(x, u)udx

∣∣∣∣ < ε.

Assim, ∫
R3

g(x, un)undx→
∫
R3

g(x, u)udx.

Usando os mesmos argumentos, podemos mostrar que∫
R3

g(x, un)vdx→
∫
R3

g(x, u)vdx,∀v ∈ Eλ,

o que completa a demosntração.
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Proposição 2.5 O funcional Jλ satisfaz a condição (PS)c.

Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS)c para Jλ, para demonstrar o

resultado desejado, teremos que mostrar que (un) possui uma subsequência

convergente em Eλ. Da Proposição 2.3 sabemos que (un) é limitada, então, a

menos de subsequência, existe u ∈ Eλ, tal que un ⇀ u em Eλ. Considerando o

funcional linaer A1 : Eλ → R, dado por

A1(v) =

∫
R3

∇u∇vdx,

segue da desigualdade de Hölder e da imersão cont́ınua Eλ ↪→ L2(R3), que

|A1(v)| ≤ |∇u|2|∇v|2 ≤ |∇u|2||v||λ.

Assim, A1 é um funcional linear limitado. Então, a convergência un ⇀ u em Eλ

nos dá ∫
R3

∇u(∇un −∇u)dx→ 0. (2.13)

Usando um argumento totalmente análogo, conclúımos também que∫
R3

(λa(x) + 1)u(un − u)dx→ 0. (2.14)

Definindo, para cada j ∈ N, A2j : Eλ → R, por

A2j(v) =

∫
R3

φujujvdx.

Temos, pela desigualdade generalizada de Hölder, pelo item (v) do lema A.1 e

pelas imersões cont́ınuas D1,2(R3) ↪→ L6(R3) e Eλ ↪→ Lp(R3) para p ∈ [2, 6], que

|A2j(v)| =
∣∣∣∣∫

R3

φujujvdx

∣∣∣∣ ≤ |φuj |6|uj|3|v|2 ≤ K||v||λ,

para todo j ∈ N. Novamente a convergência fraca nos mostra que

A2j(un) =

∫
R3

φujujundx→
∫
R3

φujujudx = A2j(u),
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para todo j ∈ N. Isto implica que,

A2n(un) =

∫
R3

φunu
2
ndx→

∫
R3

φununudx = A2n(u). (2.15)

Como (un) é uma sequência Palais-Smale limitada, podemos afirmar que

J ′λ(un)(un − u)→ 0, isto é,∫
R3

(∇un∇(un − u) + (λa(x) + 1)un(un − u))dx+∫
R3

φunun(un − u)dx−
∫
R3

g(x, un)(un − u)dx→ 0.

Da proposição anterior sabemos que∫
R3

g(x, un)(un − u)dx→ 0.

Disto e de (2.15), segue que∫
R3

(∇un∇(un − u) + (λa(x) + 1)un(un − u))dx→ 0. (2.16)

De (2.13), (2.14) e (2.16) temos que

||un − u||2λ =

∫
R3

(∇un∇(un − u) + (λa(x) + 1)un(un − u))dx+∫
R3

(∇u(∇un −∇u) + (λa(x) + 1)u(un − u))dx→ 0,

completando assim a demonstração.
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Caṕıtulo 3

A limitação das soluções de (Aλ)

Neste caṕıtulo analisaremos a limitação das soluções de (Aλ) fora de Ω′Υ. Para

isso usaremos o processo de iteração de Moser, adaptando ideias de [4] e [20]. A

constante h que aparece na proposição seguinte é a mesma da Proposição 2.2.

Proposição 3.1 Seja (uλ) uma famı́lia de soluções para (Aλ) tal que uλ → 0 em

H1(R3 \ ΩΥ), quando λ→∞. Então existe λ∗ > 0 com a seguinte propriedade:

|uλ|∞,R3\Ω′Υ ≤ h,∀λ ≥ λ∗.

Além disso, uλ é uma solução para (Pλ) para λ ≥ λ∗.

Demonstração. No que segue denotaremos uλ simplesmente por u.

Fixando Ω′j ⊂ Ω̃j, considere ζ uma função C∞(R3) tal que 0 ≤ ζ(x) ≤ 1 para

todo x ∈ R3 e ζ(x) = 0 se x ∈ Ω′Υ, ζ(x) = 1 se x ∈ R3 \
⋃
j∈Υ

Ω̃j, com |∇ζ| ≤ C .

Assim, definiremos as funções:

v = ζ2uu
2(β−1)
L e wL = ζuuβ−1

L ,

onde uL = min{u, L} com L > 0 e β > 1 a ser fixado convenientemente.

Temos que:

∇v = 2ζ (∇ζ)uu
2(β−1)
L + ζ2

(
(∇u)u

2(β−1)
L + 2(β − 1)u2β−3

L (∇uL)u
)
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e

∇wL = ∇ (ζu)uβ−1
L + ζ

(
(∇u)uβ−1

L + (β − 1)uβ−2
L (∇uL)u

)
.

Como ζ ∈ C∞(R3) e u ∈ H1(R3 \ΩΥ), logo v ∈ H1
0 (R3 \Ω′Υ). Usando v como

função teste no problema (Aλ) e da definição de solução fraca, tem-se∫
R3\Ω′Υ

[(∇u∇v)+(λa(x)+1)uv]dx+

∫
R3\Ω′Υ

φuuvdx−
∫
R3\Ω′Υ

g(x, u)vdx = 0. (3.1)

Observe que f(s) = 0 quando s ≤ 0, podemos então afirmar que u é não

negativa em R \ Ω′Υ, pois

J ′(u)λu = ||u||λ +

∫
R3\Ω′Υ

φuu
2dx−

∫
R3\Ω′Υ

g(x, u)udx = 0,

lembrando que pelo lema A.1 φu ≥ 0, que g ≡ f̃ em R3 \ Ω′Υ e que uλ → 0

em H1(R3 \ ΩΥ) a imersão de Sobolev e o Teorema de Vainberg nos garante que

uλ(x)→ 0 q.t.p em R3 \ ΩΥ, assim f̃ = f , quando λ→∞.

Além disso, independentemente do valor de uL, temos que

uv = ζ2u2u
2(β−1)
L ≥ 0.

Usando o fato de que ∇ζ∇u ≥ 0, pois, u, ζ ≥ 0. Lembrando que β > 1,

também obtemos

∇u∇v = 2ζ∇u (∇ζ)uu
2(β−1)
L +ζ2

(
|∇u|2u2(β−1)

L + 2(β − 1)u2β−3
L ∇u (∇uL)u

)
≥ 0.

De (3.1) conclúımos que∫
R3\Ω′Υ

∇u∇vdx ≤
∫
R3\Ω′Υ

g(x, u)vdx,

então

2

∫
R3\Ω′Υ

(ζuu
2(β−1)
L ∇u∇ζ)dx+

∫
R3\Ω′Υ

(ζ2u
2(β−1)
L |∇u|2)dx

+ 2(β − 1)

∫
R3\Ω′Υ

(uu2β−3
L ζ2∇u∇uL)dx ≤

∫
R3\Ω′Υ

g(x, u)ζ2uu
2(β−1)
L dx,
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donde segue que∫
R3\Ω′Υ

(ζ2u
2(β−1
L |∇u|2)dx ≤

∫
R3\Ω′Υ

g(x, u)ζ2uu
2(β−1)
L dx.

Como neste caso u está definido em R3 \ Ω′Υ tem-se g ≡ f̃ . Logo, do

crescimento de f̃ descrito em (2.4) existe ν > 0 tal que∫
R3\Ω′Υ

(ζ2u
2(β−1)
L |∇u|2)dx ≤ ν

∫
R3\Ω′Υ

|u|(ζ2uu
2(β−1)
L )dx. (3.2)

Agora, da imersão cont́ınua H(R3) ↪→ Lp(R3) com p ∈ [2, 2∗], obtemos

|wL|22∗ ≤ C

∫
R3\Ω′Υ

|wL|2dx = C

∫
R3\Ω′Υ

|∇(ζuuβ−1
L )|2dx.

E então da desigualdade elementar (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2, temos que

|∇wL|22∗ ≤ 2C

∫
R3\Ω′Υ

|∇ζ|2u2u2β−2
L dx + 4C

∫
R3\Ω′Υ

|∇u|2ζ2u
2(β−1)
L dx +

4C(β − 1)2

∫
R3\Ω′Υ

ζ2u
2(β−2)
L |∇uL|2|u|2dx ≤ 2C

∫
R3\Ω′Υ

|∇ζ|2u2u2β−2
L dx

+ 4C

∫
R3\Ω′Υ

|∇u|2ζ2u
2(β−1)
L dx+ 4Cβ2

∫
R3\Ω′Υ

ζ2u
2(β−2)
L |∇uL|2|u|2dx.

Donde segue que

|∇wL|22∗ ≤ C1β
2

(∫
R3\Ω′Υ

|∇ζ2|2u2u
2(β−1)
L dx+

∫
R3\Ω′Υ

|∇u|2ζ2u
2(β−1)
L dx

)
.

Note que acima usamos tacitamente o fato de que uL = min{u, L}. Além

disso, de (3.2) e observando que ν pode ser tão pequeno quanto se queira, tem-se

|wL|22∗ ≤ C1β
2

(∫
R3\Ω′Υ

|∇ζ|2u2u
2(β−1)
L dx

)
.

As definições de ζ implicam que

|wL|22∗,B ≤ C2β
2

(∫
Γ

u2u
2(β−1)
L dx

)
,
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onde B = R3 \ Ω′Υ e Γ =
⋃
j∈Υ

Ω̃j \ Ω′j.

Agora fazendo L→∞ e usando o corolário do Lema de Fatou (Corolário B.1)

na variável L, obtemos

|uβ|22∗,B ≤ C2β
2

(∫
Γ

u2βdx

)
.

O qual é equivalente a

|u|2β2∗β,B ≤ C2β
2|u|2β2β,Γ,

implicando em

|u|2∗β,B ≤ C
1

2β

2 β
1
β |u|2β,Γ. (3.3)

Considerando χ = 2∗

2
, temos que 2χ = 2∗ e 2βχ = 2∗β, ∀β > 1.

Agora, vamos iterar β e assim a estimativa desejada.

Passo 1

Considerando β = 2∗

2
, da limitação de u em H1(R3 \ ΩΥ) e por (3.3), tem-se

que

uβ ∈ L2(Γ).

Então,

|u| (2∗)2
2

,B
≤ C

1
2β

2 β
1
β |u|2∗,Γ.

Implicando que

|u| (2χ)2

2
,B
≤ C

1
2β

2 β
1
β |u|2∗,Γ.

Novamente usando a limitação de u em H1(R3 \ Ω′Υ), temos

|u|2χ2,B ≤ C
1

2χ

2 β
1
χ |u|2∗,Γ ≤ C

1
2χ

2 β
1
χK

Mostrando que,

|uχ2 |2,B ≤ C
1

2χ

2 χ
1
χK.

Isto equivale a dizer que

u( 2∗
2 )

2

∈ L2(Γ). (3.4)
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Passo 2

Considerando β =
(

2∗

2

)2
, por (3.4)

uβ ∈ L2(Γ).

Logo,

|u| (p∗)3
22 ,B

≤ C
1

2β

2 β
1
β |u| 2∗

2
,Γ.

O que implica,

|u| (2χ)2

22 ,B
≤ C

1
2β

2 β
1
β |u|2χ2,Γ, (3.5)

isto é,

|u|2χ3,B ≤ C
1

2β

2 β
1
βC

1
2χ

2 χ
1
χ |u|2∗,Γ

Então,

|u|2χ3,B ≤ C
1

2χ2

2 (χ2)
1
χ2C

1
2χ

2 χ
1
χ |u|2∗,Γ.

Segue diretamente que,

|u|2χ3,B ≤ C
1

2χ2 + 1
2χ

2 (χ2)
1
χ2 + 1

χ |u|2∗,Γ ≤ C
1

2χ2 + 1
2χ

2 (χ2)
1
χ2 + 1

χK.

Conclúımos por (3.5) e (3.4) que

u( 2∗
2 )

3

∈ L2(Γ). (3.6)

Repetindo os argumentos do Passo 1 e do Passo 2 de modo iterativo,

obtemos

|u|2χm+1,B ≤ C
1
2

∑m
i=1 χ

−i

2 χ
∑m
i=1 iχ

−i |u|2∗,Γ. (3.7)

Como
∑∞

i=1
1
χ

é uma série geométrica de razão menor que 1, ao fazer m→∞

conclúımos que

|u|∞,R3\Ω′Υ ≤ K|u|2∗,Γ,

para algum K > 0.

40



Desde que, u = uλ e uλ → 0 em H1(R3 \ ΩΥ), a imersão cont́ınua H1(R3) ↪→

Lp(R3) para p ∈ [2, 2∗], nos granate que existe um λ∗ > 0 tal que

|uλ|∞,R3\Ω′Υ ≤ h,∀λ ≥ λ∗.
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Caṕıtulo 4

A Condição (PS)∞

Neste caṕıtulo definiremos sequências (PS)∞ bem como propriedades relativas

a tais sequências. Essas propriedades desempenharão um importante papel no

decorrer do trabalho.

Definição 4.1 Uma sequência (un) é dita (PS)∞ para a famı́lia (Jλ)λ≥1, se

existe uma sequência (λn) ⊂ [1,∞] com λn →∞ sempre que n→∞, verificando:

Jλn(un)→ c e ||J ′λn(un)||E∗λn → 0 quando n→∞,

para algum c ∈ R.

Proposição 4.1 Seja (un) ⊂ H1(R3) uma sequência (PS)∞ para (Jλ)λ≥1.

Então, a menos de subsequência, existe u ∈ H1(R3) tal que un ⇀ u em H1(R3).

Além disso:

(i) un → u em H1(R3);

(ii) u = 0 em R3 \ ΩΥ, u|Ωj ≥ 0, ∀j ∈ Υ, e u é uma solução para o problema:
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(P )∞,Υ

−∆u+ u+ φuu = f(u), em ΩΥ

u ∈ H1
0 (ΩΥ);

(iii) λn

∫
R3

a(x)|un|2dx→ 0;

(iv) ||un − u||2λ,Ω′Υ → 0;

(v) ||un||2λ,R3\ΩΥ
→ 0;

(vi) Jλn(un)→ 1

2

∫
ΩΥ

(|∇u|2 + |u|2)dx+
1

4

∫
ΩΥ

φuu
2dx−

∫
ΩΥ

F (u)dx.

Demonstração. Usando um argumento totalmente análogo ao usado na

Proposição 2.3, conclúımos que ||un||λn é limitada em R e (un) é limitada em

H1(R3). Então, a menos de subsequência, existe u ∈ H1(R3) tal que

un ⇀ u em H1(R3) e un(x)→ u(x) q.t.p em R3.

Agora para cada m ∈ N, definimos:

Cm =

{
x ∈ R3; a(x) ≥ 1

m

}
.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que λn < 2(λn − 1), ∀n ∈ N.

Então, ∫
Cm

|un|2dx ≤
2m

λn

∫
Cm

(λna(x) + 1)|un|2dx ≤
2m

λn
||un||2λn ≤

C

λn
.

Usando o lema de Fatou, obtemos,∫
Cm

lim inf
n→∞

|un|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Cm

|un|2dx ≤ lim inf
n→∞

C

λn
= 0,

implicando que ∫
Cm

|u|2dx = 0.

Sendo assim, conclúımos que u = 0 em Cm e consequentemente u = 0 em

R3 \ Ω pois a(x) > 0,∀x ∈ R3 \ Ω.
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Agora estamos em condições de provar (i)− (vi)

(i) Pelo lema da compacidade de Strauss (Teorema B.2), temos:∫
Ω

g(x, un)undx→
∫

Ω

g(x, u)udx. (4.1)

Além disso, usando a desigualdade de Hölder, tem-se∫
R3\Ω

g(x, un)undx ≤ |g|2|un|2 ≤ |g|2
C

λn
→ 0. (4.2)

Como u = 0 em R3 \ Ω e das expressões obtidas em (4.1) e (4.2), conclúımos

que ∫
R3

g(x, un)(un − u)dx→ 0.

Repetindo os mesmos argumentos utilizados na proposição 2.5, mostra-se que∫
R3

(|∇un −∇u|+ (λna(x) + 1)|un − u|2)dx→ 0, (4.3)

que implica a convergência un → u em H1(R3).

(ii) Novamente, usando o fato de que u ∈ H1(R3) e u = 0 em R3 \ Ω, temos

que u ∈ H1
0 (Ω) ou, equivalentemente, u|Ωj ∈ H1

0 (Ωj) para j = 1, 2, ..., k. Desde

que Jλn é um funcional de classe C1, ∀n ∈ N e por (i) un → u em H1(R3).

Dado ϕ ∈ C∞0 (ΩΥ) tem-se J ′λn(un)ϕ→ J ′λn(u)ϕ = 0. Como C∞0 (ΩΥ) = H1
0 (ΩΥ),

conclúımos que u é solução do problema (P )∞,Υ. Então u|Ωj 6= 0, para todo

j ∈ Υ.

Usando o mesmo argumento, se j /∈ Υ, temos∫
Ωj

(|∇u|2 + |u|2)dx+

∫
Ωj

φuu
2dx−

∫
Ωj

f̃(u)udx = 0.

De (2.4) obtemos

0 =

∫
Ωj

(|∇u|2 + |u|2)dx+

∫
Ωj

φuu
2dx−

∫
Ωj

f̃(u)udx ≥ ||u||2Ωj − ν|u|
2
2,Ωj

.

Agora, por (2.1), existe δ ∈ (0, 1) tal que
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0 ≥ ||u||2Ωj − ν|u|
2
2,Ωj
≥ δ||u||2λ,Ωj ≥ 0

Donde segue que u|Ωj = 0 para j /∈ Υ, ou seja, u = 0 em R3 \ΩΥ. Assim, (ii)

fica provado.

(iii) Como u = 0 em R3 \ ΩΥ e a = 0 em ΩΥ, tem-se

λn

∫
R3

a(x)|un|2dx = λn

∫
R3

a(x)|un|2dx−
(
λn

∫
R3\ΩΥ

a(x)|u|2dx+ λn

∫
ΩΥ

a(x)|u|2dx
)
.

≤ λn

∫
R3

a(x)|un − u|2dx ≤ ||un − u||2λn .

Como visto em (4.3), ||un − u||2λn → 0. Completando assim a prova de (iii).

(iv) Seja j ∈ Υ. De (i), usando a imersão cont́ınua de Sobolev

|un − u|22,Ω′j , |∇un −∇u|
2
2,Ω′j
→ 0.

Então,∫
Ω′Υ

(|∇un|2 − |∇u|2)dx =

∫
Ω′Υ

(∇un +∇u)(∇un −∇u)dx

≤ |∇un −∇u|2,Ω′Υ|∇un +∇u|2,Ω′Υ → 0. (4.4)

Do mesmo modo, ∫
Ω′Υ

(|un|2 − |u|2)dx→ 0. (4.5)

De (iii) ∫
Ω′Υ

λna(x)|un|2dx→ 0. (4.6)

De (4.4), (4.5) e (4.6) segue que

||un − u||2λ,Ω′Υ =

∫
Ω′Υ

(|∇un −∇u|2 + (λa(x) + 1)|un − u|2)dx→ 0.

(v) Novamente por (4.3) tem-se ||un − u||2λn → 0, conclui-se que

||un||2λn,R3\Ω′Υ
→
∫
R3\Ω′Υ

(|∇u|2 + (λna(x) + 1)|u|2.
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Por (ii), u = 0 sempre que u ∈ R3 \ ΩΥ, temos que ||un||2λn,R3\ΩΥ
→ 0.

(vi) Vamos escrever o funcional Jλn da seguinte forma:

Jλn(un) =
∑
j∈Υ

[
1

2

∫
Ω′j

(|∇un|2 + (λna(x) + 1)|un|2)dx+
1

4

∫
Ω′j

φunu
2
ndx

]
+

1

2

∫
R3\Ω′j

(|∇un|2 + (λna(x) + 1)|un|2)dx+
1

4

∫
R3\Ω′j

φunu
2
ndx−

∫
R3

G(x, un)dx.

De (iv) e (v) temos

1

2

∫
Ω′j

(|∇un|2 + (λna(x) + 1)|un|2)dx→
∫

Ωj

(|∇u|2 + |u|2)dx

e
1

2

∫
R3\Ω′Υ

(|∇un|2 + (λna(x) + 1)|un|2)dx→ 0.

Do lema A.1, ∫
R3

φunu
2
ndx→

∫
ΩΥ

φuu
2dx.

Da continuidade, crescimento de G e usando o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, obtemos∫
R3

G(x, un)dx→
∫

ΩΥ

F (u)dx.
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Caṕıtulo 5

Um valor minimax especial para

Jλ

Neste caṕıtulo estabeleceremos um valor minimax para o funcional Jλ e

mostraremos propriedades importantes para esse valor.

Vamos fixar um subconjunto não vazio Υ ⊂ {1, ..., k}, considere também

IΥ(u) =
1

2

∫
ΩΥ

(|∇u|2 + |u|2)dx+
1

4

∫
ΩΥ

φuu
2dx−

∫
ΩΥ

F (u)dx, u ∈ H1
0 (ΩΥ),

o funcional energia associado a (P )∞,Υ, e Jλ,Υ : H1(Ω′Υ)→ R dado por:

Jλ,Υ(u) =
1

2

∫
Ω′Υ

(|∇u|2 + (λa(x) + 1)|u|2)dx+
1

4

∫
Ω′Υ

φũu
2dx−

∫
Ω′Υ

F (u)dx,

o funcional de energia associado ao problema não local
−∆u+ (λa(x) + 1)u+

(∫
Ω′Υ

ũ2

|x− y|
dy

)
u = f(u), u ∈ Ω′Υ,

∂u

∂η
= 0, em ∂Ω′Υ,

onde

ũ(x) =

u(x), em Ω′Υ,

0, em R3 \ Ω′Υ.
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No que segue , denotaremos por cΥ o número dado por

cΥ = inf
u∈MΥ

IΥ(u),

onde

MΥ = {u ∈ NΥ; I ′Υ(u)uj = 0 e uj 6= 0,∀j ∈ Υ}

com uj = u|Ωj e

NΥ = {u ∈ H1
0 (ΩΥ) \ {0}; I ′Υ(u)u = 0}.

Do mesmo modo, denotamos o número cλ,Υ o número dado por

cλ,Υ = inf
u∈M′Υ

Jλ,Υ(u),

onde

M′
Υ = {u ∈ N ′Υ; J ′λ,Υ(u)uj = 0 e uj 6= 0,∀j ∈ Υ}

com uj = u|Ωj e

N ′Υ = {u ∈ H1(Ω′Υ) \ {0}; J ′λ,Υ(u)u = 0}.

Repetindo o mesmo processo usado no Caṕıtulo 2, afirmamos que existe

wΥ ∈ H1
0 (ΩΥ) e wλ,Υ ∈ H1(Ω′Υ) tal que

IΥ(wΥ) = cΥ e I ′Υ(wΥ) = 0

e

Jλ,Υ(wλ,Υ) = cλ,Υ e J ′λ,Υ(wλ,Υ) = 0.

Novamente, argumentando como no Caṕıtulo 2, é pośıvel mostrar que existe

τ > 0 tal que se u ∈MΥ, então

||uj||j > τ, ∀j ∈ Υ, (5.1)

onde ||.||j denota a norma em H1
0 (Ωj) dada por

||u||j =

(∫
Ωj

(|∇u|2 + |u|2)dx

) 1
2

.
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Em particular, desde que wΥ ∈MΥ, também temos que

||wΥ,j||j > τ, ∀j ∈ Υ, (5.2)

onde wΥ,j é wΥ restrito a Ωj.

O próximo lema nos mostra que cΥ > 0 e consequentemente wΥ 6= 0.

Lema 5.1 Valem as seguintes afirmações:

(i) 0 < cλ,Υ ≤ cΥ, ∀λ ≥ 0;

(ii) cλ,Υ → cΥ, quando λ→∞.

Demonstração. (i) Note que IΥ (H1
0 (Ω′Υ)) ⊂ Jλ,Υ (H1(ΩΥ)), em particular

IΥ (MΥ) ⊂ JΥ (M′
Υ). Portanto inf

u∈M′Υ
JΥ(u) ≤ inf

u∈MΥ

IΥ(u), ou seja, cΥ,λ ≤ cΥ.

(ii) Basta mostrar que dado j ∈ Υ tem-se cλn,j → cj, quando n → ∞, para

todas as sequências (λn) em [1,∞) com λn →∞, quando n→∞.

Dado (λn), considere uma subsequência arbitrária de (cλn,Υ). Seja wn ∈

H1(Ω′j) com

Jλn,Υ(wn) = cλn,Υ e J ′λn,Υ(wn) = 0.

Pelo item anterior, (cλn,Υ) é uma sequência real limitada, então pelo Teorema

de Bolzano-Weistrass tal sequência admite uma subsequência convergente, logo

existe também uma subsequência (wnk) de (wn) tal que (Jλnk ,Υ(wnk)) converge e

J ′λnk ,Υ
(wnk) = 0.

Assim, temos que (wnk) é uma sequência (PS)∞. Então da Proposição 4.1,

itens (i), (ii) e (vi) existe w ∈ H1
0 (ΩΥ) \ {0} ⊂ H1(Ω′Υ) tal que

wj = w|Ωj 6= 0, ∀j ∈ Υ

e

wnk → w em H1(Ω′Υ), quando k →∞.
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Além disso, w é solução de (P )∞,Υ,

cλnk ,Υ = Jλnk ,Υ(wnk)→ IΥ(w)

e

0 = J ′λnk ,Υ
(wnk)→ I ′Υ(w).

Então w ∈MΥ, e por definição de cΥ,

lim cλnk ,Υ ≥ cΥ.

Isto, juntamente com (i) implica que

cλnk ,Υ → cΥ, quando k →∞.

Lema 5.2 Existe R > 1 verificando

0 < I ′j

(
1

R
wj

)(
1

R
wj

)
e I ′j(Rwj)(Rwj) < 0, para j ∈ Υ, (5.3)

onde Ij denota o funcional

Ij(u) =
1

2

∫
Ωj

(|∇u|2 + |u|2)dx+
1

4

∫
Ωj

φuu
2dx−

∫
Ωj

F (u)dx, u ∈ H1
0 (Ωj),

com φu sendo solução do problema−∆φ = u2, em R3,

φ ∈ D1,2(R3).

Demonstração. De fato, dado R1 > 1

I ′j

(
1

R1

wj

)(
1

R1

wj

)
≥ 1

R2
1

||wj||2j −
∫

Ωj

f

(
1

R1

wj

)
1

R1

wjdx

=
1

R2
1

||wj||2j − ∫
Ωj

f
(

1
R1
wj

)
1
R1
wj

w2
jdx

 .
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Então, para R1 suficientemente grande temos por (f1) que I ′( 1
R1
wj)

1
R1
wj > 0.

Com um racioćınio análogo e da observação feita após (f3) temos que

I ′(R2wj)R2wj = R4
2

(
||wj||2j
R2

2

+

∫
Ωj

φwjw
2
jdx−KRθ−4

∫
Ωj

wθjdx

)
,

onde θ > 4. Assim, para R2 suficientemente grande, temos I ′(R2wj)R2wj < 0.

Tomando R > R1, R2 o lema fica demonstrado.

Agora podemos definir:

γ0(t)(x) =
l∑

j=1

tjRwj(x) ∈ H1
0 (ΩΥ),∀t = (t1, ..., tl) ∈ [1/R2, 1]l ⊂ Rl,

Γ∗ =
{
γ : [1/R2, 1]l → Eλ \ {0}; γ é cont́ınua ; γ(t)|Ω′j 6= 0,∀j ∈ Υ; γ = γ0 em ∂[1/R2, 1]l

}
e

bλ,Υ = inf
γ∈Γ∗

max Jλ(γ(t)), com t ∈ [1/R2]l.

Agora, o próximo passo é correlacionar bλ,Υ, cΥ e cλ,Υ. Para isso precisamos

do seguinte:

Lema 5.3 Para todo γ ∈ Γ∗, existe (s1, ..., sl) ∈ [1/R2, 1]l tal que

J ′λ,j(γ(s1, ..., sl))(γ(s1, ..., sl)) = 0,∀j ∈ Υ,

onde

Jλ,j(u) =
1

2

∫
Ω′j

(|∇u|2+(λa(x)+1)|u|2)dx+
1

4

∫
Ω′j

φũu
2dx−

∫
Ω′j

F (u)dx, u ∈ H1(Ω′Υ).

Demonstração. Dado γ ∈ Γ∗, considere γ̃ : [1/R2, 1]l → Rl tal que

γ̃(t) = (J ′λ,1(γ(t))γ(t), ..., J ′λ,l(γ(t))γ(t)), onde t = (t1, ..., tl).

Desde que γ ∈ Γ∗ então γ̃(t) = γ̃0(t) para t ∈ ∂([1/R2, 1]l). Temos

também que não existe t ∈ ∂([1/R2]l) tal que γ̃(t) = 0. De fato, por definição,
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γ0(t)(x) =
l∑

j=1

tjRwj(x) e como wj está definido em Ωj e a(x) = 0 para todo

x ∈ Ωj para qualquer j ∈ Υ, temos

J ′λ,j(γ0(t))γ0(t) = I ′j(γ0(t))γ0(t).

Desta forma, se t ∈ ∂([1/R2, 1]l), então tj = 1 ou tj = 1
R2 , para algum j ∈ Υ.

Logo por (5.3)

J ′λ,j(γ0(t))γ0(t) = I ′j(Rwj)Rwj < 0

ou

J ′λ,j(γ0(t))γ0(t) = I ′j

(
1

R
wj

)(
1

R
wj

)
> 0.

Assim,

J ′λ,j(γ0(t))γ0(t) 6= 0.

Ficando então bem definido deg
(
γ̃, (1/R2, 1)l, (0, ..., 0)

)
, perceba que aqui

estamos assumindo tacitamente que (0, ..., 0) é valor regular de γ̃, pois caso

contrário, existe t ∈ [1/R2, 1]l tal que J ′λ,j(γ(t))(γ(t)) = 0 para j = 1, ..., l e

assim o resultado estaria demonstrado.

Agora, da Proposição C.2 tem-se que

deg
(
γ̃, (1/R2, 1)l, (0, ..., 0)

)
= deg

(
γ̃0, (1/R

2, 1)l, (0, ..., 0)
)
.

Observamos que para t ∈ (1/R2, 1)l,

γ̃0(t) = 0⇔ t = tR =

(
1

R
, ...,

1

R

)
.

De fato,se t 6=
(

1
R
, ..., 1

R

)
então temos duas possibilidades

Caso 1: Existe tj ∈ [1/R2, 1/R) para algum j ∈ Υ = {1, ..., l}, e consideremos

ti = min{tj < 1
R
, j ∈ Υ}. Assim

J ′λ,i(γ0(t))(γ0(t)) > (Rti)
2||wi||2i + (Rti)

4

∫
Ωi

φwΥ
w2
i dx−

∫
Ωi

f(tiRwi)tiRwidx
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= (Rti)
4

(
||wi||2i
(Rti)2

+

∫
Ωi

φwΥ
w2
i dx−

∫
Ωi

f(tiRwi)

(tiRwi)3
w4
i dx

)
.

Da condição (f4) tem-se que f(tiRwi)
(tiRwi)3 <

f(wi)
(wi)3 e então

J ′λ,i(γ0(t))(γ0(t)) > (Rti)
4

(
||wi||2i
(Rti)2

+

∫
Ωi

φwΥ
w2
i dx−

∫
Ωi

f(wi)

(wi)3
w4
i dx

)
> 0.

Caso 2: Existe tj ∈ (1/R, 1] para algum j ∈ Υ = {1, ..., l}, e consideremos

ti = max{tj > 1
R
, j ∈ Υ}. Assim, análogo ao anterior

J ′λ,i(γ0(t))(γ0(t)) < (Rti)
2||wi||2i + (Rti)

4

∫
Ωi

φwΥ
w2
i dx−

∫
Ωi

f(tiRwi)tiRwidx.

Da condição (f4) tem-se que f(tiRwi)
(tiRwi)3 >

f(wi)
(wi)3 e então

J ′λ,i(γ0(t))(γ0(t)) < (Rti)
4

(
||wi||2i
(Rti)2

+

∫
Ωi

φwΥ
w2
i dx−

∫
Ωi

f(wi)

(wi)3
w4
i dx

)
< 0.

Os casos acima nos mostram que J ′λ,i(γ0(t)(γ0(t) 6= 0 se t 6= tR

Então γ̃−1
0 (0) = {tR}, portanto

deg
(
γ̃0, (1/R

2, 1)l, (0, ..., 0)
)

= sgn(det Jγ̃0(tR)).

Da Proposição C.3

deg
(
γ̃0, (1/R

2, 1)l, (0, ..., 0)
)

=
∏
j∈Υ

deg
(
J ′λ,j(γ0(t))(γ0(t)), (1/R2, 1), 0

)
.

Como a matriz Jacobiana de J ′λ,j é a matriz Hessiana da aplicação Jλ,j e desde

que tR é ponto cŕıtico de Jλ,j, a matriz Hessiana de Jλ,j é diferente de zero para

todo j ∈ Υ. E então

deg
(
γ̃, (1/R2, 1)l, (0, ..., 0)

)
6= 0.

Evocando a Proposição C.1 chegamos ao resultado desejado.
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Observação 5.1 Na demonstração anterior, podemos observar que para todo

t ∈ [1/R2, 1]l

Jλ,j(γ0(t)) = Ij(γ0(t)) ≤ R2

2
||wj||2j +

R4

4

∫
Ωj

φww
2
jdx−

∫
Ωj

F (tRwj)dx.

Mas a função Aj : [1/R, 1]→ R, j ∈ Υ, definida por

Aj(t) =
(tR)2

2
||wj||2j +

(tR)4

4

∫
Ωj

φww
2
jdx−

∫
Ωj

F (tRwj)dx

é decrescente, pois

A′j(t) = tR||wj||2j + (tR)3

∫
Ωj

φww
2
jdx−

∫
Ωj

f(tRwj)Rwjdx =

(tR)3

(
||wj||2j

2
+

∫
Ωj

φww
2
jdx−

∫
Ωj

f(tRwj)

(tRwj)3
Rw4

jdx

)

≤ (tR)3

(
||wj||2j

2
+

∫
Ωj

φww
2
jdx−R

∫
Ωj

f(wj)

(wj)3
w4
jdx

)
< 0.

No cálculo da derivada foi usado o Teorema B.5, para podermos derivar F

sob o sinal da integral. Enquanto nas estimativas foi usada a condição (f4) como

na demonstração do teorema anterior.

Então, para todo j ∈ Υ, para todo t ∈ [1/R2, 1] e t ∈ [1/R, 1] temos

Jλ,j(γ0(t)) = Ij(γ0(t)) ≤ (tR)2||wj||2j + (tR)4

∫
Ωj

φww
2
jdx−

∫
Ωj

F (tRwj)dx ≤ cj.

Proposição 5.1 Valem as seguintes afirmações:

(i) cλ,Υ ≤ bλ,Υ ≤ cΥ, ∀λ ≥ 1;

(ii) bλ,Υ → cΥ, quando λ→∞;

(iii) Jλ(γ(t)) < cΥ,∀λ ≥ 1, γ ∈ Γ∗ e t = (t1, ..., tl) ∈ ∂([ 1
R2 , 1]l).

Demonstração.
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(i) Desde que γ0 ∈ Γ∗, segue da Observação 5.1 que

bλ,Υ = inf
γ∈Γ∗

(
max

t∈[1/R2,1]l
Jλ(γ(t))

)
≤ max

t∈[1/R2,1]l
Jλ(γ0(t)) ≤ max

(t1,...,tl)∈[1/R2,1]l
IΥ

(∑
j∈Υ

tjRwj

)
= cΥ.

Agora, dado γ ∈ Γ∗ pelo Lema 5.3 existe s = (s1, ..., sl) ∈ [1/R2, 1]l tal que

J ′λ,i(γ(t))(γ|Ωi(t)) = 0.

De onde segue que γ(s) ∈M′
Υ, portanto

Jλ,Υ(γ(s)) ≥ cλ,Υ = inf
u∈M′Υ

Jλ,Υ(u).

Além disso,

Jλ,R3\Ω′Υ(u) ≥ 0,∀u ∈ (R3 \ Ω′Υ),

pois por (2.5)

Jλ,R3\Ω′Υ(u) ≥ ||u||2λ −
ν

2
|u|22 ≥ 0.

Isto nos leva a concluir que

Jλ(γ(t)) ≥ Jλ,Υ(γ(t)), ∀t ∈ [1/R2, 1]l,

então

max
t∈[1/R2,1]l

Jλ(γ(t)) ≥ cλ,Υ.

Implicando que

bλ,Υ ≥ cλ,Υ.

(ii) Do item (ii) do Lema 5.1 sabemos que cλ,Υ → cΥ então, utilizando o

Teorema do Confronto na desigualdade do item anterior chegamos ao resultado

desejado.

(iii) Para t ∈ ∂([1/R2, 1]l), vale γ(t) = γ0(t). Portanto,

Jλ(γ(t)) = IΥ(γ0(t)).
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Desde que maxt∈[1/R2]l IΥ(γ0(t)) = cΥ e I ′Υ(γ0(t)) 6= 0 em ∂([1/R2, 1]l), tem-se

Jλ(γ(t)) ≤ cΥ − ε.
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Caṕıtulo 6

Demonstração do Teorema

Principal

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo será provar o Teorema 0.1.

No decorrer do caṕıtulo denotaremos por

Θ =
{
u ∈ Eλ; ||u||λ,Ω′j >

τ

8R
,∀j ∈ Υ

}
e

J cΥλ = {u ∈ Eλ; Jλ(u) ≤ cΥ},

onde τ é a constante que aparece em (5.1) e R é a constante introduzida em (5.2)

O Lema 1.2 garante que Θ 6= ∅.

Além disso, fixamos δ = τ
24R

, e para µ > 0

Aλµ = {u ∈ Θ2δ; |Jλ(u)− cΥ| ≤ µ}. (6.1)

Observamos também que

wΥ ∈ Aλµ ∩ J
cΥ
λ ,

mostrando que Aλµ∩J
cΥ
λ 6= ∅. Na prroposição seguinte obteremos uma estimativa
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para ||J ′λ(u)||E′λ no conjunto (Aλ2µ \ Aλµ) ∩ J cΥλ . Note que

Aλ2µ \ Aλµ = {u ∈ Θ2δ;µ < |Jλ(u)− cΥ| ≤ 2µ}.

Proposição 6.1 Para cada µ > 0, existe Λ∗ ≥ 1 e σ0 > 0 independente de λ tal

que

||J ′λ(u)||E′λ ≥ σ0, para λ ≥ Λ∗ e ∀u ∈ (Aλ2µ \ Aλµ) ∩ J cΥλ . (6.2)

Demonstração. A prova será feita por contradição, então assumiremos que existe

λn →∞ e un ∈
(
Aλn2µ \ Aλnµ

)
∩ J cΥλn tal que

||J ′λn(un)||E′λn → 0.

Ora, mas desde que un ∈
(
Aλn2µ \ Aλnµ

)
temos que (Jλn(un)) é uma sequência

limitada em R. Pelo teorema de Bolzano-Weirstrass podemos afirmar que existe

uma subsequência (Jλnk (unk)) de (Jλn(un)) tal que (Jλnk (unk)) converge. Então

Jλnk (unk)→ c e ||J ′λnk (unk)||E′λnk → 0.

Pela definição dada no Caṕıtulo 3 a sequência (Jλnk (unk)) é uma sequência

(PS)∞ e dos itens (i) e (ii) da Proposição 4.1, a menos de subsequência

unk → u em H1(R3), ||unk ||λnk ,R3\ΩΥ
→ 0 e Jλnk (unk)→ IΥ(u).

onde 0 ≤ u ∈ H1
0 (ΩΥ) tal que u é solução para o problema (P )∞,Υ.

Relembrando que (unk) ∈ Θ2δ, temos que

||unk ||λnk ,Ω′j >
τ

12R
∀j ∈ Υ.

Então, fazendo nk → +∞ e evocando (iv) da Proposição 4.1 afirmamos que

||u||j ≥
τ

12R
∀j ∈ Υ.

logo u é uma solução não nula do problema (P )∞,Υ ou seja I ′Υ(u) = 0, então

u ∈MΥ. Desta forma, IΥ(u) ≥ cΥ. Por outro lado, desde que (un) ∈ J cΥλn tem-se

que Jλn(un) ≤ cΥ e Jλn(un)→ IΥ(u), então IΥ(u) ≤ cΥ.
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Assim, para n suficientemente grande, Jλn(un) está suficientemente próximo

de IΥ(u) = cΥ e então

un ∈ Θ2δ e |Jλn(un)− cΥ| ≤ µ.

Mostrando assim que un ∈ Aλnµ , obtendo assim uma contradição.

Na sequência denotaremos por µ1 o seguinte número

min
t∈∂([1/R2,1]l)

|IΥ(γ0(t))− cΥ| = µ1 > 0.

Também definiremos

BM(0) = {u ∈ Eλ; ||u||λ ≤M},

onde M > 0 é uma constante suficientemente grande que não depende de λ tal

que

||γ0(t)||λ ≤
M

2
, para todo t ∈ [1/R2, 1]l.

Por fim,

µ∗ = min

{
µ1, δ,

M

2

}
,

onde δ foi dado em 6.1.

A próxima proposição nos deixará em condições de demonstrar o teorema

principal. Note que o ińıcio da demonstração de tal proposição está baseado no

Lema de Deformação (ver [38]), todavia, modificamos os conjuntos utilizados no

em tal lema. Por isso se faz necessário uma revisão nos argumentos que provam

o Lema de Deformação.

Proposição 6.2 Seja µ > 0 suficientemente pequeno e Λ∗ ≥ 1 o mesmo número

da proposição anterior. Então, para λ ≥ Λ∗, existe uma solução uλ de (Aλ) tal

que uλ ∈ Aλµ ∩ J
cΥ
λ ∩BM+1(0).
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Demonstração. Novamente vamos provar por contradição, então para λ ≥ Λ∗,

nossa prova partirá da afirmação de que não existe pontos cŕıticos de Jλ em

Aλµ ∩ J
cΥ
λ ∩BM+1(0). Afirmamos que existe uma constante dλ > 0 tal que

||J ′λ(u)||E′λ ≥ dλ, para todo u ∈ Aλµ ∩ J
cΥ
λ ∩BM(0). (6.3)

De fato, se não existisse tal constante, existiria uma sequência (un) em

Aλµ ∩ J
cΥ
λ ∩ BM+1(0) tal que ||J ′λ(un)||Eλ → 0, e desde que (J(un)) é limitada

em R, passando a uma subsequência se necessário, teŕıamos

Jλ(un)→ c e J ′λ(un)→ 0.

Mas pela Proposição 2.4 o funcional Jλ satisfaz a condição (PS)c, logo existe

uma subsequência de (un) que converge para u em Aλµ∩J
cΥ
λ ∩BM+1(0), assim da

continuidade do funcional J ′λ, u seria ponto cŕıtico de Jλ, uma contradição.

Além disso, a proposição anterior nos garante que

||J ′λ(u)||E′λ ≥ σ0, para todo u ∈
(
Aλ2µ \ Aλµ

)
∩ J cΥλ , (6.4)

onde σ0 > 0 não depende de λ.

No que segue, denotamos

A = Aλ2µ ∩Θ2δ ∩BM+1(0)

B = Aλ3
2
µ
∩Θδ ∩BM(0)

Considere Ψ : Eλ → R é uma aplicação localmente lipschitziana definida por

Ψ(u) =
d(u,Eλ \ A)

d(u,Eλ \ A) + d(u,B)
, (ver [38])

donde segue que

Ψ(u) = 1, para u ∈ Aλ3
2
µ
∩Θδ ∩BM(0),

Ψ(u) = 0, para u /∈ Aλ2µ ∩Θ2δ ∩BM+1(0)
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e

0 ≤ Ψ(u) ≤ 1,∀u ∈ Eλ.

Também consideraremos H : J cΥλ → Eλ dado por

H(u) =

−Ψ(u) Y (u)
||Y (u)|| , para u ∈ Aλ2µ ∩BM+1(0),

0, para u /∈ Aλ2µ ∩BM+1(0),

onde Y é um campo vetorial pseudo-gradiente para Jλ em K = {u ∈ Eλ; J ′λ(u) 6=

0} (Definição B.4). Observe que de (6.3) e (6.4) que J ′λ(u) 6= 0, para u ∈

Aλ2µ ∩ J
cΥ
λ ∩BM+1(0), então pelo Lema B.1, H está bem definida.

Agora, desde que H é localmente Lipschitz (ver [38]) e

||H(u)|| ≤ 1,∀λ ≥ Λ∗ e u ∈ J cΥλ .

O Teorema de Picard (Teorema B.21), juntamente com o Teorema B.22

garantem a existência de uma função cont́ınua η : [0,∞) × J cΥλ → J cΥλ que é

solução do seguinte problema de Cauchy
d
dt
η(t, u) = H(η)

η(0, u) = u

e então, da Definição B.4 e da regra da cadeia, obtemos

d

dt
Jλ(η(t, u)) ≤ 1

2
Ψ(η(t, u))||J ′λ(η(t, u))|| ≤ 0 (6.5)∥∥∥∥dηdt

∥∥∥∥
λ

= ||H(η)||λ ≤ 1. (6.6)

Logo,

η(t, u) = u para todo t ≥ 0 e u ∈ J cΥλ \ A
λ
2µ ∩BM+1(0). (6.7)

Iremos estudar separadamente duas aplicações que serão importantes no

restante da demonstração
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• A aplicação t 7→ η(t, γ0(t)), onde t = {t1, ..., tl} ∈ [1/R2, 1]l.

Relembre que

min
t∈∂([1/R2,1]l)

|IΥ(γ0(t))− cΥ| = µ1 > 0

e que

µ∗ = min

{
µ1, δ,

M

2

}
.

Então, para todo t ∈ ∂([1/R2, 1]l), se µ ∈ (0, µ∗
2

)

|Jλ(γ0(t))− cΥ| ≥ µ1 ≥
µ∗
2
≥ 2µ.

Por (iii) da Proposição 5.1

Jλ(γ0(t)) < cΥ,∀t ∈ ∂([1/R2, 1]l).

Então γ0(t) ∈ J cΥλ , e portanto de (6.7), tem-se

η(t, γ0(t)) = γ0(t),∀t ∈ ∂([1/R2, 1]l).

Portanto,

η(t, γ0(t)) ∈ Γ∗, para cada t ≥ 0. (6.8)

• A aplicação t 7→ γ0(t), onde t = (t1, ..., tl) ∈ [1/R2, 1]l.

Ressaltamos novamente que

γ0(t) =
l∑

j=1

tjRwj 6= 0 em ΩΥ,

pois wΥ ∈ NΥ. Além disso Jλ(γ0(t)) não depende de λ ≥ 1, pois wj está definido

em Ωj, para todo j ∈ Υ.

Relembramos ainda, da demonstração da Proposição 5.1 e da Observação 5.1

que

Jλ(γ0(t)) ≤ cΥ,∀t ∈ [1/R2, 1]l
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e

Jλ(γ0(t)) = cΥ ⇔ t = tR.

Portanto,

m0 = sup
{
Jλ(u));u ∈ γ0([1/R2, 1]l \ Aλµ

}
,

é independente de λ e m0 < cΥ.

Agora, observe da Definição C.4 e do Teorema B.14 que dados u, v ∈ BM(0),

tem-se ∣∣∣∣Jλ(u)− Jλ(v)

||u− v||

∣∣∣∣ ≤ |J ′λ(v)w| ≤ K∗,

onde u = v + w e K∗ > 0. Então,

|Jλ(u)− Jλ(v)| ≤ K∗||u− v||, para todo u, v ∈ BM(0). (6.9)

Mostraremos que, para T > 0 suficientemente grande, vale

max
t∈[1/R2/1]l

Jλ (η(T, γ0(t))) ≤ max

{
m0, cΥ −

1

2K∗
σ0µ

}
. (6.10)

De fato, escrevendo u = γ0(t), t ∈ [1/R2, 1]l, se u /∈ Aλµ de (6.5), temos que a

função Jλ(η(t, u)) é decrescente para t ∈ [0,∞), então

Jλ(η(t, u)) ≤ Jλ(η(0, u)) = Jλ(u) ≤ m0,∀t ≥ 0,

e assim a equação (6.10) seria satisfeita.

Caso contrário, assumimos que u ∈ Aλµ e definimos

η̃(t) = η(t, u), d̃λ = min{dλ, σ0} e T =
σ0µ

K∗d̃λ
.

Agora, analizaremos os seguintes casos:

Caso 1: η̃(t) ∈ Aλ3
2
µ
∩Θδ ∩BM(0), ∀t ∈ [0, T ].

Caso 2: η̃(t0) /∈ Aλ3
2
µ
∩Θδ ∩BM(0), para algum t0 ∈ [0, T ].

Análise do Caso 1:
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Neste caso, da definição de Ψ e da hipótese sobre J ′λ, teremos Ψ(η̃(t)) = 1 e

||J ′λ(η̃(t))|| ≥ d̃λ para todo t ∈ [0, T ]. Assim,

Jλ(η̃(T )) = Jλ(u) +

∫ T

0

d

ds
Jλ(η̃(t))ds ≤ cΥ −

1

2

∫ T

0

d̃λds,

isto é,

Jλ(η̃(T )) ≤ cΥ −
1

2
d̃λT = cΥ −

1

2K∗
σµ,

mostrando assim (6.10).

Análise do Caso 2: Neste caso, obtemos uma estimativa para as seguintes

situações:

(a): Existe t2 ∈ [0, T ] tal que η̃(t2) /∈ Θδ. Fazendo t1 = 0, temos que

||η̃(t1)− η̃(t2)|| ≥ ||η̃(t1)|| − ||η̃(t2)|| ≥ 2δ − δ = δ > µ.

Pois, por hipótese, u = γ0(t) ∈ Aλµ e então u ∈ Θ2δ .

(b): Existe t2 ∈ [0, T ] tal que η̃(t2) /∈ BM(0). Fazendo t1 = 0, temos que

||η̃(t1)− η̃(t2)|| ≥ |η̃(t2)|| − ||η̃(t1)|| ≥M − M

2
≥ µ.

Pois, por definição, u = γ0(t) ∈ BM
2

(0).

(c): η̃(t) ∈ Θδ ∩ BM(0) para todo t ∈ [0, T ], e existem 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T tal que

η̃(t) ∈ Aλ3µ
2

\ Aλµ para todo t ∈ [t1, t2] com

|Jλ(η̃(t1))− cΥ| = µ e |Jλ(η̃(t2))− cΥ| =
3µ

2
.

De (6.9), temos

||η̃(t2)− η̃(t1)|| ≥ 1

K∗
|Jλ(η̃(t2))− Jλ(η̃(t1))| ≥ 3µ

2K∗
− µ

K∗
=

µ

2K∗
.
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As estimativas obtidas em (a),(b) e (c) mostram que existe C > 0 tal

que ||η̃(t2) − η̃(t1)|| ≥ Cµ. Então, utilizando o teorema do valor médio em

η̃ : [t1, t2]→ J cΥλ , obtemos

||η̃(t2)− η̃(t1)||
|t2 − t1|

= ||η̃′(t0)||,

isto é,

|t2 − t1| ≤ C∗µ,

onde C∗ = max{µ, µ
2K∗
}.

Assim, de (6.5), temos

Jλ(η̃(T )) ≤ Jλ(u)−
∫ T

0

Ψ(η̃(s))||J ′λ(η̃(s))||ds.

O qual por (6.4), implica em

Jλ(η̃(T )) ≤ cΥ −
∫ t2

t1

σ0ds = cΥ − σ0(t2 − t1) ≤ cΥ − C∗σ0 ≤ cΥ −
1

2K∗
σ0µ,

mostrando assim (6.10).

Fixando η̂(t1, ..., tl) = η(T, γ0(t1, ..., tl)). Por (6.8), η̂ ∈ Γ∗, levando à

bλ,Υ ≤ max
(t1,...,tl)∈[1/R2,1]

Jλ(η̂(t1, ..., tl)) ≤ max

{
m0, cΥ −

1

2K∗
σ0µ

}
< cΥ,

o qual contradiz o fato de que bλ,Υ → cΥ.

Para conforto do leitor, enunciaremos novamente o Teorema principal de nosso

trabalho. Em seguida, faremos sua demonstração.

[Teorema Principal]: Assuma que (a1) e (f1) − (f4) valem. Então, existe

λ0 > 0 com a seguinte propriedade: para qualquer subconjunto não vazio Υ de

{1, ..., k} e λ ≥ λ0, o problema (Pλ) tem uma solução positiva uλ. Além disso,

se fixarmos o subsconjunto Υ, então para qualquer sequência λn → ∞ podemos

extrair uma subsequência (λni) tal que (uλni ) converge fortemente em H1(R3)

para a função u, tal que, u = 0 fora de ΩΥ = ∪j∈ΥΩj, e u|ΩΥ
é solução de energia

mı́nima para o problema não local
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(P )∞,Υ


−∆u+ u+ φuu = f(u) em ΩΥ,

u(x) > 0, ∀x ∈ Ωj e ∀j ∈ Υ,

u ∈ H1
0 (ΩΥ).

Demonstração. Segundo a Proposição 6.2, para µ ∈ (0, µ∗) e Λ∗ ≥ 1, existe uma

solução uλ para (Aλ) tal que uλ ∈ Aλµ ∩ J
cΥ
λ ∩BM(0), para todo λ ≥ Λ∗.

Afirmação: Existe λ0 ≥ Λ∗ e µ0 > 0 suficientemente pequeno, tal que uλ é

solução para (Pλ) para λ ≥ λ0 e µ ∈ (0, µ0).

De fato, fixado µ ∈ (0, µ0), assuma por contradição que existe λn → ∞,

tal que (uλn) não é solução para (SPλn). Da proposição 6.2, a sequência (uλn)

verifica:

(a) J ′λn(uλn) = 0, para todo n ∈ N. Pois, (uλn) é solução de (Aλn);

(b) J ′λn(uλn)→ d ≤ cΥ. Pois uλn ∈ J
cΥ
λn

, para todo n ∈ N;

(c) ||uλn||λn,R3\ΩΥ
→ 0. Pois de (a) e (b), (uλn) é uma sequência (PS)∞ e se

verifica (v) da Proposição 4.1.

O item (b) nos garante que podemos usar a Proposição 3.1 e então concluir que

que uλn é solução de (SPλn), para valores de n suficientemente grandes. Temos

assim uma contradição. Então a afirmação feita acima é verdadeira.

Falta provar a segunda parte do teorema. Para isto, tomemos uma sequência

(uλn) satisfazendo os limites acima, usando novamente a Proposição 4.1, temos

que uλn → u em H1(R3), onde u = 0 fora de ΩΥ e u|Ωj 6= 0, para j ∈ Υ. E u é

uma solução positiva para

(P )∞,Υ


−∆u+ u+ φuu = f(u) em ΩΥ,

u(x) > 0, ∀x ∈ Ωj e ∀j ∈ Υ,

u ∈ H1
0 (ΩΥ),
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e então,

IΥ(u) ≥ cΥ.

Por outro lado, sabemos que

J ′λn(uλn)→ IΥ(u),

que pelo item (c) implica em

IΥ(u) = d.

Desde que d ≤ cΥ, deduzimos que

IΥ(u) = cΥ.

Mostrando assim que u é solução de energia mı́nima para o problema (P )∞,Υ.

Ou seja, (u, φu) é solução de energia mı́nima para o problema
−∆u+ u+ φu = f(u) em ΩΥ,

−∆φ = u2 em R3,

u ∈ H1
0 (ΩΥ).
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Apêndice A

Resultados sobre φu

Primeiramente, vamos mostrar que para cada u ∈ H1(R3) existe uma única

φ = φu ∈ D1,2(R3), solução da equação de Poisson

−∆φ = u2.

Para isso, definimos, para cada u ∈ H1(R3) o funcional ϕu : D1,2(R3) → R,

dado por:

ϕu(v) =

∫
R3

u2vdx.

Notemos que das imersões cont́ınuas D1,2(R3) ↪→ L6(R3) e H1(R3) ↪→ Lp(R3)

para p ∈ [2, 6] e da desigualdade de Hölder que o funcional ϕu está bem definido.

Além disso, ∫
R3

|u2|vdx ≤ |u2| 6
5
|v|6 = |u|212

5
|v|6 ≤ C|u|212

5
||v||D1,2(R3). (A.1)

o que mostra que ϕu ∈ L(D1,2(R3),R). Então, pelo Teorema da Representação

de Riesz (Teorema B.17), existe um único φu ∈ D1,2(R3) tal que

ϕu(v) =

∫
R3

u2vdx = 〈φu, v〉D1,2(R3),∀v ∈ D1,2(R3) (A.2)

e
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||φu||L(D1,2(R3)) = ||ϕu||L(D1,2(R3)).

No próximo lema mostraremos uma caracterização para função φu, como

também algumas propriedades importantes.

Lema A.1 Para qualquer u ∈ H1(R3), valem as seguintes propriedades:

i) φu(x) =
1

3ω3

∫
R3

u2(y)

|x− y|
dy para todo x 6= y ∈ R3;

ii) Existe C > 0 ∫
R3

|∇φu|2dx =

∫
R3

φuu
2dx ≤ C||u||4H1(R3);

iii) φu ≥ 0 ∀u ∈ H1(R3);

iv) φtu = t2φu, ∀t > 0;

v) Se un ⇀ u em H1(R3), então φun ⇀ φu em D1,2(R3) e

lim

∫
R3

φunu
2
ndx ≥

∫
R3

φuu
2dx;

vi) Se un → u em H1(R3), então φun → φu em D1,2(R3). Além disso,

lim

∫
R3

φunu
2
ndx =

∫
R3

φuu
2dx.

Demonstração.

(i) Ver [23].

(ii) Da definição de produto interno em D1,2(R3) e de (A.2) temos∫
R3

|∇φu|2dx = 〈φu, φu〉D1,2(R3) = ϕu(φu) =

∫
R3

φuu
2dx.

De (A.1) ||φu|| = ||ϕu|| ≤ C|u|212
5

.

Então, ∫
R3

φuu
2dx ≤ |u|212

5
|φu|6 ≤ C||u||4H1(R3).
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(iii) Segue diretamente da caracterização dada em (i).

(iv) Veja que

−∆φtu = t2u2 = −t2∆φu = −∆(t2φu).

Da unicidade da solução, segue o resultado desejado.

(v) Para mostrar que φun ⇀ φu temos que mostrar que para todo J ∈ D−1,2∗

tem-se J(φun) → J(φu), mas pelo Teorema da Representação de Riesz, existe

v ∈ D1,2(R3) tal que:

J(φun) = 〈v, φun〉D1,2(R3).

Das observações feitas anteriormente,

〈v, φun〉D1,2(R3) =

∫
R3

u2
nvdx.

Então é suficiente mostrar que

〈v, φun〉D1,2(R3) =

∫
R3

u2
nvdx→

∫
R3

u2vdx = 〈v, φu〉D1,2(R3), ∀v ∈ D1,2(R3).

Seja v ∈ C∞0 (R3), então existe R > 0 de modo que supp(v) ⊂ BR(0), logo∫
R3

u2
nvdx =

∫
BR(0)

u2
nvdx.

Da imersão compacta H1(R3) ↪→ Lploc(R3) com p ∈ (2, 6), tem-se∫
BR(0)

u2
nvdx→

∫
BR(0)

u2vdx, ∀v ∈ C∞0 (R3).

Desde que D1,2(R3) = C∞0 (R3), a convergência acima é válida para todo

v ∈ D1,2(R3) e então φun ⇀ φu. Dáı, segue que diretamnete que ϕun(v)→ ϕu(v)

para cada v ∈ D1,2(R3), então

|ϕu(v)| = lim||ϕun(v)|| ≤ lim|ϕun||v|.

Assim lim ||ϕun||2 ≥ ||ϕu||2 da isometria ||ϕu|| = ||φu||

lim ||φu||2 = lim〈φu, φu〉D1,2(R3) =

∫
R3

φunu
2
ndx ≥

∫
R3

φuu
2dx
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(vi) Inicialmente, queremos mostrar que

||φun − φu||2D1,2(R3) → 0,

equivalentemente

〈φun − φu, φun − φu〉D1,2(R3) → 0,

ou seja,

〈φun , φun − φu〉D1,2(R3) − 〈φu, φun − φu〉D1,2(R3) → 0.

De (A.2), isto é o mesmo que∫
R3

u2
n(φun − φu)dx−

∫
R3

u2(φun − φu)dx→ 0.

Isto é, ∫
R3

[φun(u2
n − u2)− φu(u2

n − u2)]dx→ 0,

que é equivalente a∫
R3

(φun−φu)(u2
n−u2)dx ≤ |φun−φu|6|u2

n−u2| 5
6
≤ C|φun−φu|6||u2

n−u2||H1(R3) → 0.

(A.3)

Donde segue que φun → φu em D1,2(R3).

Note que em (A.3) foi usado a desigualdade de Hölder e as imersões cont́ınuas

D1,2(R3) ↪→ L6(R3) e H1(R3) ↪→ Lp(R3), com 2 ≤ p ≤ 6. E também o fato de

que (φun) é uma sequência limitada em D1,2(R3) ⊂ L6(R3) , pois un → u em

H1(R3), então un ⇀ u em H1(R3) e pelo item anterior φun ⇀ u em D1,2(R3).

Usando novamente a desigualdade de Hölder e as imersões cont́ınuas

D1,2(R3) ↪→ L6(R3) e H1(R3) ↪→ Lp(R3), com 2 ≤ p ≤ 6, obtemos∫
R3

(φunu
2
n − φuu2)dx =

∫
R3

[(φunu
2
n − φuu2) + (φunu

2 − φunu2)]dx =∫
R3

φun(u2
n−u2)dx+

∫
R3

u2(φun−φu)dx ≤ |φun|6|u2
n−u2| 5

6
+ |u2| 5

6
|φun−φu|6 → 0.

Concluindo então que

lim

∫
R3

φunu
2
ndx =

∫
R3

φuu
2dx.
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Apêndice B

Resultados usados

Neste apêndice iremos apresentar algumas definições e resultados gerais que

foram usados na dissertação.

Teorema B.1 (Teorema de Miranda): Dado G = {x ∈ RN : r < xi <

R, 1 ≤ i ≤ N} e suponha que a aplicação F = (f1, f2, ..., fN) : G → RN é

cont́ınua no fecho G de G tal que F(x) 6= 0 = (0, ..., 0) para todo x na fronteira

de G, e

i) fi(x1, x2, ..., xi−1, r, xi+1, ..., xN) ≥ 0 para 1 ≤ i ≤ N e

ii) fi(x1, x2, ..., xi−1, R, xi+1, ..., xN) ≤ 0 para 1 ≤ i ≤ N

Então F(x) = 0 tem uma soluão em G.

Demonstração. Uma prova curta deste teorema pode ser encontrada em [37].

Teorema B.2 (Lema da Compacidade de Strauss): Sejam P,Q : R → R

duas funções cont́ınuas satisfazendo

(P.1) P (s)
Q(s)
→ 0 quando |s| → ∞.

Seja (un) : RN → R uma sequência de funções mensuráveis tal que
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(P.2) supn

∫
Rn
|Q(un)|dx <∞

e

(P.3) P (un(x))→ v(x) q.t.p em RN .

Então para qualquer conjunto boreliano B limitado vale∫
B

|P (un(x))− v(x)|dx→ 0

Demonstração. Ver Teorema A.I em [11].

Teorema B.3 (Teorema de Vainberg:) Sejam (fj) uma sequência de funções

em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tais que

fj → f em Lp(Ω)

Então, existe (fjk) ⊂ (fj) e uma função g ∈ Lp(Ω) tal que

|fjk(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω

e

fjk(x)→ f(x) q.t.p em Ω

Demonstração. Ver [9]

Teorema B.4 (Lema de Fatou): Seja (fn) uma sequência de funções

mensuráveis, com relação a uma medida µ , tal que fn ≥ 0 para todo n ∈ N

então ∫
(lim inf fn)dµ ≤ lim inf

∫
fndµ

Demonstração. Ver [9].

Corolário B.1 Seja fn : E → R uma sequência de funções mensuráveis

convergindo pra f , tal que ∫
E

fn ≤ K.
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Então ∫
E

f ≤ K.

Teorema B.5 Seja f : X × [a, b] → R, tal que x 7→ f(t, x) é mensurável para

cada t ∈ [a, b] e (X,$) é um espaço mensurável. Suponha que para algum

t0 ∈ [a, b], a função x 7→ f(x, t0), é integrável em X, ∂f/∂t existe em X × [a, b],

e existe uma função g integrável em X tal que∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

Então a função F definida por

F (t) =

∫
X

f(x, t)d$,

é diferenciável em [a, b] e

dF

dt
(t) =

d

dt

∫
X

f(x, t)d$ =

∫
X

∂f

∂t
(x, t)d$.

Demonstração. Ver [9].

Teorema B.6 (Desigualdade de Hölder): Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), onde

p ≥ 1 e 1
p

+ 1
q

= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Demonstração. Ver [9].

Teorema B.7 (Desigualdade de Young ): Seja 1 < p, q <∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1.

Então,

ab <
ap

p
+
bq

q
, (a, b > 0).

onde a, b > 0. A igualdade só ocorre se, e somente se, ap = bq.

Demonstração. Ver [19].
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Teorema B.8 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue):

Seja (fn) uma sequência de funções integráveis na qual convergem q.t.p para

alguma função mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g

para todo n, então f é integrável e∫
fdµ = lim

∫
fndµ

Demonstração. Ver [9].

Teorema B.9 (Teorema da função inversa:) Sejam U ⊂ RN um aberto

e f : U → RN de classe Ck(1 ≤ k ≤ ∞) tal que, em um ponto x0 ∈ U ,

f ′(x0) ∈ L(RN) é um isomorfismo. Então f é um difeomorfismo de classe Ck de

uma vizinhança V de x0 sobre uma vizinhança W de f(x0).

Demonstração. Ver [26].

Teorema B.10 (Teorema da função impĺıcita:) Dado A um aberto em

Rr+n, seja f : A → Rn de classe Ck(k ≥ 1), onde f = f(x, y) com x ∈ Rr

e y ∈ Rn. Suponha que (a,b) é um ponto de A tal que f(a, b) = 0 e

det
∂f

∂y
(a, b) 6= 0

Então existe uma vizinhança B de a em Rr e uma única função cont́ınua

g : B → Rn tal que g(a) = b e

f(x, g(x)) = 0

para todo x ∈ B. Além disso, a função g também é de classe Ck

Demonstração. Ver [30].

Teorema B.11 (Teorema do Valor Intermediário): Se uma função real

f definida num intervalo [a, b] é continua, então qualquer ponto d tal que

f(a) ≤ d ≤ f(b) ou f(a) ≥ d ≥ f(b) existe algum ponto c do intervalo [a, b],

com f(c) = d

75



Demonstração. Ver [27]

Teorema B.12 (Teorema de Bolzano-Weirstrass): Se (xn) é uma

sequência de números reais limitada, isto é, existe M > 0 tal que |xn| < M

para todo n ∈ N. Então (xn) admite uma subsequência convergente

Demonstração. Ver [27]

Teorema B.13 (Teorema de Borel Lebesgue): Seja K ⊂ IRN um compacto.

Então, toda cobertura aberta de K ⊂ ∪λ∈LAλ admite uma subcobertura finita

K ⊂ Aλ1 ∪ Aλ2 ∪ ... ∪ Aλi .

Demonstração. Ver [27]

Teorema B.14 dados X e Y espaços vetorias normados. Uma aplição linear

T : X → Y é cont́ınua se, e somente se, para todo conjunto limitado B ⊂ X, sua

imagem T (B) é limitada em Y .

Demonstração. Ver [31].

Definição B.1 (Ver [31])(Convergência fraca): Seja X um espaço vetorial

normado e (xn) ⊂ X. Dizemos que xn converge fraco em X, se existe x ∈ X

verificando:

f(xn)→ f(x) em IR, ∀f ∈ X ′.

Neste caso, x é chamado limite fraco de xn em X, e denotamos xn ⇀ x.

Teorema B.15 (Ver [31]): Seja (xn) uma sequência fracamente convergente

num espaço vetorial normado, isto é, existe x ∈ X tal que

xn ⇀ x em X.

Então,
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a) O limite fraco x de (xn) é único;

b) Toda subsequência (xnj) ⊂ (xn) converge para x;

c) A sequência (xn) é limitada.

Demonstração. Ver [31].

Teorema B.16 (Alaoglu): Se X é um espaço normado, então a bola fechada

BX∗ = {f ∈ X∗ : ||f || ≤ 1} é um espaço de Hausdorff compacto na topologia

fraca∗

Demonstração. Ver [31].

Teorema B.17 (Teorema da Representação de Riesz): Sejam H um

espaço de Hilbert e H′ seu dual. A aplicação υ : H → H′, υ(x) = fx, para

cada x ∈ H, dada por

υ(x)(y) = fx(y) = 〈x, y〉, para todoy ∈ H,

é uma isometria sobrejetora em H′.

Demonstração. Ver [31].

Definição B.2 (Ver [1])(Imersão cont́ınua): Dizemos que o espaço normado

(X, ‖ ‖x) está imerso continuamente no espaço (Y, ‖ ‖y) e escrevemos X ↪→ Y

se:

i) X for subespaço vetorial de Y;

ii) A aplicação identidade

i : X → Y

x 7→ i(x) = x

é cont́ınua, isto é, existe M > 0 tal que ‖i(x)‖Y ≤M‖x‖X , ∀x ∈ X.
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Definição B.3 (ver [31]) Um operador linear T : X1 → X2 é compacto, se a

imagem T (A), de todo subconjunto limitado A ⊂ X1, é precompacta em X2, ou

seja, seu fecho é compacto em X2.

Teorema B.18 (Imersões de Sobolev): Seja Ω ⊂ IRN com N ≥ 2, então as

seguintes imersões são cont́ınuas:

H1
0 (Ω) ↪→

 Ls(Ω) ; 2 ≤ s ≤ 2∗ = 2N
N−2

para N ≥ 3

Ls(Ω) ; 1 ≤ s <∞ para N=1 ou N = 2

Demonstração. Ver [29].

Teorema B.19 (Imersão compacta de Rellich-Kondrachov): Sendo Ω ⊂ IRN um

Domı́nio limitado do IRN , as seguintes imersões são compactas:

H1
0 (Ω) ↪→

 Ls(Ω) ; 1 ≤ s < 2∗ = 2N
N−2

para N ≥ 3

Ls(Ω) ; 1 ≤ s <∞ para N=1 ou N = 2

Demonstração. Ver [13].

Teorema B.20 (Desigualdade de Poincaré): Se Ω é um domı́nio limitado

do RN , então existe C > 0 tal que∫
Ω

|u|2 ≤ c

∫
Ω

|∇u|2,

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver [13].

Definição B.4 (Ver [38]) Seja M um espaço métrico, X um espaço normado

e h : M → X ′ \ {0} uma função cont́ınua. Um campo vetorial g é um pseudo-

gradiente para h em M se g : M → X é uma função cont́ınua e localmente

Lipschitziana tal que para todo u ∈M ,

||g(u)|| ≤ 2||h(u)|| e 〈h(u), g(u)〉 ≥ ||h(u)||2.
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Lema B.1 Seja M um espaço métrico, X um espaço normado e h : M →

X ′ \ {0} uma função cont́ınua. Então existe um campo pseudo-gradiente para h

em M .

Demonstração. Ver [38] Lema 2.2.

Teorema B.21 Seja E um espaço de Banach e f : [t0 − a, t0 + a]×BE(x0; b) ⊂

R × E → E uma aplicação limitada, cont́ınua, lipschitiziana com relação a

segunda variável. Então existe uma única solução do problema de valor inicial

(PVI)

dx

dt
= f(t, x)

x(t0) = x0,

definida no intervalo [t0 − α, t0 + α], onde α = min{a, b/M} e M =

sup{||f(t, x)||E, (t, x) ∈ [t0 − a, t0 + a]×BE(x0; b)}.

Demonstração. Ver [36].

Teorema B.22 Seja X um espaço de Banach, e f cont́ınua definida em X ×R

e tal que ||f || < M . Então toda solução de
d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u))

σ(0, u) = u

é cont́ınua e pode ser prolongada por toda a reta.

Demonstração. Ver [36].
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Apêndice C

Alguns resultados de Teoria do

Grau

Neste apêndice, daremos a definição de grau topógico de Brouwer. E

mostraremos as propriedades do grau topológico que foram usadas em nosso

trabalho. Para as demonstrações que aqui serão omitidas e para uma abordagem

mais completa veja [2].

Definição C.1 Dados Ω ⊂ Rn aberto e limitado, e f ∈ C1(Ω,Rn), definimos o

grau topológico de Brouwer de f com relação a Ω em um ponto regular p /∈ f(∂Ω)

como:

deg(f,Ω, p) =


0, se f−1(p) = ∅,∑
x∈f−1(p)

sgn(detJf (x)), se f−1(p) 6= ∅.

Onde Jf (x) é a matriz jacobiana da função f no ponto x e sgn é a função sinal

definida por:

sgn(t) =

1, se t > 0,

0, se t < 0.
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Ainda falta justificar porque o grau topólogico definido acima está de fato bem

definido, isto é, que o somatório
∑

x∈f−1(p) sgn(detJf (x)) <∞, e tal fato só ocorre

se o conjunto f−1(p) é finito. Veja que p é um valor regular de f então para todo

x ∈ f−1(p) tem-se det Jf (x) 6= 0 logo a transformação linear f ′(x) : Rn → Rn é

um isomorfismo, assim do Teorema da Aplicação Inversa f é um difeomorfismo

de uma vizinhança U de x em uma vizinhança V de b, portanto f−1(p) é discreto,

pois dado x′ 6= x em U da injetividade de f|U , f(x′) 6= p. Logo, f−1(p) é fechado

em Ω que por sua vez é compacto, assim f−1(p) também é compacto. Usando

o Teorema de Borel-Lebesgue vemos facilmente que o conjunto f−1(p) é finito,

mostrando que (C.1) está bem definida.

Definição C.2 Dado f ∈ C(Ω,RN) e seja b /∈ f(∂Ω). Considere (fn) ⊂

C1(Ω,RN) tal que fn → f em C(Ω,RN). Define-se:

deg(f,Ω, b) = lim
n→∞

deg(fn,Ω, b).

Além disso, é posśıvel provar que a definição não depende da escolha particular

de (fn).

Proposição C.1 Se f ∈ C(Ω,Rn) e p /∈ f(Ω) então deg(f,Ω, p) = 0.

Equivalentemente, se deg(f,Ω, p) 6= 0, então existe x ∈ Ω tal que f(x) = p.

Proposição C.2 Seja f, g ∈ C(Ω,Rn) tais que f = g em ∂Ω, seja também

p /∈ f(∂Ω), então

deg(f,Ω, p) = deg(g,Ω, p).

Proposição C.3 Sejam Ω1 ⊂ Rn1 e Ω2 ⊂ Rn2, considere f1 ∈ (Ω1,Rn1) e

f2 ∈ (Ω2,Rn2) onde p1 /∈ f1(∂Ω1) e p2 /∈ f2(∂Ω2). Então,

deg((f1, f2),Ω1 × Ω2, (p1, p2)) = deg(f1,Ω1, p1) deg(f2,Ω2, p2).
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Apêndice D

Funcionais Diferenciáveis

Neste apêndice, detalharemos a diferenciabilidade dos funcionais utilizados

em nosso trabalho. As técnicas utilizadas aqui podem ser encontradas em [20].

Definição D.1 Seja X um espaço de Banach e U ⊂ X aberto, considere o

funcional I : U → X. Este funcional possui derivada de Gateaux no ponto u ∈ X

quando existe um funcional linear T0 ∈ X ′ tal que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0, para todo v ∈ X.

Definição D.2 Seja X um espaço de Banach e U ⊂ X aberto, considere o

funcional I : U → X. Este funcional possui derivada de Fréchet no ponto u ∈ X

quando existe um funcional linear T ∈ X ′ tal que

lim
t→0

I(u+ v)− I(u)− Tv
||v||

= 0, para todo v ∈ X.

82



Lema D.1 Seja I : X → R um funcional definido em um espaço de Banach X.

Se a derivada de Gateaux é cont́ınua em X ′, então as derivadas de Gateaux e

Fréchet coincidem e I ∈ C1(X,R).

Demonstração. Denotamos por I ′(u) a derivada de Gateaux no ponto u ∈ X.

Agora, consideremos

r(v) = I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v.

Queremos mostrar que

|r(v)|
||v||

→ 0 quando ||v|| → 0. (D.1)

Defina Φ(t) : [0, 1]→ R por

Φ(t) = I(u+ tv).

Como,

lim
t→0

Φ(ξ + t)− Φ(ξ)

t
= lim

t→0

I(u+ ξv + tv)− I(u+ ξv)

t
= I ′(u+ ξv)v,

temos que Φ é uma função diferenciável, pois I é Gateaux diferenciável.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe κ ∈ (0, 1) tal que

Φ(1)− Φ(0) = Φ′(κ).

Então,

I(u+ v)− I(u) = I ′(u+ κv)v.

Por (D.1)

r(v) = I ′(u+ κv)v − I ′(u)v = (I ′(u+ κv)− I ′(u))v.

Consequentemente,

|r(v)| ≤ ||I ′(u+ κv)− I ′(u)||||v||.
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Da continuidade da derivada de Gateaux em X ′ segue o resultado desejado.

Proposição D.1 O funcional I : E → R dado por

I(u) =
1

2
||u||2 +

1

4

∫
R3

φuu
2dx−

∫
R3

F (u)dx,

é tal que I ∈ C1(E,R) com

I ′(u)v =

∫
R3

∇u∇vdx+

∫
R3

V (x)uvdx+

∫
R3

φuuvdx−
∫
R3

f(u)vdx, ∀u, v ∈ E.

Lembrando que onde F (s) =
∫ s

0
f(t)dt e E é um subespaço vetorial de H1(R3)

E = {u ∈ H1(R3) :

∫
R3

V (x)|u|2dx <∞}

munido da norma

||u|| =
(∫

R3

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx

) 1
2

.

Demonstração.

Vamos considerar I(u) = I1(u) + I2(u) − I3(u) com I1(u) = 1
2
||u||2, I2(u) =

1

4

∫
R3

φuu
2dx e I3(u) =

∫
R3

F (u)dx.

Primeiramente vejamos que o funcional I está de fato bem definido. Ora,

u ∈ E, então I1(u) = 1
2
||u||2λ <∞, temos também por (ii) do Lema A.1 que

I2(u) =

∫
R3

φuu
2dx ≤ C||u||4H1(R3) <∞.

Da condição de crescimento descrita em (2.3), temos que o funcional I3 está

bem definido.

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux de I1, representaremos sua

derivada por DI1,

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

1

2

∫
R3

(|∇u+ tv|2 + V (x)|u+ tv|2)dx− 1

2

∫
R3

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx

t
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=

1

2

∫
R3

[∇(u+ tv)∇(u+ tv) + V (x)(u+ tv)2]dx− 1

2

∫
R3

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx

t

=
1

2t

[
2t

∫
R3

(∇u∇v + V (x)uv)dx+ t2
∫
R3

|∇v|2 + V (x)|u|2dx
]
.

Portanto,

DI1(u)v = lim
t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

∫
R3

(∇u∇v + V (x)uv)dx.

Mostraremos agora que o operador DI1 é cont́ınuo. Seja (un) uma sequência

em E tal que un → u em E.

Assim, para cada v ∈ E, com ||v|| ≤ 1 temos

|[DI1(un)−DI1(u)]v| =
∣∣∣∣∫

R3

∇un∇v −∇u∇v + V (x)(unv − uv)

∣∣∣∣
≤
∫
R3

|∇un∇v −∇u∇v|+ V (x)|unv − uv|.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz

|[DI1(un)−DI1(u)]v| ≤
(∫

R3

|∇un −∇u|2 + V (x)|un − u|2
) 1

2
(∫

R3

|∇v|2 + V (x)|v|2
) 1

2

= ||un − u||||v|| → 0.

Logo,

||DI1(un)−DI1(un)||E′ =

∫
sup
||v||≤1

|[DI1(un)−DI1(u)]v| ≤ ||un − u|| → 0.

Vamos calcular agora a derivada de Gateaux de I2, que representada por DI2

DI2(u)v = lim
t→0

1
4

∫
R3

φu+tv(u+ tv)3 − 1

4

∫
R3

φuu
2

t
.

85



Como ∆φu+tv = (u + tv)2, por (iv) do Lema (A.1) tem-se que −∆φu+tv =

−∆φu − t2φv − t∆φ√2uv. Então

DI2(u)v = lim
t→0

1
4

∫
R3

(φu + t2φv + tφ√2uv)(u+ tv)2 − 1

4

∫
R3

φuu
2

t

= lim
t→0

1

4

∫
R3

2uvφu + tφuv + tφvu
2 + 2t2φvuv + φ√2uvu

2 + 2tφuv + t2φ√2uvv
2

=
1

4

∫
R3

2uvφu +
1

4

∫
R3

φ√2uvu
2.

Da caracterização de φu dada em (i) do Lema A.1, tem-se

1

2

∫
R3

φuuv +
1

4

∫
R3

u2

(∫
R3

1

3ω3

2uv

|x− y|
dx

)
dy.

Pelo Teorema de Fubini,

1

2

∫
R3

φuuv +
1

4

∫
R3

2uvφu.

Assim,

DI2(u)v =

∫
R3

φuuv.

Dada uma sequência (un) em E tal que un → u em E, afirmamos que

DI2(un)→ DI2(u) em E ′, de fato, dado v ∈ E, tem-se∣∣∣∣∫
R3

φununv −
∫
R3

φuuv

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R3

φununv + (φunuv)−
∫
R3

φuuv − (φunuv)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R3

φunv(un − u) +

∫
R3

(φun − φu)uv
∣∣∣∣ .

de Usando a desigualde de Hölder, as imersões de Sobolev e a imersão D1,2(R3) ↪→

L6(R3) ∫
R3

φunv(un − u) ≤ |φun|6|v|3|un − u|2

e ∫
R3

uv(φun − φu) ≤ |u|2|v|3|φun − φu|6.
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Desde que E ⊂ H1(R3), pelas imersões de Sobolev, a convergência un → u em

E implica que un → u em Lp(R3) para p ∈ [2, 6]. De (vi) do Lema A.1 φun → φu

em D1,2(R3) e da imersão D1,2(R3) ↪→ L6(R3) tem-se φun → φu em L6(R3), então∫
R3

φunv(un − u) ≤ |φun|6|v|3|un − u|2 → 0

e ∫
R3

uv(φun − φu) ≤ |u|2|v|3|φun − φu|6 → 0.

Donde segue que

||DI2(un)−DI2(u)||E′ = sup
||v||≤1

∣∣∣∣∫
R3

φununv −
∫
R3

φuuv

∣∣∣∣→ 0.

Mostrando assim a continuidade de DI2.

Vamos calcular a derivada de Gateaux do funcional I3, o qual representaremos

por DI3. Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1 e para cada u, v ∈ E,

consideremos a função h : [0, 1] → R dada por h(s) = F (u + stv). Observe

que h′(s) = f(u+ stv)tv, h(1) = F (u+ tv) e h(0) = F (u).

Desde que h é cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), do Teorema do Valor

Médio, existe ρ ∈ (0, 1) tal que

h(1)− h(0) = h′(ρ),

de onde conclúımos ∣∣∣∣F (u+ tv)− F (u)

t

∣∣∣∣ = |f(u+ ρtv)||v|.

Da condição de crescimento (2.2) sobre a função f , obtem-se

|f(u+ ρtv)||v| ≤ a|u+ ρtv||v|+ b|u+ ρtv|5|v|.

Portanto, |f(u+ ρtv)||v| ∈ L1(R3).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0 temos que

f(u(x) + ρtnv(x))v(x)→ f(u(x))v(x) pontualmente em R3.
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Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, tem-se

lim
t→0

I2(u+ tv)− I2(u)

t
=


∫
R3

F (u+ tv)−
∫
R3

F (u)

t


= lim

n→∞

∫
R3

f(u+ ρtnv)v =

∫
R3

f(u)v.

Assim, DI3(u)v =
∫
R3 f(u)v. Mostraremos que o operador DI3 é cont́ınuo.

Seja un → u em E ⊂ H1(R3).

Portanto, das imersões cont́ınuas de Sobolev

un → u em Lp(R3), com 2 ≤ p ≤ 6.

Do teorema de Vainberg, existe (unj) ⊂ (un) e g ∈ Lp(R3) tal que

unj(x)→ u(x) q.t.p em R3

e

|unj(x)| ≤ g(x) q.t.p em R3.

desde que f é uma função cont́ınua,

|f(unj(x))− f(u(x))||v| → 0 q.t.p em R3.

Da condição de crescimento (2.2), temos

|f(unj(x)||v| ≤ a|g(x)||v|+ b|g(x)|5|v|.

Então do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
R3

f(unj)v →
∫
R3

f(u)v,

para todo v ∈ E.

Argumentando como nos casos anteriores conclúımos que DI3 é um operador

cont́ınuo.
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