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Resumo

Neste trabalho iremos apresentar e demonstrar o Princípio de Concentração e Com-

pacidade para os espaços Lp(x) e aplica-lo para estabelecer a existência de solução fraca

para a seguinte classe de problemas elípticos −div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = c(x)|u|p∗(x)−2u+ λf(x, u), x ∈ Ω;

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado, 0 < a0 ≤ a(x) ∈ L∞(Ω), 0 < b0 ≤ b(x) ∈

L∞(Ω), 0 < c0 ≤ c(x) ∈ L∞(Ω), p é uma função lipschitziana definida em Ω satisfazendo

1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < N , p∗(x) = Np(x)
N−p(x)

e a função f satisfazendo hipóteses adequadas

que serão apresentadas ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Princípio de Concentração e Compacidade, expoente variável.
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Abstract

In this work we will present and prove the principle of concentration compactness for

Lp(x) spaces and apply it to establish the existence of weak solution to the following class

of elliptical problems −div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = c(x)|u|p∗(x)−2u+ λf(x, u), x ∈ Ω;

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Where Ω ⊂ RN is a bounded domain, 0 < a0 ≤ a(x) ∈ L∞(Ω), 0 < b0 ≤ b(x) ∈

L∞(Ω), 0 < c0 ≤ c(x) ∈ L∞(Ω), p is a Lipschitz function defined on Ω satisfying 1 < p1 ≤

p(x) ≤ p2 < N , p∗(x) = Np(x)
N−p(x)

and function f satisfying suitable conditions that will be

presented throughout the work.

keywords: Principle of Concentration Compactness, variable exponent.
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Introdução

O estudo dos espaços de Lebesgue e Sobolev com expoente variável é recente. As

referências padrões sobre as propriedades básicas destes espaços são os artigos de O.

Kováčik e J. Rákosník ([5], 1991) e X.L. Fan e D. Zhao ([2], 2001). O estudo destes espaços

se intensificou na virada do século com a descoberta de aplicações na Física. Por exemplo

os artigos K. R. Rajagopal e M. Ru̇žička ( [6], 1996 e [7], 2001) fornecem aplicações

em fluidos eletroreológicos. O artigo [13] de Peter A. Hästö aborda de maneira simples

um pouco sobre algumas aplicações desses espaços. Além disso, recomendamos o site

http://www.helsinki.fi/~pharjule/varsob/index.shtml de um grupo de pesquisa

finlandês sobre os espaços com expoente variável e suas aplicações em processamentos de

imagem.

Neste trabalho apresentaremos o Princípio de Concentração e Compacidade para os

espaços Lp(x) e aplica-lo para estudar a existência de solução fraca para a seguinte classe

de problemas elípticos −div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = c(x)|u|p∗(x)−2u+ λf(x, u), x ∈ Ω;

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado, 0 < a0 ≤ a(x) ∈ L∞(Ω), 0 < b0 ≤ b(x) ∈

L∞(Ω), 0 < c0 ≤ c(x) ∈ L∞(Ω) e p é uma função lipschitziana definida em Ω satisfazendo

1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < N , p∗(x) = Np(x)
N−p(x)

e sobre a função f adotaremos as seguintes

hipóteses

(H1) f ∈ C(Ω×R), f(x, t) > 0 em Ω0 × (0,+∞) para algum aberto não vazio Ω0 ⊆ Ω e

f(x, t) = 0 para todo x ∈ Ω e t ≤ 0.

(H2) |f(x, t)| ≤ C1 + C2|t|α(x), α ∈ C(Ω) com â = infx∈Ω[α(x) − p(x) + 1] > 0 e a =

infx∈Ω[p∗(x)− α(x)− 1] > 0. Onde C1 e C2 são constantes positivas.

1

http://www.helsinki.fi/~pharjule/varsob/index.shtml


(H3) |f(x, t)| ≤ C̃1 + C̃2|t|β(x), β ∈ P(Ω) com 0 ≤ β(x) e b̃ = infx∈Ω[p(x)− β(x)− 1] > 0.

Onde C̃1 e C̃2 são constantes positivas.

(H4) Existe uma função µ ∈ C1(Ω) tal que p∗(x) > µ > p(x), l1 = infx∈Ω[µ(x)−p(x)] > 0,

l2 = infx∈Ω[p∗(x) − µ(x)] > 0, µF (x, t) ≤ tf(x, t) e f(x, t) = o(tp(x)−1), quando

t→ 0+.

(H5) Existe uma função ν ∈ P(Ω) tal que 1 < ν(x) < p(x) e νF (x, t) ≤ tf(x, t) para

x ∈ Ω.

Este trabalho é baseado no artigo de Fu Youngqiang [17] está estruturado da seguinte

forma: No primeiro capítulo faremos uma revisão sobre os espaços de Lebesgue e Sobo-

lev com expoente variável, apresentando as definições, resultados básicos, resultados de

densidade e imersão que serão utilizados ao longo de todo o trabalho.

No Capítulo 2 provaremos o Princípio de Concentração e Compacidade que generaliza o

resultado de Lions para os espaços de Lebesgue com expoente variável. Aqui vale ressaltar

que fizemos uma modificação com relação ao trabalho do autor. No seu artigo, Fu prova

um resultado com duas desigualdades (Veja corolário 3.1 em [17]) que serão utilizados

mais adiante para provar a desigualdade generalizada de Sobolev para os átomos das

medidas limites no Princípio de Concentração e Compacidade (veja Teorema 3.1 e sua

demonstração em [17]), a primeira desigualdade usada para os átomos no interior de Ω

e a segunda para os átomos em ∂Ω. Porém resolvemos o problema de outra maneira:

primeiramente provamos o Lema 2.2 para x ∈ Ω (o autor faz apenas para x ∈ Ω, veja

Lema 3.1 em [17]), com isso foi possível dispensar a segunda desigualdade, utilizando

apenas uma desigualdade (veja nosso Corolário 2.1) para chegar ao mesmo resultado.

Em seguida, no Capítulo 3, iremos provaremos a existência de solução fraca para o pro-

blema apresentado usando métodos variacionais e Teorema do Passo da Montanha. Para

contornar a falta de compacidade proveniente da potência crítica usaremos o Princípio de

Concentração provando dois teoremas de existência de solução, um sob as hipóteses (H1),

(H2) e (H4) e outro sob as hipóteses (H1), (H3) e (H5). Cabe ressaltar que as hipóteses

(H4) e (H5) aparecem para mostrar que o funcional associado satisfaz as geometrias do

Teorema do Passo da Montanha.

Por fim, apresentaremos alguns apêndices: a regularidade do funcional associado, uma

breve revisão sobre Medidas de Radon (o espaço M(Ω) := (C(Ω))′) e alguns resultados
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de Análise Funcional, Teoria da Medida e Distribuições que foram utilizados ao longo do

trabalho.
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Notações

‖.‖p(x) - Norma do espaço Lp(x)(Ω)

‖.‖p,A - Norma do espaço Lp(x)(A)

‖.‖1,p(x) - Norma do espaço W 1,p(x)(Ω)

‖.‖1,p,A - Norma do espaço W 1,p(x)(A)

ρp,A(u) - função modular no espaço Lp(x)(A)

↪→ - Imersão contínua

↪→↪→ - Imersão compacta

W 1,∞(Ω) := {u ∈ L∞(Ω); |∇u| ∈ L∞(Ω)}

W−1,p(x)(Ω) := (W 1,p(x)(Ω))′

L0(Ω) := {u : Ω −→ R;u é mensurável em Ω}

P(Ω) := {u ∈ L0(Ω);u ≥ 1}

C∗ :=
{∫

Ω

|u|∗dx;u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), ‖∇‖p ≤ 1

}

4



Capítulo 1

Os Espaços de Lebesgue e Sobolev com

expoente variável

O estudo dos espaços de Lebesgue e Sobolev com expoente variável tem crescido de

maneira significativa nos últimos anos. Por exemplo, uma pesquisa por variable exponent

no Mathematical Rieviews aponta 15 artigos publicados antes de 2000, 31 artigos entre

2000 e 2004 e 242 artigos entre 2005 e 2010. As referências padrões sobre as propriedades

básicas dos espaços Lp(x) e Wm,p(x) são os artigos [?], de O. kovácik e J. Rákosník„ publi-

cado em 1991 e [2], de X.-L Fan e D. Zhao de 2001 que apresenta as mesmas propriedades

por métodos diferentes. Sugerimos também o livro [10], de Lars Diening. Apresentaremos

aqui essas propriedades que servirão de base para todo o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Lp(x)(Ω) - Definições e primeiras propriedades

Seja Ω ⊂ RN um conjunto mensurável com |Ω| > 0. Considere:

L0(Ω) := {u : Ω −→ R; u é mensurável em Ω}

Os elementos de L0(Ω) que são iguais quase sempre são considerados como um único

elemento. Além disso, seja p ∈ L0(Ω), definimos

ϕ(x, s) = sp(x) ∀x ∈ Ω, s ≥ 0 (1.1)

ρ(u) = ρp(x)(u) :=

∫
Ω

ϕ(x, |u|)dx =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx (1.2)

P(Ω) =
{
u ∈ L0(Ω); u ≥ 1

}
(1.3)

L∞+ (Ω) = L∞(Ω) ∩P(Ω) (1.4)

5



A função ρ em (1.2) é chamada função modular. Um elemento p ∈ P(Ω) é chamado

função expoente. Para p ∈ L∞+ (Ω), adotaremos a seguinte notação

1 ≤ p1 := inf ess p ≤ sup ess p =: p2 <∞.

Definição 1.1 Seja p ∈ L∞+ (Ω) , definimos os espaço de Lebesgue com expoente variável

Lp(x)(Ω) por:

Lp(x)(Ω) :=

{
u ∈ L0(Ω); lim

λ→0+
ρ(λu) = 0

}
(1.5)

Observação: O espaço Lp(x)(Ω) pode ser definido para casos mais gerais, supondo por

exemplo apenas que p ∈ P(Ω), mas as propriedades de Lp(x)(Ω) se tornam melhores

quando exigimos também que p ∈ L∞(Ω). Além disso, essas hipóteses são suficientes

para os objetivos deste trabalho. Daqui em diante, p representará uma função expoente

em L∞+ (Ω).

Vajamos algumas propriedades da função ρ:

Proposição 1.1 Para todos u, v ∈ Lp(x)(Ω), tem-se:

(a) ρ(u) = 0⇐⇒ u = 0

(b) ρ(−u) = ρ(u)

(c) ρ é convexa, isto é

ρ(tu+ (1− t)v) ≤ tρ(u) + (1− t)ρ(v), ∀t ∈ [0, 1]

(d) ρ(u+ v) ≤ 2p2 [ρ(u) + ρ(v)]

(e) Se λ > 1 temos

ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ λp1ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp2ρ(u)

e se 0 < λ < 1, temos

λp2ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp1ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ ρ(u)

6



(f) Para cada u ∈ Lp(x)(Ω) \ {0} a função

ρ(·u) : [0,+∞) −→ [0,+∞)

λ 7−→ ρ(λu)

é crescente, contínua e convexa.

Demonstração: Sejam u, v ∈ Lp(x)(Ω)

(a) De fato,

ρ(u) = 0 ⇔
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx = 0⇔ |u(x)|p(x) = 0, q.s. em Ω

⇔ u(x) = 0, q.s. em Ω⇔ u = 0

(b) Segue de | − u(x)| = |u(x)| e das propriedades de integral.

(c) Segue da convexidade da função ϕ(x, s) = sp(x) em s e da linearidade da integral.

(d) De fato,

|u(x) + v(x)|p(x) ≤ 2p(x)[|u(x)|p(x) + |v(x)|p(x)] q.s. em Ω

≤ 2p2 [|u(x)|p(x) + |v(x)|p(x)] q.s. em Ω

integrando ambos os lados dessa desigualdade temos∫
Ω

|u(x) + v(x)|p(x)dx ≤ 2p2 [

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx+

∫
Ω

|v(x)|p(x)dx]

ρ(u+ v) ≤ 2p2 [ρ(u) + ρ(v)]

(e) Se λ > 1, temos

|u(x)|p(x) ≤ λ|u(x)|p(x) ≤ λp1|u(x)|p(x) ≤ λp(x)|u(x)|p(x) ≤ λp2|u(x)|p(x) q.s. em Ω

integrando estas desigualdades obtemos∫
Ω

|u(x)|p(x) ≤ λ

∫
Ω

|u(x)|p(x) ≤ λp1
∫

Ω

|u(x)|p(x) ≤
∫

Ω

|λu(x)|p(x) ≤ λp2
∫

Ω

|u(x)|p(x)

e portanto

ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ λp1ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp2ρ(u)

Por outro lado, caso 0 < λ < 1 temos

λp2|u(x)|p(x) ≤ λp(x)|u(x)|p(x) ≤ λp1|u(x)|p(x) ≤ λ|u(x)|p(x) ≤ |u(x)|p(x) q.s. em Ω

7



E novamente por integração obteremos

λp2ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp1ρ(u) ≤ λρ(u) ≤ ρ(u)

(f) Para cada u ∈ Lp(x) \ {0} temos:

p(·u) é crescente:

De fato, dados λ1, λ2 ∈ [0,+∞) tais que λ1 < λ2, segue que

|λ1|p(x) < |λ2|p(x) q.s em Ω =⇒ |λ1|p(x)|u(x)|p(x) < |λ2|p(x)|u(x)|p(x) q.s em Ω

Integrando ambos os membros da desigualdade obtemos

ρ(λ1) < ρ(λ2)

Continuidade:

Seja (λn), λ ∈ [0,+∞) tais que λn → λ. É claro que, q.s. em Ω

|λnu(x)|p(x) → |λu(x)|p(x)

Por outro lado, (λn) é limitada e então podemos encontrar um k > 1 tal que

|λn| ≤ k para todo n ∈ N

assim

|λn|p(x) ≤ kp(x) ≤ kp2 q.s. em Ω

|λnu(x)|p(x) ≤ kp2|u(x)|p(x) q.s. em Ω

Definindo ϕn := |λnu(x)|p(x) e ϕ := |λu(x)|p(x), temos

ϕn ≤ kp2|u(x)|p(x) ∈ L1(Ω) q.s. em Ω

ϕn → ϕ q.s. em Ω

Pelo Teorema da Convergência Dominada segue que∫
Ω

ϕndx →
∫

Ω

ϕdx∫
Ω

|λnu(x)|p(x) →
∫

Ω

|λu(x)|p(x)dx

ρ(λnu) → ρ(λu)

Convexidade:

Segue novamente da convexidade de ϕ(x, s) = sp(x) e da linearidade da integral.
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Como Lp(x)(Ω) ⊂ L0(Ω) e este é um espaço vetorial, segue dos itens (a), (d) e (e) que

Corolário 1.1 Lp(x)(Ω) é um espaço vetorial

Vejamos agora um resultado que permite definir o espaço de Lebesgue com expoente

variável de forma mais "natural"que a definição dada em 1.5

Proposição 1.2 As seguintes afirmações são equivalentes para u ∈ L0(Ω):

(a) ρ(λu) < +∞, ∀λ > 0,

(b) ρ(u) < +∞,

(c) u ∈ Lp(x)(Ω)

Demonstração:

(a)⇒ (b) Segue de das definição e módulo.

(b) ⇒ (c) Segue da continuidade de ρ(λu) em λ ( Proposição 1.1, item (f)). (c) ⇒ (a)

Se u ∈ Lp(x)(Ω), então limλ→0+ ρ(λu) = 0. Segue da definição de limite que para ε > 0,

existe 0 < λ0 < 1 tal que

ρ(λ0u) =

∫
Ω

|λ0u(x)|p(x)dx < ε

assim, pela Proposição 1.1, item (e), temos

λp20

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx < ε,

e portanto

ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx < +∞.

Assim, para todo λ > 0, novamente da Proposição 1.1 item (e), obtemos que

ρ(λu) ≤ max{λp1ρ(u), λp2ρ(u)} < +∞.

�

Observação 1: Esta proposição nos permite definir os espaços Lp(x)(Ω) da seguinte

forma

Lp(x)(Ω) =

{
u ∈ L0(Ω); ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx < +∞
}
. (1.6)

9



Note a semelhança desta definição com a definição dos espaços de Lebesgue clássicos.

Daqui em diante, usaremos 1.6 como definição de Lp(x)(Ω).

Observação 2: Note que para mostrar a implicação de (c) para (a) foi necessário usar

a hipótese de que p ∈ L∞(Ω). E de fato, é possível mostrar que se (apenas) p ∈ P(Ω),

então existe u ∈ Lp(x)(Ω) que não verifica a condição (a). Para mais detalhes, veja [2],

Teorema 1.1.

Nosso próximo passo é definir uma norma sobre Lp(x)(Ω), mas para isso precisamos

conhecer algumas propriedades do conjunto

Iu =
{
λ > 0; ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

onde u ∈ Lp(x)(Ω). Será útil, também, considerarmos a função

θu : (0,+∞) −→ [0,+∞)

λ 7−→ θu(λ) = ρ
(u
λ

)
.

Proposição 1.3 Para cada u ∈ Lp(x)(Ω) temos

(a) Iu = (0,+∞)⇐⇒ u = 0

(b) Se u 6= 0, então Iu = [a,+∞) com a > 0. Além disso, a = θ−1
u (1).

Demonstração:

(a) (⇒) Supondo por contradição que u = 0. Como Iu = (0,+∞), então inf Iu = 0 e

existe uma sequência (minimizante) (λn) ⊂ (0, 1) tal que

λn → 0 e ρ

(
u

λn

)
≤ 1, ∀n ∈ N

assim

1 ≥ ρ

(
u

λn

)
=

∫
Ω

(
1

λn

)p(x)

|u(x)|p(x)dx >

(
1

λn

)∫
Ω

|u(x)|p(x)dx

como ρ(u) > 0, segue que

ρ

(
u

λn

)
−→ +∞, quando n −→ +∞,

contradição. Portanto u = 0.

(⇐) Se u = 0 então

I0 =

{
λ > 0; ρ

(
0

λ

)
= 0 ≤ 1

}
= (0,+∞)
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(b) Mostraremos primeiramente que Iu é um intervalo da forma [a,+∞). De fato, se

a ∈ Iu, então para λ > a, do item (f) da Proposição 1.1

1

λ
<

1

a
⇒ ρ

(u
λ

)
< ρ

(u
λ

)
≤ 1

assim λ ∈ Iu. Portanto Iu é um intervalo da forma (a,+∞) ou [a,+∞). Provemos

então que Iu = [a,+∞). Com efeito, se Iu = (a,+∞), então a 6∈ Iu, isto é, ρ(u
a
) > 1.

Da continuidade de ρ(λu) em λ (Proposição 1.1, item (f)), existe δ > 0 tal que

ρ
(u
λ

)
, ∀λ ∈ (a− δ, a+ delta), λ 6= 0,

em particular

ρ

(
u

a+ δ
2

)
> 1.

Contradição, pois a + δ
2
∈ Iu. Portanto Iu = [a,∞). Pelo mesmo argumento, não

podemos ter ρ(u
a
) < 1. Assim,

ρ
(u
a

)
= 1⇒ a ∈ θ−1

u (1).

�

Agora podemos demonstrar o próximo resultado, que mostra a norma usual no espaço

Lp(x)(Ω). Mostraremos em seguida algumas propriedades dessa norma.

Proposição 1.4 ‖u‖p(x) = inf
{
λ > 0; ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

é uma norma em Lp(x)(Ω). Isto é,

para todos u, v ∈ Lp(x)(Ω) e α ∈ R,

(i) ‖u‖p(x) ≥ 0,

(ii) ‖u‖p(x) = 0⇔ u = 0,

(iii) ‖αu‖p(x) = |α|‖u‖p(x),

(iv) ‖u+ v‖p(x) ≤ ‖u‖p(x) + ‖v‖p(x)

Demonstração: Sejam u, v ∈ Lp(x)(Ω) e α ∈ R,

(i) É imediato.

(ii) Segue do item (a) da Proposição 1.3.
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(iii) Se u = 0 a igualdade é imediata. Para u ∈ Lp(x)(Ω) \ {0}, segue do item (b) da

Proposição 1.3

‖αu‖p(x) = inf Iαu = inf[a,+∞) = a⇒ ρ
(αu
a

)
= 1.

Analogamente,

‖u‖p(x) = b⇒ ρ
(u
b

)
= 1.

Então

ρ
(αu
a

)
= ρ

(u
b

)
,

como ρ(λu) é estritamente crescente (Proposição 1.1, item f), segue que

|α|
a

=
1

b
⇒ ‖αu‖p(x) = |α|‖u‖p(x).

(iv) Considere o conjunto

C =
{
u ∈ Lp(x)(Ω); ρ(u) ≤ 1

}
.

Assim Iu = {λ > 0; (u/λ) ∈ C}. Além disso, como ρ é convexo, C é convexo.

Denotando ‖u‖p(x) = a e ‖v‖p(x) = b, temos

u

a+ ε
,

v

b+ ε
∈ C, ∀ε > 0

Desde que C é convexo temos

tu

a+ ε
+

(1− t)v
b+ ε

∈ C, ∀t ∈ [0, 1].

Em particular, para

t =
a+ ε

a+ b+ ε
,

temos
u+ v

a+ b+ ε
∈ C.

Assim a+ b+ ε ∈ Iu+v, daí

inf Iu+v = ‖u+ v‖p(x) ≤ ‖u‖p(x) + ‖v‖p(x) + ε, ∀ε > 0.

Fazendo ε→ 0 segue que

‖u+ v‖p(x) ≤ ‖u‖p(x) + ‖v‖p(x)

�
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Proposição 1.5 Se p(x) = p é constante com 1 ≤ p ≤ +∞, então

‖ · ‖p(x) = ‖ · ‖p

onde é a norma usual em Lp(Ω).

Demonstração: Se u = 0 a igualdade é imediata. Para u ∈ Lp(x)(Ω) \ {0} temos:

‖u‖p(x) = inf
{
λ > 0; ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

= inf

{
λ > 0;

∫
Ω

(
|u(x)|
λ

)p(x)

dx ≤ 1

}

= inf

{
λ > 0;

1

λp

∫
Ω

|u(x)|pdx ≤ 1

}
= inf {λ > 0; ‖u‖p ≤ λp}

= inf {λ > 0; ‖u‖ ≤ λ}

= ‖u‖p

�

Observação: Com este resultado, os espaços Lp(x)(Ω) podem ser encarados como uma

generalização dos espaços de Lebesgue clássicos.

A função modular ρ está fortemente relacionada com a norma ‖.‖p(x). Os próximos resul-

tados mostram essa relação.

Proposição 1.6 Seja u ∈ Lp(x)(Ω) \ {0}. Então

‖u‖p(x) = a⇔ ρ
(u
a

)
= 1.

Demonstração: Se ‖u‖p(x) = a, segue do item (b) da Proposição 1.3 que ρ(u
a
) = 1.

Reciprocamente se a > 0 é tal que

ρ
(u
a

)
= 1,

então a ∈ Iu e portanto ‖u‖p(x) ≤ a. Se b = ‖u‖p(x) < a, como ρ(λu) é estritamente

crescente em λ (Proposição 1.1, item (f)), teríamos ρ(u
a
) < ρ(u

b
) = 1. contradição, pois

b 6∈ Iu. Assim, só podemos ter ‖u‖p(x) = a.

�

O próximo resultado será largamente utilizado ao longo dos próximos capítulos.

Teorema 1.1 (Relação Norma - Modular) Seja u ∈ Lp(x)(Ω). Então

13



(i) ‖u‖p(x) < 1(= 1;> 1)⇐⇒ ρ(u) < 1(= 1;> 1)

(ii) ‖u‖p(x) > 1 =⇒ ‖u‖p1p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p2p(x)

(iii) ‖u‖p(x) < 1 =⇒ ‖u‖p2p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p1p(x)

Demonstração: Se u = 0 todas as afirmações são imediatas, por isso consideraremos

u 6= 0.

(i) Do resultado anterior, segue que

‖u‖p(x) = 1⇔ ρ(u) = 1.

Se a = ‖u‖p(x) < 1, segue da Proposição anterior que ρ(u
a
) = 1. Assim, como ρ(λu)

é crescente em λ (Proposição 1.1, item (f)), segue que

a < 1⇔ ρ(u) < ρ
(u
a

)
= 1.

Caso a = ‖u‖p(x) > 1, a demonstração é análoga.

(ii) Se a = ‖u‖p(x) > 1, temo que

ap1 ≤ ap(x) ≤ ap2 q.s. em Ω

1

ap2
≤ 1

ap(x)
≤ 1

ap1
q.s. em Ω

e portanto

1

ap2

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣u(x)

a

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

ap1

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx

isto é
1

ap2
ρ(u) ≤ ρ

(u
a

)
= 1 ≤ 1

ap1
ρ(u).

De onde segue o resultado.

(iii) É análogo ao item (ii).

�

Como consequência do Teorema 1.1, temos o próximo resultado que nos diz que a topologia

gerada pela norma é equivalente à topologia gerada pela função modular.

Proposição 1.7 Seja u ∈ Lp(x)(Ω) e uma sequência {un} ⊂ Lp(x)(Ω). As seguintes

afirmações são equivalentes
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(i) lim
n→+∞

‖un − u‖p(x) = 0

(ii) lim
n→+∞

ρ(un − u) = 0

Demonstração:

(1) ⇒ (2) Se lim
n→+∞

‖un − u‖p(x) = 0, então para n suficientemente grande temos que

‖un − u‖p(x) < 1. Do item (3) do Teorema 1.1, temos que

ρ(un − u) ≤ ‖un − u‖p2p(x).

Logo ρ(un − u)→ 0 quando n→∞.

(2) ⇒ (1) Se lim
n→+∞

ρ(un − u) = 0, então para nn suficientemente grande temos que

ρ(un − u) < 1. Do item (1) do Teorema anterior, segue que ‖un − u‖p(x) < 1. Assim, do

item (3) do mesmo Teorema obtemos

‖un − u‖p1p(x) ≤ ρ(un − u)

e portanto ‖un − u‖p(x) → 0, quando n→∞.

�

Teorema 1.2 Lp(x)(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja {un} uma sequência de Cauchy em Lp(x)(Ω). Podemos extrair

uma subsequência {unk} ⊂ {un} tal que

‖unk+1
− unk‖p(x) ≤

1

2k
, ∀k ≥ 1.

De fato, como {un} é de Cauchy, para todo ε > 0 existe nε ∈ N tal que

m,n > nε ⇒ ‖um − un‖p(x) ≤ ε. (1.7)

Assim, para ε = 1
2
, tome n1 ∈ N tal que

m,n ≥ n1 ⇒ ‖um − un‖p(x) ≤
1

2
.

Para ε = 1
22
, tome n2 ≥ n1 tal que

m,n ≥ n2 ⇒ ‖um − un‖p(x) ≤
1

22
.

Para ε = 1
2k
, tome nk > nk−1 tal que

m,n ≥ nk ⇒ ‖um − un‖p(x) ≤
1

2k
.
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Desta forma, obtemos uma subsequência {unk} (ou por simplicidade, {uk}) satisfazendo

(1.7). Definindo

vn(x) =
n∑
k=1

|uk+1(x)− uk(x)|, x ∈ Ω

Temos que vn ≤ vn+1 e {vn} ⊂ Lp(x)(Ω) com

‖vn‖p(x) =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

|uk+1 − uk|

∥∥∥∥∥
p(x)

≤
n∑
k=1

‖uk+1 − uk‖p(x)

≤
n∑
k=1

1

2k
≤ 1.

Pelo Teorema 1.1 item (i), temos que∫
Ω

|vn(x)|p(x)dx ≤ 1 ∀n ∈ N

. Então, pelo Teorema da Convergência Monótona (C.3), segue que

vn(x)→ v(x), q.s. em Ω

e v ∈ Lp(x)(Ω). Por outro lado, para m ≥ n ≥ 2, temos que

|um(x)− un(x)| ≤ |um(x)− um−1(x)|+ ...+ |un+1(x)− un(x)|

≤ v(x)− vn−1(x) ≤ v(x), q.s. em Ω

Segue que, para x q.s. em Ω {un(x)} é uma sequência de Cauchy em R. Então

un(x)→ u(x) q.s. em Ω

Segue então que

|u(x)− un| ≤ v(x) ∈ Lp(x)(Ω), n ≥ 2, q.s. em Ω,

logo u ∈ Lp(x)(Ω) e ainda

|un(x)− u(x)|p(x) → 0 q.s. em Ω.

Assim, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), segue que

lim
n→∞

∫
Ω

|un(x)− u(x)|p(x)dx = 0
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ou seja

lim
n→∞

ρ(un − u) = 0.

Pela Proposição 1.7, segue que

lim
n→∞

‖un − u‖ = 0

�

Como consequência (da demonstração), temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 Seja (fn) uma sequência em Lp(x)(Ω) e f ∈ Lp(x)(Ω) tal que ‖fn−f‖p(x) →

0. Então existe uma sequência (fnk) e h ∈ Lp(x)(Ω) tais que

(a) fnk(x)→ f(x) q.s. em Ω

(b) |fnk(x)| ≤ h(x) q.s. em Ω

Dado p ∈ L∞+ (Ω), nos definimos sua função expoente conjugada p′(x) como:

p′(x) =


1, se x ∈ Ω1 = {x ∈ Ω; p(x) = 1};
p(x)

p(x)− 1
, se x ∈ Ω \ Ω1.

Note que, se p1 > 1 então Ω1 tem medida nula e p′(x) fica definida como sendo uma

função em L∞+ (Ω) tal que
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1

.

Para finalizar esta seção, apresentaremos uma versão da Desigualdade de Hölder para

os espaços de Lebesgue com expoente variável.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Hölder) Seja p ∈ L∞+ (Ω) tal que p1 > 1. Então, para

u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lp′(x)(Ω) temos que∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
(

1

p1

+
1

p′1

)
‖u‖p(x)‖v‖p′(x)

Demonstração: Se u = 0 ou v = 0 a desigualdade é imediata. Supondo u, v 6= 0 e pondo

‖u‖p(x) = a e ‖v‖p′(x) = b. Aplicando a desigualdade de Young (2.1) para α = |u(x)|/a e
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β = |v(x)|/b temos, q.s. em Ω:

|u(x)|
a

|v(x)|
b

≤ 1

p(x)

(
|u(x)|
a

)p(x)

+
1

p′(x)

(
|v(x)|
b

)p′(x)

∫
Ω

|u(x)|
a

|v(x)|
b

dx ≤
∫

Ω

1

p(x)

(
|u(x)|
a

)p(x)

dx+

∫
Ω

1

p′(x)

(
|v(x)|
b

)p′(x)

dx∫
Ω

|u(x)|
a

|v(x)|
b

dx ≤ 1

p1

∫
Ω

(
|u(x)|
a

)p(x)

dx+
1

p′1

∫
Ω

(
|v(x)|
b

)p′(x)

dx

Pela Proposição 1.6, temos que
∫

Ω

(
|u(x)|
a

)p(x)

dx =

∫
Ω

(
|v(x)|
b

)p′(x)

dx = 1, e segue o

resultado. �

1.2 Separabilidade, Reflexibilidade e dual de Lp(x)(Ω)

Teorema 1.5 (Representação de Riesz) Seja p1 > 1. Então (Lp(x)(Ω))∗ = Lp
′(x)(Ω),

isto é

(i) Para todo v ∈ Lp′(x)(Ω), f definido por

f(v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u ∈ Lp(x)(Ω), (1.8)

é um funcional linear contínuo sobre Lp(x)(Ω).

(ii) Para todo funcional linear contínuo f definido em Lp(x)(Ω), existe um único elemento

v ∈ Lp′(x)(Ω) tal que f é definido exatamente por (1.8).

Demonstração: Veja [2], Teorema 1.14.

�

Corolário 1.2 Se p1 > 1 então Lp(x)(Ω) é reflexivo.

Teorema 1.6 Lp(x)(Ω) é separável.

Demonstração: Veja [?], Corolário 2.12.
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1.3 Densidade e resultados de Imersão em Lp(x)(Ω)

Teorema 1.7 O conjunto C(Ω) ∩ Lp(x)(Ω) é denso em Lp(x)(Ω). Se, além disso, Ω é

aberto, então o conjunto C∞0 (Ω) é denso em Lp(x)(Ω).

Demonstração: Veja [?], Teorema 2.11.

Teorema 1.8 Seja 0 < |Ω| <∞ e p, q ∈ L∞+ (Ω). Então

Lq(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω),

se, e somente se,

p(x) ≤ q(x), q.s. em Ω.

E a norma do operador identidade I : Lq(x)(Ω)→ Lp(x)(Ω) não excede |Ω|+ 1.

1.4 Espaços W 1,p(x)(Ω)

Seja Ω um domínio limitado do RN e p ∈ L∞+ (Ω). O espaço de Sobolev com expoente

variável W 1,p(x)(Ω), é definido como

W 1,p(x)(Ω) := {u ∈ Lp(x)(Ω); |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)},

onde o operador ∇ : W 1,p(x)(Ω)→ (Lp(x)(Ω))N é dado por

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN

)
e

|∇u| =
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣

As derivadas ∂u
∂xi

são tomadas no sentido das distribuições.

É fácil ver que W 1,p(x)(Ω) é um subespaço vetorial de Lp(x)(Ω). De [2], a norma em

W 1,p(x)(Ω) é dada por

‖u‖1,p(x) = ‖u‖p(x) + ‖∇u‖p(x). (1.9)

Onde, por simplicidade, escreveremos ‖∇u‖p(x) ao invés de ‖|∇u|‖p(x).

PorW 1,p(x)
0 (Ω) denotamos o subespaço deW 1,p(x)(Ω) que é o fecho de C∞0 (Ω) com respeito

à norma dada em (1.9). Veremos a seguir as principais propriedades desses espaços e que

serão utilizados constantemente ao longo dos próximos capítulos.
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Teorema 1.9 Os espaços W 1,p(x)(Ω) e W 1,p(x)
0 (Ω) são espaços de Banach, que são sepa-

ráveis. Além disso, são reflexives se p1 > 1.

Demonstração: Veja [?], Teorema 3.1.

Teorema 1.10 (Imersões de Sobolev) Se p, q ∈ C(Ω) com p1 > 1 e p2 < N tais que

1 < q(x) ≤ p∗(x) := Np(x)
N−p(x)

, para todo x ∈ Ω. Então

W 1,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Isto é, W 1,p(x)(Ω) está imerso continuamente em Lq(x)(Ω). Além disso, se infx∈Ω[p∗(x)−

q(x)] > 0, então a imersão é compacta.

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) Se p ∈ C(Ω)∩L∞+ (Ω), então existe C >

0 (que depende apenas de Ω) tal que, para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω),

‖u‖p(x) ≤ C‖∇u‖p(x).

Como consequência deste teorema, temos que as normas ‖∇u‖p(x) e ‖u‖1,p(x) são equiva-

lentes em W
1,p(x)
0 (Ω).
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Capítulo 2

Princípio de Concentração e

Compacidade

Neste capítulo iremos apresentar e demonstrar o Princípio de Concentração e Compa-

cidade para os espaços Lp(x)(Ω), resultado devido a Fu, em [17]. A partir deste capítulo,

por simplicidade, usarmos as notações ‖.‖p para a norma em Lp(x)(Ω) e ‖.‖1,p para a

norma em W 1,p(x)(Ω).

Notemos primeiramente que, para todo w ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) \ {0} com ‖∇w‖p ≤ 1, da imersão

contínua W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(x)(Ω) (Teorema 1.10) e do Teorema 1.1 (itens (i) e (ii)), temos

que: ∫
Ω

|w|p∗(x)dx ≤ max{‖w‖p
∗
1
p∗ , ‖w‖

p∗2
p∗} ≤ max{(K‖w‖1,p)

p∗1 , (K‖w‖1,p)
p∗2},

onde p∗1 = inf p∗(x) ≤ sup p∗(x) = p∗2. Pela desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11),

segue que∫
Ω

|w|p∗(x)dx ≤ max{(KC‖∇w‖p)p
∗
1 , (KC‖∇w‖p)p

∗
2} ≤ max{(KC)p

∗
1 , (KC)p

∗
2}

Assim, podemos considerar

C∗ = sup

{∫
Ω

|ω|p∗(x)dx; ω ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), ‖∇u‖p ≤ 1

}
e 0 < C∗ <∞. Observe que esta é a melhor constante para a desigualdade∫

Ω

|w|p∗(x)dx ≤ C max{‖∇w‖p∗1p , ‖∇w‖p
∗
2
p }. (2.1)

Antes de enunciar e demonstrar o Princípio de Concentração e Compacidade, vamos

apresentar alguns lemas que serão usados em sua demonstração
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2.1 Resultados Auxiliares

Vejamos alguns resultados que serão usados para demonstrar o teorema principal deste

capítulo.

Proposição 2.1 Para todos a, b ∈ R, β > 0 e p ≥ 1, temos:

|a+ b|p ≤ (1 + β)p−1|a|p +

(
1 +

1

β

)p−1

|b|p

Demonstração: Caso b = 0 a igualdade é imediata. Para b 6= 0, considere a função

f : R −→ R dada por

f(x) = (x+ 1)p − (1 + β)p−1xp −
(

1 +
1

β

)p−1

,

Mostremos que f(x) ≤ 0, para todo x ∈ R. De fato,

f ′(x) = p(x+ 1)p−1 − p(1 + β)p−1xp−1 = 0

(x+ 1)p−1 = (1 + β)p−1xp−1

x =
1

β

Assim, o ponto crítico de f é x = 1
β
. Por um calculo direto temos que

f(1/β) = 0.

Além disso, notemos que f ′(x) ≥ 0 se x ≤ 1
β
e f ′(x) ≤ 0 se x ≥ 1

β
. Assim, x = 1

β
é ponto

de máximo e portanto f(x) ≤ 0 para todo x ∈ R. Assim:

(x+ 1)p ≤ (1 + β)p−1xp +

(
1 +

1

β

)p−1

|x+ 1|p ≤ (1 + β)p−1|x|p +

(
1 +

1

β

)p−1

Em particular, para x = a
b
, temos

∣∣∣a
b

+ 1
∣∣∣p ≤ (1 + β)p−1

∣∣∣a
b

∣∣∣p +

(
1 +

1

β

)p−1

|a+ b|p ≤ (1 + β)p−1|a|p +

(
1 +

1

β

)p−1

|b|p.

�
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Lema 2.1 (Brezis-Lieb) Seja (fn) uma sequência limitada em Lp(x)(Ω) com fn → f ∈

Lp(x)(Ω) q.s. em Ω. Se p(x) satisfaz

1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < +∞,

então

lim
n→+∞

∫
Ω

[|fn|p(x) − |fn − f |p(x)]dx =

∫
Ω

|f |p(x)dx

Demonstração: Definindo a função, para cada x ∈ Ω fixo,

h : R −→ R

y 7−→ h(y) = yp(x)

Aplicando o Teorema do Valor Médio para esta função, existe um ξ = ξ(x) entre |fn| e

|fn − f | tal que

|h(|fn|)− h(|fn − f |)| = |h′(ξ)(|fn| − |fn − f |)|

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| = p(x)ξp(x)−1||fn| − |fn − f ||

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| ≤ p(x)ξp(x)−1|f |,

além disso, como ξ(x) assume valores entre |fn(x)| e |fn(x)− f(x)|, então:

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| ≤ p(x)(|fn|+ |fn − f |)p(x)−1|f |

mas

|fn| − |f | ≤ |fn − f |

|fn| − |fn − f | ≤ |f |

|fn|+ |fn − f | ≤ |f |+ 2|fn − f |,

assim

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| ≤ p(x)(|fn|+ 2|fn − f |)p(x)−1|f |

≤ p(x)2p(x)−1(|f |p(x) + (2|fn − f |)p(x)−1|f |) (2.2)

Por outro lado, fixando ε1 ∈ (0, 1), e usando a Desigualdade de Young (C.1) para α =

ε
1−p(x)
p(x)

1 |f | e β = ε
p(x)−1
p(x)

1 |fn − f |p(x)−1, temos:

|fn − f |p(x)−1|f | ≤ (p(x)− 1)

p(x)

(
ε
p(x)−1
p(x)

1 |fn − f |p(x)−1

) p(x)
p(x)−1

+
1

p(x)

(
ε

1−p(x)
p(x)

1 |f |
)p(x)

≤ (p(x)− 1)ε1

p(x)
|fn − f |p(x) +

ε
1−p(x)
1 |f |p(x)

p(x)
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Note que p(x)−1
p(x)

≤ 1, 1
p(x)
≤ 1 e ε1−p(x)

1 ≤ ε1−p2
1 , então

|fn − f |p(x)−1|f | ≤ ε1|fn − f |p(x) + ε1−p2
1 |f |p(x) (2.3)

De (2.2) e (2.3), temos que

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| ≤ p(x)2p(x)−1(|f |p(x) + 2p(x)−1ε1|fn − f |p(x) + 2p(x)−1ε1−p2
1 |f |p(x))

≤ p(x)2p(x)−1(2p(x)−1ε1|fn − f |p(x) + (1 + 2p(x)−1ε1−p2
1 )|f |p(x))

≤ p22p2−1(2p2−1ε1|fn − f |p(x) + (1 + 2p2−1ε1−p2
1 )|f |p(x))

≤ p222p2−2ε1|fn − f |p(x) + (p22p2−1 + p222p2−2ε1−p2
1 )|f |p(x)

Fazendo ε = p222p2−2ε1, temos

||fn|p(x) − |fn − f |p(x)| ≤ ε|fn − f |p(x) + C(ε)|f |p(x). (2.4)

Seja

Wε,n(x) =
[
||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)| − ε|fn − f |p(x)

]
+
,

onde [a]+ = max[a, 0]. Note que Wε,n(x) → 0 q.s. em Ω quando n → +∞. Por outro

lado, pela desigualdade triangular e por (2.4),

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)| ≤ ||fn|p(x) − |fn − f |p(x)|+ |f |p(x)

≤ ε|fn − f |p(x) + C(ε)|f |p(x) + |f |p(x)

≤ (C(ε) + 1)|f |p(x)

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)| − ε|fn − f |p(x) ≤ C(ε)|f |p(x).

Daí, concluímos que Wε,n(x) ≤ C(ε)|f |p(x) ∈ Lp(x). Pelo Teorema da Convergência Domi-

nada de Lebesgue, segue que∫
Ω

Wε,n(x)→ 0, se n→ +∞.

A Da definição de Wε,n(x) temos que

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)| − ε|fn − f |p(x) ≤ Wε,n(x)

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)| ≤ Wε,n(x) + ε|fn − f |p(x).

Daí ∫
Ω

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)|dx ≤
∫

Ω

(Wε,n(x) + ε|fn − f |p(x))dx

lim sup
n→+∞

∫
Ω

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)|dx ≤ lim sup
n→+∞

∫
Ω

(Wε,n(x)dx+ ε|fn − f |p(x))dx

lim sup
n→+∞

∫
Ω

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)|dx ≤ εK,
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onde K = lim sup
∫

Ω
|fn − f |p(x) ≥ 0. Fazendo ε→ 0, segue que

lim sup
n→+∞

∫
Ω

||fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x)|dx = 0,

e portanto

lim
n→+∞

∫
Ω

(|fn|p(x) − |fn − f |p(x) − |f |p(x))dx = 0

lim
n→+∞

∫
Ω

[|fn|p(x) − |fn − f |p(x)]dx =

∫
Ω

|f |p(x)dx

como queríamos demonstrar.

�

O lema 2.1 é uma versão modificada do Lema de Brezis-Lieb de [3].

Lema 2.2 Dado x0 ∈ Ω, seja Br(x0) a bola de raio r centrada em x0. Para todo δ > 0

existe uma constante k(δ) > 0 independente de x ∈ Ω com a seguinte propriedade: se

0 < r < R < 1 com r
R
≤ k(δ), então existe uma função corte η ∈ W 1,∞

0 (Ω) tal que η = 1

em Br(x0), η = 0 fora de BR(x0) e∫
BR(x0)∩Ω

|∇(ηu)|p(x)dx ≤
∫
BR(x0)∩Ω

|∇u|p(x)dx+ δmax
{
‖∇u‖p2p , ‖∇u‖p1p

}
(2.5)

para todo u ∈ W p(x)
0 (Ω).

Demonstração: Para x0 ∈ Ω, escolhemos R suficientemente pequeno de modo que

BR(x0) ⊂ Ω. Seja

ηrR(x) =


1, se 0 ≤ |x− x0| ≤ r;

k(|x− x0|)− k(R)

k(r)− k(R)
, se r ≤ |x− x0| ≤ R;

0, se R ≤ |x− x0|,

onde k(r) = −|sN−1|
1

1−N ln r e |sN−1| denota a área de superfície da esfera unitária em

RN . Neste caso usaremos η = ηrR.

Primeiramente, note que para 0 < r ≤ |x− x0| temos

k(|x− x0|) ≤ k(r),

assim
k(|x− x0|)− k(R)

k(r)− k(R)
≤ 1.
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Então, tento em vista a definição de ηrR, segue que

|ηrR| ≤ 1. (2.6)

Usando o Teorema 2.1 para a = ηrR∇u e b = u∇ηrR, temos∫
BR(x0)

|ηrR∇u+ u∇ηrR|p(x)dx ≤∫
BR(x0)

(1 + β)p(x)−1|ηrR|p(x)|∇u|p(x)dx+

∫
BR(x0)

(
1 +

1

β

)p(x)−1

|u|p(x)|∇ηrR|p(x)dx

Da imersão contínua W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(x)(Ω), temos que∫
Ω

|u|p∗(x)dx <∞⇒
∫
BR(x0)

(|u|p(x))
N

N−p(x)dx <∞⇔ |u|p(x) ∈ L( N
p(x))

′

(BR(x0)),

onde (N/p(x))′ = N/(N − p(x)). Além disso é claro que |∇ηrR|p(x) ∈ L
N
p(x) (BR(x0)).

Assim, pela Desigualdade de Hölder (Teorema 1.4), a desigualdade (2.6) e do item (e) da

Proposição 1.1, obtemos:∫
BR(x0)

|∇(ηrRu)|p(x)dx ≤

(1 + β)p2−1

∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx+ rp

(
1 +

1

β

)p2−1

‖|u|p(x)‖(Np )
′
,BR(x0)

‖|∇ηrR|p(x)‖N
p
,BR(x0)(2.7)

Vamos determinar uma estimativa para ‖|∇ηrR|p(x)‖N
p
,BR(x0), para isso vamos calcular a

integral
∫
BR(x0)

|∇ηrR|Ndx.Note que, para r ≤ |x− x0| ≤ R temos:

ηrR(x) =
k(|x− x0|)
k(r)− k(R)

− k(R)

k(r)− k(R)

=
ln |x− x0|
ln r − lnR

− b

= a ln |x− x0| − b

onde a = − ln R
r
e b = k(R)

k(r)−k(R)
. Daí:

∂ηrR
∂xi

=
a(xi − x0i)

|x− x0|2
,

onde x = (x1, x2, ..., xN) e x0 = (x01, x02, ..., x0N). E portanto

∇ηrR =
a(x− x0)

|x− x0|2

|∇ηrR| =
|a|

|x− x0|
.
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Além disso

|∇ηrR| = 0, se |x− x0| ≤ r ou R ≤ |x− x0|

Assim, pondo f(y) = |a|
|y| em r ≤ |y| ≤ R e f ≡ 0 se r ≥ |y| ≥ R, onde y = x− x0, segue

que ∫
RN
|∇ηrR|Ndx =

∫
BR(x0)

|∇ηrR|Ndx =

∫
BR(0)

f(y)dy

Então, aplicando o Teorema C.2, temos∫
BR(0)

f(y)dy = |sN−1|
∫ R

r

|a|N

t
dt

= |sN−1||a|N ln
R

r
.

Substituindo o valor de a temos∫
BR(x0)

(|∇ηrR|p(x))
N
p(x)dx =

∫
BR(0)

|∇ηrR|Ndy = |sN−1|
(

ln
R

r

)1−N

ρN
p
,BR(x0)(|∇ηrR|p(x)) = |sN−1|

(
ln
R

r

)1−N

.

Assim, se r
R
< e−|s

N−1|
1

N−1 , teremos

|sn−1|
(

ln
R

r

)1−N

< 1

ρN
p
,BR(x0)(|∇ηrR|p(x)) < 1,

do Teorema 1.1 - (i), temos

‖|∇ηrR|p(x)‖N
p
,BR(x0) < 1.

Pelo Teorema 1.1 - (iii), como N
p2
≤ N

p(x)
≤ N

p1
,

‖(∇ηrR)p(x)‖
N
p1
N
p
,BR(x0)

≤ ρN
p
,BR(x0)(|∇ηrR|p(x))

‖(∇ηrR)p(x)‖N
p
,BR(x0) ≤

(
|sN−1|

(
ln
R

r

)1−N
) p1

N

(2.8)

E agora vamos determinar uma estimativa para ‖|u|p(x)‖(Np )
′
,BR(x0)

. Consideremos dois

caso:

Se ‖u‖p∗,BR(x0) ≥ 1, como p(x) ≤ p2, segue que

‖u‖p(x)
p∗,BR(x0) ≤ ‖u‖p2p∗,BR(x0)

|u|p(x)

‖u‖p2p∗,BR(x0)

≤ |u|p(x)

‖u‖p(x)
p∗,BR(x0)
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assim,

∫
BR(x0)

(
|u|p(x)

‖u‖p2p∗,BR(x0)

) N
N−p(x)

dx ≤
∫
BR(x0)

(
|u|p(x)

‖u‖p(x)
p∗,BR(x0)

) N
N−p(x)

dx

≤
∫
BR(x0)

(
|u|

‖u‖p∗,BR(x0)

)p∗
dx = ρp∗,BR(x0)

(
|u|

‖u‖p∗,BR(x0)

)
≤ 1

e portanto

ρ(Np )
′
,BR(x0)

(
|u|p(x)

‖u‖p2p∗,BR(x0)

)
≤ 1

pelo Teorema 1.1 - (i), ∥∥∥∥∥ |u|p(x)

‖u‖p2p∗,BR(x0)

∥∥∥∥∥
(Np )

′
,BR(x0)

≤ 1 (2.9)

Assim, pela desigualdade (2.9), a imersão contínua Lp(x)(Ω) ↪→ Lp
∗(x)(Ω) (Teorema 1.10)

e a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11), obtemos

‖|u|p(x)‖(Np )
′
,BR(x0)

≤ ‖u‖p2p∗,BR(x0) ≤ ‖u‖
p2
p∗ ≤ (C‖∇u‖p)p2 . (2.10)

Se ‖u‖p∗,BR(x0) < 1, procedendo de maneira análoga, teremos

‖|u|p(x)‖(Np )
′
,BR(x0)

≤ ‖u‖p1p∗,BR(x0) ≤ ‖u‖
p1
p∗ ≤ (C‖∇u‖p)p1 . (2.11)

Substituindo as desigualdades (2.8), (2.10) e (2.11) em (2.7) teremos

∫
BR(x0)

|ηrRu|p(x) ≤



(1 + β)p2−1
∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx

+Cp2

(
1 + 1

β

)p2−1 (
|sN−1|

(
ln R

r

)1−N
) p1
N ‖∇u‖p2p

se r
R
< e−|s

N−1|
1

N−1
, ‖u‖p∗,BR(x0) ≥ 1;

(1 + β)p2−1
∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx

+Cp1

(
1 + 1

β

)p2−1 (
|sN−1|

(
ln R

r

)1−N
) p1
N ‖∇u‖p1p

se r
R
< e−|s

N−1|
1

N−1
, ‖u‖p∗,BR(x0) < 1.

(2.12)

Por outro lado, pondo A = max{‖∇u‖p1p , ‖∇u‖p2p } temos que∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx ≤
∫
RN
|∇u|p(x)dx = ρp(|∇u|) ≤ A,
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assim, [
(1 + β)p2−1 − 1

] ∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx ≤
[
(1 + β)p2−1 − 1

]
A,

ou seja

(1 + β)p2−1

∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx ≤
∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx+ (1 + β)p2−1A− A (2.13)

e ainda

Cp2

(
1 +

1

β

)p2−1
(
|sN−1|

(
ln
R

r

)1−N
) p1

N

‖∇u‖p2p ≤

Cp2

(
1 +

1

β

)p2−1
(
|sN−1|

(
ln
R

r

)1−N
) p1

N

A (2.14)

Cp1

(
1 +

1

β

)p2−1
(
|sN−1|

(
ln
R

r

)1−N
) p1

N

‖∇u‖p2p ≤

Cp1

(
1 +

1

β

)p2−1
(
|sN−1|

(
ln
R

r

)1−N
) p1

N

A (2.15)

Somando as desigualdades (2.13) com (2.14) e (2.13) com (2.15), tendo em vista a

desigualdade (2.12), concluímos que∫
BR(x0)

|∇ηrRu|p(x) ≤
∫
BR(x0)

|∇u|p(x)dx+ δmax{‖∇u‖p1p , ‖∇u‖p2p },

onde

δ(β) ≤



(1 + β)p2−1 − 1 + Cp2

(
1 + 1

β

)p2−1 (
|sN−1|

(
ln R

r

)1−N
) p1
N

se r
R
< e−|s

N−1|
1

N−1
, ‖u‖p∗,BR(0) ≥ 1;

(1 + β)p2−1 − 1 + Cp1

(
1 + 1

β

)p2−1 (
|sN−1|

(
ln R

r

)1−N
) p1
N

se r
R
< e−|s

N−1|
1

N−1
, ‖u‖p∗,BR(0) < 1.

Assim, tomando β tal que (1 + β)p2−1 − 1 = δ
2
ou β = (1 + δ

2
)

1
p2−1 − 1 e nos podemos

encontrar δ(β) ≤ δ, fornecendo(
ln
R

r

) p1(1−N)
N

≤
δ
2(

1

(1+ δ
2)

1
p2−1−1

+ 1

)p2−1

max{Cp1 , Cp2}|sN−1|
p1
N

,
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como r
R
< 1, isolando este fator, obtemos

r

R
≤ exp

−


δ
2(

1

(1+ δ
2)

1
p2−1−1

+ 1

)p2−1

max{Cp1 , Cp2}|sN−1|
p1
N



N
p1(1−N)

 = M

assim, basta por

k(δ) = min{M, e−|s
N−1|

1
N−1 }.

Provando a desigualdade para x ∈ Ω.

No caso em que x ∈ ∂Ω, consideremos a mesma função ηrR, mas agora temos que

ηrR ∈ W 1,∞(RN). Além disso, consideremos a função regularizante padrão ρε com ε > 0

suficientemente pequeno de modo que supp ρε ⊂ BR(x0) e definamos

η = ρε ∗ ηrR.

Note que neste caso temos que ρε ∗ ηrR = ηrR ∗ ρε. Além disso,

∇η = ∇(ρε ∗ ηrR) = ρε ∗ ∇ηrR.

Então, pelo Teorema C.7, para p = N temos que∫
BR∩Ω

|∇η|Ndx ≤ ‖ρε ∗ ∇ηrR‖NLN (BR)

≤ ‖ρε‖NL1(BR)‖∇ηrR‖NLN (BR)

≤
∫

Ω

|∇ηrR|Ndx, (2.16)

onde escrevemos por simplicidade BR = BR(x0).

Assim, repetimos os mesmo passos para o caso em que x0 ∈ Ω agora para a função

η = ρε ∗ ηrR e calculando as integrais sobre BR ∩ Ω. Desta forma, usando a estimativa

(2.16), obtemos o mesmo resultado. �

Corolário 2.1 Fixado δ > 0, 0 < r < R < 1 e r
R
< k(δ) com k(δ) como no resultado

anterior. Então∫
Br(x0)∩Ω

|u|p∗(x)dx ≤ C∗max


(∫

BR(x0)∩Ω

|∇u|p(x)dx+ δmax{‖∇u‖p1p , ‖∇u‖p2p }
) p∗2

p1

,

(∫
BR(0)∩Ω

|∇u|p(x)dx+ δmax{‖∇u‖p1p , ‖∇u‖p2p }
) p∗1

p2

 ,

para todo u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).
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Demonstração: Tomando ηrR como no lema 2.2, pela desigualdade (2.1):∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤
∫
BR(x0)

|uηrR|p
∗(x)dx

≤ C∗max{‖∇(uηrR)‖p∗1p , ‖∇(uηrR)‖p∗2p }

Se
∫
Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx > 1, pelo Teorema 1.1 obtemos

‖∇(uηrR)‖p ≤
(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) 1
p1

e então:∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤ C∗max


(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) p∗1
p1

,

(∫
Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) p∗2
p1


e como p∗1

p1
<

p∗2
p1
, segue que

∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤ C∗
(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p
∗(x)dx

) p∗2
p1

. (2.17)

Caso
∫
Br(x0)

|∇uηrR|p
∗(x)dx ≤ 1, pelo Teorema 1.1, obtemos

‖∇(uηrR)‖p ≤
(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) 1
p2

e então:∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤ C∗max


(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) p∗1
p2

,

(∫
Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) p∗2
p2


e como p∗1

p2
<

p∗2
p2
, segue que

∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤ C∗
(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p(x)dx

) p∗1
p2

. (2.18)

Assim, de (2.17) e (2.18) concluímos∫
Br(x0)

|u|p∗(x)dx ≤ C∗max


(∫

Br(x0)

|∇uηrR|p
∗(x)dx

) p∗2
p1

,

(∫
Br(x0)

|∇uηrR|p
∗(x)dx

) p∗1
p2


Então, pela desigualdade (2.5) do lema anterior segue o resultado.

Caso x0 ∈ ∂Ω, notemos que para usar a desigualdade (2.1) é necessário que ηu ∈

W
1,p(x)
0 (Ω). Com efeito, como u ∈ W 1,p(x)

0 (Ω), então existe {gn} ⊂ C∞0 (Ω) tal que

‖gn − u‖1,p → 0,
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quando n → ∞. Por outro lado, como η = ρε ∗ ηrR ∈ C0∞(RN), então temos que

ηgn ∈ C∞0 (Ω). E neste é claro que

‖ηgn − ηu‖1,p → 0.

Portanto ηu ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Assim, basta usar os mesmos argumentos para o caso anterior

e segue o resultado.

�

Lema 2.3 Para toda η ∈ C(Ω), temos que os funcionais

J1 : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ R

u 7−→
∫

Ω

|∇u|p(x)ηdx

e

J2 : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ R

u 7−→
∫

Ω

|u|p(x)ηdx

são diferenciáveis à Gateaux e convexos.

Demonstração: Demonstraremos o resultado apenas para o funcional J1. De maneira

inteiramente análoga demonstra-se o resultado para o funcional J2.

Derivada de Gateaux

Calculemos a derivada de Gateaux de J ,

DJ(u)v = lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

(
|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

)
ηdx

t

Note que, pondo G(s) = |∇(u + stv)|p(x)η, s ∈ [0, 1], pelo Teorema do Valor Médio,

temos

G(1)−G(0) = G′(λ), λ ∈ (0, 1)(
|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

)
η

t
= p(x)|∇(u+ λtv)|p(x)−2(∇(u+ tv))(∇v)η

Observe que

ϕ := p(x)|∇(u+ λtv)|p(x)−2(∇(u+ tv))(∇v)η −→ p(x)|∇u|p(x)−2(∇u)(∇v)η, (2.19)
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q.s. em Ω, quando t→ 0. Além disso

|ϕ| ≤ |p(x)|(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v||η| ≤ C(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v|,

e

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1 ∈ L
p(x)
p(x)−1 (Ω),

pois, |∇u|, |∇v| ∈ Lp(x)(Ω) . Então, pela Desigualdade de Hölder (1.4), temos

|ϕ| ≤ C(|∇u|+ |∇v|)p(x)−1|∇v| ∈ L(Ω). (2.20)

De (2.19) e (2.20), aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4),

segue que

DJ(u)v = lim
t→0

∫
Ω

(
|∇(u+ tv)|p(x) − |∇u|p(x)

)
ηdx

t
=

∫
Ω

p(x)|∇u|p(x)−2(∇u · ∇v)η

Convexidade

Segue da convexidade da função f(t) = |t|p, t ∈ R e da linearidade de integral.

�

2.2 O Princípio de Concentração e Compacidade

Agora estamos em condições de demonstrar o

Teorema 2.1 (Princípio de Concentração e Compacidade) Assumindo que p é Lips-

chitziana em Ω e satisfaz

1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < N (2.21)

e Ω é um domínio limitado em RN . Seja (ωn) uma sequência em W
1,p(x)
0 (Ω) com norma

‖∇ωn‖p ≤ 1 tal que

ωn ⇀ ω em W
1,p(x)
0 (Ω).

|∇ωn|p(x) ∗
⇀ µ em M(Ω).

|ωn|p
∗(x) ∗

⇀ ν em M(Ω).

Então o limite das medidas são da forma

µ = |∇ω|p(x) +
∑
j∈J

µjδxj + µ̃, µ(Ω) ≤ 1,

ν = |ω|p∗(x) +
∑
j∈J

νjδxj , ν(Ω) ≤ C∗.
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onde xj ∈ Ω, J é um conjunto finito ou enumerável e µ̃ ∈ M(Ω) é uma medida não

atômica positiva. Os átomos e as partes regulares satisfazem a desigualdade generalizada

de Sobolev

ν(Ω) ≤ C∗max

{
µ(Ω)

p∗2
p1 , µ(Ω)

p∗1
p2

}
,

νj ≤ C∗max

{
µ
p∗2
p1
j , µ

p∗1
p2
j

}
.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que a medida limite µ é da forma

µ = |∇ω|p(x) +
∑
j∈J

µjδxj + µ̃, µ(Ω) ≤ 1,

onde J é um conjunto contável (finito ou enumerável) e µ̃ ∈ M(Ω) é uma medida não

atômica positiva.

De fato, pelo Lema 2.3, para todo η ∈ C(Ω) o funcional

J1(u) =

∫
Ω

|∇u|p(x)ηdx

é diferenciável a Gateaux e convexo. Desde queW 1,p(x)
0 (Ω) é um espaço de Banach separá-

vel e reflexivo então, pelo Teorema C.13, J1 é sequencialmente semi-contínuo inferiormente

de onde obtemos que

J1(ω) ≤ lim inf
n→0

J1(ωn),

ou seja ∫
Ω

|∇ω|p(x)ηdx ≤ lim inf
n→0

∫
Ω

|∇ωn|p(x)ηdx, ∀η ∈ C(Ω)

logo

|∇ω|p(x) ≤ µ

Assim, pondo µ̂ = µ− |∇ω|p(x) ≥ 0, temos que µ = |∇ω|p(x) + µ̂. Extraindo os átomos de

µ̂ (Teorema C.9), concluímos que

µ = |∇ω|p(x) +
∑
j∈J

µjδxj + µ̃,

onde µ̃ é uma medida não atômica e xj ∈ Ω, para todo j ∈ J . Note ainda que, da

convergência

|∇ωn|p(x) ∗⇀ µ em M(Ω),
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desde que η ≡ 1 ∈ C(Ω), segue que∫
Ω

dµ = lim
n→0

∫
Ω

|∇ωn|p(x)dx.

Como por hipótese ‖∇ωn‖p(x) ≤ 1, pelo Teorema 1.1 - (i), temos que
∫

Ω

|∇ωn|p(x)dx ≤ 1

e portanto

µ(Ω) =

∫
Ω

dµ ≤ 1.

Finalmente, como µ(Ω) < ∞, então J tem que ser contável, pois caso contrário∑
j∈J µj = +∞ e assim não teríamos µ(Ω) <∞.

Mostremos agora que a medida ν é da forma

ν = |ω|p∗(x) +
∑
j∈J ′

νjδxj

com

ν(Ω) ≤ C∗max

{
µ(Ω)

p∗2
p1 , µ(Ω)

p∗1
p2

}
.

E além disso

|ωε − ω|p
∗(x) ∗⇀

∑
j∈J ′

νjδxj .

Com efeito, de maneira análoga à argumentação feita para a medida µ, temos que

ν = |ω|p∗(x) +
∑
j∈J ′

νjδxj + ν̃,

onde xj ∈ Ω, J ′ é contável e ν̃ é uma medida não atômica positiva. Pelo Lema 2.1 temos

que

lim inf
n→0

∫
Ω

ηp
∗(x)|ωn|p

∗(x)dx−
∫

Ω

ηp
∗(x)|ω|p∗(x)dx = lim inf

n→0

∫
Ω

ηp
∗(x)|ωn − ω|p

∗(x)dx,

para todo η ∈ C(Ω). Portanto

|ωε − ω|p
∗(x) ∗⇀ ν := ν − |ω|p∗(x) =

∑
j∈J ′

νjδxj + ν̃. (2.22)

Mas note que, para x ∈ Ω, seja φε ∈ C∞0 (RN) tal que 0 ≤ φε ≤ 1, φε ≡ 1 em Br(x) e

φε ≡ 0 em B(1+ε)r(x)c. É claro que φε ∈ C(Ω), e então

ν({x}) ≤ ν(Br(x) ∩ Ω) =

∫
Br(x)∩Ω

dν

≤
∫

Ω

φεdν = lim inf
n→∞

∫
Ω

φε|ωn|p
∗(x)dx

≤ lim inf
n→∞

∫
B(1+ε)r(x)

|un|p
∗(x)dx
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Pelo Corolário 2.1 temos que

ν({x}) ≤ C∗max


(

lim sup
n→∞

∫
B(1+ε)R(x)

|∇ωn|p(x)dx+ δ

) p∗2
p1

,

(
lim sup
n→∞

∫
B(1+ε)R(x)

|∇ωn|p(x)dx+ δ

) p∗1
p2

 .

Pelo Teorema C.6, segue que

ν({x}) ≤ C∗max

{(
µ(B(1+ε)R(x)) + δ

) p∗2
p1 ,

(
µ(B(1+ε)R(x)) + δ + δ

) p∗1
p2

}
E então, ε→ 0, δ → 0 e R→ 0, temos que

ν({x}) ≤ C∗max

{
µ({x})

p∗2
p1 , µ({x})

p∗1
p2

}
,

ν({x}) ≤ C∗max

{
µ({x})

p∗2
p1 , µ({x})

p∗1
p2

}
, ∀x ∈ Ω.

Em particular, νj ≤ C∗max{µ({xj})
p∗2
p1 , µ({xj})

p∗1
p2 }, para todo j ∈ J ′. Portanto todo

átomo de ν é também um átomo de µ.

Mostremos agora que ν̃ = 0. Considere ωn = ωn − ω. Então, pelos teoremas C.14 e

C.15, a menos de subsequência, ωn ⇀ 0 em W
1,p(x)
0 (Ω) e |∇ωn|p(x) ∗⇀ µ em M(Ω). Seja η

a função corte de Br com respeito a BR Assim, da desigualdade (2.1) e do Teorema 1.1

temos que

∫
BR

η|ωn|p
∗(y)dy ≤ C∗max


(∫

BR

|∇(η
1

p∗(y)ωn)|p(y)dy

) p∗2
p1

,

(∫
BR

|∇(η
1

p∗(y)ωn)|p(y)dy

) p∗1
p2

 .

Quando n→ 0 obtemos

ν(Br) ≤
∫
BR

ηdν ≤ C∗max


(∫

BR

η
n−p(y)
n dµ

) p∗2
p1

,

(∫
BR

η
n−p(y)
n dµ

) p∗1
p2


Assim, fazendo r → R teremos

ν(BR) ≤ C∗max

{
µ(BR)

p∗2
p1 , µ(BR)

p∗1
p2

}
.

Em particular, ν é absolutamente contínua com respeito a µ. Pelo Teorema de Radon -

Nikodym (C.16), existe f ∈ L1(Ω, dµ) tal que dν = fdµ. Para x ∈ Ω, como p é contínua
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em Ω, para ε > 0 podemos tomar BR(x) = {y; |y − x| < R} tal que |p(y) − p(x)| < ε

sempre que y ∈ BR(x) ∩ Ω. Assim, escolhendo ε = min
{
p2(x)

4n
, 1
}
, então

px1 = inf
y∈BR(x)∩Ω

p(y) ≤ px2 = sup
y∈BR(x)∩Ω

p(y) < p∗x1 = inf
y∈BR(x)∩Ω

p∗(y).

Pelo Teorema C.17, temos

f(x) = lim
R→0

ν(BR(x))

µ(BR(x))

≤ C∗ lim
R→0

max

{
µ(BR(x))

p∗x2
px1
−1
, µ(BR(x))

p∗x1
px2
−1
}

= C∗max

{
µ({x})

p∗x2
px1
−1
, µ({x})

p∗x1
px2
−1
}

Note que o lado direito se anula exceto se x é um átomo de µ. Em particular, f(x) = 0

exceto se x é um átomo de ν. Mas, da igualdade (2.22), os átomos de ν e ν são os mesmo.

Concluímos então que f(x) = 0 é uma função em L1(Ω \ {xj}j∈J ′ , dµ). Então ν = 0 em

Ω \ {xj}j∈J ′ . Então ν̃ = 0.

Por último, mostremos que as integrais de µ e ν satisfazem

ν(Ω) ≤ C∗max

{
µ(Ω)

p∗2
p1 , µ(Ω)

p∗1
p2

}
Com efeito, pela desigualdade (2.1) e Teorema 1.1 temos∫

Ω

|ωn|p
∗(x)dx ≤ C∗max{‖∇ωn‖p

∗
2 , ‖∇ωn‖p

∗
1}

≤ C∗max


(∫

Ω

|∇ωn|p(x)dx

) p∗2
p1

,

(∫
Ω

|∇ωn|p(x)dx

) p∗1
p2


Fazendo n→ 0 segue-se a desigualdade.

�
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Capítulo 3

Existência de solução para um

problema envolvendo o p(x)-Laplaciano

Neste capítulo iremos aplicar o Princípio de Concentração e Compacidade (Teorema

2.1) para resolver um problema envolvendo o p(x)-Laplaciano com crescimento crítico.

Este problema foi estudado por Fu em [17].

3.1 O Problema envolvendo o p(x)-Laplaciano com cres-

cimento crítico

Consideremos o seguinte problema −div(a(x)|∇u|p(x)−2∇u) + b(x)|u|p(x)−2u = c(x)|u|p∗(x)−2u+ λf(x, u), x ∈ Ω;

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.1)

Onde:

• Ω ⊂ RN é um domínio limitado;

• 0 < a0 ≤ a(x) ∈ L∞(Ω)

• 0 < b0 ≤ b(x) ∈ L∞(Ω)

• 0 < c0 ≤ c(x) ∈ L∞(Ω)

• p∗(x) = np(x)
n−p(x)

• p(x) é uma função lipschitziana em Ω satisfazendo

1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 < N (3.2)
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Uma solução fraca de (3.1) é uma função u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) tal que∫

Ω

a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇φ+ b(x)|u|p(x)−2uφdx =

∫
Ω

c(x)|u|p∗(x)−2uφ+ λf(x, u)φdx,

para toda φ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω). Para estudar a existência de solução para este problema, vamos

impor algumas condições sobre f :

(H1) f ∈ C(Ω×R), f(x, t) > 0 em Ω0 × (0,+∞) para algum aberto não vazio Ω0 ⊆ Ω e

f(x, t) = 0 para todo x ∈ Ω e t ≤ 0.

(H2) |f(x, t)| ≤ C1 + C2|t|α(x), α ∈ C(Ω) com â = infx∈Ω[α(x) − p(x) + 1] > 0 e a =

infx∈Ω[p∗(x)− α(x)− 1] > 0. Onde C1 e C2 são constantes positivas.

(H3) |f(x, t)| ≤ C̃1 + C̃2|t|β(x), β ∈ P(Ω) com 0 ≤ β(x) e b̃ = infx∈Ω[p(x)− β(x)− 1] > 0.

Onde C̃1 e C̃2 são constantes positivas.

Seja

J(u) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇u|p(x) +

b(x)

p(x)
|u|p(x) − c(x)

p∗(x)
|u|p∗(x) − λF (x, u)dx,

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt, (3.3)

K(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx.

Os pontos críticos de J , isto é

0 = J ′(u)(φ) (3.4)

0 =

∫
Ω

a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇φ+ b(x)|u|p(x)−2uφ− c(x)|u|p∗(x)−2uφ− λf(x, u)φdx

para todo φ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), são soluções fracas do problema (3.1). Vamos considerar

apenas a existência de pontos críticos não triviais de J(u). Para isso vamos investigar

uma condição de compacidade para o problema (3.1).

3.2 Condição de compacidade

O Teorema seguinte garante que, sobre certas condições, uma sequência {un} ∈

W
1,p(x)
0 (Ω) possui subsequência convergindo para uma solução (fraca) de (3.1).
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Teorema 3.1 Supondo que as condições do Teorema 2.1 são satisfeitas. Supondo ainda

que f ∈ C(Ω × R) satisfaz (H1) e (H2) (ou (H3)). Então para toda sequência {un} ⊂

W
1,p(x)
0 (Ω) tal que J ′(un) → 0 em W−1,p′(x)(Ω) quando n → ∞, existe C0 > 0 tal que,

sempre que c(x) ≤ C0, {un} possui uma subsequência convergindo para uma solução de

(3.1).

Demonstração: Pelo Teorema 2.1, existe u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), µ, ν ∈M(Ω) e uma sequência

{xj}j∈J em Ω tal que

un ⇀ u em W
1,p(x)
0 (Ω) (3.5)

un → u em Lp(x)(Ω) (3.6)

un → u q.s. em Ω (3.7)

|un|p
∗(x) ∗

⇀ ν = |u|p∗(x) +
∑
j∈J

νjδxj em M(Ω) (3.8)

|∇un|p
∗(x) ∗

⇀ µ = |∇u|p∗(x) +
∑
j∈J

µjδxj + µ̃ em M(Ω) (3.9)

νj ≤ C∗max

(
µ
p∗2
p1
j , µ

p∗1
p2
j

)
(3.10)

Agora vamos provar este teorema em 4 passos.

Passo 1. µ({xj}) = ν({xj}) = 0, para todo j ∈ J . Note que é suficiente provar

que qualquer que seja x ∈ Ω existe r0 > 0 tal que µ({xj}) = ν({xj}) = 0, para todos

xj ∈ Br(x) ∩ Ω para r ≤ r0. Para qualquer x ∈ Ω, como p é Lipschitziana, existe r0 tal

que

px1 = inf
y∈Br(x)∩Ω

p(y) ≤ px2 = sup
y∈Br(x)∩Ω

p(y) < p∗x1 = inf
y∈Br(x)∩Ω

p∗(y) ≤ p∗x2 = sup
y∈Br(x)∩Ω

p∗(y),(3.11)

para r = r0. É claro que a desigualdade (3.11) também é valida para r < r0. Para todo

ε > 0, considere φε(x) = φ(
x−xj
ε

), x ∈ Ω, onde φ ∈ C∞0 (RN), 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 1 em B1(0)

e φ ≡ 0 em Ω \ B2(0). Desde que J ′(un)→ 0 em W−1,p′(x)(Ω) e {φεun} é uma sequência

limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), temos

J ′(un)φεun = on(1)
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assim∫
Ω

a(x)|∇un|p(x)−2∇un∇(φεun)dx+

∫
Ω

b(x)|un|p(x)−2unφεundx

=

∫
Ω

c(x)|un|p
∗(x)−2unφεundx+ λ

∫
Ω

f(x, un)φεundx+ o(1)

usando a condição de crescimento (H2), temos

a0

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(φεun)dx+

∫
Ω

b(x)|un|p(x)−2unφεundx

≤ c1

∫
Ω

|un|p
∗(x)φεdx+ λ

∫
Ω

φε(C1|un|+ C2|un|)α(x)+1dx (3.12)

e então:

lim sup
n→∞

a0

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(φεun)dx+ b(x)|un|p(x)−2unφεundx

≤ lim sup
n→∞

c1

∫
Ω

|un|p
∗(x)φεdx+ lim sup

n→∞
λ

∫
Ω

φε(C1|un|+ C2|un|)α(x)+1dx (3.13)

onde c1 = supx∈Ω c(x). Vamos analisar o comportamento de cada parcela da desigualdade

(3.13). Note que, da convergência (3.9),

lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇(φεun)dx

= lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)φεdx+ lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇φεundx

=

∫
Ω

φεdµ+ lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇φεundx.

Por outro lado, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), temos:

lim
n→∞

∫
Ω

b(x)|un|p(x)−2unφεundx =

∫
Ω

b(x)|u|p(x)φεdx

lim
n→∞

λ

∫
Ω

φε(C1|un|+ C2|un|)α(x)+1dx = λ

∫
Ω

φε(C1|u|+ C2|u|)α(x)+1dx

De (3.8):

lim
n→∞

c1

∫
Ω

|un|p
∗(x)φεdx = c1

∫
Ω

φεdν.

Assim, usando estas convergências na desigualdade (3.13) obtemos

a0

∫
Ω

φεdµ+ lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇φεundx+

∫
Ω

b(x)|u|p(x)φεdx

≤ c1

∫
Ω

φεdν + λ

∫
Ω

φε(C1|u|+ C2|u|)α(x)+1dx.
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Fazendo ε→ 0, como φε → χ{xj}, temos que

lim
ε→0

∫
Ω

φεdµ = µjφε(xj) = µj, lim
ε→0

∫
Ω

φεdν = νjφε(xj) = νj

e

lim
ε→0

∫
Ω

b(x)|u|p(x)φεdx = 0 = lim
ε→0

λ

∫
Ω

φε(C1|u|+ C2|u|)α(x)+1dx.

Com estas convergências e pelo Teorema C.18, concluímos que

µ({xj}) ≤ Cν({xj}) ou µj ≤ Cνj (3.14)

onde C = c1
a0
. De maneira análoga obtém-se o mesmo resultado se f satisfaz (H3).

Supondo agora que µ({xj}) > 0 para algum j, como {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), seja

M uma constante tal que
∫

Ω

|∇un|p(x)dx ≤M < +∞, para todo n. Se µ({xj}) ≥ 1, então

max

(
µ

p∗x2
px1
j , µ

p∗x1
px2
j

)
= µ

p∗x2
px1
j . Assim, das desigualdades (3.10) e (3.14) segue que

νj ≤ C∗µ

p∗x2
px1
j ≤ C∗(Cνj)

p∗x2
px1

e portanto

νj ≥

 1

C(C∗)
px1
p∗x2

 1

1−
px1
p∗x2

.

Analogamente, se µ({xj}) < 1 temos

νj ≥

 1

C(C∗)
px2
p∗x1

 1

1−
px2
p∗x1

.

Mas por (3.10), temos que∑
µ({xj})≥1

((C∗)−1νj)
px1
p∗x2 +

∑
µ({xj})<1

((C∗)−1νj)
px2
p∗x1 ≤

∑
j∈J

µ({xj}) ≤M,

de modo que, se C =
c1

a0

for suficientemente pequeno a desigualdade acima não ocorrerá,

o que é uma contradição. Assim, existe um C0 tal que se c(x) ≤ C0 teremos µ({xj}) =

ν({xj}) = 0, para todo j.

Passo 2. Se K ′ é um subconjunto compacto de Ω, então

un → u, em Lp
∗(x)(K ′),
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quando n → ∞. De fato, seja K ′ε = {x ∈ Ω; d(x,K ′) < ε}. Escolhendo ψ ∈ C∞0 (Ω) tal

que 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ ≡ 1 em K ′ε
2
e ψ ≡ 0 sobre Ω \K ′ε. Então, como χK′ ≤ ψ ≤ χΩ, temos∫

K′
|un|p

∗(x)dx ≤
∫
K′
ψ|un|p

∗(x)dx ≤
∫

Ω

|un|p
∗(x)dx.

De 3.8, segue que

lim sup
n→∞

∫
K′
|un|p

∗(x)dx ≤
∫

Ω

ψdν =

∫
Ω

ψ|u|p∗(x)dx ≤
∫
K′ε

|u|p∗(x)dx.

Assim, fazendo ε→ 0, como

χK′ε |u|
p∗(x) → χK′ |u|p

∗(x) q.s. em Ω,

|χK′ε |u|
p∗(x)| ≤ |u|p∗(x) ∈ L1(Ω),

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), temos que

lim
ε→0

∫
K′ε

|u|p∗(x)dx =

∫
K′
|u|p∗(x)dx,

e então

lim sup
n→∞

∫
K′
|un|p

∗(x)dx ≤
∫
K′
|u|p∗(x)dx.

Por outro lado, da convergência (3.7) e pelo Lema de Fatou (C.8), temos que∫
K′
|u|p∗(x)dx ≤ lim inf

n→∞

∫
K′
|un|p

∗(x)dx.

Logo

lim
n→∞

∫
K′
|un|p

∗(x)dx ≤
∫
K′
|u|p∗(x)dx. (3.15)

De 3.7 e 3.15, temos que

2p
∗
2(|u|p∗(x) + |un|p

∗(x) − |u− un|p
∗(x))→ 2p

∗
2+1|u|p∗(x) q.s. em Ω.

E como |u− un|p
∗(x) ≤ 2p

∗
2(|u|p∗(x) + |un|p

∗(x)), pelo Lema de Fatou (C.8)∫
K′

2p
∗
2+1|u|p∗(x)dx ≤ lim inf

n→∞

∫
K′

2p
∗
2(|u|p∗(x) + |un|p

∗(x))− |u− un|p
∗(x)dx

≤
∫
K′

2p
∗
2+1|u|p∗(x)dx− lim sup

n→∞

∫
K′
|u− un|p

∗(x)dx,

de onde concluímos que

lim sup
n→∞

∫
K′
|u− un|p

∗(x)dx ≤ 0,
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e portanto

lim
n→∞

∫
K′
|u− un|p

∗(x)dx = 0.

Assim, pelo Teorema 1.7, temos que

‖un − u‖p∗,K′ → 0,

como queríamos demonstrar.

Passo 3. ∇un → ∇u q.s. em Ω, quando n→∞.

Seja K um compacto de Ω. Dividimos K em duas partes

K1 = {x ∈ Ω; p(x) ≥ 2} e K2 = {x ∈ Ω; p(x) < 2}.

Escolhendo φ ∈ C∞0 (Ω) tal que 0 ≤ φ ≤ 1, φ ≡ 1 em K, e usando a desigualdade de

Simon (Teorema C.19)

0 ≤
∫
K

a(x)(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)(∇un −∇u)dx

≤
∫

Ω

a(x)(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)φdx

≤
∫

Ω

a(x)|∇un|p(x)φ− a(x)|∇un|p(x)−2(∇un · ∇u)φ+

a(x)|∇u|p(x)−2(∇u · ∇(u− un))φdx. (3.16)

Como J ′(un)→ 0 em W
−1,p′(x)
0 (Ω), então

J ′(un)φu→ 0. (3.17)

E como {φun} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), temos

|J ′(un)φun| ≤ ‖J ′(un)‖−1,p′(x)‖φun‖1,p(x)

≤ k‖J ′(un)‖−1,p′(x) → 0,

Assim

J ′(un)φun → 0. (3.18)

quando n→ 0. Assim, de (3.17) e (3.18) temos que J ′(un)(un − u)φ→ 0, e portanto

J ′(un)(un − u)φ = o(1),
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onde o(1)→ 0 quando n→ 0. Isto é:∫
Ω

a(x)|∇un|p(x)φ+ a(x)|∇un|p(x)−2(∇un · ∇φ)(un− u)− a(x)|∇un|p(x)−2(∇un · ∇u)φ+

b(x)|un|p(x)−2un(un − u)φ+ c(x)|un|p
∗(x)−2un(u− un)φ+ λφf(x, un)(u− un)dx = o(1).9

Somando
∫

Ω

a(x)|∇u|p(x)−2(∇u · (∇(u− un))φdx a ambos os lados da igualdade acima e

usando a desigualdade (3.16), segue que:

0 ≤
∫
K

a(x)(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)dx

≤
∫

Ω

a(x)|∇un|p(x)−2(∇un · ∇φ)(u− un) + a(x)|∇u|p(x)−2(∇u · (∇(u− un))φ+

b(x)|un|p(x)−2un(u− un)φ+ c(x)|un|p
∗(x)−2un(un − u)φ+

λφf(x, un)(un − u)dx+ o(1). (3.19)

Por outro lado, das imersões contínuas de Sobolev (Teorema 1.10), segue que {un} é

limitada em Lp
∗(x)(Ω). Se f satisfaz (H2) temos que∫

Ω

f(x, un)
p∗(x)
p∗(x)−1dx ≤

∫
Ω

(C1 + C2|un|α)
p∗(x)
p∗(x)−1dx

≤ C3

∫
Ω

(1 + |un|α)
p∗(x)
p∗(x)−1dx.

Observemos que a função

g(t) =
1 + ta

(1 + t)a
, a, t ≥ 0

é limitada. Assim

1 + |un(x)|α(x) ≤ K(1 + |un(x)|)α(x), q.s. em Ω.

Então

C3

∫
Ω

(1 + |un|α)
p∗(x)
p∗(x)−1dx ≤ C

∫
Ω

(1 + |un|)α(x)
p∗(x)
p∗(x)−1dx,

portanto ∫
Ω

f(x, un)
p∗(x)
p∗(x)−1dx ≤ C

∫
Ω

(1 + |un|)p
∗(x)dx

≤ C

(
|Ω|+

∫
Ω

|un|p
∗(x)

)
dx

desde que α(x) < p∗(x)− 1. Então {f(x, un)} é limitada em L(p∗(x)′)(Ω), onde (p∗(x)′) =

p∗(x)
p∗(x)−1

. Da convergência fraca dada em (3.5) e como

Iu(v) =

∫
Ω

a(x)|∇u|p∗(x)−2∇u · (∇v)φdx ∈ W−1,p′(x)
0 (Ω),
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então

Iu(un)− Iu(u)→ 0, quando n→ +∞, (3.20)

isto é ∫
Ω

a(x)|∇u|p∗(x)−2∇u · ∇(un − u)φdx→ 0, quando n→ +∞.

Assim, retomando à desigualdade (3.19) teremos

0 ≤
∫
K

a(x)(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)dx

≤ a1

∣∣∣∣∫
K′
|∇un|p(x)−2(∇un · ∇φ)(u− un)dx

∣∣∣∣+ |Iu(un)− Iu(u)|+

b1

∣∣∣∣∫
K′
|un|p(x)−2un(u− un)φdx

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣∫
K′
|un|p

∗(x)−2un(un − u)φdx

∣∣∣∣+
λ

∣∣∣∣∫
K′
φf(x, un)(un − u)dx

∣∣∣∣+ o(1).

Onde a1 = sup
x∈Ω

a(x), b1 = sup
x∈Ω

b(x), c1 = sup
x∈Ω

c(x), e K ′ = supp φ. Pela desigualdade de

Hölder (Teorema 1.4) temos

0 ≤
∫
K

a(x)(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)dx

≤ rp
(
a1‖∇φ‖∞,K′‖|∇un|p(x)−1‖p′‖u− un‖p,K′ + |Iu(un)− Iu(u)|+

b1‖|un|p(x)−1‖p′‖un − u‖p,K′ + c1‖|un|p(x)−1‖(p∗)′‖un − u‖p∗,K′
)
.

Assim, pelo Passo 2 e pela convergência (3.20), concluímos∫
K

(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)dx→ 0, quando n→ 0.

De maneira análoga, tem-se o mesmo resultado se f satisfaz (H3). Então em K1 temos,

usando a desigualdade de Simon (Teorema C.19) de Holder (1.4),

cp

∫
K1

|∇un −∇u|p(x)dx ≤
∫
K1

(|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)∇(un − u)dx→ 0(3.21)

quando n→ 0. Em K2, novamente pela desigualdade de Simon (Teorema C.19), temos

cp

∫
K2

|∇un −∇u|p(x)dx ≤
∫
K2

((|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)(∇un −∇u))
p(x)
2

×(|∇un|p(x) + |∇u|p(x))
2−p(x)

2 dx

≤
∥∥∥((|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)(∇un −∇u))

p(x)
2

∥∥∥
2
p
,K2

×
∥∥∥(|∇un|p(x) + |∇u|p(x))

2−p(x)
2

∥∥∥
2

2−p ,K2

.
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De (3.21) e do Teorema 1.7, teremos

∥∥∥((|∇un|p(x)−2∇un − |∇u|p(x)−2∇u)(∇un −∇u))
p(x)
2

∥∥∥
2
p
,K2

→ 0.

Como
{∫

Ω

(|∇un|p(x) + |∇u|p(x))
2−p(x)

2
· 2
2−p(x)dx

}
é limitada, da convergência acima e do

Teorema 1.7, concluímos ∫
K2

|∇un −∇u|p(x)dx→ 0.

E portanto ∇un → ∇u em Lp(x)(K), onde

∇un → ∇u q.s. em Ω.

Passo 4. Agora vamos completar a prova do Teorema 3.1. Dado φ ∈ C∞0 (Ω), nos

temos

|f(x, t)φ| ≤ (C1 + C2|t|α(x))φ ou (C̃1 + C̃2|t|β(x))φ ∀x ∈ supp φ. (3.22)

De (3.5), (1.3), (3.22) e pelo Passo 3 segue que, a menos de subsequência, {f(x, un)φ},

{|un|p(x)−2unφ}, {|un|p
∗(x)−2unφ} e {|∇un|p(x)−2∇un∇φ} são limitadas em L1(Ω) e conver-

gem quase sempre em Ω. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

(C.4), segue que

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un)φdx =

∫
Ω

f(x, u)φdx

lim
n→∞

∫
Ω

|un|p(x)−2unφdx =

∫
Ω

|u|p(x)−2uφdx

lim
n→∞

∫
Ω

|un|p
∗(x)−2unφdx =

∫
Ω

|u|p∗(x)−2uφdx

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇φdx =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇φdx

Consequentemente, de (3.5) e J ′(un)→ 0 em W
−1,p′(x)
0 (Ω) temos∫

Ω

a(x)|∇u|p(x)−2∇u∇φ+ b(x)|u|p(x)−2uφ− c(x)|u|p∗(x)−2uφ− λf(x, u)φdx = 0,

∀φ ∈ C∞0 (Ω). E a prova do teorema está completa. �
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3.3 Existência de solução para o problema envolvendo

o p(x) - laplaciano

Nesta seção vamos provar a existência de solução não trivial para o problema (3.1). Se-

rão dois resultados, uma envolvendo o crescimento (H2) e outra com o crescimento (H3).

Para estabelecer a existência de solução, nós iremos introduzir as seguintes condições

adicionais:

(H4) Existe uma função µ ∈ C1(Ω) tal que p∗(x) > µ > p(x), l1 = infx∈Ω[µ(x)−p(x)] > 0,

l2 = infx∈Ω[p∗(x) − µ(x)] > 0, µF (x, t) ≤ tf(x, t) e f(x, t) = o(tp(x)−1), quando

t→ 0+.

(H5) Existe uma função ν ∈ P(Ω) tal que 1 < ν(x) < p(x) e νF (x, t) ≤ tf(x, t) para

x ∈ Ω.

Mostremos solução para o problema (3.1) sob as hipóteses (H1), (H2), e (H4) e em

seguida sob as hipóteses (H1), (H3) e (H5),

Teorema 3.2 Supondo que f satisfaz (H1), (H2) e (H4). Então existe C0 tal que, se

c(x) ≤ C0 para todo λ > 0, o problema (3.1) possui uma solução não trivial.

Demonstração: Vamos mostrar que o funcional J verifica as duas geometrias do Teo-

rema do Passo da Montanha. De (H4) temos dado ε > 0, existe 0 < δ < 1 tal que

|f(x, t)| ≤ ε

2
|t|p(x)−1, (3.23)

sempre que 0 < t < δ. Por outro lado, para |t| > δ, da condição (H2), temos que existe

A > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ A|t|α(x). (3.24)

Com efeito, para que esta desigualdade ocorra, devemos ter que

|f(x, t)| ≤ C1 + C2|t|α(x) ≤ A|t|α(x)

ou ainda:
C1

|t|α(x)
+ C2 ≤

C1

δa1
+ C2 ≤ A
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Assim, para A ≥ C1

δa1
+ C2, a desigualdade (3.24) ocorre. Logo combinando esta

desigualdade e a desigualdade (3.23), temos que

|f(x, t)| ≤ ε

2
|t|p(x)−1 + A|t|α(x). (3.25)

Por outro lado note que, como p(x)− 1 < α(x) < p∗(x)− 1, então existe s = s(x) ∈ (0, 1)

tal que α(x) = s(p(x) − 1) + (1 − s)(p∗(x) − 1) e daí, usando a desigualdade de Young

(Teorema 2.1),

A|t|α(x) = ε̂s|t|s(p(x)−1) · A
ε̂s
|t|(1−s)(p∗(x)−1)

≤ ε̂

s
|t|p(x)−1 +

A
1

1−s

ε̂
s

1−s
|t|p∗(x)−1

fazendo ε̂ = sε
2
, obtemos

A|t|α(x) ≤ ε

2
|t|p(x)−1 + C(ε)|t|p∗(x)−1

e substituindo esta desigualdade em (3.25) segue que

|f(x, t)| ≤ ε|t|p(x)−1 + C(ε)|t|p∗(x)−1

e por integração

|F (x, t)| ≤ ε|t|p(x) + C(ε)|t|p∗(x).

Portanto

J(u) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇u|p(x) +

b(x)

p(x)
|u|p(x) − c(x)

p∗(x)
|u|p∗(x) − λF (x, u)dx

≥ a0

p2

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
b0

p2

∫
Ω

|u|p(x)dx− c1

p1

∫
Ω

|u|p∗(x)dx−

λ

∫
Ω

ε|u|p(x) + C(ε)|u|p∗(x)dx

Escolhendo ε suficientemente pequeno tal que

λε

∫
Ω

|u|p(x)dx ≤ b0

p2

∫
Ω

|u|p(x)dx.

Então

J(u) ≥ a0

p2

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− C
∫

Ω

|u|p∗(x)dx, (3.26)

onde C = c1
p1

+ C(ε).

Das imersões contínuas (Teorema 1.10) e da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11),
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temos que ‖u‖p∗ ≤ C‖∇u‖p. Se ‖∇u‖p é suficientemente pequeno de modo que ‖∇u‖p ≤ 1

e C‖∇u‖p ≤ 1, então ‖u‖p∗ ≤ 1. Para cada x ∈ Ω, como p ∈ C(Ω) e satisfaz (3.2),

podemos tomar QR(x) = {y = (y1, y2, ..., yN); |yi − xi| < R, i = 1, ..., N} tal que |p(y)−

p(x)| < ε, sempre que y ∈ QR(x) ∩ Ω. Escolhendo ε = 1
4
(p∗(x)− p(x)), teremos

px2 = sup
y∈QR(x)∩Ω

p(y) < p∗x1 = inf
y∈QR(x)∩Ω

p∗(y).

Note que {QR(x)}x∈Ω é uma cobertura por abertos de Ω. Como Ω é compacto, pelo Teo-

rema de Borel - Lebesgue (C.21), podemos extrair uma subcobertura finita {QR(xi)}mi=1

de Ω. Se QR(xi) 6⊂ Ω, definimos u = 0 sobre QR(xi) \ Ω e então as imersões contínuas e

compactas (Teorema 1.10) continuam válidas para u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) sobre QR(xi). Podemos

considerar todos os hiperplanos que contenham pelo menos uma hipersuperfície de QR(xi)

sobre ele. Dividimos então
⋃m
i=1 QR(xi) em finitos hipercubos {Qj}Jj=1 que não possuem

pontos comuns (isto é, Qj ∩ Qi = {∅}, se j 6= i). É claro que Ω ⊆
⋃J
j=1Qj e para cada

Qj existe pelo menos um QR(xi) tal que Qj ⊆ QR(xi). Desde que ‖u‖p∗,Qj∩Ω < 1, do

Teorema 1.1 e da imersão contínua W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(x)(Ω) (Teorema 1.10), temos que∫
Qj∩Ω

|u|p∗(x)dx ≤ ‖u‖p
∗
j1

p∗,Qj∩Ω ≤ (C‖u‖1,p,Qj∩Ω)p
∗
j1 , (3.27)

onde p∗j1 = infx∈Qj∩Ω p
∗(x). Da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11) temos

‖u‖pj21,p,Qj∩Ω ≤ (C + 1)pj2‖∇u‖pj2p,Qj∩Ω

onde pj2 = supx∈Qj∩Ω p(x). Do Teorema 1.1, como ‖∇u‖p,Qj∩Ω < 1, segue que

‖∇u‖pj2p,Qj∩Ω ≤
∫
Qj∩Ω

|∇u|p(x)dx

e portanto

1

(C + 1)pj2
‖u‖pj21,p,Qj∩Ω ≤

∫
Qj∩Ω

|∇u|p(x)dx. (3.28)

De (3.27) e (3.28) temos

a0

p2

∫
Qj∩Ω

|∇u|p(x)dx− C
∫
Qj∩Ω

|u|p∗(x)dx ≥ C1‖u‖
pj2
1,p,Qj∩Ω − C2‖u‖

p∗j1
1,p,Qj∩Ω

Como p∗p1 > pj2, existe rj tal que

C1‖u‖
pj2
1,p,Qj∩Ω − C2‖u‖

p∗j1
1,p,Qj∩Ω ≥ Cr > 0, (3.29)
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se ‖u‖1,p,Qj∩Ω = r e 0 < r ≤ rj. Escolhendo ‖u‖1,p = r0 = min
1≤j≤J

{rj}, teremos

‖u‖1,p,Qj∩Ω ≤ ‖u‖1,p = r0 ≤ rj,

e a desigualdade (3.29) ocorre para todo j = 1, 2, ..., J . Então, de (3.26) e (3.29), temos

que

J(u) ≥
J∑
j=1

(
a0

p2

∫
Qj∩Ω

|∇u|p(x)dx− C
∫
Qj∩Ω

|u|p∗(x)dx

)

≥
J∑
j=1

(
C1‖u‖

pj2
1,p,Qj∩Ω − C2‖u‖

p∗j1
1,p,Qj∩Ω

)
> 0

Mostraremos agora que o funcional J satisfaz a Segunda Geometria do Teorema do

Passo da Montanha (C.3). De (H1) e (H4) temos que∫ t

1

µ(x)

s
ds ≤

∫ t

1

f(x, s)

F (x, s)
ds

µ(x) ln t ≤ lnF (x, t)− lnF (x, 1)

ln tµ(x) ≤ ln
F (x, t)

F (x, 1)

e portanto

F (x, t) ≥ d1t
µ(x), (3.30)

onde (x, t) ∈ Ω0 × [0,+∞) e d1 > 0 é uma constante. Fixado x0 ∈ Ω0, como µ e

p não contínuas em Ω e da condição (H4), então existe 0 < 2R < 1 tal que µx01 =

infx∈B2R(x0) µ(x) > px02 = supx∈B2R(x0) p(x), para B2R(x0) ⊂ Ω0. Seja φ ∈ C∞0 (B2R(x0))

tal que φ ≡ 1 em B2R(x0), 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e |∇φ| ≤ 1
R
. Então, para s > 1 e usado a

desigualdade (3.30),

J(sφ) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇(sφ)|p(x) +

b(x)

p(x)
|sφ|p(x) − c(x)

p∗(x)
|sφ|p∗(x) − λF (x, sφ)dx

≤
∫
B2R(x0)

a(x)sp(x)

p(x)

(
1

R

)p(x)

+
b(x)sp(x)

p(x)
|φ|p(x)dx− λ

∫
B2R(x0)

sµ(x)d1|φ|dx

≤
(
C1

Rp2
+ C2

)∫
B2R(x0)

sp(x)dx− λd1

∫
B2R(x0)

sµ(x)|φ|dx

=

∫
B2R(x0)

sp(x)

(
C1

Rp2
+ C2 − Ĉsµx01−p(x)

)
dx

≤
∫
B2R(x0)

sp(x)

(
C1

Rp2
+ C2 − Ĉsk

)
dx < 0
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se s é suficientemente grande. Onde

Ĉ =
λd1

∫
B2R(x0)

|φ|µ(x)dx

|B2R(x0)|

e k = µx01 − px02. Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha (C.20), existe uma

sequência {un} ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) (PS)C , isto é

J(un)→ C e J ′(un)→ 0 em W
−1,p′(x)
0 (Ω).

Mostraremos então que {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). De (H4) temos

µ(x)F (x, t) ≤ tf(x, t)

−λF (x, t) ≥ −λ 1

µ(x)
f(x, t)t

assim,

−λ
∫

Ω

F (x, un) ≥ −λ
∫

Ω

1

µ(x)
f(x, un)un.

Então

J(un) ≥
∫

Ω

a(x)

p(x)
|∇un|p(x) +

b(x)

p(x)
|un|p(x) − c(x)

p∗(x)
|un|p

∗(x) − λ 1

µ(x)
f(x, un)undx

=

∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

µ(x)

)
a(x)|∇un|p(x)dx+

∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

µ(x)

)
b(x)|un|p(x)dx

+

∫
Ω

(
1

µ(x)
− 1

p∗(x)

)
c(x)|un|p

∗(x)dx+

∫
Ω

1

µ(x)
(a(x)|∇un|p(x) + b(x)|un|p(x)

−c(x)|un|p
∗(x) − λf(x, un)un)dx

≥ l1a0

µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx

+

∫
Ω

a(x)|∇un|p(x)−2∇un∇
(

un
µ(x)

)
+ b(x)|un|p(x)−2un

un
µ(x)

−c(x)|un|p
∗(x)−2un

un
µ(x)

− λf(x, un)
un
µ(x)

dx+

∫
Ω

a(x)

µ2(x)
|∇un|p(x)−2un∇un∇µdx

=
l1a0

µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx

+J ′(un)
un
µ(x)

+

∫
Ω

a(x)

µ2(x)
|∇un|p(x)−2un∇un∇µdx

≥ l1a0

µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx

−‖J ′(un)‖−1,p′

∥∥∥∥unµ
∥∥∥∥

1,p

− a1M

µ2
1

∫
Ω

|∇un|p(x)−1|un|dx, (3.31)

onde µ1 = infx∈Ω µ(x), µ1 = supx∈Ω µ(x), M = supx∈Ω |∇µ(x)|.

Vamos agora obter estimativas para as duas últimas parcelas da desigualdade acima.
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Notemos que

µ1 ≤ µ
|un|
µ

‖un‖p
µ1

≤ |un|
‖un‖p

e portanto ∫
Ω

(
un
µ

‖un‖p
µ1

)p(x)

dx ≤
∫

Ω

(
un
‖un‖p

)p(x)

dx ≤ 1

assim, pelo Teorema 1.1, segue que∥∥∥∥∥
un
µ

‖un‖p
µ1

∥∥∥∥∥
p

≤ 1∥∥∥∥unµ
∥∥∥∥
p

≤ ‖un‖p
µ1

. (3.32)

Analogamente, temos que
|un||∇µ|

µ2

M‖un‖p
µ21

≤ |un|
‖un‖p

,

e então ∫
Ω

 un∇µ
µ2

M‖un‖p
µ21

p(x)

dx ≤
∫

Ω

(
un
‖un‖p

)p(x)

dx ≤ 1.

E novamente pelo Teorema 1.1, segue que∥∥∥∥∥∥
un∇µ
µ2

M‖un‖p
µ21

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 1

∥∥∥∥un∇( 1

µ

)∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥unµ2
∇µ
∥∥∥∥
p

≤ M

µ2
1

‖un‖p ≤
M

µ2
1

‖un‖1,p

Com um raciocínio análogo obtemos também∥∥∥∥∇unµ
∥∥∥∥
p

≤ ‖∇un‖p
µ1

E assim, teremos

∥∥∥∥∇(unµ
)∥∥∥∥

p

=

∥∥∥∥un∇( 1

µ

)
+
∇un
µ

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥un∇( 1

µ

)∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∇unµ
∥∥∥∥
p

≤ M

µ2
1

‖un‖1,p +
‖∇un‖p
µ1

. (3.33)
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Então, usando as desigualdades (3.32) e (3.33) segue que

∥∥∥∥unµ
∥∥∥∥

1,p

=

∥∥∥∥unµ
∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∇(unµ
)∥∥∥∥

p

≤ M + µ1

µ2
1

‖un‖1,p. (3.34)

E ainda, usando a Desigualdade de Young (C.1) para α = ε
p(x)−1
p(x)

1 |∇un|p(x)−1 e β =

ε
1−p(x)
p(x)

1 |un|, temos:∫
Ω

|∇un|p(x)−1|un|dx ≤
∫

Ω

p(x)− 1

p(x)
ε1|∇un|p(x) +

ε
1−p(x)
1

p(x)
|un|p(x)dx

≤ p2 − 1

p2

ε1

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
ε1−p2

1

p1

∫
Ω

|un|p(x)dx.

Escolhendo ε1 < 1 suficientemente pequeno tal que

a1M

µ2
1

a1M

p2 − 1
ε1 <

l1a0

2µ2p2

,

assim

−a1M

µ2
1

∫
Ω

|∇un|p(x)−1|un|dx ≥ −a1M

µ2
1

p2 − 1

p2

ε1

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

∫
Ω

|un|p(x)dx

≥ − l1a0

2µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

∫
Ω

|un|p(x)dx. (3.35)

Usando a Desigualdade de Young (C.1) novamente para 0 < ε2 < 1, α = ε
p(x)
p∗(x)
2 |un|p(x),

β = ε
− p(x)
p∗(x)

2 e p = p∗(x)
p(x)

, obtemos

∫
Ω

|un|p(x)dx ≤
∫

Ω

p(x)

p∗(x)
ε2|un|p

∗(x) +
p∗(x)− p(x)

p∗(x)
ε

p(x)

p(x)−p∗(x)
2 dx,

como p∗(x)−p(x)
p∗(x)

ε
p(x)

p(x)−p∗(x)
2 ≤ 1, temos que∫

Ω

|un|p(x)dx ≤ p2

p∗1
ε2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx+ |Ω|

a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

∫
Ω

|un|p(x)dx ≤ a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

p2

p∗1
ε2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx+

a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

|Ω|

Escolhendo ε2 < 1 suficientemente pequeno tal que

a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

p2

p∗1
ε2 <

l2c0

2µ2p∗2
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segue que

−a1M

µ2
1

ε1−p2
1

p1

∫
Ω

|un|p(x)dx ≥ − l2c0

2µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx−K|Ω|. (3.36)

Assim, substituindo a desigualdade (3.36) em (3.35), concluímos que

− a1M

µ2
1

∫
Ω

|∇un|p(x)−1|un|dx ≥

− l1a0

2µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− l2c0

2µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx−K|Ω|. (3.37)

Finalmente, usando as estimativas (3.34) e (3.37) em (3.31), concluímos que

J(un) ≥ l1a0

2µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

2µ2p∗2

∫
Ω

|un|p
∗(x)dx

− M + µ1

µ2
1

‖J ′(un)‖−1,p′‖un‖1,p −K|Ω|

e portanto

J(un) ≥ l1a0

2µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− M + µ1

µ2
1

‖J ′(un)‖−1,p′‖un‖1,p −K|Ω| (3.38)

Se ‖∇un‖p ≤ 1 da desigualdade de Poincaré, é imediato que {un} é limitada em

W
1,p(x)
0 (Ω). Então precisamos considerar apenas o caso em que ‖∇un‖p > 1. Assim, se

‖∇un‖p > 1, pelo Teorema 1.1 e da desigualdade de Poincaré (Teorema 1.11), temos

‖un‖1,p ≤ K1‖∇un‖p ≤ K1‖∇un‖p1p ≤ K1ρp(|∇un|)

e portanto

‖un‖1,p ≤ K1

∫
Ω

|∇un|p(x)dx. (3.39)

Tomando n suficientemente grande de modo que

K1
M + µ1

µ2
1

‖J ′(un)‖−1,p′ <
l1a0

4µ2p2

, (3.40)

então, combinando as desigualdades (3.39) e (3.40) e substituindo em (3.38), segue que

J(un) ≥ l1a0

4µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− C|Ω|.
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Tendo em vista que J(un)→ C, temos que {
∫

Ω
|∇un|p(x)dx} é limitada e da desigualdade

3.39, {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω). E pelo Teorema 3.1 completamos a prova deste

resultado.

�

Teorema 3.3 Suponha que f satisfaça (H1), (H3) e (H5). Então existe C0 e Λ > 0 tais

que se c(x) ≤ C0 e λ ∈ (0,Λ), o problema (3.1) possui solução não trivial.

Demonstração: Mostremos que o funcional J satisfaz as geometrias do Teorema do

Passo da Montanha (C.20). De (H3), temos

|F (x, t)| ≤ C̃1|t|+ C̃2|t|β(x)+1.

Então

J(u) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇u|p(x) +

b(x)

p(x)
|u|p(x) − c(x)

p∗(x)
|u|p∗(x) − λF (x, u)dx

≥
∫

Ω

a0

p2

|∇u|p(x) +
b0

p2

|u|p(x) − c1

p1

|u|p∗(x) − λ
(
C̃1|u|+ C̃2|u|β(x)+1

)
dx (3.41)

Procedendo de maneira análoga ao Teorema 3.2, tomando os hipercubos {Qj}Jj=1 dois

a dois disjuntos e Ω ⊆
⋃J
j=1Qj. Em Qj temos

pj2 = sup
x∈Qj∩Ω

p(x) < p∗j1 inf
x∈Qj∩Ω

p∗(x)

Então existe r0 > 0 tal que

a0

p2

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− c1

p1

∫
Ω

|u|p∗(x)dx ≥ Cr0 > 0 (3.42)

se ‖u‖1,p = r0 < 1. Por outro lado, usando a Desigualdade de Holder (1.4) temos∫
Ω

|u|dx ≤ C‖u‖p‖χΩ‖p′ ≤ Ĉ‖u‖1,p (3.43)

E ainda, se |u(x)| ≤ 1 então

|u(x)|β(x)+1 ≤ 1 ≤ 1 + |u(x)|.

Se |u(x)| > 1, como por (H3) temos que β(x) + 1 < p(x), então

|u(x)|β(x)+1 < |u(x)|p(x) < |u(x)|p(x) + 1.
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Assim |u(x)|β(x)+1 < |u(x)|p(x) + 1 q.s. em Ω, portanto∫
Ω

|u|β(x)+1dx ≤
∫

Ω

(1 + |u(x)|p(x))dx

≤ |Ω|+ ‖u‖p11,p (3.44)

Combinando as desigualdades (3.43) e (3.44) temos

−λ
∫

Ω

C̃1|u|+ C̃2|u|β(x)+1 ≥ −λ(C̃1Ĉ‖u‖1,p + C̃2|Ω|+ C̃2‖u‖p11,p) (3.45)

Assim, substituindo as estimativas (3.42) e (3.45) em (3.41) obtemos

J(u) ≥ Cr0 − λ(C̃1Ĉ‖u‖1,p + C̃2|Ω|+ C̃2‖u‖p11,p)

≥ Cr0 − λ(C̃1Ĉ‖u‖1,p + C̃2|Ω|+ C̃2r
p1
0 )

Então, tomando Λ suficientemente pequeno temos

J(u) ≥ Cr0
2

> 0

sempre que λ ∈ (0,Λ), mostrando que J satisfaz a primeira geometria do Teorema do

Passo da Montanha. (C.2).

Verifiquemos que J satisfaz a segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha

(C.3). Com efeito, fixado x0 ∈ Ω0, como p é contínua em Ω, existe 0 < 2R < 1 tal que

p∗x01 = inf
x∈B2R(x0)

p∗(x) > px02 = sup
x∈B2R(x0)

p(x),

para B2R(x0) ⊂ Ω0. Seja φ ∈ C∞0 (B2R(x0)) tal que φ ≡ 1 se x ∈ B2R(x0), 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e

|∇φ| ≤ 1
R
. Então, para s > 1

J(sφ) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇(sφ)|p(x) +

b(x)

p(x)
|sφ|p(x) − c(x)

p∗(x)
|sφ|p∗(x) − λF (x, sφ)dx

≤ C

∫
B2R(x0)

sp(x)

(
1

R

)p(x)

+ sp(x)dx− c0

p2

sp
∗
x01

∫
B2R(x0)

|φ|p∗(x)dx

=

∫
B2R(x0)sp(x)

(
C

(
1

Rp2
+ 1

)
− C̃sp

∗
x01
−p(x)

)
dx

≤
∫
B2R(x0)sp(x)

(
C

(
1

Rp2
+ 1

)
− C̃sl

)
dx < 0

se s é suficientemente grande,

C̃ =
c0

∫
B2R(x0)

|φ|p∗(x)dx

p2|B2R(x0)|
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e l = p∗x01 − px02 > 0.

Por fim, mostraremos agora que se {un} é uma sequência em W
1,p(x)
0 (Ω) tal que

J(un) → C e J ′(un) → 0 em W−1,p′(x)(Ω) quando n → ∞, então {un} é limitada em

W−1,p′(x)(Ω). Escolhendo µ ∈ C1(Ω) tal que

p(x) < µ(x) < p∗(x)

l1 = inf
x∈Ω

[µ(x)− p(x)] > 0

l2 = inf
x∈Ω

[p∗(x)− µ(x)] > 0

Por (H5) temos que

F (x, t) ≤ t

ν(x)
f(x, t),

assim

J(un) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇un|p(x) +

b(x)

p(x)
|un|p(x) − c(x)

p∗(x)
|un|p

∗(x) − λF (x, un)dx

≥
∫

Ω

a(x)

p(x)
|∇un|p(x) +

b(x)

p(x)
|un|p(x) − c(x)

p∗(x)
|un|p

∗(x) − λ

ν(x)
f(x, un)undx

=

∫
Ω

(
1

p(x)
− 1

µ(x)

)
a(x)|∇un|p(x)dx+

(
1

p(x)
− 1

µ(x)

)
b(x)|un|p(x)dx

+

(
1

µ(x)
− 1

p∗(x)

)
c(x)|∇un|p

∗(x)dx+

∫
Ω

1

µ(x)
(a(x)|∇un|p(x) + b(x)|un|p(x)

−c(x)|un|p
∗(x) − λf(x, un)un)dx+

∫
Ω

(
1

µ(x)
− 1

ν(x)

)
f(x, un)undx

≥ l1a0

µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

µ2p∗2

∫
Ω

|un|p(x)dx

+

∫
Ω

a(x)|∇un|p(x)−2∇un∇
(

un
µ(x)

)
+ b(x)|un|p(x)−2un

un
µ(x)

−c(x)|un|p
∗(x)−2un

un
µ(x)

− λf(x, un)
un
µ(x)

dx+

∫
Ω

a(x)

µ2(x)
|∇un|p(x)−2un∇un∇µdx

+λ

∫
Ω

(
1

µ(x)
− 1

ν(x)

)
f(x, un)undx

≥ l1a0

µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx+
l1c0

µ2p∗2

∫
Ω

|un|p(x)dx

−‖J ′(un)‖−1,p′

∥∥∥∥unµ
∥∥∥∥

1,p

− a1M

µ2
1

∫
Ω

|∇un|p(x)−1|un|dx

−λ
∫

Ω

(
1

µ(x)
+

1

ν(x)

)
f(x, un)undx
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Procedendo como no Teorema 3.2, supondo que ‖u‖1,p > 1 temos que

J(un) ≥ l1a0

4µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx− C|Ω|

−λ
∫

Ω

(
1

µ(x)
+

1

ν(x)

)
f(x, un)undx

≥ l1a0

4µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx+
l1b0

µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx− C|Ω|

−2λ

∫
Ω

(C̃1|un|+ C̃2|un|β(x)+1)dx. (3.46)

Dado 0 < ε1 < 1, usando a desigualdade de Young (Teorema C.1) para α = ε
1

p(x)

1 |un|,

β = ε
− 1
p(x)

1 e p = p(x) temos que

|un(x)| ≤ ε1|un(x)|p(x)

p(x)
+ ε

1
1−p(x)
1

p(x)− 1

p(x)
q.s. em Ω

e assim ∫
Ω

|un|dx ≤
∫

Ω

(
ε1|un|p(x) + ε

1
1−p(x)
1

)
dx

≤
∫

Ω

ε2|un|p(x) +K1|Ω|. (3.47)

Dado 0 < ε2 < 1, usando novamente a desigualdade de Young (Teorema C.1) para α =

ε
p(x)−1
p(x)

2 |un|β(x)+1 e β = ε
−β(x)+1

p(x)

2 e p = p(x)
β(x)+1

cujo expoente conjugado é q = p(x)
p(x)−(β(x)+1)

,

assim temos

|un(x)|β(x)+1 ≤ ε2|un(x)|p(x) + ε
β(x)+1

β(x)+1−p(x)
2 , q.s. em Ω

e portanto ∫
Ω

|un|β(x)+1dx ≤
∫

Ω

(
ε2|un|p(x) + ε

β(x)+1
β(x)+1−p(x)
2

)
dx

≤
∫

Ω

ε2|un|p(x) +K2|Ω|, (3.48)

Escolhendo ε1 e ε2 suficientemente pequeno tais que

2λC̃1ε1 <
l1b0

2µ2p2

e 2λC̃2ε2 <
l1b0

2µ2p2

Logo, temos em (3.47) e (3.47)

−2λC̃1

∫
Ω

|un|dx ≥ −2λC̃1ε1

∫
Ω

|un|p(x)dx− K̃1|Ω|

≥ − l1b0

2µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx− K̃1|Ω| (3.49)
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e

−2λC̃2

∫
Ω

|un|β(x)+1dx ≥ −2λC̃2ε2

∫
Ω

|un|p(x)dx− K̃2|Ω|

≥ − l1b0

2µ2p2

∫
Ω

|un|p(x)dx− K̃2|Ω|. (3.50)

Portanto, usando as desigualdades (3.49) e (3.50) em (3.46), obtemos

J(un) ≥ l1a0

4µ2p2

∫
Ω

|∇un|p(x)dx− (C + K̃1 + K̃2)|Ω|

e de maneira análoga ao Teorema 3.2, temos que {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω) e pelo

Teorema 3.1, o problema (3.1) possui uma solução não trivial para λ ∈ (0,Λ).

�
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Apêndice A

Regularidade do funcional associado

Neste capitulo mostraremos que o funcional associado ao problema 3.1, isto é

J(u) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

b(x)

p(x)
|u|p(x)dx−

∫
Ω

c(x)

p∗(x)
|u|p∗(x) − λF (x, u)dx,

com f satisfazendo as hipóteses (H1)e (H2) (ou (H3)) é de classe C1(W
1,p(x)
0 (Ω),R). Para

isso, vamos considerar os funcionais

J1(u) =

∫
Ω

a(x)

p(x)
|∇u|p(x)dx,

J2(u) =

∫
Ω

b(x)

p(x)
|u|p(x)dx,

J3(u) =

∫
Ω

c(x)

p∗(x)
|u|p∗(x)dx

e

K(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx.

Deste modo temos que

J(u) = J1(u) + J2(u)− J3(u)− λK(u)

e para mostrar que J é de classe C1 devemos verificar que os funcionais J1, J2, J3 e K são

de classe C1. Mas a regularidade dos funcionais J1, J2 e J3 é conhecida e segue o mesmo

argumento do caso em que p(x) = p é constante. Por isso dedicaremos o estudo apenas

ao funcional K.

Lema A.1 Suponha que f satisfaça (H1) e (H2) (ou (H3)). Então K(u) é diferenciável

em W
1,p(x)
0 (Ω) com

K ′(u)φ =

∫
Ω

f(x, u)φdx, ∀φ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).
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Demonstração:

Derivada de Geateaux. Para todo φ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) temos

DK(u)φ = lim
t→0

K(u+ tφ) +K(u)

t
= lim

t→0

∫
Ω
F (x, u+ tφ)− F (x, u)dx

t
.

Pondo G(s) = F (x, u+ stφ), pelo Teorema do Valor Médio, temos

G(1)−G(0) = G′(λ), λ ∈ (0, 1)

F (x, u+ tφ)− F (x, u)

t
= f(x, u+ λtφ)φ.

Assim:

DK(u)φ = lim
t→0

∫
Ω

f(x, u+ λtφ)φdx. (A.1)

Por outro lado, da continuidade de f , temos que

f(x, u+ λtφ)φ→ f(x, u)φ, quando t→ 0. (A.2)

Além disso, supondo que f satisfaça (H2), então

|f(x, u+ λtφ)| ≤ C1 + C2|u+ λtφ|α(x)

≤ C1 + C2(|u|+ |φ|)α(x) ∈ L1(Ω), (A.3)

desde que |t| ≤ 1 e u, φ ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ⊂ Lα(x)(Ω). Então, de A.2, A.3 e do Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), segue que

lim
t→0

∫
Ω

f(x, u+ λtφ)φdx =

∫
Ω

f(x, u)φdx,

tendo em vista a igualdade A.1

DK(u)φ =

∫
Ω

f(x, u)φdx

.

Continuidade da derivada de Geateaux. Seja {un} ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) e u ∈ W 1,p(x)

0 (Ω)

tais que

un → u, em W
1,p(x)
0 (Ω).

Temos que

|DK(un)φ−DK(u)φ| =

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))φdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||φ|dx.
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Como

|f(x, un)− f(x, u)|
p∗(x)
p∗(x)−1 ≤ (C1 + C2|un|α(x) + C1 + C2|u|α(x))

p∗(x)
p∗(x)−1

≤ C(1 + |un|)α(x)
p∗(x)
p∗(x)−1 + C(1 + |u|)α(x)

p∗(x)
p∗(x)−1

≤ C(1 + |un|)p
∗(x) + C(1 + |u|)p∗(x)

desde que α(x) < p∗(x)− 1. Assim, como un, u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) ⊂ Lp

∗(x)(Ω), temos que

|f(x, un)− f(x, u)| ∈ L
p∗(x)
p∗(x)−1 (Ω) e |φ| ∈ Lp∗(x)(Ω), (A.4)

então, pela Desigualdade de Hölder (Teorema 1.4), segue que

|DK(un)φ−DK(u)φ| ≤ rp‖f(x, un)− f(x, u)‖(p∗)′‖φ‖p∗ .

Da imersão contínua W 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(x)(Ω) (Teorema 1.10)

|DK(un)φ−DK(u)φ| ≤ c‖f(x, un)− f(x, u)‖(p∗)′‖φ‖1,p

logo

‖DK(un)φ−DK(u)φ‖ ≤ C‖f(x, un)− f(x, u)‖(p∗)′ . (A.5)

Por outro lado, como un → u em W
1,p(x)
0 (Ω), do Teorema 1.3, a menos de subsequência,

un → u q.s. em Ω e portanto

|f(x, un)− f(x, u)|
p∗(x)
p∗(x)−1 → 0 q.s. em Ω, (A.6)

Assim, de A.4 - A.6 e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), segue

que

‖DK(un)φ−DK(u)φ‖ ≤ C‖f(x, un)− f(x, u)‖(p∗)′ → 0

Mostrado a continuidade do operador DK, então, pelo teorema C.22, segue o resul-

tado. Analogamente, o resultado continua valido se f satisfaz (H1) e (H2). �
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Apêndice B

Revisão sobre medidas de Radon

Aqui neste capitulo faremos uma breve revisão sobre o espaço das Medidas de Radon,

explicando as identificações e convergências que ocorrem neste espaço.

Seja Ω um aberto limitado do RN com a medida de Lebesgue. Considere o espaço

E = C(Ω) com a norma

‖u‖∞ = sup
x∈Ω

|u(x)|.

Denotaremos por M(Ω) o dual de C(Ω) (isto é, M(Ω) := (C(Ω))′), chamado de espaço

das medidas de Radon sobre Ω.

Iremos identificar o espaço L1(Ω) com um subespaço de M(Ω). Para isso, considera a

aplicação

L1(Ω) −→M(Ω)

tal que, para cada u ∈ L1(Ω), associamos ao funcional linear Tu ∈M(Ω) dado por

Tu(φ) =

∫
Ω

uφdx, ∀φ ∈ E = C(Ω).

Note que esta aplicação é linear e isométrica, isto é:

‖Tu‖M(Ω) = sup
‖φ‖∞≤1

|Tu(φ)| = ‖u‖∞.

Mas esta aplicação não é sobrejetora isto é, existem funcionais emM(Ω) que não podem ser

definidos por nenhuma função em L1(Ω) através desta aplicação. Com efeito, dado a ∈ Ω,

definamos o funcional chamado delta de Dirac concentrado no ponto a, δa : C(Ω) → R

dado por

δa(φ) = φ(a),
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claramente δa ∈ M(Ω) porém sabemos da teoria das distribuições que este funcional não

pode ser identificado com nenhuma função em L1(Ω).

Além disso, desde que C(Ω) é um espaço de Banach separável, M(Ω) goza de algumas

propriedades importantes da topologia fraca∗. De fato, pelo teorema C.12, toda sequência

{µn} limitada em E ′ = M(Ω) possui subsequência {µnk} convergente na topologia fraca∗

σ(E ′, E), em símbolos escrevemos

µnk
∗
⇀ µ em σ(E ′, E)

ou

µnk
∗
⇀ µ em M(Ω).

Por outro lado, o item (i) do Teorema C.11 nos fornece uma caracterização para a con-

vergência na topologia fraca∗, assim:

µnk
∗
⇀ µ em M(Ω)⇔ µnk(φ)→ µ(φ), ∀φ ∈ E.

Em particular, dado uma sequência de funções {un} ∈ L1(Ω) limitada, como a aplicação

acima é uma isometria, esta sequência define uma sequência de funcionais {Tun} ⊂M(Ω)

que também é limitada. Logo, existe uma subsequência {Tunk} tal que

Tunk (φ)→ µ(φ) ∀φ ∈ E

usando a definição de Tunk temos∫
Ω

unkφdx→ µ(φ) ∀φ ∈ E.

Assim, uma sequência de funções em L1(Ω) pode convergir na topologia fraca∗ para o

funcional delta de Dirac, por exemplo. Por convenção, usaremos apenas a letra u para

nos referir ao funcional Tu. Desta forma, dado u ∈ L1(Ω), a menos de identificação,

u ∈M(Ω) e

u(φ) =

∫
Ω

uφdx, ∀φ ∈ C(Ω)

Consideremos por exemplo uma sequência {un} ⊂ L1(Ω) de modo que, para alguma

u ∈ L1(Ω) tenhamos, a menos de identificação,

un
∗
⇀ u em M(Ω).

Pelo item (i) do Teorema C.11,

un(φ)→ u(φ), ∀φ ∈ C(Ω)⇔
∫

Ω

unφdx→
∫

Ω

uφdx, ∀φ ∈ C(Ω).

Para justificar o termo "medidas"temos o
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Teorema B.1 (Representação de Riesz) Seja µ uma medida de Radon em Ω (isto é,

µ ∈ M(Ω)). Então existe uma única medida de Borel com sinal ν (ou seja, uma medida

com sinal definida sobre os conjuntos de Borel de Ω) tal que

µ(φ) =

∫
Ω

φdν, φ ∈ C(Ω).

Este teorema pode ser encontrado em [1], Teorema 4.31.

Por este teorema, dado uma sequência de funcionais {µn} ⊂M(Ω) e µ ∈M(Ω) tais que

µn
∗
⇀ µ em M(Ω)⇔ µn(φ)→ µ(φ), ∀φ ∈ C(Ω)

assim, para cada µn e µ, existem νn e ν medidas de Borel com sinal e para µ tais que

µn(φ) =

∫
Ω

φdνn e
∫

Ω

φdν,

desde modo

µn
∗
⇀ µ em M(Ω)⇔

∫
Ω

φdνn →
∫

Ω

φdν.

Por convenção, usaremos novamente o mesmo símbolo para representar funcionais em

M(Ω) e suas respectivas medidas de Borel com sinal, de modo que podemos escrever, a

menos de identificação,

µn
∗
⇀ µ em M(Ω)⇔

∫
Ω

φdµn →
∫

Ω

φdµ, ∀φ ∈ C(Ω) (B.1)

em particular, como φ ≡ 1 ∈ C(Ω), temos que

µn(Ω)→ µ(Ω).

Por fim, queremos responder à seguinte pergunta: o funcional delta de Dirac δa é identi-

ficado com qual medida com sinal de Borel? E a resposta é a medida de Dirac, dada por,

usando o mesmo símbolo:

δa(A) =

 1, se a ∈ A

0, se a 6∈ A
,

para todo conjunto de Borel A. Com efeito, afirmamos que para esta medida de Borel

com sinal temos:

δa(φ) = φ(a) =

∫
Ω

φdδa, ∀φ ∈ C(Ω).

De fato, ∫
Ω

φdδa =

∫
{a}

φdδa +

∫
Ω\{a}

φdδa,
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como δa(Ω \ {a}) = 0 concluímos que∫
Ω

φdδa =

∫
{a}

φdδa = φ(a)δa({a}) = φ(a).

Observação: Os resultados apresentados acima podem ser generalizado para o espaço

C(X), onde X é um espaço de Hausdorff compacto. Para maiores detalhes, sugerimos [9].
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Apêndice C

Resultados Utilizados na Dissertação

Mostraremos os teoremas básicos utilizados ao longo do texto, indicando onde encon-

trar sua demonstração.

Teorema C.1 (Desigualdade de Young) Para 1 < p <∞, q o conjugado de p, e dois

números positivos α, β quaisquer,

αβ ≤ αp

p
+
βq

q

Demonstração: Veja Young’s Inequality em [9].

Teorema C.2 Se f é uma função mensurável em RN , não-negativa ou integrável, tal que

f(x) = g(|x|) para alguma função g em (0,∞), então∫
RN
f(x)dx = |sN−1|

∫ ∞
0

g(t)tN−1dt

onde |sN−1| denota a área de superfície da esfera unitária em RN .

Demonstração: Veja [12], Teorema 2.49 e Corolário 2.5.

Teorema C.3 (Teorema da Convergência Monótona) Seja {fn} uma sequência em

L1 tal que

(a) 0 ≥ fn ≥ fn+1,∀n

(b) supn
∫
fndx < ∞ Então fn(x) converge q.s. em Ω para um limite finito que denota-

remos por f(x) e f ∈ L1 com ∫
f = lim

n→∞

∫
f
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Demonstração: Veja [1], Teorema 4.1.

Teorema C.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja {fn} uma

sequência de funções em L1 tal que

(a) fn → f q.s.,

(b) Existe uma função não negativa g ∈ L1 tal que |fn| ≤ g q.s., para todo n ∈ N.

Então, f ∈ L1 e ∫
f = lim

n→∞

∫
f

Demonstração: Veja [12], Teorema 2.24.

Teorema C.5 Sejam f ∈ C∞0 (Ω) e η ∈ C∞0 (RN). Então ηf ∈ W 1,p(x)
0 (Ω)

Teorema C.6 Seja µ, µk(k = 1, 2, ...) medidas de Radon sobre RN . As seguintes afirma-

ções são equivalentes:

(i) lim
k→∞

∫
RN
fdµ =

∫
RN
fdµ, ∀f ∈ C0(RN)

(ii) lim sup
k→∞

µk(K) ≤ µ(K), para cada conjunto compactoK ⊂ RN e µ(U) ≤ lim inf
k→∞

µk(U),

para cada conjunto aberto U ⊂ RN .

(iii) lim
k→∞

µk(B) = µ(B), para cada conjunto de Borel limitado B ⊂ RN com µ(∂B) = 0

Demonstração: Veja [?], Teorema 1, página 54.

Teorema C.7 Seja f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então para x ∈ RN q.

s. a função y 7→ f(x− y)g(y) é integrável sobre RN e definimos

(f ∗ g)(x) =

∫
Ω

f(x− y)g(y)dy.

Além disso f ∗ g ∈ Lp(RN) e

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p

Demonstração: Veja [1], Teorema 4.15.

Teorema C.8 (Lema de Fatou) Se {fn} é uma sequência não negativa em L1. Então∫
(lim inf fn) ≤ lim inf

∫
fn.
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Demonstração: Veja [12], Teorema 2.18.

Teorema C.9 Para toda medida µ definida em uma σ-álgebra A existem medidas µ1 e µ2

tais que µ = µ1 + µ2, onde µ1 é uma medida não-atômica e µ2 é uma medida puramente

atômica, isto é, formada apenas por átomos. Em particular, no caso em que A é a σ-

álgebra de Borel do RN temos

µ = µ1 +
∑
j∈J

µjδxj ,

onde xj ∈ RN , µj = µ({xj}) e j ∈ J .

Demonstração: Veja [14], Teorema 2.1.

Teorema C.10 Seja {xn} uma sequência em espaço de Banach E. Então

(i) xn ⇀ x em σ(E,E ′)⇔< f, xn >→< f, x >, ∀f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x fortemente, então xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′).

(iii) Se xn ⇀ x fracamente em σ(E,E ′), então (‖xn‖) é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

Onde σ(E,E ′) é a topologia fraca em E.

Demonstração: Veja [1], Proposição 3.5.

Teorema C.11 Seja E um espaço de Banach e {fn} uma sequência em E ′, então

(i) fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E)⇔< fn, x >→< f, x >, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn → f fortemente, então fn ⇀ x fracamente em σ(E ′, (E ′)′).

Se fn ⇀ f fracamente em σ(E ′, (E ′)′), então fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E).

(iii) Se fn
∗
⇀ f em σ(E ′, E), então (‖fn‖) é limitada e ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖.

Onde σ(E ′, E) é a topologia fraca∗ sobre E ′.

Demonstração: Veja [1], Proposição 3.13.

Teorema C.12 Seja E um espaço de Banach separável e {fn} uma sequência limitada

em E?. Então existe uma subsequência {fnk} que converge na topologia topologia σ(E ′, E).

Demonstração: Veja [1], Corolário 3.30.
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Teorema C.13 Supondo que X é um espaço de Banach separável e reflexivo e que f :

M ⊆ X → R é diferenciável à Gateaux sobre o conjunto convexo e fechado M . Então se

f é convexo, f é fracamente sequencialmente semi-contínuo inferiormente.

Demonstração: Veja [8], Teorema 7.2.3.

Teorema C.14 (Banach - Alaoglu - Bourbaki) Seja E um espaço de Banach. A

bola unitária fechada

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1}

é compacta na topologia fraco∗ σ(E∗, E). Em particular, toda sequência limitada possui

uma subsequência convergente na topologia fraco∗ σ(E∗, E).

Demonstração: Veja [1], Teorema 3.16.

Teorema C.15 (Kakutani) Seja E um espaço de Banach. Então E é reflexivo se, e

somente se, a bola

BE = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1}

é fracamente compacto na topologia fraca σ(E,E∗).

Demonstração: Veja [1], Teorema 3.17.

Teorema C.16 (Radon - Nikodym) Seja ν uma medida com sinal σ-finita e µ uma

medida σ-finita definida em uma σ-álgebra (X,X) tais que ν << µ, isto é, ν é absoluta-

mente contínua com respeito à µ. Então existe uma função f ∈ L1(X, dµ) tal que

ν(A) =

∫
A

fdµ, ∀A ⊂ X.

e escrevemos dν = fdµ.

Demonstração: Veja [12], Teorema 3.8

Teorema C.17 Seja ν uma medida regular com sinal definido na σ-álgebra de Borel de

RN , e seja dν = fdµ a representação de Radon - Nikodym do Teorema anterior. Então

para x ∈ RN µ-quase sempre

f(x) = lim
r→0

ν(Br(x))

µ(Br(x))

Demonstração: Veja [12], Teorema 3.22.
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Teorema C.18 Seja {un} uma sequência limitada em W
1,p(x)
0 (Ω), φ ∈ C∞0 (RN) tal que

0 ≤ φ ≤ 1 e

φ(x) =

 1, se x ∈ B1(0)

0, se x ∈ RN \B1(0).

Dado ε > 0, xj ∈ Ω e φε(x) := φ
(x−xj

ε

)
de modo que B2ε(xj) ⊂ Ω. Então

lim
ε→0

[
lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
]

= 0

Demonstração: Desde que {un} ⊂ W
1,p(x)
0 (Ω) e φε ∈ C∞0 (Ω), então

|∇un|p(x)−1 ∈ L
p(x)
p(x)−1 (Ω) e un∇φε ∈ Lp(x)(Ω),

então, pela desigualdade de Holder (Teorema 1.4),∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|∇un|p(x)−1|un||∇φε|dx ≤ C‖|∇un|p(x)−1‖p′‖un∇φε‖p.

Mas, como {un} é limitada em W
1,p(x)
0 (Ω),

ρp′(||∇un|p(x)−1) =

∫
Ω

(|∇un|p(x)−1)
p(x)
p(x)−1dx =

∫
Ω

|∇un|p(x)dx ≤ K, ∀n ∈ N

Assim, {‖|∇un|p(x)−1‖p′} é limitada. Então, a menos de constante,∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣ ≤ C‖un∇φε‖p.

Do Teorema 1.1, temos∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣

≤ C max

{(∫
Ω

|un∇φε|p(x)dx

) 1
p1

,

(∫
Ω

|un∇φε|p(x)dx

) 1
p2

}
. (C.1)

Por outro lado, das Imersões Compactas de Sobolev (Teorema 1.10), a menos de sub-

sequência temos que

un → u, em Lp(x)(Ω)

e do Teorema 1.3, a menos de subsequência, existe h ∈ L1(Ω) tal que

un(x)→ u(x) q.s. em Ω

e

|un(x)| ≤ h(x) q.s. em Ω.
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Como φε ∈ C∞0 (Ω), temos que

|un(x)|p(x)|∇φε(x)|p(x) → |u|p(x)|∇φε(x)|p(x) q.s. em Ω

quando n→∞ e

|un(x)|p(x)|∇φε(x)|p(x) ≤ A|h(x)|p(x) q.s. em Ω,

onde A > 0 é tal que |∇φε(x)|p(x) < A.Então, do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (C.4), segue que∫
Ω

|un(x)|p(x)|∇φε(x)|p(x)dx→
∫

Ω

|u|p(x)|∇φε(x)|p(x)dx

Usando essa convergência na desigualdade C.1 concluímos que

lim sup
n→0

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣

≤ C max

{(∫
Ω

|u|p(x)|∇φε|p(x)dx

) 1
p1

,

(∫
Ω

|u|p(x)|∇φε|p(x)dx

) 1
p2

}
.

Note que, da imersão contínua W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(x)(Ω) (Teorema 1.10) e como φε ∈

C∞0 (Ω), segue que

|u|p(x) ∈ L
N

N−p(x) (Ω) e |∇φε|p(x) ∈ L
N
p(x) (Ω),

então, da desigualdade de Holder (Teorema 1.4) temos que∫
Ω

|u|p(x)|∇φε|p(x)dx ≤ c1‖|u|p(x)‖(Np )
′‖|∇φε|p(x)‖N

p
≤ c2‖|∇φε|p(x)‖N

p

Assim

lim sup
n→0

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣
≤ C max

{(
‖|∇φε|p(x)‖N

p

) 1
p1 ,
(
‖|∇φε|p(x)‖N

p

) 1
p2

}
.

Mas

ρN
p

(|∇φε|p(x)) =

∫
Ω

(|∇φε|p(x))
N
p(x)dx =

∫
Ω

|∇φε|Ndx

E é fácil ver que, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (C.4), temos

lim
ε→0

ρN
p

(|∇φε|p(x)) = lim
ε→0

∫
Ω

|∇φε|Ndx = 0
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e do Teorema 1.6,

lim
ε→0
‖|∇φε|p(x)‖N

p
= 0

Concluímos então

lim
ε→0

[
lim sup
n→0

∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p(x)−2un∇un∇φεdx
∣∣∣∣] = 0.

De onde segue o resultado.

�

Teorema C.19 (Desigualdade de Simon) Sejam x, y ∈ RN e 〈·, ·〉 o produto interno

usual em RN . Então

〈|x|p−2x− |y|p−2y, x− y〉 ≥


cp|x− y|p, se p ≥ 2

cp
|x− y|2

|x|+ |y|2−p
, se 1 < p < 2

Demonstração: Veja [16], Lema A.0.5.

Teorema C.20 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willem) Seja E um espaço

de Banach e I ∈ C1(E,R) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0 tais que

I(u) ≥ α > 0, ∀u ∈ E, ‖u‖ = ρ (C.2)

e existe e ∈ E tal que ‖e‖ > ρ e

I(e) < 0. (C.3)

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ E tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε

(b) ‖I ′(uε)‖ < 4ε

onde

0 < c = inf
λ∈Γ

max
[0,1]

I(γ(t)),

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração: Veja [11], Teorema 7.1.
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Teorema C.21 (Borel - Lebesgue) Seja K ⊂ RN compacto (isto é, limitado e fe-

chado). Toda cobertura aberta K ⊂
⋃
λ∈LAλ admite uma subcobertura finita K ⊂

Aλ1 ∪ Aλ2 ∪ ...Aλi

Demonstração: Veja [15], Teorema 23.

Teorema C.22 Sejam E um espaço de Banach e I : E → R um funcional tal que I tem

derivada de Gateaux contínua em A ⊂ E, então I ∈ C1(E,R) e as derivadas de Geateaux

e Fréchet coincidem.

Demonstração: Veja [4], Teorema 1.9.
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