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lutaram para que eu e as minhas irmãs, Fernanda Rafaelly e Roberta Kayelli, tivessem uma boa

educação. Aos meus avós e aos meus tios que sempre tiveram torcendo pelo meu sucesso.
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Resumo

Neste trabalho provaremos um resultado de existência de solução para um problema de

transmissão no R2 com crescimento exponencial cŕıtico, isto é, a não-linearidade se comporta

como eα0s2 quando |s|→∞ para algum α0 > 0.

Palavras-chaves: Transmissão não-linear, crescimento exponencial cŕıtico, desigualdade de

Trudinger-Moser.
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Abstract

In this work we prove an existence result for a transmission problem in R2 with critical

exponential growth, that is, the nonlinearity is as eα0s2 when |s|→∞ for some α0 > 0.

keywords: Nonlinear transmission, critical exponential growth, Trudinger-Moser inequality.

vi



Conteúdo
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Introdução

Neste trabalho estudaremos o seguinte problema de transmissão: Seja Ω um domı́nio suave

limitado do R2 e Ω1⊂Ω um subdomı́nio com fronteira suave Σ satisfazendo Ω1⊂Ω. Escrevendo

Γ=∂Ω e Ω2=Ω\Ω1 temos, Ω=Ω1∪Ω2 e ∂Ω2=Σ∪Γ. Também denotaremos por η o vetor unitário

normal a fronteira de Ω2, como podemos observar na figura ilustrativa abaixo:

Com as condições acima, este trabalho está relacionado com a existência de solução não trivial

utilizando o método variacional, para o seguinte problema de transmissão eliptico não linear

(P )



−∆u = f(x, u) em Ω1,

−∆v = h(x, v) em Ω2,

v = 0 em Γ,

u = v em Σ,
∂u

∂η
=
∂v

∂η
em Σ.
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Mostraremos a existência de solução não trivial para o problema (P) usando o Teorema do Passo

da Montanha [3]. Para contornar a falta de compacidade, usaremos estimativas que envolvem

a função de Moser.

Esta dissertação é um estudo do artigo A transmission problem on R2 with critical exponential

growth, devido a G. Figueiredo e M. Montenegro [6], onde os autores usaram técnicas variacionais

para tratar o problema, as quais descreveremos posteriormente.

O resultado principal nesta dissertação é o:

Teorema 0.1 Suponha (f1) − (f4) e (h1) − (h3), então o problema (P) tem uma solução não

trivial.

Veremos as hipóteses (f1) − (f4) e (h1) − (h3) no Caṕıtulo 1. Este trabalho está dividido da

seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, faremos um estudo de normas que serão usadas ao longo do texto,

estudaremos o espaço de Sobolev em que trabalharemos e definiremos o funcional associado

ao problema (P).

No Caṕıtulo 2, mostraremos que o funcional associado satisfaz a Geometria do Teorema

do Passo da Montanha, usaremos a desigualdade de Trudinger-Moser nesta etapa. Também

defiremos a função de Moser, fundamental para controlar o ńıvel cŕıtico adequado para o

Teorema do Passo da Montanha.

No Caṕıtulo 3, mostraremos que o ńıvel cŕıtico c∗ é positivo e limitado por
2π

α0

, para isso

usaremos a função de Moser. Provaremos também que, desde que o funcional I satisfaz as

condições do Teorema do Passo da Montanha, podemos encontrar uma sequência (un, vn) tal

que I(un, vn) converge para c∗. Estes fatos implicarão que (un, vn) converge, o limite é não-trivial

e é solução do problema (P).

No Apêndice A, estudaremos a diferenciabilidade do funcional associado ao problema (P).

No Apêndice B, apresentaremos alguns resultados básicos que foram utilizados ao longo

deste trabalho e que são fundamentais para uma boa compreensão do mesmo.

No Apêndice C, será apresentada uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser para um

domı́nio limitado do R2, que terá um papel importante no desenvolvimento desta dissertação.
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Notação

�=:fim de uma demonstração,

∆u :=
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,

∇u :=

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
,

|u|p,Ω :=

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

,

||u|| :=
(∫

Ω

|∇u|2dx
) 1

2

,

||u||1,2;Ω:=

(∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx
) 1

2

,

||(u, v)||D:=||u||1,2;Ω1 + ||v||1,2;Ω2 ,

⇀:= convergência fraca,

→:= convergência forte,

Br(x):= bola aberta de centro x e raio r,

|Ω|:= medida de Lebesgue do conjunto Ω,

Ω:= fecho do conjunto Ω,

χA:= função caracteŕıstica do conjunto A,

C,C1, C2, C3... são constantes arbitrárias maior que zero.
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Caṕıtulo

1

Estrutura variacional

Neste caṕıtulo apresentaremos o espaço onde se dá nosso estudo. Faremos também um estudo

de normas que serão úteis nesse trabalho e definiremos o funcional associado ao problema (P).

Definição 1.1 Dizemos que um número real r é o raio interno de um conjunto Ω, quando r é

o raio da maior bola aberta contida em Ω.

Definição 1.2 Dizemos que uma função f : Ω × R −→ R possui crescimento exponencial

subcŕıtico em +∞ quando,

lim
t→+∞

|f(x, t)|
eαt2

= 0, para todo α > 0

e f possui crescimento exponencial cŕıtico em +∞ quando, existe α0 > 0 com a seguinte

condição

(C)α0 lim
s→+∞

|f(x, s)|
eαs2

=

 0 se α > α0 uniformemente em Ω

+∞ se α < α0 uniformemente em Ω.

Analogamente, definimos crescimento exponencial subcŕıtico e cŕıtico em −∞.

Exemplo 1.1 A função f : Ω×R −→ R definida por f(x, t)=g(x)et, onde a função g : Ω −→ R

é cont́ınua, possui crescimento exponencial subcŕıtico em ±∞.

Exemplo 1.2 Fixado α0 > 0. A função f : Ω × R −→ R definida por f(x, t)=eα0t2 possui

crescimento exponencial cŕıtico em ±∞.
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Nesse trabalho f e h são funções cont́ınuas com crescimento exponencial cŕıtico em +∞ e

satisfazem as seguintes hipóteses:

(f1)


Existem R > 0 e M > 0 tais que, para todo s ≥ R e x ∈ Ω1, temos

0 < F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt ≤Mf(x, s).

(f2)

 Para todo s ∈ [0,+∞) e para todo x ∈ Ω1, obtemos

f(x, s) ≥ 0 e f(x, 0) = 0.

(f3)


Para todo x ∈ Ω1, assumimos

lim
s→0+

sup
2F (x, s)

s2
< λ11,

onde λ11 é o primeiro autovalor de (−4, H1
0 (Ω1)).

Agora definiremos

M = lim
n→∞

n

∫ 1

0

en(s2−s)ds,

que é um número real maior ou igual a 2. Denotamos por r o raio interno do conjunto Ω1.

Assim podemos formular a última hipótese da função f .

(f4)


Existe β0 > 0 tal que, para todo x ∈ Ω1, temos

lim
s→+∞

sf(x, s)

eα0s2
≥ β0 >

(
2

r

)2
1

α0M
.

Os resultados na função h são semelhantes às hipóteses prescritas para a função f , isto é,

(h1)


Existem R > 0 e M > 0 tais que, para todo s ≥ R e x ∈ Ω2, temos

0 < H(x, s) =

∫ s

0

h(x, t)dt ≤Mh(x, s).

(h2)

 Para todo s ∈ [0,+∞) e para todo x ∈ Ω2, obtemos

h(x, s) ≥ 0 e h(x, 0) = 0.

(h3)


Para todo x ∈ Ω2, assumimos

lim
s→0+

sup
2H(x, s)

s2
< λ12,

onde λ12 é o primeiro autovalor de (−4, H1
0 (Ω1)).

Nosso estudo se dá nos espaços de Sobolev:

E = {(u, v) ∈ H1(Ω1)×H1
Γ(Ω2);u = v em Σ},
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onde

H1
Γ(Ω2) = {v ∈ H1(Ω2); v = 0 em Γ}.

Agora observe que, sendo ∂Ω2 = Γ ∪ Σ regular, se v ∈ H1
Γ(Ω2) está bem definido o operador

traço de v sobre Γ, isto é, v|Γ, o qual pertence a L2(Γ). A aplicação v −→ v|Γ é cont́ınua de

H1(Ω2) em L2(Γ). Logo o subsepaço H1
Γ(Ω2) é fechado em H1(Ω2) com a norma induzida pela

de H1(Ω2). Temos também

H1
0 (Ω2) ⊂ H1

Γ(Ω2) ⊂ H1(Ω2).

A aplicação v −→ |∇v|2,Ω2 de H1
Γ(Ω2) em R definida por

|∇v|2,Ω2 =

(∫
Ω2

|∇v|2dx
) 1

2

define uma norma em H1
Γ(Ω2).

Com efeito,

i) para todo v ∈ H1
Γ(Ω2), temos

|∇v|2,Ω2 =

(∫
Ω2

|∇v|2dx
) 1

2

≥ 0.

ii) Seja λ ∈ R e v ∈ H1
Γ(Ω2), segue que

|λ∇v|2,Ω2 =

(∫
Ω2

|λ∇v|2dx
) 1

2

=

(∫
Ω2

|λ|2|∇v|2dx
) 1

2

=

(
|λ|2

∫
Ω2

|∇v|2dx
) 1

2

= |λ|
(∫

Ω2

|∇v|2dx
) 1

2

= |λ|.|∇v|2,Ω2 .
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iii) Seja u e v ∈ H1
Γ(Ω2), temos

| ∇u+∇v|22,Ω2
=

∫
Ω2

|∇u+∇v|2dx

≤
∫

Ω2

|∇u+∇v|.|∇u+∇v|dx

≤
∫

Ω2

|∇u+∇v|.|∇u|dx+

∫
Ω2

|∇u+∇v|.|∇v|dx.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Corolário B.1), obtemos

| ∇u+∇v|22,Ω2
≤ |∇u+∇v|2,Ω2|∇u|2,Ω2 + |∇u+∇v|2,Ω2|∇v|2,Ω2

= | ∇u+∇v|2,Ω2(|∇u|2,Ω2 + |∇v|2,Ω2).

Portanto,

|∇u+∇v|2,Ω2 ≤ |∇u|2,Ω2 + |∇v|2,Ω2 .

iv) Se |∇v|2,Ω2 = 0 então
∂v

∂xi
= 0, logo v é constante nas componentes conexas de Ω2, sendo

v|Γ = 0, resulta que v = 0 em Ω2.

Portanto a aplicação acima define uma norma em H1
Γ(Ω2).

Na proposição abaixo segue um resultado de normas equivalentes que usaremos ao longo deste

texto.

Proposição 1.1 Em H1
Γ(Ω2) as normas |∇v|2,Ω2 e ||v||1,2;Ω2 são equivalentes, isto é, existem

constantes C1, C2 > 0, tais que

C1||v||1,2;Ω2 ≤ |∇v|2,Ω2 ≤ C2||v||1,2;Ω2 , para todo v ∈ H1
Γ(Ω2).

Demonstração: Temos que

|∇v|22,Ω2
≤ |∇v|22,Ω2

+ |v|22,Ω2
= ||v||21,2;Ω2

.

Assim,

|∇v|2,Ω2 ≤ ||v||1,2;Ω2 , para todo v ∈ H1
Γ(Ω2), (1.1)

7



onde neste caso C2 = 1.

Provaremos o outro lado da desigualdade. Suponha por contradição, que não existe constante

C1 > 0 tal que

C1||v||1,2;Ω2 ≤ |∇v|2,Ω2 , para todo v ∈ H1
Γ(Ω2).

Portanto, fixado C1 > 0 qualquer, existe ao menos um vetor v1 de H1
Γ(Ω2) tal que

C1||v1||1,2;Ω2 > |∇v1|2,Ω2 . (1.2)

Logo, fixadas as constantes 1,
1

2
,
1

3
, ...., existe uma sequência (ṽm) ⊂ H1

Γ(Ω2) tal que

1

m
||ṽm||1,2;Ω2 > |∇ṽm|2,Ω2 para m = 1, 2, ....

Fazendo

vm =
ṽm

||ṽm||1,2;Ω2

,

obtemos

||vm||1,2;Ω2 = 1 para m = 1, 2, ...

e

|∇vm|2,Ω2 =
|∇ṽm|2,Ω2

||ṽm||1,2;Ω2

<
1

m
para m = 1, 2, ...

Desde que a sequência (vm) é limitada em H1(Ω2) (Teorema B.7), existe (vν) ⊂ (vm) tal que

vν ⇀ v em H1(Ω2). (1.3)

Sendo a fronteira Γ ∪ Σ de Ω2 suposta bem regular, segue do Teorema de Rellich-Kondrachov

(Teorema B.5), que a imersão H1(Ω2) ↪→ L2(Ω2) é compacta. Assim obtemos

vν → v em L2(Ω2). (1.4)

8



Por outro lado, sabemos que

|∇vν |2,Ω2 <
1

ν
, ν = 1, 2, 3, ...

Logo a sequência numérica |∇vν |2,Ω2 converge para zero. Donde obtemos que,

(
∂vν
∂xi

)
→ 0 em L2(Ω2), 0 ≤ i ≤ N. (1.5)

Desde que H1
Γ(Ω2) é completo com a norma de H1(Ω2), segue da convergência dada em (1.3),

que v ∈ H1
Γ(Ω2). Assim,

∂v

∂xi
∈ L2(Ω2) e de (1.5)

∂v

∂xi
= 0, concluindo desse modo que v é

constante em Ω2. Como v ∈ H1
Γ(Ω2), v|Γ = 0, temos que

v = 0 em Ω2.

Assim as sequências (vν) e

(
∂vν
∂xi

)
convergem forte para zero em L2(Ω2). Portanto

vν → 0 em H1(Ω2).

O que é uma contradição, já que

||vν ||1,2;Ω2 = 1, para ν = 1, 2, 3, ...

E desse modo fica provado a equivalência entre as normas |∇v|2,Ω2 e ||v||1,2;Ω2 . 2

Lema 1.1 A aplicação |||.||| : H1(Ω1) −→ R dada por

|||u||| = |∇u|2,Ω1 + |u|2,Σ

define uma norma equivalente à norma usual de H1(Ω1), ou seja, existem constantes K1, K2 > 0

tais que

|||u||| ≤ K1||u||1,2;Ω1 (I) e K2||u||1,2;Ω1 ≤ |||u||| (II). (1.6)

9



Demonstração: De fato como podemos observar |||.||| define uma norma. Da teoria do traço

das funções de H1(Ω1) sobre a fronteira Σ, de um aberto limitado Ω1 do RN(ver [11], página

71-87), temos que a aplicação

γ0 : H1(Ω1)→ L2(Σ)

u → γ0(u) = u|Σ

é linear cont́ınua, ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

|u|2,Σ ≤ C||u||1,2;Ω1 , para todo u ∈ H1(Ω1).

Donde segue que

|||u||| = |∇u|2,Ω1 + |u|2,Σ ≤ |∇u|2,Ω1 + C||u||1,2;Ω1 .

Portanto, da euqivalência entre as normas |∇u|2,Ω1 e ||u||1,2;Ω1 , concluimos

|||u||| ≤ K1||u||1,2;Ω1 . (1.7)

Por outro lado, do Teorema B.3, existe uma constante C > 0 tal que

∫
Ω1

|u|2dx ≤ C

(∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Σ

|u|2ds
)
, para todo u ∈ H1(Ω1).

Assim

||u||21,2;Ω1
=

∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Ω1

|u|2dx ≤ C(|∇u|22,Ω1
+ |u|22,Σ),

e desde que, |∇u|22,Ω1
+ |u|22,Σ ≤ |∇u|22,Ω1

+ |u|22,Σ + 2|∇u|2,Ω1 |u|2,Σ, temos

||u||21,2;Ω1
≤ C(|∇u|2,Ω1 + |u|2,Σ)2.

Donde concluimos que existe uma constante K2 > 0 tal que

K2||u||1,2;Ω1 ≤ |||u|||. (1.8)

Juntando (1.7) e (1.8) obtemos (1.6), mostrando assim o Lema. 2
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Lema 1.2 O conjunto E é um subespaço fechado de H1(Ω1)×H1(Ω2) e a aplicação

||.|| : H1(Ω1)×H1
Γ(Ω2) −→ R (1.9)

(u, v) −→ ||(u, v)||2 = |∇u|22,Ω1
+ |∇v|22,Ω2

(1.10)

define uma norma em E equivalente a norma usual de H1(Ω1)×H1(Ω2).

Demonstração: Note que (1.9) define uma seminorma. Resta apenas mostrar que

||(u, v)|| = 0 ⇔ u = 0 e v = 0.

De fato, primeiramente se u = 0 e v = 0, temos claramente que ||(u, v)|| = 0.

Agora suponha que ||(u, v)|| = 0, logo por definição, |∇v|2,Ω2 = |∇u|2,Ω1 = 0.

Como vimos anteriormente, a aplicação |∇v|2,Ω2 define uma norma em H1
Γ(Ω2), então

v = 0 em Ω2.

Logo pela condição de transmissão, segue que

u = 0 sobre Σ = ∂Ω1.

Por outro lado, vimos no Lema 1.1 que a aplicação

γ0 : H1(Ω1)→ L2(Σ)

u → γ0(u) = u|Σ

é linear e cont́ınua, ou seja,

|γ0(u)|2,Σ ≤ C||u||1,2;Ω1 , para todo u ∈ H1(Ω1).

Além disso, Ker(γ0) = H1
0 (Ω1).

Assim, u ∈ H1
0 (Ω1) e consequentemente

u = 0 em Ω1.

11



Portanto mostramos que (1.9) define uma norma em E.

Agora vamos provar a equivalência entre as normas. Inicialmente observe que

||(u, v)||2D = (||u||1,2;Ω1 + ||v||1,2;Ω2)
2 ≥ ||u||21,2;Ω1

+ ||v||21,2;Ω2
≥ |∇u|22,Ω1

+ |∇v|22,Ω2
.

O que implica,

||(u, v)|| ≤ ||(u, v)||D. (1.11)

Note que aplicando a teoria do traço de funções de H1(Ω2) sobre a fronteira Γ∪Σ de Ω2, tem-se

que

||v||1,2;Ω2 ≥ C|v|2,Γ∪Σ, para todo v ∈ H1(Ω2), (1.12)

em particular

||v||1,2;Ω2 ≥ C|v|2,Σ para todo v ∈ H1
Γ(Ω2). (1.13)

Pela Proposição 1.1, segue que

C||v||1,2;Ω2 ≤ |∇v|2,Ω2 para todo v ∈ H1
Γ(Ω2). (1.14)

Assim combinando essas duas últimas desigualdades, temos

|∇v|2,Ω2 ≥ C1|v|2,Σ. (1.15)

Agora usando a deigualdade (II) dada no Lema 1.1, obtemos

||(u, v)||2D ≤ C2(|∇u|2,Ω1 + |u|2,Σ)2 + 2C3(|∇u|2,Ω1 + |u|2,Σ)||v||1,2;Ω2 + ||v||21,2;Ω2

= C2|∇u|22,Ω1
+ 2C2|∇u|2,Ω1|u|2,Σ + C2|u|22,Σ

+ 2C3|∇u|2,Ω1||v||1,2;Ω2 + 2C3|u|2,Σ||v||1,2;Ω2 + ||v||21,2;Ω2
.

Donde usando a condição de transmissão e substituindo as desigualdades (1.14) e (1.15), tem-se

que

||(u, v)||2D ≤ C4|∇u|22,Ω1
+ 2C5|∇u|2,Ω1|∇v|2,Ω2 + C6|∇v|22,Ω2

,

12



o que implica devido a uma simples desigualdade de números reais, que

||(u, v)||2D ≤ C7|∇u|22,Ω1
+ C8|∇v|22,Ω2

.

Logo,

||(u, v)||2D ≤ C10||(u, v)||2.

Portanto

C||(u, v)||D ≤ ||(u, v)||.

Essa última desigualdade juntamente com (1.11) resulta na equivalência das normas.

Provaremos agora que E é um subspaço fechado. De fato, inicialmente observamos que E é um

subespaço de H1(Ω1) × H1(Ω2). Então, resta mostrar que E é fechado em H1(Ω1) × H1(Ω2),

para isto, vamos considerar uma sequência (wn) = (un, vn) ⊂ E tal que

wn → w0 = (u0, v0) em H1(Ω1)×H1(Ω2).

Logo

un = vn sobre Σ = ∂Ω1

e

vn = 0 sobre Γ = ∂Ω, (1.16)

temos também que

un → u0 em H1(Ω1)

e

vn → v0 em H1(Ω2). (1.17)

Observe que, usando a desigualdade (1.12), temos

||vn − v0||1,2;Ω2 ≥ C|vn − v0|2,Σ∪Γ,
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o que implica devido a (1.16), que

||vn − v0||1,2;Ω2 ≥ C|v0|2,Γ,

ou seja,

|v0|2,Γ ≤ C2||vn − v0||1,2;Ω2 .

Decorre da convergência dada em (1.17) que o lado direito desta última desigualdade tende a

zero. Assim,

v0 = 0 sobre Γ,

ou seja,

v0 ∈ H1
Γ(Ω2).

Por outro lado, temos que

|u0 − v0|2,Σ = |(u0 − un) + (vn − v0)|2,Σ

≤ |u0 − un|2,Σ + |vn − v0|2,Σ

≤ |∇u0 −∇un|2,Ω1 + |u0 − un|2,Σ + |vn − v0|2,Σ,

donde, devido a desigualdade dada em (1.13), resulta que

|u0 − v0|2,Σ ≤ |||u0 − un|||+ C||vn − v0||1,2;Ω2 .

Da desigualdade (I) dada no Lema 1.1, resulta que

|u0 − v0|2,Σ ≤ K1||u0 − un||1,2;Ω1 + C||vn − v0||1,2;Ω2 → 0 quando n→ +∞.

Consequentemente, ∫
Σ

|u0 − v0|2ds = 0.

Donde segue-se que

u0 = v0 sobre Σ.
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Mostrando desse modo que

w0 = (u0, v0) ∈ E.

Assim concluimos a demonstração do lema. 2

Afirmação: Dado β > α0, existe C = C(β) > 0 tal que

max{|f(x, s)|; |F (x, s)|; |h(x, s)|; |H(x, s)|} ≤ Ceβs
2

, (1.18)

para cada x ∈ Ωi, i = 1, 2 e s ≥ 0.

Com efeito, segue da condição (C)α0 que para todo β > α0, temos

lim
s→+∞

|f(x, s)|
eβs2

= 0.

Logo, para ε = 1, existe M > 0, tal que

|f(x, s)| ≤ eβs
2

, se s ≥M e x ∈ Ω1. (1.19)

Desde que
|f(x, s)|
eβs2

é cont́ınua podemos tomar

C1 = max
(x,s)∈Ω1×[−M,M ]

|f(x, s)|
eβs2

.

Dai, obtemos

|f(x, s)| ≤ C1e
βs2 , se s ≤ |M | e x ∈ Ω1. (1.20)

De (1.19) e (1.20), concluimos

|f(x, s)| ≤ C2e
βs2 , (1.21)

para todo x ∈ Ω1 e s ∈ R.

De modo análogo, segue que

|g(x, s)| ≤ C3e
βs2 , (1.22)
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para todo x ∈ Ω2 e s ∈ R.

Por outro lado, da condição (f1), temos

0 < F (x, s) ≤ C4f(x, s),

para todo s ≥ 0 e para todo x ∈ Ω1.

O que implica

|F (x, s)| ≤ C1|f(x, s)| ≤ C4e
βs2 .

Donde obtemos

|F (x, s)| ≤ C4e
βs2 , (1.23)

para todo s ≥ 0 e para todo x ∈ Ω1.

Analogamente, tem-se

|H(x, s)| ≤ C5e
(βs2), (1.24)

para todo s ≥ 0 e para todo x ∈ Ω2.

Assim de (1.21),(1.22),(1.23) e (1.24) concluimos que, dado β > α0, existe C = C(β) > 0 que

satisfaz (1.18).

Em vista das condições (f1)− (f2) e (h1)− (h2) o problema (P ) tem uma estrutura variacional,

pois o funcional associado

I(u, v) =
1

2
||(u, v)||2 −

∫
Ω1

F (x, u)dx−
∫

Ω2

H(x, v)dx

é de classe C1 (ver apêndice A).

Além disso temos que

I
′
(u, v)(φ, ψ) =

∫
Ω1

∇u∇φdx+

∫
Ω2

∇v∇ψdx−
∫

Ω1

f(x, u)φdx−
∫

Ω2

h(x, v)ψdx,

para todo (φ, ψ) ∈ E. Portanto os pontos cŕıticos de I são soluções fracas de (P).
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Caṕıtulo

2

Geometria do Passo da Montanha

Afim de utilizar o método variacional, neste caṕıtulo veremos alguns resultados relacionados

com a condição de compacidade Palais-Smale. Veremos também os Lemas 2.1 e 2.2, os quais

tratam da Geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Definição 2.1 Sejam E um espaço de Banach e I : E −→ R um funcional de classe C1.

Dizemos que a sequência (xn) em E é uma sequência Palais-Smale para o funcional I no ńıvel

d ∈ R, ou simplesmente, uma sequência (PS)d para o funcional I, quando

I(xn)→ d em R e I
′
(xn)→ 0 em E

′
.

Definição 2.2 Sejam E um espaço de Banach e I : E −→ R um funcional de classe C1.

Dizemos que o funcional I verifica a condição Palais-Smale no ńıvel d ∈ R quando toda

sequência (PS)d admite uma subsequência convergente em E.

Se I verifica a condição (PS)d para todo d ∈ R, então dizemos que I verifica a condição Palais-

Smale, ou simplesmente, que I verifica a condição (PS).

Em seguida veremos mais propriedades sobre as funções f e h. Primeiramente de (f1) e (f2),

tem-se que

0 < F (x, s) ≤Mf(x, s) e f(x, 0) = 0,

donde obtemos F (x, s) ≥ 0, para todo x ∈ Ω1 e s ∈ R.

Analogamente, de (h1) e (h2), temos H(x, s) ≥ 0, para todo x ∈ Ω2 e s ∈ R.
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Agora observe que de (f1), temos

F (x, s)

f(x, s)
≤M =⇒

∣∣∣∣F (x, s)

f(x, s)

∣∣∣∣ ≤M.

Passando o limite em

∣∣∣∣ F (x, s)

sf(x, s)

∣∣∣∣ quando |s| → +∞, obtemos

lim
|s|→+∞

∣∣∣∣ F (x, s)

sf(x, s)

∣∣∣∣ = 0.

Assim, dado θ > 2 existe R0 > 0 tal que para todo |s| ≥ R0, temos∣∣∣∣ F (x, s)

sf(x, s)

∣∣∣∣ ≤ 1

θ
.

Donde obtemos
F (x, s)

sf(x, s)
≤ 1

θ
=⇒ θF (x, s) ≤ sf(x, s), (2.1)

para todo |s| ≥ R0 e para todo x ∈ Ω1.

Analogamente

θH(x, s) ≤ sh(x, s), (2.2)

para todo |s| ≥ R0 e para todo x ∈ Ω2.

Nos próximos Lemas desse caṕıtulo, provaremos que o funcional I tem a Geometria do Passo

da Montanha.

Lema 2.1 Suponha (f1)− (f3) e (h1)− (h3), então existem números positivos ρ e τ tal que,

I(u, v) ≥ τ > 0, para todo (u, v) ∈ E com ||(u, v)|| = ρ.

Demonstração: Segue de (f3) que

2F (x, u)

u2
< λ11.
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Pondo λ < min{λ11, λ12}, de modo que

2F (x, u)

u2
≤ λ,

obtemos

F (x, u) ≤ λ

2
|u|2. (2.3)

Por outro lado, para q > 2 e usando a desigualdade (1.18), temos

F (x, u) ≤ Ceβu
2 ≤ C|u|qeβu2 . (2.4)

De (2.3) e (2.4), segue que

F (x, u) ≤ λ

2
|u|2 + C|u|qeβu2 .

Assim ∫
Ω1

F (x, u)dx ≤
∫

Ω1

λ

2
|u|2dx+

∫
Ω1

C|u|qeβu2dx.

Da desigualdade de Hölder (Teorema B.8), temos

∫
Ω1

F (x, u)dx ≤
∫

Ω1

λ

2
|u|2dx+ C|u|q

qr′ ,Ω1

(∫
Ω1

erβ||u||
2( u
||u|| )

2

dx

) 1
r

.

Analogamente

∫
Ω2

H(x, v)dx ≤
∫

Ω2

λ

2
|v|2dx+ C|v|q

qr′ ,Ω2

(∫
Ω2

erβ||v||
2( v
||v|| )

2

dx

) 1
r

,

onde
1

r
+

1

r′
= 1.
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Então

I(u, v) =
1

2
||(u, v)||2 −

∫
Ω1

F (x, u)dx−
∫

Ω2

H(x, v)dx

≥ 1

2
||(u, v)||2 −

∫
Ω1

λ

2
|u|2dx− C|u|q

qr′ ,Ω1

(∫
Ω1

erβ||u||
2( u
||u||)

2

dx

) 1
r

−
∫

Ω2

λ

2
|v|2dx− C|v|q

qr′ ,Ω2

(∫
Ω2

erβ||v||
2( v
||v||)

2

dx

) 1
r

.

Agora pondo ||(u, v)|| = ρ ≤ 4π

βr
, segue que

βr||u||2 ≤ 4π e βr||v||2 ≤ 4π.

Da desigualdade de Trudinger-Moser (Teorema C.1), temos

I(u, v) ≥ 1

2
||(u, v)||2 − λ

2

(∫
Ω1

|u|2dx+

∫
Ω2

|v|2dx
)
− C1(|u|q

qr′ ,Ω1
+ |v|q

qr′ ,Ω2
).

Pela caracterização variacional de λ11 e λ12 e supondo sem perda de generalidade, λ11 ≥ λ12 da

desigualdade de Poincaré (Teorema B.9), obtemos

I(u, v) ≥ 1

2
||(u, v)||2 − λ

2λ11

∫
Ω1

|∇u|2dx− λ

2λ12

∫
Ω2

|∇v|2dx− C1(|u|q
qr′ ,Ω1

+ |v|q
qr′ ,Ω2

)

≥ 1

2
||(u, v)||2 − λ

2λ12

||(u, v)||2 − C1(|u|q
qr′ ,Ω1

+ |v|q
qr′ ,Ω2

)

=
1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C1(|u|q

qr′ ,Ω1
+ |v|q

qr′ ,Ω2
).
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Das imersões cont́ınuas de Sobolev (Teorema B.6), segue que

I(u, v) ≥ 1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C2(||u||q1,2;Ω1

+ ||v||q1,2;Ω2
)

≥ 1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C3[(|∇u|22,Ω1

)
q
2 + (|∇v|22,Ω2

)
q
2 ]

≥ 1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C3(|∇u|22,Ω1

+ |∇v|22,Ω2
)
q
2

=
1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C3(||(u, v)||2)

q
2

=
1

2

(
1− λ

λ12

)
||(u, v)||2 − C3||(u, v)||q.

Sendo 2 < q e ||(u, v)|| = ρ ≤ 4π

βr
, observe que

1

2

(
1− λ

λ12

)
ρ2 − C3ρ

q > 0⇔ C3ρ
q <

1

2

(
1− λ

λ12

)
ρ2 ⇔ ρq

ρ2
<

1

2C3

(
1− λ

λ12

)
.

Donde concluimos que

1

2

(
1− λ

λ12

)
ρ2 − C3ρ

q > 0⇔ ρ < q−2

√
C4

(
1− λ

λ12

)
.

Agora tomando

ρ < min

{
4π

βr
, q−2

√
C4

(
1− λ

λ12

)}
e pondo

τ =
1

2

(
1− λ

λ12

)
ρ2 − C3ρ

q,

obtemos

I(u, v) ≥ τ > 0.

2

Lema 2.2 Suponha (f1) − (f2) e (h1) − (h2), então existe (e1, e2) ∈ E com I(e1, e2) < 0 e

||(e1, e2)|| > ρ.
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Demonstração: De (2.1) existem R0 > 0 e θ > 2 tais que

θF (x, s) ≤ sf(x, s),

para todo |s| ≥ R0 e para todo x ∈ Ω1.

O que implica ∫ s

R0

θ

τ
dτ ≤

∫ s

R0

f(x, τ)

F (x, τ)
dτ.

Calculando os valores das integrais, obtemos

θ ln τ
∣∣s
R0
≤ lnF (x, τ)

∣∣s
R0
.

Das Propriedades da função logaritmica, segue que

sθ

Rθ
0

≤ F (x, s)

F (x,R0)
.

Assim,

F (x, s) ≥ F (x,R0)

Rθ
0

sθ.

Agora pondo

C = min
x∈Ω1

F (x,R0)

Rθ
0

> 0.

Concluimos

F (x, s) ≥ Csθ.

Escolhendo arbitrariamente u0 ∈ H1
0 (Ω1) \ {0} com u0 > 0 em Ω1 e ||u0|| = 1, obtemos

I(tu0, 0) =
1

2
||(tu0, 0)||2 −

∫
Ω1

F (x, tu0)dx−
∫

Ω2

H(x, 0)dx

≤ t2

2
|∇u0|22,Ω1

−
∫

Ω1

C(tu0)θdx

=
t2

2
||u0||2 − Ctθ

∫
Ω1

|u0|θdx

=
t2

2
− Ctθ

∫
Ω1

|u0|θdx.
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Assim

I(tu0, 0) ≤ t2

2
− Ctθ

∫
Ω1

|u0|θdx.

Desde que θ > 2, passando o limite na desigualdade acima quando t → +∞, temos que

I(tu0, 0) → −∞ e este limite implica que existe t∗ > 0 suficientemente grande tal que pondo

(e1 = t∗u0, e2 = 0) temos I(e1, e2) < 0 e ||(e1, e2)|| > ρ. 2

Vimos que E é um espaço de Banach e que I ∈ C1(E,R), temos também que I(0, 0) = 0.

Do Lema 2.1, existem ρ, τ > 0 tal que I(u, v) ≥ τ > 0 para todo (u, v) ∈ E, com ||(u, v)|| = ρ,

no Lema 2.2 existe (e1, e2) ∈ E, tal que ||(e1, e2)|| > ρ e I(e1, e2) < 0. Assim, usando uma

versão do Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabinowitz (Teorema B.13),

existe uma sequência (un, vn) ⊂ E satisfazendo

I(un, vn)→ c∗ e I
′
(un, vn)→ 0,

onde

c∗ = inf
γ∈Υ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) > 0

e

Υ := {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Afim de controlar o ńıvel c∗, seguiremos o método usado em [2] e [4]. Antes de afirmar nossa

estimativa, definiremos a função de Moser. Seja

M̃n(x) =
1√
2π


(lnn)

1
2 se |x| ≤ 1

n
,

ln 1
|x|

(lnn)
1
2

se
1

n
≤ |x| ≤ 1,

0 se |x| ≥ 1,

para todo n ∈ N.

Veremos que M̃n ∈ H1
0 (B1(0)).
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• Se 0 ≤ |x| ≤ 1

n
, temos

M̃n(x) =
1√
2π

(lnn)
1
2 e

∂

∂x
[M̃n(x)] = 0.

Assim ∫
0≤|x|≤ 1

n

|M̃n(x)|2dx =

∫
0≤|x|≤ 1

n

∣∣∣∣∣(lnn)
1
2

√
2π

∣∣∣∣∣
2

dx =
lnn

2π

∫
0≤|x|≤ 1

n

dx =
lnn

2π

π

n2
.

Sabendo que
lnn

n2
→ 0 quando n→∞, concluimos

∫
0≤|x|≤ 1

n

|M̃n(x)|2dx <∞ e

∫
0≤|x|≤ 1

n

|∇M̃n(x)|2dx <∞.

• Se
1

n
≤ |x| ≤ 1, temos

M̃n(x) =
1√
2π

ln 1
|x|

(lnn)
1
2

e
∂

∂x
[M̃n(x)] =

1√
2π

− x

|x|2

(lnn)
1
2

.

Observe que

∫
1
n
≤|x|≤1

|M̃n(x)|2dx =

∫
1
n
≤|x|≤1

∣∣∣∣∣ 1√
2π

ln 1
|x|

(lnn)
1
2

∣∣∣∣∣
2

dx =
lnn

2n2
+

1

2n2
+

1

4n2 lnn
− 1

4 lnn
.

Como

(
lnn

2n2
+

1

2n2
+

1

4n2 lnn
− 1

4 lnn

)
→ 0 quando n→∞, obtemos

∫
1
n
≤|x|≤1

|M̃n(x)|2dx <∞.

Por outro lado, veja que

∫
1
n
≤|x|≤1

|∇M̃n(x)|2dx =

∫
1
n
≤|x|≤1

∣∣∣∣∣∣∣
1√
2π

− x

|x|2

(lnn)
1
2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx = 1.
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Portanto ∫
1
n
≤|x|≤1

|∇M̃n(x)|2dx <∞.

• Se |x| ≥ 1, então M̃n(x) = 0.

Assim,

M̃n ∈ H1
0 (B1(0)) para todo n ∈ N.

Mostraremos agora que ||M̃n|| = 1. De fato, observe que

||M̃n||2 =

∫
Ω1

|∇M̃n|2dx =

∫
0≤|x|≤ 1

n

|∇M̃n|2dx+

∫
1
n
≤|x|≤1

|∇M̃n|2dx+

∫
|x|≥1

|∇M̃n|2dx.

Donde segue que

||M̃n||2 =

∫
1
n
≤|x|≤1

|∇M̃n|2dx = 1.

Logo,

||M̃n|| = 1 para todo n ∈ N,

onde B1(0) é a bola unitária centrada na origem do R2 e r denota o raio interno de Ω1 conforme

definição 1.1.

Agora, definindo uma nova sequência de funções não-negativas

Mn(x, x0, r) = M̃n

(
x− x0

r

)
, para todo n ∈ N,

onde x0 ∈ R2 tal que Br(x0) ⊂ Ω1.

Note que Mn ∈ H1
0 (B1(0)) e ||Mn|| = 1 com supp(Mn) ⊂ Br(x0) para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo

3

Teorema principal

Neste caṕıtulo veremos que o valor cŕıtico é limitado e finalmente demonstraremos o resultado

principal deste trabalho, que nos garante a existência de solução não trivial para o prblema.

Lema 3.1 Suponha (f1)− (f4) e (h1)− (h3), então c∗ pertence ao intervalo

(
0,

2π

α0

)
.

Demonstração: Considerando u0 = Mn = M̃n

(
x− x0

r

)
no Lema 2.2, segue que

c∗ ≤ max
t>0

I(tMn, 0).

Assim é suficiente mostrar que

max
t>0

I(tMn, 0) <
2π

α0

.

Suponha, por contradição, que

max
t>0

I(tMn, 0) ≥ 2π

α0

.

Em vista da Geometria do Passo da Montanha e pelo funcional I, para todo n existe tn tal que

I(tnMn, 0) = max
t>0

I(tMn, 0).
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Assim

I(tnMn, 0) =
1

2
||(tnMn, 0)||2 −

∫
Ω1

F (x, tnMn)dx−
∫

Ω2

H(x, 0)dx

=
1

2
|∇(tnMn)|22,Ω1

−
∫

Ω1

F (x, tnMn)dx

=
1

2
t2n|∇(Mn)|22,Ω1

−
∫

Ω1

F (x, tnMn)dx

=
1

2
t2n −

∫
Ω1

F (x, tnMn)dx ≥ 2π

α0

.

Desde que F (x, s) ≥ 0 para todo x ∈ Ω1 e para s ∈ R temos

1

2
t2n −

2π

α0

≥
∫

Ω1

F (x, tnMn)dx ≥ 0.

Portanto

t2n ≥
4π

α0

. (3.1)

Como I(tMn, 0) assume máximo global em t = tn, temos que
d

dt
I[tnMn, 0] = 0, isto é,

tn −
∫

Ω1

f(x, tnMn)Mndx = 0.

O que implica

t2n ≥
∫
Br(x0)

f(x, tnMn)tnMndx. (3.2)

Segue de (f4) que dado ε > 0, existe Sε > 0 tal que

f(x, s)s ≥ (β0 − ε)eα0s2 , (3.3)
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para todo s ≥ Sε.

Fazendo a mudança de variáveis y =
x− x0

r
em (3.2), temos

t2n ≥ r2

∫
B1(0)

f(x0 + ry, tnM̃n(y))tnM̃n(y)dy

≥ r2

∫
B 1
n

(0)

f(x0 + ry,
tn√
2π

(lnn)
1
2 )

tn√
2π

(lnn)
1
2dy.

De (3.1) segue que
tn√
2π

(lnn)
1
2 → +∞ quando n→ +∞, assim obtemos n0 ∈ N tal que

f(x0 + ry,
tn√
2π

(lnn)
1
2 )

tn√
2π

(lnn)
1
2 ≥ (β0 − ε)e(α0

t2n
2π

lnn) para todo n ≥ n0.

Logo

t2n ≥ r2

∫
B 1
n

(0)

(β0 − ε)e(α0
t2n
2π

lnn)dy

= r2(β0 − ε)e(α0
t2n
2π

lnn)

∫
B 1
n

(0)

dy = r2(β0 − ε)e(α0
t2n
2π

lnn)π
1

n2

= (β0 − ε)π
r2

n2
e(α0

t2n
2π

lnn) = (β0 − ε)πr2e[−2 lnn+α0
t2n
2π

lnn]

= (β0 − ε)πr2e[2(
α0t

2
n

4π
−1) lnn].

Portanto

t2n ≥ (β0 − ε)πr2e[2(
α0t

2
n

4π
−1) lnn]. (3.4)

Agora veja que de (3.1), temos
α0t

2
n

4π
− 1 ≥ 0.

Suponhamos que tn → +∞, assim teriamos

t2n

e[2(
α0t

2
n

4π
−1) lnn]

→ 0.

O que contradiz (3.4). Logo tn é uma sequência limitada em R, assim existe uma subsequência

tn → t0 ≥
√

4π

α0

.
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Além disso, usando novamente (3.4) teremos
α0t

2
0

4π
− 1 ≤ 0, donde segue que

t2n →
4π

α0

. (3.5)

Agora escrevendo

An = {x ∈ Br(x0) : tnMn(x) ≥ sε} e Bn = Br(x0)\An.

Segue de (3.2), que

t2n ≥
∫
Br(x0)

f(x, tnMn)tnMndx =

∫
An

f(x, tnMn)tnMndx+

∫
Bn

f(x, tnMn)tnMndx.

O que implica

t2n ≥ (β0 − ε)
∫
Br(x0)

eα0t2nM
2
ndx+

∫
Bn

f(x, tnMn)tnMndx− (β0 − ε)
∫
Bn

eα0t2nM
2
ndx. (3.6)

Desde que tnMn < sε para x ∈ Bn, temos

XBn → 0 q.t.p em Br(x0) quando n→∞.

Por outro lado, da desigualdade (1.18), obtemos

|f(x, tnMn)tnMn| ≤ Ceβ(tnMn)2 .tε ≤ Ctεe
βtε2 .

Assim

f(x, tnMn)tnMnχBn → 0 q.t.p em Br(x0).

Temos também

eα0t2nM
2
nχBn → 0 q.t.p em Br(x0).

Desde que Mn é limitada, usando a desigualdade de Trudinger-Moser, segue que

|f(x, tnMn)tnMnχBn| ≤ Ctεe
βt2nM

2
n ≤ Ctεe

β
(

4π
α0

+ε
)
C1 ∈ L1(Br(x0))
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e

|eα0t2nM
2
nχBn| ≤ e

(
4π
α0

+ε
)
C2 ∈ L1(Br(x0)).

Passando o limite em (3.6), do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

4π

α0

≥ (β0 − ε) lim
n→∞

∫
Br(x0)

eα0t2nM
2
ndx ≥ (β0 − ε) lim

n→∞

∫
Br(x0)

e4πM2
ndx (3.7)

A última integral em (3.7), denotada por In é calculada como segue:

In = r2

∫
B1(0)

e4πM̃2
ndy = r2

{
π

n2
e4π 1

2π
lnn + 2π

∫ 1

1
n

e4π 1
2π

(ln 1
r )

2

lnn rdr

}
. (3.8)

Fazendo a mudança de variáveis na integral com s =
ln 1

r

lnn
, obtemos

In = r2

{
π + 2π lnn

∫ 1

0

e2s
2 lnn− 2s lnnds

}
.

Assim, finalmente de (3.7) obtemos

4π

α0

≥ (β0 − ε)r2π(1 +M) para todo ε > 0

que implica

β0 ≤
4

α0r2M
.

O qual é uma contradição de (f4). Portanto c∗ ∈
(

0,
2π

α0

)
. 2

O próximo resultado pode ser encontrado em [4].

Lema 3.2 Sejam Ω ⊂ RN limitado e (un) uma sequência em L1(Ω) tal que un(x) converge para

u(x) q.t.p em Ω, onde u ∈ L1(Ω). Seja f : Ω× R→ R uma função cont́ınua tal que

∫
Ω

|f(x, un)|+
∫

Ω

|f(x, u)| <∞ para todo n ∈ N,
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e suponha que exista C > 0 tal que

∫
Ω

|f(x, un)un| ≤ C para todo n ∈ N.

Então,

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un) =

∫
Ω

f(x, u).

Demonstração: Desde que f(x, u(x)) ∈ L1(Ω) segue que dado ε > 0 existe δ > 0 (dependente

de ε) tal que ∫
A

|f(x, u)| ≤ ε, se |A| < δ

para todo subconjunto A de Ω.

Agora usando o fato que u ∈ L1(Ω) encontramos M1 > 0, com |{x ∈ Ω; |u(x)| ≥ M1}| < δ.

Considerando M = max

{
M1,

4C

ε

}
> 0, temos

∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)−
∫

Ω

f(x, u)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|un|≥M

|f(x, un)|+
∫
|u|≥M

|f(x, u)|+ rn

onde

rn =

∣∣∣∣∫
|un|<M

f(x, un)−
∫
|u|<M

f(x, u)

∣∣∣∣ .
No que segue mostraremos que as integrais

∫
|un|≥M

|f(x, un)| e
∫
|u|≥M

|f(x, u)|

são pequenas e estimaremos rn.

Da escolha de M , temos

∫
|un|≥M

|f(x, un)| ≤
∫
|un|≥M

|f(x, un)un|
M

≤
∫

Ω

|f(x, un)un|
M

≤ C

M
≤ ε

4

e da escolha de δ e M1 ∫
|u|≥M

|f(x, u)| ≤
∫
|u|≥M1

|f(x, u)| ≤ ε

4
.
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Denotando

rn =

∣∣∣∣∫ ϑn(x)

∣∣∣∣ , para todo n ∈ N

onde ϑn(x) = χ|un|<Mf(x, un)− χ|u|<Mf(x, u), temos

ϑn = sn(x) + tn(x)

onde

sn(x) = χ|un|<M(x)[f(x, un)− f(x, u)]

e

tn(x) = [χ|un|<M − χ|u|<M ](x)f(x, u)

para todo n ∈ N. Observando que {|un| < M} \ {|u| < M} ⊂ {|u| ≥M}, temos∣∣∣∣∫ tn(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ [χ|un|<M − χ|u|<M ](x)f(x, u)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|u|≥M

|f(x, u)| ≤ ε

4
.

Por outro lado, como sn = on(1) q.t.p em Ω, e

|sn(x)| = |χ|un|<M(x)[f(x, un)− f(x, u)]| ≤ C + |f(x, u)|

q.t.p em Ω onde C = sup{f(x, s);x ∈ Ω, |s| ≤ M}. Usando o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, existe n0 ∈ N tal que

∫
Ω

|sn(x)| < ε

4
, para todo n ≥ n0.

Combinando as desigualdades acima, obtemos∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)−
∫

Ω

f(x, u)

∣∣∣∣ < ε, para todo n ≥ n0.

2
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3.1 Prova do Teorema 0.1

Demonstração: Pelos Lemas 2.1, 2.2 e 3.1, existe uma sequência (un, vn) ⊂ E, tal que

I(un, vn)→ c∗ e I
′
(un, vn)→ 0 com c∗ ∈

(
0,

2π

α0

)
.

Desde que I(un, vn)→ c∗ temos que o funcional I(un, vn) é limitado, assim existe C > 0 tal que

I(un, vn) ≤ |I(un, vn)| ≤ C. (3.9)

Temos também que dado θ > 2, para n suficientemente grande, obtemos

−1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn) ≤ |1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn)| ≤ 1

θ
||I ′(un, vn)||.||(un, vn)|| ≤ ||(un, vn)||.

Assim,

||(un, vn)|| ≥ −1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn). (3.10)

Portanto de (3.9) e (3.10), tem-se que

C + ||(un, vn)|| ≥ I(un, vn)− 1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn). (3.11)

De (2.1) e (2.2), existe θ > 2 tal que

f(x, un)un
θ

≥ F (x, un) e
h(x, vn)vn

θ
≥ H(x, vn).
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Donde segue que

I(un, vn)− 1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn) =

1

2
||(un, vn)||2 −

∫
Ω1

F (x, un)dx−
∫

Ω2

H(x, vn)dx

− 1

θ

(∫
Ω1

|∇un|2dx+

∫
Ω2

|∇vn|2dx
)

+

∫
Ω1

f(x, un)un
θ

dx+

∫
Ω2

h(x, vn)vn
θ

dx

≥ 1

2
||(un, vn)||2 −

∫
Ω1

F (x, un)dx−
∫

Ω2

H(x, vn)dx

− 1

θ
||(un, vn)||2 +

∫
Ω1

F (x, un)dx+

∫
Ω2

H(x, vn)dx

=

(
1

2
− 1

θ

)
||(un, vn)||2.

Assim,

C + ||(un, vn)|| ≥ I(un, vn)− 1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn) ≥

(
1

2
− 1

θ

)
||(un, vn)||2,

para todo n ∈ N.

Portanto a sequência (un, vn) é limitada em E.

Desde que E é um espaço Banach reflexivo, existe (u, v) ∈ E tal que a menos de subsequência,

temos

(un, vn) ⇀ (u, v) em E

ou seja,

un ⇀ u em H1(Ω1) e vn ⇀ v em H1
Γ(Ω2).

Além disso, pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, temos

un → u em Lt(Ω1) e vn → v em Lt(Ω2), para t ≥ 1.

Do Teorema de Vainberg (Teorema B.12), a menos de subsequência, obtemos

un(x)→ u(x) q.t.p em Ω1 e vn(x)→ v(x) q.t.p em Ω2. (3.12)
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De I
′
(un, vn) = on(1) e escrevendo

εn = sup
||(φ,ψ)||≤1

|I ′(un, vn)(φ, ψ)|, para todo n ∈ N,

temos

|I ′(un, vn)(φ, ψ)| ≤ εn||(φ, ψ)||, (3.13)

para todo (φ, ψ) ∈ E.

Agora pondo (φ, ψ) = (un, vn) em (3.13), obtemos

|I ′(un, vn)(un, vn)| ≤ εn||(un, vn)||.

Donde segue que,

−εn||(un, vn)|| ≤ ||(un, vn)||2 −
∫

Ω1

f(x, un)undx−
∫

Ω2

h(x, vn)vndx.

Logo,

∫
Ω1

f(x, un)undx+

∫
Ω2

h(x, vn)vndx ≤ ||(un, vn)||2 + εn||(un, vn)|| ≤ C2 + εnC.

Portanto, ∫
Ω1

|f(x, un)un| ≤ C e

∫
Ω2

|h(x, vn)vn| ≤ C.

Pelo Lema 3.2, temos ∫
Ω1

f(x, un)dx→
∫

Ω1

f(x, u)dx (3.14)

e ∫
Ω2

h(x, vn)dx→
∫

Ω2

h(x, v)dx. (3.15)

Do Teorema de Vainberg, existem ω ∈ L1(Ω1) e ϕ ∈ L1(Ω2) tal que a menos de subsequência

temos

|f(x, un)| ≤ ω(x) q.t.p em Ω1 e |h(x, vn)| ≤ ϕ(x) q.t.p em Ω2.
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Por (f1), obtemos

|F (x, un)| ≤Mω(x) q.t.p em Ω1 e |H(x, vn)| ≤Mϕ(x) q.t.p em Ω2.

Além disso, de (3.12), obtemos

F (x, un)→ F (x, u) q.t.p em Ω1 e H(x, vn)→ H(x, v) q.t.p em Ω2.

Do Teorema Generalizado da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema B.11), tem-se que

∫
Ω1

F (x, un)dx→
∫

Ω1

F (x, u)dx (3.16)

e ∫
Ω2

H(x, vn)dx→
∫

Ω2

H(x, v)dx. (3.17)

Observe que do funcional

I(un, vn) =
1

2
||(un, vn)||2 −

∫
Ω1

F (x, un)dx−
∫

Ω2

H(x, vn)dx,

temos

||(un, vn)||2 = 2I(un, vn) + 2

(∫
Ω1

F (x, un)dx+

∫
Ω2

H(x, vn)dx

)
.

Passando o limite em ambos os lados da igualdade, segue da convergência dada em (3.16) e

(3.17), que

lim
n→∞

||(un, vn)||2 = 2

(
c∗ +

∫
Ω1

F (x, u)dx+

∫
Ω2

H(x, v)dx

)
. (3.18)

Temos também que

lim
n→∞

I
′
(un, vn)(φ, ψ) = lim

n→∞

(∫
Ω1

∇un∇φdx+

∫
Ω2

∇vn∇ψdx
)

− lim
n→∞

(∫
Ω1

f(x, un)φdx+

∫
Ω2

h(x, vn)ψdx

)
.
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Da convergência dada em (3.14) e (3.15), concluimos

∫
Ω1

∇u∇φdx+

∫
Ω2

∇v∇ψdx =

∫
Ω1

f(x, u)φdx+

∫
Ω2

h(x, v)ψdx, (3.19)

para todo (φ, ψ) ∈ E.

Portanto (u, v) é solução fraca do problema (P). Para terminar o problema é suficiente provar

que (u, v) é não-trivial.

Assuma por contradição que u = 0 e v = 0, então de (3.18), temos

lim
n→∞

||(un, vn)||2 = 2

(
c∗ +

∫
Ω1

F (x, 0)dx+

∫
Ω2

H(x, 0)dx

)
.

Assim

lim
n→∞

||(un, vn)||2 = 2c∗. (3.20)

Assim, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0, obtemos

||(un, vn)||2 ≤ 2c∗ + ε.

Desde que c∗ <
2π

α0

, podemos escolher q > 1 suficientemente próximo de 1 e ε suficientemente

pequeno tal que

qα0||un||2 < 4π e qα0||vn||2 < 4π.

Por outro lado de (1.18), segue que

|f(x, un)|q ≤ Ceqα0u2n = Ceqα0||un||2( un
||un||)

2

e

|h(x, vn)|q ≤ Ceqα0v2n = Ceqα0||vn||2( vn
||vn||)

2

.

Assim ∫
Ω1

|f(x, un)|q ≤ C

∫
Ω1

eqα0||un||2( un
||un||)

2

dx
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e ∫
Ω2

|h(x, un)|q ≤ C

∫
Ω2

eqα0||vn||2( vn
||vn||)

2

dx.

Da desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

∫
Ω1

|f(x, un)|q ≤ C e

∫
Ω2

|h(x, vn)|q ≤ C.

Agora usando (3.19) com φ = un e ψ = vn, obtemos

||(un, vn)||2 =

∫
Ω1

|∇un|2dx+

∫
Ω2

|∇vn|2dx =

∫
Ω1

f(x, un)undx+

∫
Ω2

h(x, vn)vndx. (3.21)

Além disso pela desigualdade de Hölder, segue que

∫
Ω1

|f(x, un)un|dx ≤
(∫

Ω1

|f(x, un)|qdx
) 1

q

|un|q′ ,Ω1
≤ C|un|q′ ,Ω1

e ∫
Ω2

|h(x, vn)vn|dx ≤
(∫

Ω2

|h(x, vn)|qdx
) 1

q

|vn|q′ ,Ω2
≤ C|vn|q′ ,Ω2

,

onde
1

q
+

1

q′
= 1.

Como neste caso,

un → 0 em Lt(Ω1) e vn → 0 em Lt(Ω2) t ≥ 1,

temos ∫
Ω1

|f(x, un)un| → 0 e

∫
Ω2

|h(x, vn)vn| → 0.

Assim de (3.21), temos

lim
n→∞

||(un, vn)||2 = lim
n→∞

(∫
Ω1

f(x, un)undx+

∫
Ω2

h(x, vn)vndx

)
.

Portanto,

||(un, vn)||2 → (0, 0).
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O que é uma contradição em vista de (3.20). Logo (u, v) é não trivial. 2
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Apêndice

A

Regularidade do funcional I

1.1 Diferenciabilidade do funcional associado

Definição A.1 Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X −→ IR, dizemos que I

possui Derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T ∈ X ′ tal

que

lim
||v||→0

I(u+ tv)− I(u)− Tv
||v||

= 0,

para todo v ∈ X.

Definição A.2 Se a derivada de Fréchet de I existe e é cont́ınua em X, dizemos que o

funcional I ∈ C1(X, IR).

Definição A.3 Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X −→ R, dizemos que I

possui Derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T0 ∈ X ′ tal

que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0,

para todo v ∈ X.

Observação A.1 A derivada de Gateaux é dada por

I
′
(u)v = lim

t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
.

Observação A.2 Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável.
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Proposição A.1 Se I tem derivada de Gateaux cont́ınua em X então I ∈ C1(X, IR).

Demonstração: Sejam u + v e u ∈ X. Como I possui derivada de Gateaux sobre X, então

pelo teorema do valor médio existe θ ∈ (0, 1) tal que

I(u+ v)− I(u) = I ′(u+ θv)v.

Note que

I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v = I ′(u+ θv)v − I ′(u)v,

donde

1

||v||
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v] =

1

||v||
[I ′(u+ θv)v − I ′(u)v]

= [I ′(u+ θv)− I ′(u)]
v

||v||
.

Deste modo ∣∣∣∣ 1

||v||
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v]

∣∣∣∣ ≤ ||[I ′(u+ θv)− I ′(u)]||.

Como por hipótese, a derivada de Gateaux é continua, segue que dado ε > 0 existe δ > 0 tal

que se ||v|| < δ, então

||[I ′(u+ θv)− I ′(u)]|| < ε.

Logo,

lim
||v||→0

1

||v||
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v] = 0.

Assim, temos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateaux que, por hipótese,

é cont́ınua. Logo I ∈ C1(X,R). 2

Agora, nosso objetivo é mostrar que o funcional definido em E por

I(u, v) =
1

2
||(u, v)||2 −

∫
Ω1

F (x, u)dx−
∫

Ω2

H(x, u)dx
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é de classe C1(E,R).

De fato, primeiramente observe que

I(u, v) =
1

2

(∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Ω2

|∇v|2dx
)
−
∫

Ω1

F (x, u)dx−
∫

Ω2

H(x, u)dx.

Para mostrar que I ∈C1(E,R), consideremos os funcionais J1 e J2 definidos por

J1(u, v) =
1

2

(∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Ω2

|∇v|2dx
)

e

J2(u, v) =

∫
Ω1

F (x, u)dx+

∫
Ω2

H(x, v)dx.

Proposição A.2 O funcional I=J1 − J2 ∈C1(E,R).

Demonstração: Primeiramente, veja que I = J1 − J2 está bem definido. Com efeito, se

u ∈ H1(Ω1) então ∫
Ω1

|∇u|2 <∞.

Além disso, da condição (C)α0, temos

∫
Ω1

F (x, u) ≤
∫

Ω1

Ceβu
2

.

Da desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

∫
Ω1

F (x, u) <∞.

Logo

J1(u, v) <∞ e J2(u, v) <∞.

Assim é suficiente provar que a derivada de Gateaux de J1 e J2 existem e são cont́ınuas. Vamos

iniciar provando que J1 ∈ C1(E,R).
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Começaremos calculando a derivada de Gateaux DJ1. Observe que

J1[(u, v) + t(φ, ψ)]− J1(u, v)

t
=

J1(u+ tφ, v + tψ)− J1(u, v)

t

=
1

2t

(∫
Ω1

|∇(u+ tφ)|2dx+

∫
Ω2

|∇(v + tψ)|2dx
)

− 1

2t

(∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Ω2

|∇v|2dx
)

=
1

2t

∫
Ω1

(2t∇u∇φ+ t2|∇φ|2)dx

+
1

2t

∫
Ω2

(2t∇v∇ψ + t2|∇ψ|2)dx

=

∫
Ω1

∇u∇φdx+
t

2

∫
Ω1

|∇φ|2dx

+

∫
Ω2

∇v∇ψdx+
t

2

∫
Ω1

|∇ψ|2dx.

Logo

DJ1(u, v)(φ, ψ) = lim
t→0

J1[(u, v) + t(φ, ψ)]− J1(u, v)

t

= lim
t→0

(∫
Ω1

∇u∇φdx+
t

2

∫
Ω1

|∇φ|2dx+

∫
Ω2

∇v∇ψdx+
t

2

∫
Ω1

|∇ψ|2dx
)
.

Portanto

DJ1(u, v)(φ, ψ) =

∫
Ω1

∇u∇φdx+

∫
Ω2

∇v∇ψdx.

Veremos agora que o operador DJ1 é cont́ınuo. Seja (un, vn) uma sequência em E tal que

(un, vn)→ (u, v) em E.

Agora para cada (φ, ψ) ∈ E com ||(φ, ψ)|| ≤ 1, temos

|[DJ1(un, vn)−DJ1(u, v)](φ, ψ)| =

∣∣∣∣∫
Ω1

∇(un − u)∇φdx+

∫
Ω2

∇(vn − v)∇ψdx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫

Ω1

∇(un − u)∇φdx
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω2

∇(vn − v)∇ψdx
∣∣∣∣

≤
∫

Ω1

|∇(un − u)|.|∇φ|dx+

∫
Ω2

|∇(vn − v)|.|∇ψ|dx.
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Usando a desigualdade de Cauchy-Shwarz, obtemos

|[DJ1(un, vn)−DJ1(u, v)](φ, ψ)| ≤
(∫

Ω1

|∇(un − u)|2dx
) 1

2
(∫

Ω1

|∇φ|2dx
) 1

2

+

(∫
Ω2

|∇(vn − v)|2dx
) 1

2

.

(∫
Ω2

|∇ψ|2dx
) 1

2

= ||un − u||.||φ||+ ||vn − v||.||ψ||

≤ ||un − u||+ ||vn − v||.

Logo,

||DJ1(un, vn)−DJ1(u, v)||E = sup
||(φ,ψ)||≤1

|[DJ1(un, vn)−DJ1(u, v)](φ, ψ)|

≤ ||un − u||+ ||vn − v||.

Portanto,

lim
n→+∞

DJ1(un, vn) = DJ1(u, v).

Mostrando que DJ1 é cont́ınuo. Assim pela Proposição A.1, o funcional J1 ∈ C1(E,R).

Provaremos agora que J2 ∈C1(E,R).

Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateaux DJ2.

Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, x ∈ Ω1, u ∈ H1
0 (Ω1) e φ ∈ C∞0 (Ω1), consideremos a função

µ : [0, 1] −→ R dada por

µ(s) = F (x, u+ stφ).

Observe que µ
′
(s) = f(x, u+ stφ)tφ, µ(1) = F (x, u+ tφ) e µ(0) = F (x, u).

Desde que µ é cont́ınua em [0,1] e diferenciável em (0,1), segue do Teorema do Valor Médio

que, existe γ ∈ (0,1) tal que

µ(1)− µ(0) = µ
′
(γ).

De onde concluimos que ∣∣∣∣F (x, u+ tφ)− F (x, u)

t

∣∣∣∣ = |f(x, u+ γtφ)|.|φ|.
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De modo análogo, para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, x ∈ Ω2, v ∈ H1
0 (Ω2) e ψ ∈ C∞0 (Ω2), temos∣∣∣∣H(x, v + tψ)−H(x, v)

t

∣∣∣∣ = |h(x, v + γψ)|.|ψ|.

Da condição (C)α0 sobre a função f , temos

|f(x, u+ γtφ)|.|φ| ≤ Ce[β(u+γtφ)2].|φ|

e desde que 0 < |t| < 1, usando a desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

|f(x, u+ γtφ)|.|φ| ≤ Ce[β(u+γφ)2].|φ| ∈ L1(Ω1).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0, temos

f(x, u(x) + γtnφ(x))φ(x)→ f(x, u(x))φ(x) pontualmente em Ω1.

De forma semelhante, sobre a função h, temos

|h(x, v + γtψ)|.|ψ| ≤ Ce[β(v+γψ)2].|ψ| ∈ L1(Ω2),

e para uma sequência |sn| → 0, obtemos

h(x, v(x) + γsnψ(x))ψ(x)→ h(x, v(x))ψ(x) pontualmente em Ω2.

Observe que

DJ2(u, v)(φ, ψ) = lim
t→0

J2[(u, v) + t(φ, ψ)]− J2(u, v)

t

= lim
t→0

J2(u+ tφ, v + tψ)− J2(u, v)

t

= lim
t→0

∫
Ω1

F (x, u+ tφ)− F (x, u)

t
dx

+ lim
t→0

∫
Ω2

H(x, v + tψ)−H(x, v)

t
dx.
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Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, concluimos

DJ2(u, v)(φ, ψ) = lim
n→∞

(∫
Ω1

f(x, u+ γtnφ)φdx+

∫
Ω2

h(x, v + γnψ)ψdx

)
=

∫
Ω1

f(x, u)φdx+

∫
Ω2

h(x, v)ψdx.

Portanto

DJ2(u, v)(φ, ψ) =

∫
Ω1

f(x, u)φdx+

∫
Ω2

h(x, v)ψdx.

Mostraremos agora que o operador DJ2 é cont́ınuo. Seja (un, vn) uma sequência em E tal que

(un, vn)→ (u, v) em E, isto é,

un → u em H1(Ω1) e vn → v em H1
Γ(Ω2).

Das imersões cot́ınuas de Sobolev, temos

un → u em L2(Ω1) e vn → v em L2(Ω2).

Do Teorema de Vainberg, existe (unj) ⊂ (un) e g ∈ L2(Ω1), tal que

unj(x)→ u(x) q.t.p em Ω1 e |unj(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω1.

Desde que f é uma função cont́ınua, temos

[f(x, unj(x))− f(x, u(x))]2 → 0 q.t.p em Ω1.

Além disso, usando (1.18) e a desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

|[f(x, unj(x))− f(x, u(x))]|2 ≤ C[|f(x, unj(x))|2 + |f(x, u(x))|2]

≤ C[e2β(unj (x))2 + e2β(u(x))2 ]

≤ C[e2β(u(x)+ε)2 + e2β(u(x))2 ] ∈ L1(Ω1)
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Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|2,Ω1 → 0.

De modo análogo, sobre a função h, obtemos

|h(x, vnj(x))− h(x, v(x))|2,Ω2 → 0.

Assim, para todo (φ, ψ) ∈ E tal que ||(φ, ψ)|| ≤ 1, temos

|[DJ2(unj , vnj)−DJ2(u, v)](φ, ψ)| = |DJ2(unj , vnj)(φ, ψ)−DJ2(u, v)(φ, ψ)|

≤
∣∣∣∣∫

Ω1

[f(x, unj)− f(x, u)]φdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω2

[h(x, vnj)− h(x, v)]ψdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω1

|f(x, unj)− f(x, u)|.|φ|dx

+

∫
Ω2

|h(x, vnj)− h(x, v)|.|ψ|dx.

Da desigualdade de Cauchy-Shwarz, tem-se que

|[DJ2(unj , vnj)−DJ2(u, v)](φ, ψ)| ≤ |f(x, unj(x))− f(x, u(x))|2,Ω1 .|φ|2,Ω1

+ |h(x, vnj(x))− h(x, v(x))|2,Ω2 .|ψ|2,Ω2 .

Das imersões cont́ınuas de Sobolev, temos

|[DJ2(unj , vnj)−DJ2(u, v)](φ, ψ)| ≤ C|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|2,Ω1 .||φ||

+ C|h(x, vnj(x))− h(x, v(x))|2,Ω2 .||ψ||

≤ C|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|2,Ω1

+ C|h(x, vnj(x))− h(x, v(x))|2,Ω2 .
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Assim

||DJ2(unj , vnj)−DJ2(u, v)|| = sup
||(φ,ψ)||≤1

|[DJ2(unj , vnj)−DJ2(u, v)](φ, ψ)|

≤ C|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|2,Ω1

+ C|h(x, vnj(x))− h(x, v(x))|2,Ω2 .

Portanto

lim
j→∞

DJ2(unj , vnj) = DJ2(u, v).

Novamente pela Proposição A.1, J2 ∈ C1(E,R).

Mostrando assim que o funcional I ∈ C1(E,R). Além disso, temos que

I
′
(u, v)(φ, ψ) =

∫
Ω1

∇u∇φdx+

∫
Ω2

∇v∇ψdx−
∫

Ω1

f(x, u)φdx−
∫

Ω2

h(x, v)ψdx,

para todo (φ, ψ) ∈ E. Portanto os pontos cŕıticos de I são soluções fracas do problema (P). 2
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Apêndice

B

Resultados importantes

Neste apêndice veremos resultados utilizados nesse trabalho.

Teorema B.1 (Teorema de Lax-Miligram)

Sejam H um espaço de Hilbert e a(u, v) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva em H. Então,

para todo ϕ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉, para todo v ∈ H.

Demonstração: Ver [7], página 84. 2

Teorema B.2 Seja ϕ : E −→]−∞,+∞] uma função convexa, s.c.i(pela topologia forte).

Então, ϕ é s.c.i pela topologia fraca σ(E,E
′
). Em particular se xn → x pela σ(E,E

′
), então

ϕ(x) ≤ lim inf ϕ(xn).

Demonstração: Ver [7], página 38. 2

Teorema B.3 Seja

I∞ = inf
u∈H1(Ω1)

{∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Σ

|u|2ds;
∫

Ω1

|u|2 = 1

}

Então o número I∞ é atingido em algum u0 ∈ H1(Ω1) e é estritamente positivo.
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Demonstração: Consideremos o funcional J : H1(Ω1) −→ R definido por

J(u) =

∫
Ω1

|∇u|2dx+

∫
Σ

|u|2ds.

Notamos que:

(a) J está bem definido, devido a teoria do traço de funções em H1(Ω1).

(b) J é limitado inferiormente em H1(Ω1), pois

J(u) ≥ 0, para todo u ∈ H1(Ω1).

(c) J é fracamente semicont́ınuo inferiormente, isto é,

un ⇀ u0 em H1(Ω1) =⇒ lim
n→∞

inf J(un) ≥ J(u0).

De fato, como podemos observar o funcional J é a soma das normas

J1(u) = |∇u|22,Ω1
e J2(u) = |u|22,Σ

as quais são convexas e cont́ınuas. Consequentemente devido ao Teorema B.2 acima temos que

o funcional J é fracamente s.c.i.

Agora de (b) decorre que

inf
u∈H1(Ω1)

J(u) = I∞ ≥ 0,

com

∫
Ω1

|u|2dx = 1.

Logo existe uma sequência minimizante un ⊂ H1(Ω1), com

∫
Ω1

|un|2dx = 1 tal que

J(un) =

∫
Ω1

|∇un|2dx+

∫
Σ

|un|2ds→ I∞.

Dai, segue que J(un) é limitada e assim resulta que

∫
Ω1

|∇un|2dx também é limitada.

Consequentemente

||un||21,2;Ω1
=

∫
Ω1

|Oun|2dx+

∫
Ω1

|un|2dx ≤ C
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ou seja, a sequência (un) é limitada em H1(Ω1). Como o spaço de Sobolev H1(Ω1) é reflexivo,

então (ver Teorema B.1) existe uma subsequência de (un) (ainda denotada por (un)) tal que

un ⇀ u0 em H1(Ω1). (B.1)

Por outro lado, uma vez que H1(Ω1) ↪→ L2(Ω1) compactamente (ver Teorema B.5) teremos

∫
Ω1

|un|2dx→
∫

Ω1

|u0|2dx.

Assim ∫
Ω1

|u0|2dx = 1

resultando desse modo que,

I∞ ≤ J(u0).

Ora de (B.1) e de (c), temos que

J(u0) ≤ lim
n→∞

inf(J(un)) = I∞.

Dessas últimas desigualdades teremos

J(u0) = I∞.

Agora, se I∞ = 0, então teriamos

∫
Ω1

|∇u0|2dx =

∫
Σ

|u0|2ds = 0.

Assim

∇u0 = 0 e u0|Σ = 0.

Logo

u0 = 0

o que é um absurdo pois

∫
Ω1

|u0|2dx = 1. Portanto mostramos que I∞ > 0. 2
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Teorema B.4 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange)

Seja f : [a, b] −→ R cont́ınua, derivável em (a, a+h). Então existe um número θ com, 0 < θ < 1

tal que

f(a+ h) = f(a) + f
′
(a+ θh)h.

Demonstração: Ver [5], página 96. 2

Teorema B.5 (Imersão compacta de Rellich-Kondrachov)

seja Ω um aberto limitado do RN , Ω de classe C1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então as seguintes imersões

são compactas:

a) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <
np

n− p
= p∗ se p < n;

b) W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ se p = n;

c) W 1,p(Ω) ↪→ C0(Ω) se p > n..

Demonstração: Ver [10], página 79. 2

Teorema B.6 (Imersão cont́ınuas de Sobolev)

seja Ω um domı́nio limitado do RN , (N ≥ 2) Ω de classe Cm e 1 ≤ r ≤ ∞. Então as seguintes

imersões são cont́ınuas:

a) Wm,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <
nr

n−mr
= r∗ se mr < n;

b) Wm,r(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ se mr = n;

c) Wm,r(Ω) ↪→ Ck,λ(Ω) se p > n., mr > N onde k é um inteiro tal que k < m− n

r
≤ k + 1 e

λ um real satisfazendo 0 < λ ≤ m− k − n

r
= λ0 se λ0 < 1 e 0 < λ < 1 se λ0 = 1.

Demonstração: Ver [10], página 75. 2

Teorema B.7 Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (un) é uma sequência limitada em

X, então existe uma subsequência (unj) ⊂ (un) e u ∈ X tais que

(unj)→ u em X.

Demonstração: Ver [7]. 2
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Teorema B.8 (Desigualdade de Hölder)

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp′(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞, onde
1

p
+

1

p′
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|f.g| ≤ |f |p,Ω.|g|p′Ω.

Demonstração: Ver [7], página 92. 2

Corolário B.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Sejam f e g ∈ L2(Ω). Então f.g ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|fg| ≤ |f |2,Ω|g|2,Ω.

Demonstração: Ver [7], página 92. 2

Teorema B.9 (Desigualdade de Poincaré)

Seja Ω um aberto limitado do RN . Então existe uma constante C = C(Ω) tal que

|u|p,Ω ≤ C

(∫
Ω

|∇u|p
) 1

p

,

para todo u ∈ H1
0 (Ω), 1 ≤ p ≤ +∞.

Demonstração: Ver [7], página 174. 2

Teorema B.10 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue)

Seja A um conjunto mensurável do IRN e seja (fj) uma sequência de funções mensuráveis tal

que

fj(x)→ f(x) q.t.p em A

onde f é uma função mensurável. Se existir uma função g ∈ L1(A) tal que

|fj(x)| ≤ g(x) q.t.p em A,

então

lim
j→∞

∫
A

fj(x)dx =

∫
A

f(x)dx.
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Demonstração: Ver [13], página 31. 2

Teorema B.11 (Teorema Generalizado da Convergência Dominada de Lebesgue)

Sejam (fn) ⊂ L1(Ω) uma sequência de funções mensuráveis e (gn) ⊂ L1(Ω) satisfazendo

(i) fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω;

(ii) gn(x)→ g(x) q.t.p em Ω com g ∈ L1(Ω);

(iii) Para cada n, |fn(x)| ≤ gn(x) q.t.p em Ω;

(iv) |gn − g|1,Ω → 0, quando n→∞.

Então

|fn − f |1,Ω → 0.

Demonstração: Ver [8], página 89. 2

Teorema B.12 (Vainberg)

Sejam (fj) uma sequência de funções em Lq(Ω) e f ∈ Lq(Ω) tais que

fj → f em Lq(Ω).

Então, existe (fjk) ⊂ (fj) e uma função g ∈ Lq(Ω) tal que

|fjk(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω

e

fjk(x)→ f(x) q.t.p em Ω.

Demonstração: Ver [7], página 94. 2

Lema B.1 (Lema de Deformação)

Sejam X um espaço de Banach, I ∈ C1 e c ∈ IR, ε > 0. Se

||I ′(u)|| ≥ 4ε,

para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]), então existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = u,∀u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),
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(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε,

onde

Id := I−1(]−∞, d[).

Demonstração: Ver [12], página 11. 2

Teorema B.13 (Teorema do Passo da Montanha)

Sejam X um espaço de Banach e I ∈ C1(X, IR) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0

tais que

(i)

I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X : ||u|| = ρ

e existe e ∈ X tal que ||e|| > ρ e

(ii)

I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε

(b) ||I ′(uε)|| < 4ε.

Onde

0 < c = inf
γ∈Υ

max
[0,1]

I(γ(t))

e

Υ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}

Demonstração: Primeiramente provemos que c é finito. De fato, desde que γ(0) = 0 ∈ Bρ(0),

γ(1) = e ∈ X Bρ(0) e γ([0, 1]) é conexo, temos que

γ([0, 1])
⋂

∂Bρ(0) 6= ∅.

Logo, da hipótese (i), temos

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α,

implicando que c ≥ α > 0.
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Suponha agora, por contadição, que para algum ε > 0 as condições (a) e (b) não ocorram,

ou seja,

(c) c− 2ε < I(u) < c+ 2ε para todo u ∈ X

(d) ||I ′(u)|| ≥ 4ε para todo u ∈ X.

Desde que c > 0 e diminuindo ε se necessário, temos

I(e) ≤ I(0) = 0 < c− 2ε. (B.2)

Dos itens (c) e (d), e do Lema da deformação, existe η ∈ C(X,X) tal que

(I) η(u) = u se u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε])

(II) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Da definição de c, existe γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε.

Conseideremos γ̂ : [0, 1] −→ X definido por γ̂(t) = η(γ(t)). Observemos que

γ̂(0) = η(γ(0)) = η(0) = 0

e

γ̂(1) = η(γ(1)) = η(e) = e.

Por B.2, temos 0, e 6∈ I−1([c − 2ε, c + 2ε]). Do Lema da Deformação η(0) = 0 e η(e) = e.

Portanto

γ̂(0) = 0

e

γ̂(1) = e,

mostrando que γ̂ ∈ Γ. Do Lema da Deformação, para qualquer t ∈ [0, 1], encontramos

γ̂(t) = η(γ(t)) ∈ Ic−ε.
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Assim,

c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ̂(t)) ≤ c− ε,

o que é um absurdo, provando o teorema.

Observação B.1 As hipóteses (i) e (ii) são chamadas, respectivamente, 1a geometria e 2a

geometria do Passo da Montanha.
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Apêndice

C

Desigualdade de Trudinger-Moser

Teorema C.1 Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e u ∈ H1
0 (Ω), então

eαu
2 ∈ L1(Ω) para todo α > 0.

Além disso, se |∇u|22,Ω ≤ 1, então existe C > 0 tal que

∫
Ω

eαu
2 ≤ C|Ω| desde que α ≤ 4π.

Demonstração: Ver [9] 2
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