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Resumo

Neste trabalho provaremos um resultado de existéncia de solucao para um problema de
transmissao no R? com crescimento exponencial critico, isto é, a nao-linearidade se comporta

s

2
como e**" quando |s|—o0 para algum gy > 0.

Palavras-chaves: Transmissao nao-linear, crescimento exponencial critico, desigualdade de

Trudinger-Moser.



Abstract

In this work we prove an existence result for a transmission problem in R? with critical

s2

exponential growth, that is, the nonlinearity is as e*°*" when |s|—o0 for some ag > 0.

keywords: Nonlinear transmission, critical exponential growth, Trudinger-Moser inequality.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos o seguinte problema de transmissao: Seja €2 um dominio suave
limitado do R? e ©;C um subdominio com fronteira suave ¥ satisfazendo €, C. Escrevendo
I'=00 e ngQ\ﬁl temos, Q=0;UQs e 0Qy=XUI. Também denotaremos por 1 o vetor unitario

normal a fronteira de €y, como podemos observar na figura ilustrativa abaixo:

Com as condigoes acima, este trabalho esta relacionado com a existéncia de solugao nao trivial

utilizando o método variacional, para o seguinte problema de transmissao eliptico nao linear

(
—Au = f(x,u) em $,
—Av = h(z,v) em y,

(P) v=0 em T,
u=v em 2,
ou  Ov
—=—em X.

\ on  On



Mostraremos a existéncia de solu¢do nao trivial para o problema (P) usando o Teorema do Passo
da Montanha [3]. Para contornar a falta de compacidade, usaremos estimativas que envolvem
a funcao de Moser.

Esta dissertacao é um estudo do artigo A transmission problem on R? with critical exponential
growth, devido a G. Figueiredo e M. Montenegro [6], onde os autores usaram técnicas variacionais
para tratar o problema, as quais descreveremos posteriormente.

O resultado principal nesta dissertacao é o:

Teorema 0.1 Suponha (f1) — (f1) e (h1) — (hs), entao o problema (P) tem uma solu¢ao nao

trivial.

Veremos as hipéteses (f1) — (fs4) e (h1) — (hs) no Capitulo 1. Este trabalho estd dividido da
seguinte forma:

No Capitulo 1, faremos um estudo de normas que serao usadas ao longo do texto,
estudaremos o espacgo de Sobolev em que trabalharemos e definiremos o funcional associado
ao problema (P).

No Capitulo 2, mostraremos que o funcional associado satisfaz a Geometria do Teorema
do Passo da Montanha, usaremos a desigualdade de Trudinger-Moser nesta etapa. Também
defiremos a funcao de Moser, fundamental para controlar o nivel critico adequado para o
Teorema do Passo da Montanha.

No Capitulo 3, mostraremos que o nivel critico ¢, é positivo e limitado por Z—W, para isso
usaremos a funcao de Moser. Provaremos também que, desde que o funcional IO satisfaz as
condigoes do Teorema do Passo da Montanha, podemos encontrar uma sequéncia (u,,v,) tal
que I (up,v,) converge para c,. Estes fatos implicarao que (u,, v, ) converge, o limite é ndo-trivial
e é solugao do problema (P).

No Apéndice A, estudaremos a diferenciabilidade do funcional associado ao problema (P).

No Apeéndice B, apresentaremos alguns resultados bésicos que foram utilizados ao longo
deste trabalho e que sao fundamentais para uma boa compreensao do mesmo.

No Apéndice C, sera apresentada uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser para um

dominio limitado do R?, que terd um papel importante no desenvolvimento desta dissertacao.



Notacao

[J=:fim de uma demonstracao,

N
0*u
A'Ll, = : @,
i=1 ?
ou Ou ou
V= (81’1’ Oxy’ 7 836”)’

[y = ( / |u|pdx) |
9]
%
lul| = ( / |w|2dx) |
Q
1
2
1,2;9::(/ |Vu|2dx+/|u|2dx) :
Q Q

[[(w, )l p:=llull2:00 + [V]]1,2:0,,

I

—:= convergéncia fraca,

—:= convergencia forte,

B, (x):= bola aberta de centro z e raio r,
©2]:= medida de Lebesgue do conjunto 2,
Q:= fecho do conjunto €,

x4:= funcao caracteristica do conjunto A,

C, (4, Cy, C5... sao constantes arbitrarias maior que zero.



Capitulo

1

Estrutura variacional

Neste capitulo apresentaremos o espaco onde se da nosso estudo. Faremos também um estudo

de normas que serao tuteis nesse trabalho e definiremos o funcional associado ao problema (P).

Definicao 1.1 Dizemos que um niumero real r € o raio interno de um conjunto €2, quando r €

o rato da maior bola aberta contida em ().

Definicao 1.2 Dizemos que uma funcio f : Q x R — R possui crescimento exponencial
subcritico em +oo quando,
|/ (z,t)]

ltlim ——5— =0, para todo a>0
—+00 e

e f possui crescimento exponencial critico em +oo quando, existe ag > 0 com a sequinte
condi¢cao

(©) . |f(z,s)] 0 se a > ag uniformemente em )
a0 im —= = B
soHoo e +00 se a < g uniformemente em Q.

Analogamente, definimos crescimento exponencial subcritico e critico em —oo.

Exemplo 1.1 A funcdo f : QxR — R definida por f(z,t)=g(z)et, onde a func¢io g : Q@ — R

€ continua, possui crescimento exponencial subcritico em +00.

Exemplo 1.2 Fizado ag > 0. A fungio f : Q x R — R definida por f(z,t)=e*" possui

crescimento exponencial critico em 400.



Nesse trabalho f e h sao fungoes continuas com crescimento exponencial critico em 400 e

satisfazem as seguintes hipdteses:

Existem R >0 e M >0 tais que, paratodo s> R e x € )y, temos

(1) 0 < Flz,s) = / fla t)dt < Mf(z,s).

Para todo s € [0,+00) e para todo z € §2;, obtemos

(f2)
F(e.5)>0 ¢ f(x,0)=0.
Para todo z € )y, assumimos
(f3) 2F
lim sup@ < M1,
s—0+ S

onde Aj; é o primeiro autovalor de (—A, H(Q1)).
Agora definiremos
! 2
M = lim n/ "9 s,
n—o0 0
que é um numero real maior ou igual a 2. Denotamos por r o raio interno do conjunto €2;.

Assim podemos formular a tltima hipétese da funcao f.
(
Existe [y > 0 tal que, para todo x € €2y, temos
(f4) 2\* 1
fm 9 g (_)

{ s—too  e0s? r) agM’
Os resultados na funcao h sido semelhantes as hipdteses prescritas para a funcao isto é
) )
(

Existem R >0 e M >0 tais que, paratodo s> R e x € {)y, temos

(h) 0< H(z,s) = / (e, t)dt < Mh(z,s).

Para todo s € [0,+00) e para todo x € 2y, obtemos

(hs)
h(z,s) >0 e h(xz,0)=0.
Para todo z € )y, assumimos
(hs) 2H
lim supﬁ < M2,
s—0t S

onde Ajp é o primeiro autovalor de (—A, H(Q1)).

Nosso estudo se d& nos espagos de Sobolev:

E={(u,v) € H'(Q) x H:(Q);u=v em X},



onde

HE(Q) ={ve H (Q);v=0 em T}

Agora observe que, sendo 9Qy = ' UY regular, se v € HL(§:) estd bem definido o operador
traco de v sobre T, isto é, v|p, o qual pertence a L*(T'). A aplicagao v — v|p é continua de
H'(Qy) em L*(T). Logo o subsepago H(£2s) é fechado em H'(€)y) com a norma induzida pela
de H'(£2). Temos também

Hi () C HA () € HY(S,).

A aplicacao v — |Vu|a.q, de HE(Q2) em R definida por

Vvlaq, = ( ]Vv|2dx) 2
Q
define uma norma em Hp ().
Com efeito,
i) para todo v € H{ (), temos
Vvlaq, = ( g |Vv|2dx)2 > 0.

ii) Seja A € R e v € HE (), segue que

} }
IAVvloq, = ( |)\Vv|2dx) :(/ |/\|2|Vv|2dx)
Q2 Q2
: :
= <|)\|2 |VU|2dx> :|/\|< |Vv|2dx)
QQ QQ

= |Al|Vv|2q,.



ii1) Seja u e v € HE (), temos

| Vu+Volsg, = |Vu + Vo|*dx
Qo

< |Vu+ Vo|.|Vu + Vou|dx

Qo

< / |Vu+ Vol|.|Vu|dx + / \Vu + Vol|.|Vou|dz.
QQ Q2
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Corolario B.1), obtemos

| Vu+Volso, < [Vu+ Volog,|Vulag, + [Vu+ Volag,|Vulaa,

== | VU + V’U|2792(|VU|2,QQ + |V/U|2792).

Portanto,

‘VU + VIU‘Q,QQ S |VU’|2,Q2 + |V'U|2,QQ-

. . Ov
iv) Se |Vu|aq, = 0 entdo Er 0, logo v é constante nas componentes conexas de €25, sendo
T

v|r = 0, resulta que v = 0 em €.
Portanto a aplicacao acima define uma norma em H{ ().
Na proposicao abaixo segue um resultado de normas equivalentes que usaremos ao longo deste

texto.

Proposigao 1.1 Em H}{(Qs) as normas |Vulaq, € ||v|[12.0, sdo equivalentes, isto é, existem

constantes C1,Cy > 0, tais que
Chllv]|1,2:0, < |Vvla0, < Col|v||12.0,, para todo v e H%(Qg).
Demonstracao: Temos que
|VU’§,QQ < |VU|§,Q2 + |U|3,92 = ||U||%,2;QQ-

Assim,

(Vvla.0, < ||v||1.2:0,, para todo v e H%(Qg), (1.1)

7



onde neste caso Cy = 1.
Provaremos o outro lado da desigualdade. Suponha por contradi¢ao, que nao existe constante
Ch1 > 0 tal que

Cil|v]|12:0, < |VV|ag,, para todo v e HE().

Portanto, fixado C} > 0 qualquer, existe ao menos um vetor v; de H}(y) tal que
Cillvil 20, > [Vuilz.0,- (1.2)

, ..., existe uma sequéncia (0,,) C HE(Qg) tal que

W

1
Logo, fixadas as constantes 1, 3

1. -
E||Um||1,2;92 > |Viglag, para m=1,2,...

Fazendo

o oo Um

" ||’&mH172§927
obtemos

vmll12.:0, =1 para m=1,2, ...
e
Vo 1
VUmla0, = V0|20, < — para m=1,2, ...

Hﬁmul,Z;Qz m

Desde que a sequéncia (v,,) é limitada em H'(Qy) (Teorema B.7), existe (v,) C (v,,) tal que
v, = v em H'(Qy). (1.3)

Sendo a fronteira I' U X de €2 suposta bem regular, segue do Teorema de Rellich-Kondrachov

(Teorema B.5), que a imersao H'(2y) < L*(€;) é compacta. Assim obtemos

v, = v em L*(Qy). (1.4)



Por outro lado, sabemos que
1
IVu,laa, < o V= 1,2,3,...

Logo a sequéncia numérica |V, |2, converge para zero. Donde obtemos que,

v, ,
(a” ) 50 em L*(Q), 0<i<AN. (1.5)
T
Desde que H{(£2,) é completo com a norma de H'(y), segue da convergéncia dada em (1.3),
0 0
que v € HE(y). Assim, 8U € L*(Qy) e de (1.5) 8v = 0, concluindo desse modo que v é
X; X

constante em Qy. Como v € HE(Qy), v|r = 0, temos que

v=0 em (.

81‘1‘

v
Assim as sequéncias (v,) e ( V) convergem forte para zero em L*({),). Portanto
v, =0 em H'(Q).

O que é uma contradicao, ja que

lloull1,2:0, =1, para v=1,2,3,..

E desse modo fica provado a equivaléncia entre as normas |Vulz, € ||v]|12.0,. O

Lema 1.1 A aplicacio |||.||| : H'(Q1) — R dada por

ulll = [Vulz.0, + [ul2x

define uma norma equivalente a norma usual de H'(Q1), ou seja, existem constantes Ky, Ko > 0
tais que

Hulll < Kallullizo, (1) e Ksllullizo, < l[ulll (11). (1.6)



Demonstracao: De fato como podemos observar |||.||| define uma norma. Da teoria do trago
das fungoes de H'(£2;) sobre a fronteira 3, de um aberto limitado ; do R (ver [11], p4gina

71-87), temos que a aplicacao

Yo : Hl(Ql) — L2(E>

u — Yo(u) = uly

¢ linear continua, ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que
lulo.s < Ollulli2:0,, para todo uw e H' ().

Donde segue que

Iulll = [Vulao, + [ulan < [Vulao, + Cllulli 20,

Portanto, da eugivaléncia entre as normas |Vuls o, € ||ul|12.0,, concluimos
ull] < Killul12:0,- (1.7)
Por outro lado, do Teorema B.3, existe uma constante C' > 0 tal que

/ lu|?dr < C (/ |Vu|2dx+/ |u|2ds>, para todo u € H' ().
931 1951 P

Assim

[l pq, = / VaPde+ [ JuPde < C(Vuo, + i)
1 1

e desde que, |Vul3 o, + |ul3s < [Vul3q, + ul3s + 2[Vulaq, |ulss, temos
lulli 20, < C(IVulog, + |ulzx)*.
Donde concluimos que existe uma constante Ko > 0 tal que
Kollull 20, < [[]ulll (1.8)
Juntando (1.7) e (1.8) obtemos (1.6), mostrando assim o Lema. O

10



Lema 1.2 O conjunto E é um subespago fechado de H'(Q) x HY(Qy) e a aplicagao

] HY () x HN(Q) — R (1.9)

(u,v) — |[(u,0)[]* = [Vuly, +[Vul3q, (1.10)

define uma norma em E equivalente a norma usual de H'(€) x H'(Qy).

Demonstragao: Note que (1.9) define uma seminorma. Resta apenas mostrar que

[|(u,v)|| =0 < u=0 e v=0.

De fato, primeiramente se u = 0 e v = 0, temos claramente que ||(u,v)|| = 0.
Agora suponha que ||(u,v)|| = 0, logo por definigao, |Vv|zq, = |Vulz,0, =0.

Como vimos anteriormente, a aplicagao |Vv|sq, define uma norma em H{(€2s), entao
v=0 em Q.
Logo pela condigao de transmissao, segue que
uw=0 sobre X = 0€).

Por outro lado, vimos no Lema 1.1 que a aplicacao

Yo : Hl(Ql) — L2(Z)

u — Yo(u) = uls

é linear e continua, ou seja,

Vo(W))ax < Cllulli2:0,, para todo w € H().

Além disso, Ker(yy) = Hy ().

Assim, u € H}(£2;) e consequentemente

u=0 em €.

11



Portanto mostramos que (1.9) define uma norma em E.

Agora vamos provar a equivaléncia entre as normas. Inicialmente observe que
1w, )15 = (lullze, + [llize.)® = [ulli s, + 1] 20, = [V, +[Volg,.
O que implica,

[|(w, )] < [[(w, )] |- (1.11)

Note que aplicando a teoria do trago de fungoes de H' () sobre a fronteira TUY de €y, tem-se
que

[lv]1.2:00, > Clv|orus, para todo v e H'(Qy), (1.12)

em particular

12:0, > Clvlas para todo v € HE(Qy). (1.13)

v

Pela Proposicao 1.1, segue que

Cllv]|2:0, < |Vv|ag, para todo v e HE(Qy). (1.14)

Assim combinando essas duas ultimas desigualdades, temos

[Vulo0, = Cifv

2,3 (1.15)

Agora usando a deigualdade (II) dada no Lema 1.1, obtemos

2

I, 0)llb < CallVuloa, + [ulaz)” + 2C5(|Vulog, + lulas)lv]l120, + 0] 20,

= Co|Vul3g, +2C:|Vulag, |ulos + Colul3 s

+ 205\ Vulag, [|v]|120, + 2Cs|ul2s|[v][12:0, + [0 20,-

Donde usando a condi¢ao de transmissao e substituindo as desigualdades (1.14) e (1.15), tem-se

que

1(w, 0)[[p < CalVulzq, +2C5|Vulog, [Volag, + Cs| Vol g,

12



o que implica devido a uma simples desigualdade de nimeros reais, que
1(w, 0)[[D < C7|Vulsq, + Cs|Vols g,

Logo,

1@, )15 < Cuoll(u, ).

Portanto

Cll(w, )llp < I(w, v)]].

Essa ultima desigualdade juntamente com (1.11) resulta na equivaléncia das normas.

Provaremos agora que E é um subspaco fechado. De fato, inicialmente observamos que F é um
subespago de H'(Q1) x H'(Qy). Entao, resta mostrar que E é fechado em H'(Q1) x H'(Qy),

para isto, vamos considerar uma sequéncia (wy,) = (un,v,) C E tal que
w, — wo = (ug,vo) em H'Y(Q) x H' ().

Logo

U, = v, sobre X = 0

v, =0 sobre T' = 09, (1.16)

temos também que

Up — Ug €M Hl(Ql)

v, — vy em H'(S). (1.17)

Observe que, usando a desigualdade (1.12), temos

[|on, — vol|1.2:0, = Clvn — vol2.murs

13



o que implica devido a (1.16), que

v, — vol|1,2:0, > Cluolar,
ou seja,
[vol2,r < Collvn — vol|1,2:0,-

Decorre da convergéncia dada em (1.17) que o lado direito desta tltima desigualdade tende a
zero. Assim,

vg =0 sobre T,

ou seja,

Vo € H%\(QQ)

Por outro lado, temos que

lup —volas = [(ug — un) + (v — Vo) |2

< ug — Upl2s + |vn — vol2s

< |Vug — Vuglan, + |uo — tnlos + [vn — Vo235,

donde, devido a desigualdade dada em (1.13), resulta que

[uo — vol2,x < [|[uo — ual|| + Cllvn — vol|1,2:0,-

Da desigualdade (I) dada no Lema 1.1, resulta que

lup — volan < Killug — unlli2:0, + Cllvn — vol|1,2.:0, = 0 quando n — +oc.

Consequentemente,

/ lug — vol*ds = 0.
>

Donde segue-se que

ug = vy Ssobre 3.

14



Mostrando desse modo que

Wy = (uO,’Uo) S

Assim concluimos a demonstracao do lema.

Afirmagao: Dado 3 > ay, existe C = C(f3) > 0 tal que

maz{|f(z,5)[; | F(x, 5)|; |h(z, 5)]; | H(z,5)|} < Ce,

para cada z € Q;,i=1,2e s > 0.

Com efeito, segue da condigao (C'),, que para todo 8 > «y, temos

i 1F@s)

s——+00 6552

=0.

Logo, para € = 1, existe M > 0, tal que

1f(z,s)] < e, se s>M e zeQ.

|f(x,s)

Desde que 57 é continua podemos tomar
e

|f (2, 5)]

C, = max 2 3
(z,s)ey x[-M,M] €58

Dai, obtemos

|fz,s)| < Cie®, se s<|M| e x €.

De (1.19) e (1.20), concluimos
|F(w,5)] < Coe™,

para todo z € Q; e s € R.

De modo anélogo, segue que

|g([[‘, S)| S 036[382’

15
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para todo z € Q, e s € R.

Por outro lado, da condigao (f;), temos
0< F(z,s) < Cyf(z,s),

para todo s > 0 e para todo = € €)y.
O que implica

|F(z,5)| < C|f(x,5)] < Cye®.

Donde obtemos

|F(z,s)] < Cye™, (1.23)

para todo s > 0 e para todo x € ().
Analogamente, tem-se

|H(x, )] < Cse®), (1.24)

para todo s > 0 e para todo = € )».
Assim de (1.21),(1.22),(1.23) e (1.24) concluimos que, dado 5 > «ay, existe C' = C(f) > 0 que
satisfaz (1.18).

Em vista das condicoes (f1) — (f2) e (h1) — (hg) o problema (P) tem uma estrutura variacional,

pois o funcional associado

](u,v):%H(u,v)HZ—/ﬂ Flade = [ Hav)ds

é de classe C' (ver apéndice A).

Além disso temos que

I'(u,v)(p, ) = | VuVeodr + [ VoVidr — | f(z,u)pdz — / h(zx,v)ipdr,

Ql Qg Ql Q2

para todo (¢,1) € E. Portanto os pontos criticos de I sao solugoes fracas de (P).
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Capitulo

2

Geometria do Passo da Montanha

Afim de utilizar o método variacional, neste capitulo veremos alguns resultados relacionados
com a condicao de compacidade Palais-Smale. Veremos também os Lemas 2.1 e 2.2, os quais

tratam da Geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Definicao 2.1 Sejam E um espaco de Banach e I : E — R um funcional de classe C'.
Dizemos que a sequéncia (x,) em E é uma sequéncia Palais-Smale para o funcional I no nivel

d € R, ou simplesmente, uma sequéncia (PS)q para o funcional I, quando
I(z,)—=d em R e I'(x,) =0 em E.

Definigao 2.2 Sejam E um espago de Banach e I : E — R um funcional de classe C'.
Dizemos que o funcional I wverifica a condicdio Palais-Smale no nivel d € R quando toda
sequéncia (PS)q admite uma subsequéncia convergente em E.

Se I verifica a condi¢ao (PS)y para todo d € R, entdo dizemos que I verifica a condi¢gao Palais-

Smale, ou simplesmente, que I verifica a condi¢cio (PS).

Em seguida veremos mais propriedades sobre as fungoes f e h. Primeiramente de (f) e (f2),
tem-se que

0< F(x,s) < Mf(x,s) e f(x,0)=0,

donde obtemos F'(x,s) > 0, para todo € ; e s € R.

Analogamente, de (hy) e (hs), temos H(z,s) > 0, para todo z € 2y e s € R.

17



Agora observe que de (f;), temos

F(z,s)
f(x,s)

< M.

<M= 'F(x’;s))

f(z,

F(z,s)
sf(zx,s)

Passando o limite em ’ quando |s| — +00, obtemos

F(z,s)
sf(z,s)

|s]—+o0

Assim, dado 6 > 2 existe Ry > 0 tal que para todo |s| > Ry, temos

F(z,s) <L
sf(z,s)| — 0
Donde obtemos
F(z,s) 1
< — F <
T =0 = 0F(z,s) < sf(x,s),

para todo |s| > Ry e para todo = € €.
Analogamente

0H(x,s) < sh(x,s),

para todo |s| > Ry e para todo = € Q.

(2.1)

(2.2)

Nos proximos Lemas desse capitulo, provaremos que o funcional I tem a Geometria do Passo

da Montanha.

Lema 2.1 Suponha (f1) — (f3) e (h1) — (h3), entdo existem nimeros positivos p e T tal que,

I(u,v) > 7 >0, para todo (u,v) € E com ||(u,v)| =p.

Demonstracao: Segue de (f3) que

2F (x,u) <

18



Pondo A < min{Ai1, A2}, de modo que

obtemos

A

Por outro lado, para ¢ > 2 e usando a desigualdade (1.18), temos
F(z,u) < Ce®™ < Clule’™ .

De (2.3) e (2.4), segue que
A 2
F(x,u) < §|u|2 + Clul?e™".

Assim

A 2
/ F(z,u)dx < / SlulPde + [ Clul%e” da.
1951 1951 2 Q1

Da desigualdade de Holder (Teorema B.8), temos

=

A u r
F(z,u)dr < “|ulPdr + Clul?, Bl (rm)? g
O [¢) 2 qr 791 Q
1 1 1

Analogamente
Ao g rBl[ol2( )2
H(z,v)dz < —|v|*dz + Clv| . e )™ dax
Qo Qo 2 ar 22 Qo

onde

1 1

4o =1

ror

19
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Entao

I(u,0) — %H(u,v)Hz—/Q Flaude = | He oo

1 > Al g / rBllul2( )
_ _ - _ , Mu
511w )] /91 plulfdr = Clull, o ( o dzx
A2 q Bl 2 (1)’ -
- Slolfdz = Clol?, e i) dx | .
Qs 2 qr {22 O

4
Agora pondo ||(u,v)|| =p < 1, segue que

Br

v

67"||u||2 <Adr e BT||U||2 < 4.

Da desigualdade de Trudinger-Moser (Teorema C.1), temos

1 A
) gl ol =5 ([ e+ [ oPae) = Cilluly g, + i)

Pela caracterizacao variacional de A1; e A\js e supondo sem perda de generalidade, A\j; > A5 da

desigualdade de Poincaré (Teorema B.9), obtemos

1
M) = gl ol = i [ vupde = g |9 - Gyl g, + ol

1 2 2 q
> Sl - Sl o)l = Callall g, + 1ol o)

1 A
= 5(1—712)||<u,v>||2—01<lu|3w,g 10l 0,)

20



Das imersoes continuas de Sobolev (Teorema B.6), segue que

A
I(u,v) > O‘xﬁmwm%mwwmﬁ+WMmﬁ
A 4 §
- 1‘xﬁume—amw%&w+ﬂW@mM
)\ 9
> 1_X_>WUMW—C%WM%JHV”%JQ

—_
|

) ||(w, )||* = Cs(]|(u,v)||*)?

N~ N NI~ N~ N -

7 N7 N7 NN

12
A
ho

) :
1= 2 ) ol = Call o)

4
Sendo 2 < g e ||(u,v)|| = p < 5_7T’ observe que
r

1 A 1 A p? 1 A
1—— 2—0‘1>0<:>CQ<—(1——> & =< —(1——>.
2< )\12)10 3P 3P 2 )\12 p p 203 /\12

Donde concluimos que

1 A A
— (1 - ) p*—C3p?>0 Oy (1 —
2( >\12)p wmEErs 4( )\12)

q—2 1__
p<m1n{ 1/04 o }
< )p C3Pq,

I(u,v) > 7 >0.

Agora tomando

e pondo

l\DIH

obtemos

Lema 2.2 Suponha (fi) — (f2) e (h1) — (h2), entdo existe (e1,e3) € E com I(eg,e2) < 0 e

[I(ex, e2)]] > p.



Demonstracao: De (2.1) existem Ry > 0 e 6 > 2 tais que
OF(z,5) < sf(z.5)
para todo |s| > Ry e para todo = € €.

0 * flz,7)
/RO;dTS/RO F(ij)dT.

Calculando os valores das integrais, obtemos

O que implica

S

91n7|;0 <InF(z,7)|

Ro’
Das Propriedades da funcao logaritmica, segue que
s? < F(x,s)
Rg N F(I7 RU)
Assim,
F('T7R0) 0
F >
('I’ 8) — Rg
Agora pondo
F(x, R
C = mLIl ('Tae 0) >0
xe RO
Concluimos
F(x,s) > Cs’.
Escolhendo arbitrariamente ug € Hg () \ {0} com ug > 0 em Qy e ||ug|| = 1, obtemos
1
I(tup,0) = §||(tu0,0)||2 —/ F(z,tug)de — [ H(x,0)dx
Q1 QQ
t2 2 0
< §|Vuo|2,91 — | Cltup)’dz
Q1
t? 2 0 0
= 5 lluoll” = Ct g |uo|”dx
t? 1

= ——C’tg/ |uo|?d.
2 O

22



Assim
2

t
I(tug,0) < — — Ct" [ |ug|’da.
2 o
Desde que 6 > 2, passando o limite na desigualdade acima quando t — +oo, temos que
I(tug,0) — —oo e este limite implica que existe t, > 0 suficientemente grande tal que pondo

(e1 = tiug, ea = 0) temos I(e1,e2) < 0 e |[(e1,ea)|| > p. O

Vimos que £ é um espago de Banach e que I € C'(E,R), temos também que 7(0,0) = 0.

Do Lema 2.1, existem p, 7 > 0 tal que I(u,v) > 7 > 0 para todo (u,v) € E, com ||(u,v)| = p,
no Lema 2.2 existe (e1,e2) € E, tal que |[(e1,e2)|| > p e I(e1,e2) < 0. Assim, usando uma
versao do Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabinowitz (Teorema B.13),

existe uma sequéncia (u,,v,) C E satisfazendo
I(up,vn) = e e I (up,v,) =0,

onde

. = Inf I(~v(t)) >0
¢ = Inf max (v(t))

T:={yeC(0,1], E) : v(0) = 0,~(1) = e}.

Afim de controlar o nivel ¢,, seguiremos o método usado em [2] e [4]. Antes de afirmar nossa

estimativa, definiremos a funcao de Moser. Seja

( 1
(lnn)% se |z| < —,
— 1 L
M, (z) = —= ‘wll se —<|z| <1,
VEr | Gt n =
0 se |z|>1,

para todo n € N.
Veremos que M, € H}(B4(0)).
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1
e Se 0< x| < —, temos
n

Ma(z) = \/LQ_Wann)% c (%[Mn(x)] _o.
Assim 1
~ Inn)z 1 1
/oglrgi (@) = /OSwISJL (3%2 = ;_: 0<z|<L = 121_:%
Sabendo que n_2n — 0 quando n — oo, concluimos

/ ]Mn(xﬂ?dx <0 e /
0<]z|<+

|Vﬁn(x)]2dx < 00.
0<a|<
e Se — < |z| <1, temos
n

x
1 g 9~ 1 Jap?
Mnx i — G—Mnl' = — .
=) V2T (lnn)% 856[ (@) V2T (hnn)é
Observe que
/ T (2) 24 / 1 Ing gpolon 11 1
W(2)|de = W= —— 4 _ ‘
1opzl<t 1olzl<1 \/27T(h1n)% 2n2  2n?2  4n?lnn  4lnn
o lnn+ 1 n 1 1
omo
2n?

o2 T Iilan 4lnn) — 0 quando n — oo, obtemos

/ \]/\\/[/n(:c)\zdx < 00.
E<]a|<1

Por outro lado, veja que

€T 2
— ) 1 T2
VM, (x)|*dx =
Lz Lzt

—| dxr = 1.
27 (Inn)2
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Portanto

/ IV M, (2)2dz < .
+<|z|<1

e Se |z > 1, entdo M,(z) = 0.
Assim,

M, € Hj(B:(0)) para todo n € N.

Mostraremos agora que H]T/[/nH = 1. De fato, observe que

IM,|)> = [ |VM,|*dz = |w\7n12dx+/ |an|2dx+/ IV M, |2dz.
o 0<|a|<+ +<lz|<1

|z|>1

Donde segue que

|| M,|? = / IV M, |*dz = 1.
Lz|<1

Logo,
||Mn||:1 para todo n €N,

onde B;(0) é a bola unitdria centrada na origem do R? e  denota o raio interno de Q; conforme
definicao 1.1.

Agora, definindo uma nova sequéncia de fun¢des nao-negativas

M, (x,zo,7) = M, <$ — xo) , para todo n € N,
T

onde g € R? tal que B,(xy) C Q.
Note que M,, € H}(B;(0)) e ||M,|| =1 com supp(M,,) C B,(z,) para todo n € N.
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Capitulo

3

Teorema principal

Neste capitulo veremos que o valor critico é limitado e finalmente demonstraremos o resultado

principal deste trabalho, que nos garante a existéncia de solugao nao trivial para o prblema.

2
Lema 3.1 Suponha (f1) — (f4) e (h1) — (hs), entdo c. pertence ao intervalo (0, —W)
Qo

T — Zo

Demonstracao: Considerando uyg = M, = Mn (
r

) no Lema 2.2, segue que

¢, < max I(tM,,0).

t>0

Assim é suficiente mostrar que

2
max I(tM,,0) < —.

t>0 (o7))
Suponha, por contradi¢ao, que
2m
max [ (tM,,0) > —.
t>0 (87))

Em vista da Geometria do Passo da Montanha e pelo funcional I, para todo n existe ¢,, tal que

I(t,M,,0) = max I(tM,,0).

t>0

26



Assim

1
I(t,M,,0) = §H(tnMn,0)\|2—/ F(x,t,M,)dr — | H(z,0)dz

Ql QZ

1
= E]V(tnMn)];Ql—/ F(z,t,M,)dx
951
1t
2
1 2
_ p _/ Fa, t,M,)dz > ==
951

2" Qp

2V OL)Eg, — [ Pt M)z

951

Desde que F(x,s) > 0 para todo = € §; e para s € R temos
1 2
St - > / F(z, t,M,)dz > 0.

Portanto

2> —. (3.1)

d
Como I(tM,,0) assume méaximo global em ¢ = t,,, temos que %I[tnMna 0] =0, isto é,

tn — f(z, t,M,)M,dx = 0.
951

O que implica

2> / f(z, t, M)t M,dx. (3.2)
Br(wo)

Segue de (fy) que dado € > 0, existe S; > 0 tal que

f(x,5)s > (By —e)e™, (3.3)

27



para todo s > S..
T — 2o

Fazendo a mudanca de variaveis y = em (3.2), temos

r

—~

ti > 2 f(l'o+Ty,tn]/\>[/n(y))tnMn<y)dy
B1(0)
TQ/ Fao +ry, = (lnm)3)—= (Inn)*dy
0 ) e ? :
B, (0) v2m

NI

v

N )

[NIE

n
De (3.1) segue que (Inn)

V2r

— +o00 quando n — 400, assim obtemos ng € N tal que

tn ;

f(zo + 1y, _;LTT(IH n)?) o (Inn)z > (By — E)e(o‘o%ln") para todo n > ng.
Logo
2
A R CEE R
B1(0)
2 i1 2 ﬁl 1
= r (60 _ 6)6(040277 nn)/ dy =7 (/80 _ 5)6(a02ﬂ Hn)ﬂ—_2
B1(0) n
r? t2 t2
— (60 _ 6)7_(__26(010E1nn) _ (50 . E)ﬂ_r2€[—2lnn+aoﬁlnn]
n
= (B — 8)7_‘,7026[2(%71)1nn].
Portanto
@ t%
2 > (fo — )mric2 4D (3.4)

Agora veja que de (3.1), temos

Ojoti
—1>0.
4 -
Suponhamos que t, — 400, assim teriamos
Ly — 0

2
ol2(92—1) Inn]
O que contradiz (3.4). Logo ¢,, é uma sequéncia limitada em R, assim existe uma subsequéncia

Y
4

t, = 1o =>4/ —.
&%)
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2

apt
Além disso, usando novamente (3.4) teremos % — 1 <0, donde segue que
s

22— —. (3.5)

Agora escrevendo
A, ={x € B(xg) : t,M,(x) > s.} e B, = B(x9)\Apn.

Segue de (3.2), que

tiZ/ f(x,tnMn)tnMndx:/ fx, t, M)t M, dx + f(x, t, M,)t, M,dz.
Br(wo) An

By

O que implica

Bz (h-e) [ eniart [ faanninds - (G-2) [ e 50
BT(JBQ) n

By,

Desde que t, M,, < s. para xz € B,,, temos

X, =0 qt.p em B.(xy) quando n — oo.
Por outro lado, da desigualdade (1.18), obtemos

|f (2, ty M)t M, | < CePtnMn)® ¢ < Ot _ePte”,

Assim

flz, t, M) t, M, xp, — 0 qt.p em B.(xo).

Temos também

apt2 M?

e xB, — 0 qt.p em B,(xg).

Desde que M, é limitada, usando a desigualdade de Trudinger-Moser, segue que

F (s b Mo ) My, | < CtoeP2ME < 01 P(55+5) 9 ¢ LB, (o)

29



|e°‘0t My "XB,| < e( 5+e)C: € L'(B, ()

Passando o limite em (3.6), do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

4
= > (Bo —€) lim My > (g — €) lim
(&7)) n—00

47rM2 o
By (z0)

(3.7)
n—oo BT(IEO)

A dltima integral em (3.7), denotada por I,, é calculada como segue

1
—, T 1 1 (ln )
[n:rZ/ 47rM dy_T 264772771nn+27r/ Ao o rdr
B1(0) n ¥

Inl
Fazendo a mudanca de variaveis na integral com s = —=

, obtemos
nn

I, =r? {7T+27T1Dn/1 62521nn—251nnd$}'

0

Assim, finalmente de (3.7) obtemos
A7
— > (By —e)r’*m(1+ M) para todo & >0
&%)

que implica

4
0407"2./\/{ )

2
O qual é uma contradigao de (f4). Portanto ¢, € (O, —W)
Qo

Bo <

O préximo resultado pode ser encontrado em [4]

Lema 3.2 Sejam Q0 C RY limitado e (u,) uma sequéncia em L*(Q) tal que u,(x) converge para

() q.t.p em Q, onde u € L' (). Seja f: Q2 x R — R uma funcao continua tal que

/|f(x,un)|—i—/|f(x,u)|<oo para todo n € N,
Q 0
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e suponha que exista C' > 0 tal que
/]f(a:,un)un| < C para todo n € N.
Q

Entao,

Demonstragao: Desde que f(x,u(z)) € L'(Q) segue que dado € > 0 existe § > 0 (dependente

de ¢) tal que
[l <e se 141<s
A

para todo subconjunto A de €.

Agora usando o fato que u € L*(€) encontramos M; > 0, com [{x € Q;|u(x)| > M;}| < 6.

4C
Considerando M = max {Ml, —} > (), temos
€

/Q F (o) — / f(@,u)

/|u PRCICE /| )

No que segue mostraremos que as integrais

/unw'f @l e [ e

sao pequenas e estimaremos r,,.

S/|un|ZM|f(1',un)|+/|U|ZM|f(x,u)|+rn

onde

Ty =

Da escolha de M, temos

| f (2, wp ) un| | f (2, )] o
L s [ e < [ < 5]

[un|>M

e da escolha de § e M;
€
[ v [ st
lu|>M |u|>M:
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Denotando

, para todo n €N

- ‘/ﬁn(@

onde 1971(.1') = X|un|<Mf(x>un) - X\u|<Mf($a U), temos

U = sp(x) + to(x)

onde

Sn(l‘) = X|un|<M(x)[f(x7un) - f(x,u)]

to(z) = [X\un|<M - X|u|<M] () f(x,u)

para todo n € N. Observando que {|u,| < M} \ {|u| < M} C {|u| > M}, temos

‘/tn(x) < /|u>M (2, 0)] <

Por outro lado, como s, = 0,(1) q.t.p em Q, e

B o

:L/hmndw—xmKMM@fuaw

[5n(2)] = Wpunt<rr (@) [f (2, un) = f (2, 0)]| < C+ |f (2, u)]

a.t.p em Q onde C = sup{f(z,s);z € Q,|s| < M}. Usando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, existe ng € N tal que
€
lsn(x)] < 7 Pbara todo n > ny.
Q
Combinando as desigualdades acima, obtemos

| st = [ paw)

< e, para todo n > ny.
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3.1 Prova do Teorema 0.1
Demonstracao: Pelos Lemas 2.1, 2.2 e 3.1, existe uma sequéncia (u,,v,) C E, tal que
’ 27T
I(up,vp) = e € I (uy,v,) =0 com c, €0, — |.
Desde que I(uy,v,) — ¢, temos que o funcional I(uy,,v,) é limitado, assim existe C' > 0 tal que
I, vn) < [ (Un,vy)| < C. (3.9)
Temos também que dado € > 2, para n suficientemente grande, obtemos
1 / ]. / 1 /
_51 (tUn, vn) (Un, Un) < |§I (tn, v5) (Un, vn)| < EHI (tny V)| []] (s v) || <] (s v |-

Assim,

/

(i, vi)[| = _%I (Un, Un) (Un, Un).- (3.10)

Portanto de (3.9) e (3.10), tem-se que
1
C + || (tn, vn)|] = Iy, vy) — 5[ (U, V) (U, V) (3.11)

De (2.1) e (2.2), existe 6 > 2 tal que

7 > F(x,u,) e
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Donde segue que

1. 1
I(un,vn)—gl (U, Un) (U, v) = §|](un,vn)H2—/Q F(z,u,)dx — g H(z,v,)dx
1 2
1
— —( \Vu,|*dz + |an\2dx)
0 \Jo, Qo
n / G / Mz, va)vn
951 0 Qo 0
1
> —||(un,vn)||2—/ F(z,u,)dr — H(z,v,)dx
2 Ql Q2

1
— ||t v0) || +/ F(z,uy)dx+ | H(z,v,)dz
6 Ql QQ

_ (%——%)!Kunﬂmﬂp-

Assim,

1 1 1
€+ et 2 L) = 51 (i) 0) = (5 = 5 ) o)

para todo n € N.

Portanto a sequéncia (u,,v,) é limitada em F.

Desde que E é um espago Banach reflexivo, existe (u,v) € E tal que a menos de subsequéncia,
temos

(Un, ) = (u,v) em E

ou seja,

U, —u em HY Q) e v, = v em Hp(Q).

Além disso, pelas imersoes continuas de Sobolev, temos
u, —u em L'(Q) e v, = v em L' (), para t>1.
Do Teorema de Vainberg (Teorema B.12), a menos de subsequéncia, obtemos

up(z) = u(z) gtp em Qi e v,(x) = v(r) gtp em Q. (3.12)
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De I'(ty,v,) = 0,(1) e escrevendo

€, = Sup ]I/(un,vn)(¢,w)|, para todo n € N,
(e )]I<1

temos

1T (tn, 00) (6, 0)| < 20ll(6, 0],

para todo (¢,) € E.
Agora pondo (¢, 1) = (uy,v,) em (3.13), obtemos

‘Il(unv V) (U, Un)| < Enl|(Un, vn)]]-

Donde segue que,

—n | (U, V)| < ||ty v0)||* — [z, up,)uydx —/ h(z,vy,)v,de.
Ql QQ
Logo,
/ f(z, up)updz +/ h(2, 0)vpdz < || (tn, ) ||* + )| (tn, v0)|| < C2 + €,C.
Q1 QQ
Portanto,

|f(m7un)un| S C e |h(m,vn)vn| S C.
Q1 Qs

Pelo Lema 3.2, temos

f(z,u,)dx — flz,u)dx
9]} O

/ h(z,v,)dx — h(z,v)dz.
Qz QQ

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Do Teorema de Vainberg, existem w € L'(£2;) e ¢ € L*(€)) tal que a menos de subsequéncia

temos

|f(zyup)| Sw(z) qtp em Qi e |h(z,v,)| < p(x) gqtp em Q.

35



Por (f1), obtemos

|F(z,u,)| < Mw(z) qtp em Q e |H(z,v,)| < Mp(x) qtp em Q.

Além disso, de (3.12), obtemos

F(z,u,) = F(x,u) qtp em Q e H(z,v,) — H(z,v) qtp em Q.

Do Teorema Generalizado da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.11), tem-se que

/ F(z,up)dr — | F(z,u)dx (3.16)
Ql Ql
e
H(z,v,)dx — [ H(x,v)dx. (3.17)
QQ Qz
Observe que do funcional
1 2
Ity vn) = =||(tn, va)||* — F(z,u,)dx — H(z,v,)dx,
2 o Q0

temos

|| (s, ) || = 20, vp) + 2 </Q F(x,u,)dr + g H(a:,vn)dx) :

Passando o limite em ambos os lados da igualdade, segue da convergéncia dada em (3.16) e
(3.17), que

lim ||(un, va)|[* = 2 (c* +/ F(z,u)dr + H(a:,v)dx) . (3.18)
n—00 o

Q2

Temos também que

lim I (un,v)(¢, ) = lim ( / Vu,Vodz + anV1/zdx)
Q1 Qo

n—o0 n—oo
—  lim ( f(an,un)gbdm—l—/ h(x,vn)z/zdx>.
n—o00 o Q
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Da convergéncia dada em (3.14) e (3.15), concluimos

/ VuV ¢dx + VoVidr = f(z,u)pdx —|—/ h(z,v)dx, (3.19)
Q1

Qo 91 Qo

para todo (¢,) € E.
Portanto (u,v) é solucao fraca do problema (P). Para terminar o problema é suficiente provar
que (u,v) é nao-trivial.

Assuma por contradicao que u =0 e v = 0, entao de (3.18), temos

lm || (t, v,)||* = 2 (C* +/ F(z,0)dz+ | H(z, O)d:v) .
n—00 o Qo
Assim
im || (wn, v,)||* = 2c.. (3.20)
n—o0

Assim, dado € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng, obtemos
| (t, v0)||? < 26, + €.

2T

Desde que ¢, < —, podemos escolher g > 1 suficientemente préximo de 1 e £ suficientemente
Qo

pequeno tal que

an||7~Ln||2<47T € qa0||vn|’2<4ﬂ-'

Por outro lado de (1.18), segue que

w2
’f(x’un”q < C’eqozou?L _ CeqaouunHQ(HTZH)

|h(x,v,)]? < Cledo0vn — CeqCXOH'UnHQ(HziZH)Q.

Assim

(@, un)|? < C / gavollunl2(pan)? o

Ql Ql
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vn |2
|h(z,u,)|* < C eteollenll () g
(92 Qo

Da desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

faw)<C e | |h@ vl <C.

Ql QZ

Agora usando (3.19) com ¢ = u,, e ¢ = v,, obtemos

| (00 |)? = |V, |*dz + |V, |2dr = [z, up)uyde +/ h(x, v, )v,de.

Ql QQ Ql Q2

Além disso pela desigualdade de Holder, segue que

1
ummmmms( ummmwﬁr%umsa%um

Ql Q1

e n)unlds < ([ bt en)de) ol o, < Clonly o,

QQ Q2
onde

1 1
—+—/:1
q 9

Como neste caso,
u, =0 em L'() e v, —0 em LY Q) t>1,

temos

|f (@, un)un| =0 e |h(, vn)on| = 0.
Ql Q2

Assim de (3.21), temos

lim ||(up, v,)|[* = lim (/ f(x,un)undx—l—/ h(x,vn)vndx>.
n—oo n—oo Ql QQ

Portanto,

[1(tn, v)[[* = (0, 0).
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O que é uma contradigao em vista de (3.20). Logo (u,v) é nao trivial.
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Apéndice

A

Regularidade do funcional I

1.1 Diferenciabilidade do funcional associado

Definicao A.1 Dado um Espago de Banach X e um funcional I : X — IR, dizemos que [
possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X' tal

que

i IHu+tv) —I(u) —Tv

[0]]—0 ]|

= 0’
para todo v € X.

Definicao A.2 Se a derivada de Fréchet de I existe e é continua em X, dizemos que o

funcional I € C'(X,R).

Definicao A.3 Dado um FEspaco de Banach X e um funcional I : X — R, dizemos que [
possui Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear Ty € X' tal

que

i I(u+tv) — I(u) — Tyv
t—0 t

=0,
para todo v € X.

Observacao A.1 A derivada de Gateaux € dada por

/ I -1
I (u)v = lim (utt0) (u)
t—0 t

Observacao A.2 Todo funcional Fréchet diferencidvel é também Gateaux diferencidvel.
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Proposicao A.1 Se I tem derivada de Gateauz continua em X entio I € C*(X,IR).

Demonstracao: Sejam u+v eu € X. Como I possui derivada de Gateauzr sobre X, entao

pelo teorema do valor médio eziste 6 € (0,1) tal que

I{u+v) — I(u) = I'(u+ Ov)v.

Note que
Iu+v)—I(u)—I'(uw)v =I'(u+0v)v — I'(u)v,
donde
1 ) L /
mﬂUW+U%<NM—IWW]= WNU@HWWU—IWW
= [I'(u+6v) — J/@)]ﬁ.

Deste modo

mﬁﬂw+v%4ﬂ0—fWW]Smfw+&ﬂ—fwmk

Como por hipdtese, a derivada de Gateaux € continua, seque que dado € > 0 existe & > 0 tal
que se ||v|| < 9, entdo

[I'(u+ 6v) — I'(w)]|| <e.

Logo,
Lt v) — I(w) = T'(u)o] = 0.

im ——
lel=0 |[v]]
Assim, temos que a derivada de Fréchet existe e € igual a derivada de Gateauz que, por hipdtese,

é continua. Logo I € C'(X,R). O

Agora, nosso objetivo € mostrar que o funcional definido em E por

I(u,v) = %H(u,v)Hz—/g Flade— | Hauds
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¢ de classe C'(E,R).

De fato, primeiramente observe que

1
I(u,v) = = \Vul?dr + [ |VolPde ) — | F(z,uw)dr — | H(x,u)dz.
2
951 Qo 1951 Qo

Para mostrar que I € C*(E,R), consideremos o0s funcionais J, e Jo definidos por

1
Ji(u,v) = = ( |Vul*dz +
1951

) |Vv|2dx>

Q2

Jo(u,v) = / F(z,u)dx + | H(z,v)dz.
Ql QQ

Proposicao A.2 O funcional [=J, — J, €C'(E,R).

Demonstracao: Primeiramente, veja que I = J; — Jo estd bem definido. Com efeito, se

/ Vuf? < oo.
951

u e HY () entdo

Além disso, da condi¢io (C)q,, temos

/F(a:,u)ﬁ/ e,
Q1 Q1

Da desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

/91 F(z,u) < o0.

Logo

Ji(u,v) < oo e Jy(u,v) < oo.

Assim € suficiente provar que a derivada de Gateaux de Jy e Jy existem e sao continuas. Vamos

iniciar provando que J, € C*(E,R).
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Comecaremos calculando a derivada de Gateauxr DJ;. Observe que

Ji[(u,v) + t(p, V)] — Ji(u,v) Ji(u+to,v+ty) — Ji(u,v)
t t

= ! ( |V (u + tp)|*dr +
951

2t
1
2t

V(v +tw)\2dx)

Qo

( |Vul*dz + |VU|2d:1:)
1951

Qo
1
= — [ (2tVuVo¢ +*|V¢|*)dx
2t Jq,
1

— [ (2tVuVy + £|VyY|*)dx
2t Jo,

t
= VuVeédr + = [ |Vol*dx
Q1 2 Q1

t
+ VoVydzr + = [ |Vy|*da.
QQ 2 Ql

DIy (u,0)(60) = lim 2L+ HS ) = S, )

t—0 t
t t
= lim </ VuVaodr + - [ |VolPdx +/ VoVidr + ]VMde) :
=0\ Jq, 2 Jou Qs 2 Jo,
Portanto
DJy(u,v)(¢,v) = | VuVedr+ [ VoVidz.

Q1 QQ

Veremos agora que o operador DJy € continuo. Seja (uy,v,) uma sequéncia em E tal que

(Un, V) = (u,v) em E.

Agora para cada (p,v) € E com ||(p,)]| <1, temos

|[DJy(tn, vn) = DJi(u, 0)](9,9)] =

/ V(un, —u)Vodr + / V (v, —v)Vipdx
Q

Qo

IN

+

/ V(un, — u)Vodz
1951

/ V (v, —v)Vipdx
Qo

IN

i |V (u, —u)].|Vo|dx + g IV (v, —v)|.|V|dz.

43



Usando a desigualdade de Cauchy-Shwarz, obtemos
: :
(D) = Dol 0] < ([ (9= wpae)” ([ (woas)
Ql Q1

+ ( 'V (v, — 'U)\zdx) ’ : ( ]Vzﬂ\de)
QQ Q2
= Nun = ull ¢l + [[on = v|[.[|¢]]

< lun = ull + {lon = vl].

Logo,
1D J1 (tns v) = DIy (u,0)|[p = sup |[DJ1(tn, vy) — DJi(u,v)](0, )]
(e )I1<1
< lun = ul] + [lon = 2l].
Portanto,

lim DJ;(un,v,) = DJy(u,v).

n—r+o0
Mostrando que DJ, € continuo. Assim pela Proposi¢io A.1, o funcional J; € C*(E,R).
Provaremos agora que Jo € C'(E,R).
Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateaux D.Js.
Para cadat € R com 0 < [t|] <1, 2 € Q, u € H}(Q) e ¢ € C (), consideremos a fungdo
p 0,1 — R dada por

p(s) = F(x,u+ sty).

Observe que i’ (s) = f(x,u+ sto)to, p(1) = F(x,u+td) e u(0) = F(z,u).
Desde que p € continua em [0,1] e diferencidvel em (0,1), seque do Teorema do Valor Médio

que, existe v € (0,1) tal que

De onde concluimos que

I
=
v&

N

+
2

~
>
<
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De modo andlogo, para cadat € R com 0 < |t| <1, z € Qy, v € HF(Qs) e € C*(Qy), temos

H(z,v+1ty) — H(z,v)
t

= |h(@, v+ 7). ¥].
Da condi¢ao (C)a, sobre a funcgdo f, temos
[, u+yt)| || < CelP 97 Jg)
e desde que 0 < |t| < 1, usando a desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos
f(z, u+ ytd)|.|¢| < CelPet79% || e LY().
Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0, temos
flz,u(z) +ytpop(x))d(x) = flx,u(x))d(x) pontualmente em .
De forma semelhante, sobre a funcdao h, temos
[, v+ )] Jg] < CPHJg] € L (<),
e para uma sequéncia |s,| — 0, obtemos
h(z,v(z) + ysp(x))Y(z) = h(z,v(x))(z) pontualmente em €.

Observe que

JQ[(“? 1)) + t(¢, w>] - J2(u7 U)

Dy(u,v)(6,) = lim

t—0 t

— lim JQ(U + t¢, v+ tw) — JQ(U, U)
t—0 t

~ lim F(x,u—i—tqb)—F(m,u)dm
t—0 0 t

H ty) — H

N hm/ (z,v+1) - H(z,v)

t—0 Q0 t
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, concluimos

Dy, 0)(6,0) = nm( st ataiods + [
951

n—o0 Q2

h(z,v + ’)/nw)lbdl')

= f(x,u)¢dx+/ h(z,v)Ydz.

Q1 Q2

Portanto

D Js(u,v)(p,¢) = f(x,u)qﬁdx—i—/ h(z,v)pdx.

Ql QQ
Mostraremos agora que o operador DJy € continuo. Seja (un,v,) uma sequéncia em E tal que

(Un, V) = (u,v) em E, isto €,

U, —u em HY Q) e v, = v em Hp().
Das imersoes cotinuas de Sobolev, temos

u, —u em L*(Q) e v, = v em L*(Qs).
Do Teorema de Vainberg, existe (un;) C (u,) e g € L*(), tal que

Un; () = u(x) qtp em U e |uy(z)] <g(xz) gtp em Q.

Desde que f € uma funcao continua, temos

[f(z,un, (2) = flz,u(@)]? =0 qtp em Q.

Além disso, usando (1.18) e a desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos

ILf (@, tn, (2)) = f (@, u(2))][*

IA

Cllf (@, un, (@)* + 1f (z, u(@))[]
Ce28(umy @)y 2B(u@))?)

IN

C[e2P@)+e)” 4 28()’] ¢ L1(())

IN
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, seque que
|f (@, un, (7)) = f (2, u(z)) |20, = 0.
De modo andlogo, sobre a funcao h, obtemos
|h(z, v, () — h(z,v(x))|2,0, — O.

Assim, para todo (¢,) € E tal que ||(¢,¥)|| < 1, temos

(DIl v0,) = DI, 0)(6,6)] = [Da(utny, v0,)(6,16) — Dl ) (6, )]
< / 1f(,10,) — f . wlods
4 /Q 1A, v2,) = A,
< [ ew,) = s wliods
+ | (h(e,vn,) — b, )] 0] de.

Qo

Da desigualdade de Cauchy-Shwarz, tem-se que

[DJao(uny, vn;) = DJa(u, 0)](9, )| < [f(2, un, (@) — flz,ul(@))|20,-|0l2,0,
+ |z, v, (7)) — Rz, 0(2))]2,0,-|¥]2,0, -

Das imersoes continuas de Sobolev, temos

|[D 2t vn,) = DJao(u, v)[(0,90)] < Clf (@, un, (x)) — flz, u(@)) |20, |9
+ Clh(z, vn, () = Wz, v(x))]2.0,-|[¢]]
< Clf (@, un, () = f(2, u(@)) |20,
+ Clh(z,vn, () = bz, 0(x))]20,
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Assim

1Dty vy} = DR )| = sup_ (D1t ) = Da(u, )6, V)
< Clf(x,un(2) = flz,u(@))|20,

+ Clh(z, v, (2)) = h(z, v(2))]2.0,

Portanto

lim DJy(tn;, Un;) = DJo(u,v).
j—oo

Novamente pela Proposicio A.1, J, € CY(E,R).

Mostrando assim que o funcional I € C1(E,R). Além disso, temos que

[/(u, v)(p, ) = VuVodr + VoVipdr — f(z,u)pdr — / h(z,v)dx,

Ql Qg Q1 QQ

para todo (¢,v) € E. Portanto os pontos criticos de I sao solugdes fracas do problema (P).
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Apéndice

‘B

Resultados importantes

Neste apéndice veremos resultados utilizados nesse trabalho.

Teorema B.1 (Teorema de Lax-Miligram)
Sejam H um espago de Hilbert e a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em H. Entao,

para todo ¢ € H', existe um unico u € H tal que
a(u,v) = {p,v), para todo v € H.

Demonstracao: Ver [7], pdgina 8. O

Teorema B.2 Secja ¢ : E —| — 00, +00] uma fung¢ao convera, s.c.i(pela topologia forte).

Entdo, o ¢ s.c.i pela topologia fraca o(E, E'). Em particular se x,, — = pela o(E, E'), entdo
o(x) < liminf p(z,).

Demonstracao: Ver [7], pagina 38. O

Teorema B.3 Seja

Io= inf { \Vu]de—l—/ ul?ds; |u|2:1}
uGHl(Ql) ol D Q

Entdo o nimero I, é atingido em algum ug € H* () e € estritamente positivo.

49



Demonstragao: Consideremos o funcional J : H'(€y) — R definido por

J(u):/ \Vu\Qd:U—i-/luFds.
o >

Notamos que:
(a) J estd bem definido, devido a teoria do traco de funcoes em H'(Qy).
(b) J € limitado inferiormente em H'(Qy), pois

J(u) >0, para todo ue H' ().
(¢) J € fracamente semicontinuo inferiormente, isto €,

U, —uy em H'(Q) = lim inf J(u,) > J(up).

n—oo

De fato, como podemos observar o funcional J é a soma das normas
Ji(u) = ‘VUg,Ql e Jo(u) = |U|§z

as quais sao convexas e continuas. Consequentemente devido ao Teorema B.2 acima temos que
o funcional J € fracamente s.c.i.
Agora de (b) decorre que

inf  J(u) =1, >0,

ucH! (Ql)

com lu|?dx = 1.
951

Logo existe uma sequéncia minimizante u, C H*(€y), com / |un[Pdz = 1 tal que
1971

J(un):/ |Vun|2dm+/|un|2ds—>loo.
o s

Dai, seque que J(u,) € limitada e assim resulta que / \Vu,|*dz também ¢é limitada.
Q1
Consequentemente

tnl 2 5, = / Vu P+ [ |uPde < C
Q1 Ql
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ou seja, a sequéncia (u,) € limitada em H' (). Como o spago de Sobolev H'()y) € reflexivo,

entao (ver Teorema B.1) existe uma subsequéncia de (u,) (ainda denotada por (u,)) tal que

U, —ug em H'(Q).

(B.1)

Por outro lado, uma vez que H'(Qy) < L?(Qy) compactamente (ver Teorema B.5) teremos

9]
Assim
/ luo|?dr = 1
1
resultando desse modo que,
I < J(up).

Ora de (B.1) e de (c), temos que
J(up) < lim inf(J(u,)) = Iw.

n—oo

Dessas ultimas desigualdades teremos
Agora, se I, =0, entdo teriamos

|Vug|?dz = / |up|*ds = 0.
s

9]
Assim
V’LL() =0 e UO\E =0.
Logo
Uy = 0
o que € um absurdo pois |uo|*dx = 1. Portanto mostramos que I, > 0.

1951
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Teorema B.4 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange)
Seja f : [a,b] — R continua, derivdvel em (a,a+h). Entao existe um nimero § com, 0 < 6 < 1

tal que

fla+h) = f(a)+ f (a+0h)h.
Demonstracao: Ver [5], pdgina 96. O

Teorema B.5 (Imersao compacta de Rellich-Kondrachov)

seja Q um aberto limitado do RY, Q de classe C' e 1 < p < oco. Entdo as sequintes imersoes
sao compactas:

a) Wh(Q) — L1(Q), 1<¢g< —

b) WhP(Q) — L1(Q), 1<g<oo se p=mn;

c) WhP(Q) — C°(Q) se p>n..

=p" se p<mn;

Demonstracao: Ver [10], pdgina 79. O

Teorema B.6 (Imersao continuas de Sobolev)
seja 0 um dominio limitado do RY, (N >2) Q de classe C™ e 1 < r < oco. Entao as sequintes
imersoes sao continuas:
Wmr(Q) — L), 1<g<
@) Wrr(@) < Q) 1<g<
b) Wmr(Q) — L1(Q), 1<g<oo se mr=mn;

c) Wmr(Q) — C*AQ) se p>n., mr > N onde k é um inteiro tal que k < m — D<ktte
r

nr

=7r" se mr <mn;

)\umrealsatz'sfazendOO<)\§m—k—2:)\0se)\0<1eO<>\<1se)\0:1.
r

Demonstragao: Ver [10], pdgina 75. O

Teorema B.7 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se (u,) € uma sequéncia limitada em

X, entdo existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) e u € X tais que

(un;) > u em X.

Demonstracao: Ver [7]. O
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Teorema B.8 (Desigualdade de Hélder)

/ 1 1
Sejam f € LP(Q) e g € LP () com 1 < p < oo, onde —+ — = 1. Entao fg € L'(Q) e
p P

Aumsmwwm.

Demonstracao: Ver [7], pagina 92. O
Coroldrio B.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Sejam f e g € L*(Q). Entao f.g € L*(Q) e

/ |fal <1flz.lgl2q-
Q

Demonstracao: Ver [7], pagina 92. O

Teorema B.9 (Desigualdade de Poincaré)

Seja Q um aberto limitado do RY. Entdo existe uma constante C = C() tal que

lulya < C ( / |Vu|p)” |
Q

para todo v € Hj (), 1 < p < +o0.
Demonstracao: Ver [7], pdgina 17j. O

Teorema B.10 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja A um conjunto mensurdvel do RY e seja (fj) uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal
que

fi(x) = f(x) g.t.p em A

onde f é uma fungdo mensurdvel. Se existir uma funcio g € L'(A) tal que

|fi(x)| < g(x) q.t.p em A,

entao

tim [ e = [
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Demonstracao: Ver [13], pdgina 31. O

Teorema B.11 (Teorema Generalizado da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Sejam (f,) C LY(Q2) uma sequéncia de fungoes mensurdveis e (g,) C L*(Q) satisfazendo

(1) fu(x) = f(x) q.t.p em §;

(ii) gn(z) = g(x) q.t.p em Q com g € L}(Q);

(111) Para cada n, |fn(z)| < gn(x) g.t.p em Q;

() |gn — gl1.0 — 0, quando n — oco.

Entao

|fn - f|1,Q — 0.

Demonstracao: Ver [8], pagina 89. O

Teorema B.12 (Vainberg)
Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes em L9(Q) e f € L) tais que

fi = f em LY(Q).

Entao, existe (fjr) C (f;) e uma funcdo g € L9(Q) tal que

|fir(x)| < g(z) g.t.p em Q

fyk(x) — f(z) ¢.t.p em Q.

Demonstracao: Ver [7], pagina 94. O

Lema B.1 (Lema de Deformacgao)
Sejam X um espaco de Banach, [ € C' ec € IR, € > 0. Se

()] = 4e,

para todo u € I7([c — 2¢, ¢+ 2¢]), entio existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) = uw,Yu & I"'([c — 2¢, ¢ + 2¢]),
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(i) n(1¢Fc) C I°7,
onde

I":=T17Y(] = 0o, d]).
Demonstracao: Ver [12], pdgina 11. O

Teorema B.13 (Teorema do Passo da Montanha)

Sejam X um espago de Banach e I € CY(X,IR) com I(0) = 0. Suponha que existem c,p > 0
tais que

(i)

I(u) > a >0 para todo u € X : ||[u]| = p

e existe e € X tal que |le]| > p e
(ii)
I(e) <0.

Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que
(a) c —2e < I(u.) <c+ 2

(0) |1 (ue)|| < 4e.

Onde

0 < ¢ = inf max I(7(t
¢ = inf max (v(t))

T ={y€C([0,1], X) : 7(0) = 0,~(1) = ¢}

Demonstracao: Primeiramente provemos que c € finito. De fato, desde que v(0) = 0 € B,(0),

v(1) =e € X B,(0) e ¥([0,1]) € conexo, temos que

7([0,1]) [ 2B,(0) # 0.

Logo, da hipdtese (i), temos

I t)) >
mmax (v(t)) > a,

implicando que ¢ > o > 0.

%)



Suponha agora, por contadi¢ao, que para algum € > 0 as condigdes (a) e (b) nao ocorram,
ou seja,
(c)c—2e <I(u) <c+2  para todo ue X
(d) |I'(w)|| >4 para todo u € X.

Desde que ¢ > 0 e diminuindo € se necessdrio, temos

I(e) <I1(0) =0 < c—2e. (B.2)

Dos itens (c¢) e (d), e do Lema da deformagao, existe n € C(X, X) tal que
() n(u) =u seu & I7([c — 2¢,c+ 2¢])
(II) (I¢+e) C 1=,
Da defini¢ao de c, existe ¥ € T' tal que
max [(3(t)) < c+e.

t€(0,1]

Conseideremos 7 : [0, 1] — X definido por 7(t) = n(F(t)). Observemos que

Por B.2, temos 0, e & I7([c — 2¢,¢ + 2¢]). Do Lema da Deformagao n(0) = 0 e n(e) = e.

Portanto

mostrando que 7 € I'. Do Lema da Deformagao, para qualquer t € [0,1], encontramos

V() = n(y(t) € 17,
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Assim,

< IF(t) <c—
¢ < max (V) <c—e,

o que € um absurdo, provando o teorema.

Observacao B.1 As hipdteses (i) e (ii) sao chamadas, respectivamente, 1% geometria e 2%

geometria do Passo da Montanha.
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Apéndice

C

Desigualdade de Trudinger-Moser

Teorema C.1 Sejam ) C R? um dominio limitado e v € HE(SY), entdo
e e LY(Q) para todo o > 0.
Além disso, se |[Vul3q <1, entdo existe C > 0 tal que

/eo‘“2 < C|Q| desde que « < 4.
Q

Demonstracao: Ver [9] O
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