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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes positivas para a seguinte classe

de problemas elipticos nao-locais com crescimento critico e nao linearidade descontinua:

— [M(/ ]Vu]Qdm)}Au = \g(z,u) +u°,
Q

u(z) >0 em Q,

u =0 em OS2,

onde 2 C R? é um dominio limitado suave e A > 0 é um parametro positivo, M : RT — R
uma func¢ao continua dada e g : {2 x R — R é uma fungao satisfazendo certas condicoes.
Palavras-chaves: Problema nao-local, equacao de Kirchhoff, crescimento critico,

Localmente Lipschitz



Abstract

In this work, we will study existence of positive solutions for the following class of

nonlocal problems with critical growth and discontinuous non-linearity:

— [M(/ ]Vu]Qdm)}Au = \g(z,u) +u°,
Q

u(z) >0 em Q,

u =0 em OS2,

where,  C R? is a bounded smooth domain and A\ > 0 is parameter, M is continuous
function and g : 2 x R — R is a function satisfying some conditions.

Key-words: Non-local, Kirchhoff equation, critical growth, locally lipschitz.
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Introducao

Neste trabalho vamos considerar a seguinte classe de problemas elipticos nao-locais

do tipo Kirchhoff com crescimento critico

— M(/ ]Vu|2d:c>]Au = Mg(x,u) +u°, em Q

Q
u(z) >0 , em €, (1)
u=0 , em 0,

onde Q C RY, para N = 1,2 e 3, é um dominio limitado, A é um parametro positivo,
M : Rt — R" uma funcao continua dada e g : 2 x R — R uma funcao satisfazendo certas
condicoes.

No que segue, trataremos o problema acima para N = 3, pois os casos N = 1 e 2
seguem de adaptacoes naturais.

O problema (1) é chamado nao-local, devido & presenga do termo M </ |Vu|2dx)
implicando que a equacdo em (1), ndo é uma identidade pontual. O intereste por tais
problemas deve-se ao fato de apresentarem uma variedade relevante de situacgoes fisi-
cas o que provoca algumas dificuldades matematicas interessantes. De fato, o operador
M ( / |Vu|2da:) que aparece na equacao de Kirchhoff surge em vibragoes nao lineares,

Q

a saber

U — [M(/Q |Vu|2da:)}Au = f(z,u), em Q x (0,7)
u=0, em I x(0,7T)
u(z,0) = ug(x) ,ue(x,0) = uy(z).

Tal equacao hiperbolica é uma generalizacao da equacao de Kirchhoff.

82 pO 2 82
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a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de Kirchhoff [25] em 1883. Esta equagio
estende a cléssica equacao da onda de D’Alembert que considera os efeitos da mudanca
no comprimento da corda durante as vibracoes.

Os parametros na equagao da (2) tém os seguintes significados: L é o comprimento da
corda, h é a area de sua segao transversal, I/ ¢ o moédulo de Young do material do qual
ela é feita, p ¢ a densidade da massa e pg é tensao inicial.

Vale ressaltar que a equagao (2) comegou a receber maior atengao de varios pesquisa-
dores, principalmente apos o trabalho do matematico francés J. L. Lions [24], apresentado
em um simpdsio internacional que ocorreu no Rio de Janeiro em 1977. Nesse trabalho de
Lions, foram utilizados argumentos de andlise nao-linear para trabalhar com problemas
nao-locais do tipo Kirchhoff.

Salientamos que os problemas nao-locais aparecem também em outras areas como por
exemplo, em biologia (sistemas biologicos, onde u descreve um processo que depende da
média, por exemplo, a densidade da populagdo), na fisica e engenharia.

O objetivo central deste trabalho é mostrar a existéncia de solugbes do problema (1)
para algumas classes de fungoes g. Para isso, usaremos técnicas de Analise Funcional
nao-linear e no que segue, enunciaremos os resultados principais obtidos.

No capitulo 1, denominado uma classe de problemas elipticos nao-locais com cresci-

mento critico, estudaremos o seguinte problema

— [M(/ |Vu|2dx>]Au = Af(z,u) +u°, em Q,

0
u(z) >0 em Q, (3)
u =0 em 0f2,

onde  C R? & um dominio limitado suave, A > 0 um parametro real, M : Rt — Rt e
f Q2 xR — R funcoes continuas.
As hipoteses sobre a funcao M : Rt — RT sao as seguintes:

(M) Existe mgy > 0 tal que
M(t) > mqg, Vt € RY.

(M,) Existe § > 0 que a fungio %M(ﬁ) — s M(#*)t* ¢ ndo-negativa em [0, +00), isto ¢,

1~ 1
§M<t2) — EM(tz)tQ >0Vt>0
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Z[§M<t)_§M<t )t*| — +oo quando t — +00;
com 2(1 — H +4H(b)<0<60ndeH(t)zlset>0eH(t):0set§0e

/ M(s
(]\/[4) Existe b > 0 tal que
MT(O — b quando t — +4-o0.
Note que da hipotese (M3), quando b = 0 obtemos
20— H(b))+4H(b) =2
e para o caso de b > 0 temos
2(1 — H(b)) + AH(b) = 4.
Além disso, por (M), para todo t > 0 existe K > 0 tal que

M(t) < K(mo + bt).

Um exemplo tipico de uma func¢do que satisfaz as condigoes (M;) — (My) é dada por
M(t) = mog + bt

com b > 0 e para todo t > 0.

As hipoteses sobre a funcao f : 2 x R sdo:

(f1)
lim f(@.1) =0, Yz € Q uniformemente em x € ).
t—0 t
(f2) Existe ¢ € (2(1 — H(b)) + 4H(b),6) verificando
im 7Y _o veco
t—0 ta—1

e a bem conhecida condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz

(f3)
0 <0F(x,t) :9/tf(x,s)ds <tf(x,t), VeeQet >0,
0

onde 6 & dado em (M3).

O principal resultado deste capitulo é:



Teorema 0.1 Suponhamos que a funcio M satisfaca as condi¢oes (M) — (My) e f sa-
tisfaca (f1) — (f3). Entao existe A\, > 0, tal que o problema (3) possui uma solu¢do fraca

positiva para todo A > \,.

O estudo feito no capitulo 1 foi baseado no trabalho de Alves, Corréa e Figueiredo [2]
onde autores mostraram a existéncia de solu¢do para o problema (3) usando o Teorema
do Passo da Montanha, o Principio de Concentracao e Compacidade de Lions [23], e a
forca de A\ para contornar a dificuldade dada pelo crescimento critico.

Em 2006 Corréa e Figueiredo [18] consideraram uma classe de problemas nao-locais
com crescimento supercritico e mostraram a existéncia de solugoes usando métodos varia-
cionais combinados com o método de interacao de Moser, para \ suficientemente pequeno,
porém, com A multiplicando o termo com crescimento subcritico o que difere do trabalho
de outros autores em [2]. Além disso os autores em [2] consideraram classes de fungoes
M que nao sao tratadas em Corréa e Figueiredo [18].

No capitulo 2 apresentaremos alguns resultados basicos da teoria dos pontos criticos
para funcionais localmente lipschitzianos, desenvolvido por Chang [16], baseado na Analise
Convexa e no calculo subdiferencial de Clarcke [17] que serdo tteis para demonstrar os
resultados do capitulo seguinte. Tal capitulo foi baseado no livro de Grossinho e Tersian
[19] com auxilio da dissertacao de Santos [29].

No capitulo 3, denominado uma classe de problemas elipticos nao-locais com cresci-
mento critico e nao-linearidade descontinua, estudaremos questoes de existéncia de solu-

¢oes positivas para a seguinte classe de problemas
- [M(/ \Vu]de)}Au = M H(u — a)u? +u°, em
Q
u(z) >0 , em Q, (4)
u=0 , em 0,

onde Q C R? é um dominio suave 1 < g < 5, A e a sao parametros positivos, e
M : Rt — R* & uma fungao continua satisfazendo as hipoteses (M;) — (My) e H é a

funcao de Heaviside, isto é,

0 se t<0
H(t) =
1 se t>0.

Essa classe de problemas, denominada problemas com nao linearidade descontinua

vem, ao longo dos ultimos anos, sendo estudada por varios autores, e, varias técnicas

4



foram aplicadas para estudar as mesmas, tais como: técnicas variacionais para funcionais
nao diferenciaveis, sub e super solugao, bifurcagao global etc.

Além disso, problemas envolvendo nao linearidade descontinua aparecem em alguns
ramos relacionados a fisica-matemaética como por exemplo: sao modelos para a condu-
tividade do calor em meios elétricos, modelos de solucoes estacionarias para fenémenos
quimicos e biologicos e ¢ bem conhecido que problemas com nao linearidade descontinua
aparecem em situacoes relevantes da Fisica do Plasma, ver em [3], [4], [5], [6], [8], [10],
[11], [12], [13] e suas referéncias.

O principal resultado desse capitulo é o seguinte

Teorema 0.2 Suponhamos que M satisfaca as condigcoes (My) — (My). Entao, existe

A > 0 e tais que, para X € (0,\,) e a >0, o problema (/) possui solugiao fraca positiva.

O estudo do problema (4), foi motivado pelo artigo de Alves, Corréa e Figueiredo
[2], no qual os autores usaram técnicas variacionais a fim de estudar sobre existéncia de
solucoes.

A existéncia de solugoes do problema (4) serd obtida atavés do estudo do funcional

energia I, : H}(Q) — R, associado ao problema, dado por
1 —~
Do) = 330 (ful) = 3 [ Flagde — [ (),
2 Q Q
t u
onde, M = / M(s)ds e F(t) = / f(s)ds, f(t) = H(t —a)(t")? & uma fungdo nao
0 0

decrescente e tT = max{0,t}.

Note que
t 0, se t<a,
F(t) = / H(s—a)slds = pa+1 qd+1
0 — , se t>a,
qg+1 q+1
pois, para t < a,
H(t—a)=0,

e para t > a,

F(t):/OtH(s—a)squ - /OaH(s—a)squJr/atH(s—a)squ

t g+l
= / slds =
a q+1

5
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O resultado central deste capitulo completa os estudos em Alves, Corréa e Figueiredo
[2], devido a ndo-linearidade ser descontinua, apresentando assim algumas dificuldades
pelo fato do funcional associado ao problema nao ser diferenciavel.

No Apéndice A, apresentaremos alguns resultados sobre diferenciabilidade e no Apén-
dice B, resultados béasicos da Teoria da Medida e Integracao e Analise Funcional para
melhor compreensao dos resultados obtidos.

Para melhor clareza na leitura deste trabalho, repetiremos os problemas, bem como

os enunciados dos resultados nos seus respectivos capitulos.



Notacoes

(.,.) := par de dualidade.

|Q2| :== medida de Lebesgue do conjunto §.

Lipio.(HL(Q)) : denota o espaco dos funcionais localmente lipschitzianos.
suppu = suporte de uma funcao u.

uy := max{u,0}.

u_ := min{u, 0}.

B = fim da demonstracao de um teorema, proposicao, lema ou corolario.
|u|s := norma de u em L*(€).

—:= convergéncia fraca.

1= 1l g o)

/Qfdx—/gf(x)dx.

u = u(z).

q.t.p. = quase em toda parte



Capitulo 1

Uma classe de problemas elipticos

nao-locais com crescimento critico

1.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar as questoes de existéncia de solucoes positivas para a

seguinte classe de problemas nao-locais do tipo Kirchhoff

— [M(/ ]Vu]%:v)]Au = \f(z,u) + v’ em Q
Q
(P) u(x) >0, emQ
u=0, em 0

onde Q C R3, & um dominio suave limitado, A é um parametro positivo e M : R — R*,
f QxR — R sao funcdes continuas, satisfazendo as seguintes condigoes:

(M) Existe mgy > 0 tal que
M(t) > mg, Vt € RT.

(M,) Existe 8 > 0 que a fungao %]/\4\(152) — $M(¢%)t* ¢ ndo-negativa em [0, +00), isto ¢,

1— 1
§M(t2) - EM(t2)t2 >0Vt>0

— +00 quando t — +00;

1 1’\ 2 _1 2442
tLM(t) M)t




com 2(1 — H(b)) +4H(b) < 0 < 6 onde H(t) = 1set > 0e H(t) =0set <0e

/M

(M4) Existe b > 0 tal que

M(t
% — b quando t — 4oc.

Uma vez que, a intencao de encontrar solucoes positivas, em todo este trabalho vamos

supor que
flz,t) =0, Ve eQet<O0.

As hipoteses sobre a funcao f : {2 x R — R sao as seguintes:

(f1)

lim

t—0

= 0, uniformemente em z € ().

f(z,1)
t

Existe ¢ € (2(1 — H(b)) +4H (D), 6) verificando
(f2)

f(“”)—o Vireq,

1
tstoo t9—1

e a conhecida condicao superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz que é

(fs)
0<0F(x,t) :9/ f(x,s)ds < tf(x,t) ¥V x €
0

et > 0 onde 0 é dada na hipotese (M;).

Na demonstracao do resultado principal deste capitulo usaremos o seguinte teorema,

devido a Ambrosetti-Rabinowitz ver |32]

Teorema 1.1 Seja X um espaco de Banach e I € C'(X,R) verificando a condigcdo (PS)
com I(0) = 0. Suponhamos que:

(1) Ezistem a,r > 0 tais que I(u) > a > 0 para todo uw € X tal que ||ul| = 7.

(ii) Existe e € X tal que |le|| > 7 e I(e) < 0.

Para

['={yeC([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}



defina
0<c= #Iel%(%ag)i I(y(t)).
Entao ¢ > o e ¢ € valor critico de 1.
No que segue, denotamos por S a melhor constante de Sobolev na imersao
H(Q) — L°(Q)
dada por

S :=inf {/ |Vul|?dr :u € H&(Q)e/ lul®dx = 1} :
Q Q

O nosso principal resultado deste capitulo é:

Teorema 1.2 Assumindo que as condicoes (My) — (My) e (f1) — (f3) sdo verdadeiras,
entdo, existe \* > 0, tal que o problema (Py) tem uma solucio fraca positiva em H}(Q),

para todo A > \*.

Para demonstrarmos o Teorema 1.2, precisaremos de alguns resultados que veremos a

seguir.

1.2 Resultados preliminares
O espago que vamos trabalhar é o espago H}(f2), o qual ¢ definido por
Hy(Q) = {u € H'(Q);u = 0 sobre 99},

que é o fecho de C§°(£2) em relagdo a norma

Jull = ( [ vuras)

além disso é um espaco de Hilbert munido com produto interno dado por

(u,v) :/Vqud:c.
Q

Definigao 1.1 Dizemos que u € HY(Q) € solugdo fraca do problema (Py) se para cada
¢ € Hy(Q)

2 _ — 5 =
M(||ul| )/QVquzﬁdx /\/Qf(x,u)gbdx /Qu+gz5dx 0
onde HuHQZ/ |Vul*dz.
Q

10



Por usarmos o método variacional, obteremos solu¢oes fracas de (P,) encontrando

pontos criticos do funcional I, : H}(2) — R dado por

L(u) = %M(HUHQ) _ )\/QF(x,u)dx _ é/(zﬁ)ﬁdx. (1.1)

Q

Note que Iy é de classe C'(H(Q),R) e sua derivada é dada por

I;\(u)gb:M(||u||2)/QVquz5dx—)\/Qf(x,u)gzﬁdx—/gui(ﬁdx, (1.2)

para todo ¢ € Hj ().

Portanto, os pontos criticos de I sao solucoes fracas para o problema (Py). Além
disso, se o ponto critico ndo é trivial pelo Principio do Maximo (ver Apéndice B, Teorema
B.10), concluimos que a solugao do problema (P)) é positiva.

A seguir mostraremos que a geometria do Passo da Montanha é satisfeita.

Lema 1.1 Assumindo que as condigées (My), (f1) e (f2) sao verdadeiras, existem nime-

ros posilivos p e « tal que
L(u) > a>0,Yuc Hy(Q), com |ul| = p.
Demonstragao: Por (f;) temos que, para todo € > 0 existe § > 0 temos
|f(x,t)] <€lt], se|t] <.
Por (fs), segue que, dado € > 0, existe R > 0 tal que
P, t)] < et se |t] = R
Mostraremos que,
|f (2, )] < My|t|”" para 6 < |t| < R.
Com efeito, desde que f é continua, existe K; > 0 tal que
|f(z,8)] < K.

Note que,

Ky

KIIF

K
gt < L = Myt

11



Logo
(2, )] < Malt|"".

Assim, combinando (f;) e (f2) com a afirmagdo verificada acima temos que

|f(z,1)] < €|t] + My|t|*™!, ¥Vt € R para algum M, > 0. (1.3)
Portanto,
Fau) = [ fobd< /ue|t| M
0 0
= Sl + =l

Implicando que

M.
F(wu) < gluf + = 2l
logo,
M.
/F(:c,u)d;z: < E/ |u]2dx—|——2/ lu|?dz,
Q 2 Jq qa Ja
e assim,
A AM.
)\/F(:U,u)dwg —6/ lu|?dx + Q/qu:v
Q 2 Jo 4 Ja
< )\6/ |u|2dx+)\M2/ lu|?dx.
Q Q
Portanto,

L) = —M(Hu”) /F(:c u)dx—%/ Wz

WL M
= ds——/Hd 2/\u|qu——/(u+)dx.
0

Usando (M;) vem que

Das imersoes de Sobolev temos

1
L(u) = gmollull® = AeCrllull® = AMColul|* — Csful®

1
= <§m0 — )\601) HUH2 — )\MQCQHUHq — CgHUHG

12



Escolhendo 0 < € tal que % > \eC} temos
In(u) > Cullull* = A [u]|” — Csllull®,

onde 04 = (%mo — )\601> e K2 = MQCQ.

Seja p > 0 a ser fixado posteriormente. Para u € Hg () com |Ju]] = p temos
In(u) > Cyp® — XK p? — C3p°.
Para que I(u) > 0 temos que ter,
Cyp* — NKyp? — C3p® > 0,
ou seja,
0 (04 - % - C’gp4) > 0.
Sabemos que p? > 0, entdo devemos ter
Cy — MNKp7% — C3p* > 0,
por outro lado, temos
Cy — (A\Kq + C3p®9)p?72 > 0.
Note que para 0 < p < 1

AK + 03p6_q < AKH + Cg,

logo,
Cy — (MK 4 C5p° ) p172 > Cy — (AKo + C3) p? 2.
Assim,
Cy > (AKy + C3) p72,
entao,

< _ G e
P~\Nko+ 05 )

%)} >0, temos

Tomando py = min{l, (',\K2+cg

L(u) > a>0,ul|=p, Vue HyQ).

Assim, desde que 2(1 — H(b)) + 4H (b) < q < 6 segue o resultado para p > 0 suficien-

temente pequeno. [ |

13



Lema 1.2 Considere as condi¢oes (M3) e (f3). Para todo X > 0 existe e € HY () com
Ix(e) <0 e |le] > p.

Demonstracao: Seja
t
0 <OF(x,t) = 6’/ flx,s)ds < tf(x,t), ¥Vt>0ondef>2. (1.4)
0

Assim,

flz,t)

0<
(x,t

<

~+ |

o

Considerando F(x,t) # 0 e t # 0, vamos analisar o caso t > 1, temos assim que

Ly b f(x,s)
0</1 gdsg/l F(x,s)ds'

Logo,
OInt —O0In(1) <In F(z,t) — In F(x,1).
Ou seja,
t) F(z,t)
Int’ <1 (= t? < ’
IRV XY
Dali,
F(z,t)
0<t?< ’
- F(z,1)’
isto &,

0 <t'F(z,1) < F(z,t), parat > 1,2 € Q.

Assim, fixando min F'(z,1) = C} > 0, observamos que C; esté bem definido, visto que
z€eS)

F(.,1) & continua e Q é compacto. Portanto
F(x,t)>Cit?, parat>1excQ.

Considerando vy € C§° \ {0} com vy > 0 em € e |lvg|| = 1, para ¢t > 0 suficientemente

grande com |[tvo|| > R, e usando

L) = %]\/I\(HUHQ) —A/QF(J:,u)dx—é/Qmﬂﬁdx,
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segue-se
1 2 1 6
L(tvg) = =M (|two|®) = A | F(z,tve)dz — — [ (tvo)°d.
2 Q 6 Jo

t
Desde que M(t) = / M (s)ds, usando a hipotese (My) temos que existe K > 0 tal
0

que
M(t) < K(mg + bt).

Assim,

1l 1
I(tvg) < 5/ K(mgy + bs)ds — A /C’l|tv0| dx — 6/(tv0)6da:
0

Kmot? Kbt
< o + —)\tOC’l/ dx——/vo dx.

2t2H

2 4

Portanto, desde que 2 < # < 6 obtemos
I\(vot) = —o0

quando t — oo e este limite implica que, existe t* > 0 tal que e = t,vy € H}(Q) com
lle]l > p e Ix(e) < 0, provando assim o lema. |
Usando o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-Rabinowitz ver [32],

existe uma sequéncia (u,) C H}(Q) satisfazendo,
I(un) = ¢, e Iy (u,) — 0.
onde ¢, é o nivel do passo da montanha.

Lema 1.3 Assumindo as condig¢oes (My) — (My) e (f1) — (fs3), entao existe Ay > 0 tal que

¢, pertence ao intervalo (O, (% - %)(mOS)%) para todo A > A,.

Demonstracao: Seja vy é a funcao dada pelo Lema 1.2, segue-se que existe ¢, > 0

verificando
I\(tyvo) = r?z%x I\(tvy).
Assim,

[;\(t)\vo) (t)\Uo) =0.

15



Portanto,

M(||two||2)/V(txvo)v(txvo)wz)\/f(%two)twod$+/ (txv0)” Exvoda.
Q Q Q

Dai temos,
BMEl?) [ 1V(n)Pde = [ fotwoltsvods + 8 [ e (1.5)
Logo,
Ml ool 2 5 [ o (1.6)

Da hipétese (M) tem-se que existe K > 0 tal que
M(t) < K(mg +bt), ¥ t > 0.
Assim,
M(#][voll*) < K (mo + Kbt} ||vo||*) = Kmo + Kbt3]|vo]?,
logo,
M (&3] Jvol|*) l[vol* < €3 K mollvo||* + Kbt ||vo|. (1.7)
De (1.6) e (1.7) segue que
5 Kmg||vo||* + Kbty |vol|* > ti/ﬂvgd:v,
ou seja,
Kmollvoll? + Kbt2[uo||* > t‘f\/vgdx,
Q
implicando que t, é limitado. Assim existe uma sequéncia \, — oo e tg > 0, tal que
tx, — to, quando n — +00. (1.8)

Afirmacgao 1.1 t5 = 0.

De fato, suponhamos, por contradigdo que ty > 0. De (1.8) segue que
£, kol oo [2 + kbt [[o0]*
¢ uma sequéncia convergente assim, existe uma constante D > 0 tal que
t5 kmollvo||* + Kbty |lvol|* < D, ¥ n eN.

16



Usando (1.7) teremos entao que

e de (1.5) segue que
)\n/ f (@, tx,v0)tx, vodr + 13 / vSdr < D, ¥n € N. (1.9)
Q Q
Note que, de (1.5)

lim ()\n/f(x,t,\nvo)t,\nvodx+t§n/USdﬁ) =

lim A\, hm f x, ty, Vo), vodr + hm 5 /vgd:c].
Q

n—oo n—>oo — 00

Usando (1.8) e a condicao de crescimento de f vem que

f(z,voty, )tr, vo — fx,voto) q.t.p. em 2.

| f(z,v0tx, )| < €lvota, |[vota, | + Mlvgta, |7 Hvota, |-
Sendo (t,,) convergente, existe C' > 0, tal que
ltr,| < C, Vn €N,
e desde que vy € C§°(2) segue-se

|f(z, vt )| < €Cluol? + MClug|? € L'(D).

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema

B.2) concluimos

lim f(x,votAn)vgtAndx:/f(x,voto)votodx.
Q

Assim,
lim A, / lim f(z,ty,vo)ta,vodz + lim 2§ /vgdx =
lim /\n/f(m,tovo)tovodx+t8/vgda:.
Desde que
lim A, =
n—oo

17



se tp > 0, entao por (1.9) +oo < D, o que é absurdo, portanto ¢ty = 0.
Provando assim, a afirmacao.
Defina, agora o seguinte caminho

t = 7(t) = te,
com 7,(0) =0e I(7(1)) = I(e) <0, onde

0 < ¢, = inf max I(y(t)).

~verl t€]0,1]

Dai temos

0 < co < max I(7.(t)) = I(tyvo).
t€(0,1]

Desde que A /

F(z,t\vg)dx >0 e %/ vodr > 0, segue-se
Q Q

1~
I(tavo) = 5 (tawoll) - A/f@ﬁwa——/)dx<]wmwﬂ)

Assim,
1 —_
0 < e < max I(7.(t)) = I(tavo) < =M (B ]vol|).
t€(0,1] 2
Note que
L= o 1o 1 (Bl
S ) = 5 [T MGs)ds
2 2 Jo
1 (Bl
< 5/ (K'mg + Kbs)ds
0
1 K
= —kmot3, [lvo|® + Smobtl [luol|*.
2 4
Assim,
1= .1 K
Jim SM(E flooll*) < Tim Skmot] [[vo* + —mobt] fJuo]l* =
Portanto,

1~
§M(tAHv0||2) <K, VK >0.
Considerando K = (% — %) (mOS)%, temos que para A suficientemente grande

1 1
0<C*<(5—6)(m05) .

Provando assim o resultado.

N|w
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1.3 Prova do Resultado Principal
A seguir mostraremos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 1.3 Assuma que as condi¢oes (My) — (My), (f1) — (f3) sdo verdadeiras. Entao,
eziste \* > 0, tal que o problema tem uma solugdo fraca positiva em Hy(S2), para todo

A >\

Demonstracgido: Dos Lemas 1.1, 1.2 e 1.3 existe (u,) C Hj () uma sequéncia Palais-

Smale para I, isto é,
I\(up) — ¢ e I\(u,) — 0

1 1
com ¢, € (O7 (5 - 6) (m03)3/2) , para todo \ > \,.
Mostraremos que (u,) é limitada.
Desde que, I)(u,) — ¢, segue-se (I\(u,)) é uma sequéncia limitada em R, isto ¢,

existe C' > 0 tal que
(1) < [T(un)] < C, ¥n € N.
Sendo I (uy,)u, — 0, entdo dado € > 0 e € > 2 existe ny € N tal que
L.
5”])\(71%)”([{&(9))* S €, V n > ng.

Observe que

1, L
— () () < G 1I (1) ()|

1
< ngﬁ(un)ng(m)*H(un)Ha
deste modo
1,

— gl (un) () < [(wa)l, Vi > mo.

Logo
1,

C + HunH > I/\(un) - §[A<un)(un)

Dali,

1~ 1
€t Juall 2 53 () = X [ Flaua)do = g | uald
Q

Q

5 | MOl =5 [ ) w)de = [ ]

19



assim da hipdtese (f3) obtemos,
1~ 1
C+ [Jun]| = §M(||Un||2) - 5M(|lun||2)||un||2, VneN. (1.10)

Assumindo por contradi¢io que (u,) nao ¢ limitada em H{(f2), entdao existe uma

subsequéncia ainda denotada por (u,), tal que

l|tn]] — +oc.
Multiplicando (1.10) por m para n suficientemente grande, temos
C 1 1~ 1
#12 o [5Gl = G )]
] Junll [2 0

Da condigao (M3)
C 1> 1 [1
I

o que ¢ um absurdo. Portanto (u,) ¢ limitada em HJ(f2) e, a menos de subsequéncia,

— 1
T M (flun ) = —M(HunHz)HunHz} — +00
[ 0

existe ty > 0 tal que
[un]| = to. (1.11)
Sendo M continua, obtemos
M(Jlun®) — M(£5). (1.12)

Sendo (u,) é limitada, H}(Q) reflexivo, usando as imersoes de Sobolev e o Teorema

de Vainberg (ver Apéndice B, Teorema B.7), a menos de subsequéncia, temos que

u, — u, em H}(Q) (1.13)
u, — u, em L"(Q) (1.14)
un(z) — u(z), g.t.p. O (1.15)
lun(z)] < h(z), q.t.p. em Q, h € L*(Q). (1.16)

Por outro lado, do Principio de Concentracdo e Compacidade de Lions (ver [23]),
temos que existem duas familias (p;)ien € (v4)ien de niimeros reais nao-negativos e uma

familia (z;);ca de pontos do R?, onde A é um conjunto de indices no maximo enumeravel,
tais que
Vu,|* — 1> |Vul®> +p (1.17)

(un)S — U= (uy)® +v, (1.18)



onde,

v = Zl/idr” > Zﬂidxi e SUM <y, (1.19)
(SN ieA

para todo ¢ € A, onde 0., é a medida de Dirac de massa 1 em z; € (.
Fixemos i € A e consideremos a aplicagao ¢ € C§°(€2) tal que 0 < ¢(z) < 1, para todo
r€R’ Vol <2

1 sexe B0

¢(z) =
0 sexz € R3\By(0).

Para cada p > 0 definamos

Assim ¢, € C§°(R2), 0 < 1), < 1 para todo x € R? e |V)|o < 2,

1 sexe By(x)

¢p<$) =
0 sex € Q\Byy(z;).

Observe que a sequéncia (¢,u,) é limitada. De fato, pois
pnl? = [ 1950

= /|V¢pun+Vunwp|2dx
Q

< 4/|V1/)pun|2dx+/|Vunwp|2dx
Q Q

< AP+ 4 [ VPl

)

Da Desigualdade de Holder (ver Apéndice B, Teorema B.3) temos

2

3
[l < P +4] [ 196°] el
Da imersao continua de Sobolev existe K > 0 tal que
[unlZoay < Klual*.

Note que o suporte de 1), estd contido em B,(x;), logo, teremos

[[war) = [ rous]’
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Pela Regra da Cadeia, temos

r — X
y = 3
1%

py = x—x; edr=pidy

e

o) = St -
dai,

Vp(@)| = | — ~Vo(y)| = Vo)l

p p
assim,
2
[l = [ S(96) )3 < I96lLIB O

logo,

[punll* < 4llunl® + 4K Jun |* VOIS BL(0)] < unl® (4 + 4K K1)
assim, tomando C= 4 + 4K K, entao,
[punll* < Cllun*.

Desde que a sequéncia (u,) € limitada em HJ(S2), segue-se que (u,1,) é limitada em

H} (), sendo (u,) uma sequéncia Palais-Smale, segue-se
I3 (un) (unthy) — 0,

ou seja,

M([[un]?) /Q ViV (unh,)d — A /Q F (s sy — /Q (Yt = on(1).

Logo,

M(||un||2)/QVunvaundx = /\/Qf(x,un)un@/)pdx + /Q(u:)%pdx
— M (||u,]|?) /Q |V, [*9,dx + 0,(1). (1.20)
Da continuidade da func¢ao f, e como 1, tem suporte compacto temos

[, un(@))un (), (x) = f(z,u(z))u(x)y, q.t.p. em

22



f(x,un(x))u(z), = f(z,u(z))u(z),(z) q.t.p. em Q.

Além disso, da condi¢do de crescimento e de (1.16)

[f (@, un () Jun ()10 ()]

IN

Ch 1t ()| (tn () + Coluun ()7 (un (),
Ci[un (@)1, + Colun ()",
< Cilh(@)]*, + Colh(x)|", € LHQ).

IN

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema B.2)

[ s n@unle)ide — [ fo )o@

Do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions (ver [23]), segue-se que
M{lual) [ VinTiunde < 2 [ fauutde + [ () de Y v (0,
Q Q f iEA

— M) / VP pdr — M(2)'S" i (i6,) + on(1),

€A
isto &,
M (||t |?) / Vu,Vpunde < A / F(, U ) unth,da + / () Shpdr + Y vty ()
Q Q Q icA

— M) [ [VuPude = M) pyfas) + o).

1€EA

Passando ao limite superior de n — oo, teremos

T M ([ ) / Vu, Vi (u)de < A / f (e w)ursyde + / () i+ Y ity ()

iEA

~ M) / Vul2,dz — M(2) S ().

€A

Vejamos agora que

/(u+)6¢pdq: - Op(l)’/ [z w)uwpydr = 0,(1) e M(t?))/ |Vu|2¢pd$ =o0,(1). (1.21)
Q Q Q
Para isso basta notar que, quando p — 0
|“(x)‘6¢p($)XB(xi,p)(x) — 0, q.t.p. em €,
M(t3)|vu(x)|2¢p(x)XB(;U“p)(x) — 0, q.t.p. em (2,
f(z, u(@)“(x)?ﬁp(x)XB(xi,p) () = 0, q.t.p. em .
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IN

[w(@)|*0p(2)X B (@) < Ju(@)]®, qtp. em Q
ME)IVu(@) P, (2) X Beap (r) < M(E5)|[Vu(z)?, q.t.p. em €,

Fa, (@) u@), (@)X pep(@) < Cilu(@)P + Calu(@)]”, q.t.p. em Q.

Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema

B.2) concluimos as convergéncias em (1.21). Portanto,

: 2
lim | lim M (||u, || )/QVunV@/)pundx] < /1)1_I>I(1] [;Vﬂﬁp(%) — M(tg) Zuzwp (x;) } (1.22)

p—0 Ln—o00
ISV

Afirmacao 1.2 Afirmamos que

lim [hmM |2 |I?) /Vunvaundx] = 0.

p—0 [n—

De fato, uma vez que para cada n € N,|Vu,| € L*(Q2) e |Vi,u,| € L*(R), segue-se

pela Desigualdade de Holder que

M) [ VT < 1M ul) | Vo iu)ds

< M(Hun\|2)/|VunV¢pun\dx
Q
1

< 20l ([ 190)2 ([ lPive,?)

1

Ml ( / runmwpr?)Q

Sendo (u,) uma sequéncia limitada, da continuidade de M e do fato que [supp(z),) C

N —

B(z;,2p)], existe C5 > 0 tal que

M(lual?) [ V0T < G ( / \unmwp\z) . (1.93)
Q B(z;,2p)
Pondo ¢, (x) = |u,(z)*|Vi,(2)|?, segue-se de (1.15) e (1.16) que

gn(x) = g(2), € |gn(z)] < h*(2)|Vi,|* € LN(Q), q.t.p. em B(z;,2p),

onde g(z) = |u(z)*|Vi,(z)*. Assim do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Apéndice B, Teorema B.2)

lim |un|? |V, |*de = / [ul?| Vb, |2 (1.24)

"0 J B(wi,2p) B(wi,2p)
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Logo, de (1.23) e (1.24) concluimos que

1
T M (lenl?) [ V1 505(0) < C ( / |u|2rwp|2) 2.

Uma vez que, |u|? € L3(Q) e |Vi,|2 € L2(€2), teremos novamente da Desigualdade de
Holder (ver Apéndice B, Teorema B.3) que

3 N3
lim M(|yun||2)/vunv¢pun < Cs (/ yu|6) (/ |pr|3> . (1.25)
n—00 Q B(zi,2p) B(zi,2p)

Usando novamente a Regra da cadeia

D,(x) 10y (x —xi> |

ox;  poz, p

(%i,2p)

Considerando a mudanca de variavel y =

, obtemos py =z — x; e do = p3dy

o, _ 90C5H) 0g(y) 1

dai,
V(@) = | - SVe()| = LVé(y)]
p = P ) _,0 )
assim,
2
[ i = [ [ (9eF)ar]3 < IVelLIBO.2L  (126)
B(xi,2p) B(0,2)

Substituindo (1.26) em (1.25), obtemos

_an(HunH?)/wnwpun < Cs (/ (u*)f")( (/ !V¢p\3dy)
n—00 Q B(z,2p) B(0,2)

e ( / <u+>6) V6], 1B(0,2)],
B(zi,2p)

assim, fixando C' = C5||V¢||%,| B(0,2)| teremos
%
T M (|| |2 / Y, Vi, < C < / (u+)6) |
N0 Q B(z,2p)
Finalmente definindo g,(z) = (u*(2))°X B(a;.20) (¥), sSegue-se que

g,(z) = 0 q.t.p. em R?, quando p — 0
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logo,

90(2)] < ut(2)|* € LH(Q).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Te-

lim (/ (u+)6dx) =0
p—0 B(zi,2p)

lim [hmM |2, ||?) /Vunvaundx] = 0.

p—0 [n—o0

orema B.2)

ol

e consequentemente

Dai, de (1.22), obtemos

0< hm (Z Vi, (z;) (t(z)) ZM#%(%‘)) ;

1€EA 1€EA

ou seja,

Oglim(/ wpdV—M(tg)/ w,)du>.
p—0 B(xi,2p) B(x,2p)

Agora veremos que

/ Y, dv = / dv e M(t%)/ Y, dp = M(tQ)/ d.
B(ws,2p) {z:} B(w4,2p) {zi}

Com efeito, temos que,

/ ¥, dv = / Xy dv ¢ / by dji = / oo it
B(zi,2p) Q B(zi,2p) Q

onde

Vp(T)XB(as,20)(T) = X{z:}(2), ¢.t.p. em Q,

quando p — 0 e

V(%) XB(zi2p) ()] <1, q.t.p. em Q.

Desde que as medidas de Radon sdo finitas, concluimos que 1 € L'(v) e 1 € L'(u),
logo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema B.2),

resulta que,

/%XB(%QP) dv = /X{xi} dv+op(l) e /lprB(xi,zp) dp = /X{xi} dp + 0,(1).
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Isto é,

[ = [ wrom e m@d) [ vpdn=m@) [ duto,0)
B(z;,2p) {z:} B(z;,2p) {z:}

Sendo assim, obtemos

OS/ du—M(t%)/ dp.
{a:} {zi}

Logo,

u@) [ dps [ a
{z:} {zi}

e portanto, vale
M(tg) (i) < v(w;).

Por outro lado temos

(1.27)

Do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions segue-se que

1
wi > Svd, Y oieA.

Assim comparando as desigualdades (1.27) e (1.28) e por (M)

1
v; > M(t3)u(x;) > Syfmy.
Logo
v > M(t5) ;) > mop;,

e portanto, supondo que v(z;) = v; > 0, de (1.19) obtemos

S
V
S
o
2!
N|w
AV
/‘I\
|
|
~
S
o
2!
Nlw

pois (% — %) < 1.
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Logo a desigualdade em (1.29) ocorre para todo indice i € A tal que v; e p; sdo
positivos.
Argumentamos agora com intuito de mostrar que o conjunto A é vazio, isto é, os
nimeros v; e u; sao todos nulos, ou seja, a desigualdade (1.29) nao pode ocorrer.
De fato, suponhamos por contradi¢do que para algum ¢ € A para os quais v; e y; sejam
positivos. Assim, de (1.29) a sequéncia (v;) ndo convergird para zero e portanto a série
>
ieA
divergira, contradizendo o Principio de concentracao e Compacidade de Lions (ver [23]),
desta forma, concluimos que A é vazio ou finito.

Uma vez que (u,) é uma sequéncia Palais-Smale, temos que

e = I(n) — 1 (n)(1tn) + 0,(1)

0

1~ 1 :

c, = —M(||un||2)—)\/F(x,un)dx——/(u:{)(’d:p
2 Q 6 Q
— [l A [ e = [ ] + 0,00,
Q Q
logo,

1= oy 1 2 2

o = AT(l®) — Ml

b /Q [%f(w,un)(un)dx—F(x,un)d:v]

+ <% - %) /Q(u;)ﬁdmron(l).

Assim, por (f3) temos

)\/ﬂ {gf(x,un)(un)dx - F(m,un)dx] > 0.

Por (M;) obtemos,

1= i
S M (lnl?) = M (laaDlfa* = 09 m € N

assim, como 0 < ¢, <1

e > (% — é) /Q(u;f)ﬁdx + 0,(1) > <% — %) /Q;z)p(ug)ﬁdx + 0,(1).

Fazendo n — oo, obtemos,
1 1 1 1 1 1 3
> — — Ny — _ . > - — b
Cy > (9 6) lEGA V(i) (9 6) ;eA v; > (9 6) (mgS)
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o que contradiz nossa hipotese inicial. Portanto v; =0, V i € A, isto é, A é vazio.
Sendo assim, do Principio de Concentracdo e Compacidade de Lions (ver [23]), con-

cluimos que
Jwtrode— [ @peds, v e ar@),
Q Q
e portanto

/Q (uwF)Sda — /Q (u+)Sdz.

Desde que (u,) ¢ uma sequéncia Palais-Smale limitada, u,, — u em L%(Q) e u, — u

em L9(€2) temos
lim M (||un ||®) | un||* = )\/ f(x,u)udx—i—/(u*)%a:.
oo Q Q
Por outro lado, como u,, — u e ||u,| — to teremos
M(t%)/QVqudx = /\/Qf(x,u)vdx—I—/ﬂ(qu)%dx, Vv e Hy(9Q),
portanto
M (£2)||ul? :/\/Qf(x,u)uder/Q(qu)("dx.
De onde segue que
M ([[unl*) lunll® = MEG) [l
Desde que
M ([[uall*) = M (t5),

obtemos que [|u,[|? — [Ju]|*>. Uma vez u,, — u e H}(Q) é uniformemente convexo, segue-se
u, — uem Hj(). Assim, concluimos que I verifica a condigdo Palais-Smale.

Além disso, usando o fato de que o funcional I, é de classe C*', obtemos
In(un) = I(u) e Iy(u,) — I5(u),
e assim pela unicidade do limite

Iv(u)=c. >0 e I ,(u) =0,
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portanto u é solugdo fraca do Problema (P)), se u = 0 teremos [(0) = 0 e como I)(u) =
¢y > 0, concluimos que u é nao trivial.

Agora mostraremos que u é nao-negativa. Desde que
L(uw)(u™) = M(Hqu)/VuVudx—)\/ f(x,u)ud:v—/(u*)Suda:+0n(1)
Q Q Q
= M(ul?) / Vut Vi de + / Vu~ Vi da
Q Q
- A (/ f(a:,u+)udx+/ f(x,u)udx) — /(u+)5ud:c
{zeQu(z)>0} {zeQu(z)<0} Q
= M([[ul)llu”]?
se u é ponto critico de I temos I, (u)(u™) = 0,
M([[ul)lw”]* = 0.
Desde que
M([[uf*) >0
entao,
lu”[* =0,

mostrando que u~ = 0 q.t.p. em 2. Portanto u > 0 q.t.p. em €.
Por resultados de regularidades do tipo bootstrap a solucao fraca v é uma solucao

classica, como

M(z,u) +u® >0

e
M([lull?) >0,
dai,
—Au>0em Q
u=0 em 0N.

Desde que
min u(z) = min u(z) =0,

dai suponhamos que exista xy € €2 tal que u(xy) = ingf2 u(z), terfamos u(x) = 0, absurdo.
xE

Pois u # 0, portanto pelos Principios do Maximo u(z) > 0, V z € Q. [ |
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Capitulo 2

Resultados abstratos

Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades envolvendo funcionais local-
mente lipschitziano e gradiente generalizado da teoria dos pontos criticos desenvolvida
por Clarke e Chang. Algumas definicoes e propriedades importantes que serao muito
uteis no desenvolvimento deste trabalho. Nos limitaremos em apresentar a demonstracao
de alguns resultados, pois os demais, podem ser encontrados em detalhes no trabalho [29].
No decorrer deste capitulo, X denotard um espaco de Banach separavel e reflexivo, |.||

denotara uma norma em X e X* e (.,.) o par de dualidade entre X e X*.

2.1 Gradiente generalizado

Definicao 2.1 Seja X um espaco de Banach e I : X — R. Dizemos que I é um
funcional localmente lipschitziano (Lip.(X,R)) se dado u € X, existir uma vizinhanga

V=V, CX deu e uma constante K = K, > 0 tal que
‘](7}1) — I(Ug)l S ||1)1 — UQ“, i U1, Vg € V. (21)

Definicao 2.2 A Derivada Direcional Generalizada de um funcional I : X — R, em um

ponto u € X na diregao de v € X, denotado por I°(u,v) € definida por

[o(u,v):limsup](u+h+>\v)_1(u+h>

Vv e X.
h—0 A0 A ’

Consideremos as seguintes propriedades:

(1) A fungao I°(u,.) : X — R é sub-aditiva e homogénea positiva,isto &,

I°(u,v1 +v9) < I°(u,v1) + I°(u,vq), Yui,v9 € X,
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I°(u, \v) = M°(u,v), Yve X e A > 0.

(13) 1°(u,v) é um funcional convexo.

(133) |I°(u,v)| < K(u)||v]|, onde K(u) > 0 satisfaz (2.1) e depende do conjunto aberto
V =V,, para cada u € X.

(1v) I°(u,v) é uma func¢do semi-continua superiormente, isto é,

limsup 1°(uj,v;) < I°(u,v),

(uj,vj)—(u,v)
onde (u;,v;) € X x X.
(v) [I°(u,v) = I°(u,t)| < K|lv—t||, ¥ u,v, et e X, istoé, I°(u;.) : X — R ¢é uma fungao
lipschitz, com constante K.
(vi) (I + H)°(u,v) < I°(u,v) + H°(u,v) e I°(u,—v) = (—=1)°(u,v) V u,v € X.

Agora, definiremos o Gradiente generalizado de um funcional localmente Lipschitz.

Definigao 2.3 Seja I € Lipe(X,R). Definimos o Gradiente generalizado de I no ponto

u € X, e denotamos por 01(u), o subconjunto de X* dado por
DI (u) = {f e X*: (f,0) < I°(u,v), Vv € X}.

Desde que I°(u,0) = 0, segue-se que 0I(u) = 91°(u,0).
Exemplo Seja I : R — R dada por I(x) = |z|. Temos que I € Lip;,.(X,R) e o gradiente

generalizado de I é
{-1}, se u<0

OI(u) = |-1,1], se u=0
{1}, se u>0.

Lema 2.1 (ver[29]) O Gradiente generalizado de um funcional (I € Lip;,.(X,R)) é sem-

pre nao vazio, isto é, OI(u) # (.

Lema 2.2 (ver[29]) Dados u,v € X tem-se, I°(u,v) = max{(f,v); f € 0I(u)}.

Algumas propriedades ligadas ao Gradiente Generalizado.

(P1) Para todo x € X o conjunto df(z) C X* & convexo e compacto na topologia fracax.
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Além disso, para € € 0f(x) temos ||£]|x- < K(z).
(P2) Para cada f,g € Lip,.(H(Q),R) e A € R tem-se que

O(f +g)(x) COf(x) + dy(x)

IAf)(x) = A0 f(x).
(P3) A funcao

af — P(X™)
¢ semi-continua superiormente, isto é, para cada xqg € X e € > 0 dados, existe § =

d(zo,€) > 0, tal que se ||z — zo|| <0 e £ € Of(z), existe & € 0f(x) verificando

x* < €,

1€ = &l

ou equivalentemente

|(€ — &o,v)

x <€ VoveX, com v <1.
(P4) Seja
df — P(X™)
r — O0f(x).
A funcgdo 0f é fechada fraco*, isto &, se (x;,&;)jen C X x X* é uma sequéncia tal que

€ if(x), ima; =€ X e lim (& —&,v) =0,V veX, entdo § € df(x).
j—o0 j—o0

(P5) O funcional © — f(z) é semi-continua inferiormente, isto é,

lim inf f(x) > f(xo).

T—I0
(P6) Sejam ¢ € C'([0,1], X) e f € Lipro.(X,R). Entdo, a funcao h = fo¢: [0,1] - R
é diferenciavel q.t.p. em [0,1] e

K (t) < max{{&,¢);€ € Of(4(1))}, g.t.p. em [0,1].

(P7) Se f é continuamente diferenciavel a Fréchet numa vizinhanga aberta de = € X,

temos

Of (x) = {f (x)}.

33



(P8) Se f € CY(X,R) e g € Lip,.(X,R), entao
O(f +9)(x) = 9f(x) + Ig(x).
Lema 2.3 Para cada u € X eziste w € 0I(u) tal que
m(u) = min{|[w|x-, w € 9l (u)}
Definicao 2.4 Uma sequéncia (u,) C X € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ (P.S)..

I(u,) = ¢

m(u,) — 0.

Defini¢ao 2.5 Um funcional I € Lip,.(X,R) satisfaz a condicao Palais-Smale no nivel

¢, se toda sequéncia (P.S). possui uma subsequéncia fortemente convergente.
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Capitulo 3

Uma classe de problemas elipticos nao
locals com crescimento critico e nao

linearidade descontinua

Neste capitulo, vamos estudar questoes de existéncia de solugoes para a seguinte classe

de problemas:
— []\/[(/Q |Vu|2dx>] Au = \H(u — a)u? + u°, em
(Pra) ) u(z)>0 emQ, (3.1)
u=0 em OS2,

onde © & um dominio limitado do R*, A > 0 e a > 0 parametros reais. M : R™ — R uma

funcao e 1 < g < 5.

3.1 Introducao

Nesta secao faremos algumas defini¢oes, enunciaremos e demonstraremos alguns re-
sultados importantes para a demonstragao do resultado principal.

No que segue, H denota a funcao Heaviside, isto é,

0 se <0
H(x) =
1 se >0
e M é uma funcao continua, satisfazendo as seguintes condigoes:
(M) Existe mgy > 0 tal que

M(t) > mg, VteRT,
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1= 1
(Ms) Existe € > 0 tal que a fungao §M(t2) - EM(tQ)L‘2 ¢ nao negativa em [0, +00), isto

e,
1— 1
5M(t"’) - 5M(t2)t2 >0Vt >0.

(M3)

11— 1
- [—M(t2) — gM(tz)t2 — 400 quando t — 400,

t]2

com 2(1 — H(b)) +4H(b) <0 <6, e M\(t) :/tM(s)ds.

(M) Existe b > 0 tal que

M{(t
# — b quando t — +o0.

Note que da condi¢do (M3), quando b = 0 obtemos
21— H(b))+4H(b) =2

e no caso b > 0, temos

2(1— H(b)) +4H(b) = 4.
Além disso, por (My), Vit > 0, existe K > 0 tal que
M(t) < K(mq + bt).

Para mostrarmos a existéncia de solugdo para o problema (P, ,) usaremos técnicas

variacionais aplicadas ao funcional nao-diferenciavel

1~ 1
o) = 53F(JulP) = % [ Plade - 5 [ (u)od,
’ 2 0 6 Ja
onde,
t 0 se t<a
F(t) = / H(s—a)(s")%ds = pa+1 qa+1 (3.2)
0 — se t>a
qg+1 q+1

com H(t — a)(t")? nao-decrescente, t* = max{0,¢}.

Definigdo 3.1 Uma solugdo do problema (Py,) € uma fungdo u € Hy(Q) verificando
—[M(|lul)]Au —u® € A[f (u(2)), f(u(@))] g.t-p. em Q,
com £(1) = lim f(t —8) ¢ (1) = im f(t+3) e (1) = H(t  a)(*)".
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Na demonstracao do resultado principal deste capitulo usaremos uma versao do Te-
orema do Passo da Montanha para funcionais Lip;,., a qual foi demonstrada por Chang
em [16], usando uma variante apropriada do Lema de Deformacao,o qual enunciaremos a

seguir.

Teorema 3.1 Seja I € lip;,.(X,R), tal que 1(0) =0 e suponhamos que:
(i) Ezistem constantes n >0 e p > 0, tais que I(u) > n, para ||u|]| = p, u € X;
(i7) Eziste e € X, com |le|]| > p, tal que I(e) < 0. Se, além disso, I satisfizer a condigdo

de Palais-Smale no nivel ¢ com ¢ = inf max I(y(t)) onde
~v€r tel0,1]

I'={yeC([0,1],X),7(0) =0 e (1) = e}
entao ¢ > 0 € um valor critico de I.

Observamos que um ponto uy € X é um ponto critico de I se 0 € 91(ug) e ¢ é valor
critico se I(ug) = c.

Observamos que a seguinte imersao continua que temos é
Hy () — L* (),

e a melhor constante desta imersao é denotada por S é definida por

/WVMQ
2*

O espago que vamos trabalhar é o espaco Hj(f2), o qual é definido por
Hy () = {ue€ H'(Q);u=0 sobre 00}
que é o fecho de C§°(£2) em relacdo a norma
1
9 2
Joll = ([ 1vak)”
Q
Consideremos a seguinte afirmacao:
Afirmagao 3.1 Para 0 <0 <q+1

0<0F(t) < f()t, Yt €R,
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Demonstracao Note que, para 6 > 0 pequeno temos

ft) = lim = f(t—0)

- d—0+
— lim H(t -0 —a)(t — 6)"
Jm (t—06—a)(t—9)
= t7lim H(t—0 —a).
d—0+

Logo

tf(t) =t lim H(t — 6 — a).

- 6—0t

Por outro lado, para t > a

P = [ 1oyt = [ = a)syds = [ (5% s = [ —a]

Note que, para @ > 0tal que 2 <0 <q+1

0
——— [t — T < 17 — a7 < 17 pois, a > 0.

OF() = 5

Assim, para § suficientemente pequeno e desde que que t > a, segue-se que H(t — 6 —

a) = 1 e portanto
OF(t) <t lim H(t — 6 —a) =tf(t).
d—0+ -

Para o caso t < a é imediato a afirmacdo, pois neste caso F(t) = f(t) = 0. [

O resultado mais importante para este capitulo é o seguinte:

Teorema 3.2 Assuma que as condi¢oes (My) — (My) sao verdadeiras. FEntao, existe
N > 0, tal que o problema (Py,) tem uma solucio fraca positiva em Hy(Q), para todo

A> AN ea>0.

Para demonstrarmos o Teorema, precisaremos de alguns lemas que veremos a seguir.

3.2 Resultados preliminares

Lema 3.1 Sejam u € H}(Q) e 0 = 2t com o € (0,5). Se w € OI, 4(u), entdo eviste
pE L",(Q) tal que

(w,v) = M(||u]|2)/QVuVU — /\/Qﬁvdx — /Q(qu)E’U Yo € Hy(Q)

p € [f(u(x)), f(u(@))] ¢.t.p. em Q.
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—_ 1
Demonstracao: Seja Iy, = M (||ul?) — /\/ F(u)dx — 6(u+)6dm.
Q

Defina

U HN Q) C L) = R

u o Ulu) = /Q F(u)dz = /Q H(u— a)(u*)dz,

d:H;(Q) — R

u = Plu) = 6(u+)6dx,
T:Hy(Q) — R
w oY) = M ().

Desde que Y e ® € C1(HL(Q),R) e ¥ € Lip,.(Hi(Q),R), pela propriedade (P8) (ver
[29]) tem-se

Olya(u) = {T (u)} = {®'(u)} = AO¥(u).
Logo, se w € 01 ,(u), existe p € 9V (u) € (L5(N2))* tal que

(w,v) =T (W)v — @ (u) — Xp,v), Yv € Hy ().

Pelo Teorema da Representacao de Riesz (ver Apéndice B, Teorema B.5) existe p €
(L(Q))* tal que

(p,v) = /ﬁvdm, Yo € Hy(Q).
0

Assim,

(w,v) = M(HUHQ)/QVUVU - A/vadx - /Q(u+)% Vo e HI(Q),

onde pelo Teorema 2.3 ver [29] teremos

p(r) € [f(u(@)), f(u())], a.tp. emQ.

Lema 3.2 O funcional I, € um funcional Localmente Lipschitz.
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Demonstragdo: Primeiramente, vamos mostrar que I, € Lipj,. (H}(2),R) para cada
A, a > 0.

Consideremos I, ,(u) : H}(Q) — R da seguinte forma.
Io(u) = Y(u) = AV (u) — O(u)

onde,

1

T(u) = 5]/\4\(||u||2), U(u) = )\/QF(u)dx e ¢(u) = é/ﬂ(lﬁ)ﬁdx.

Seja V =V, = Bg(u) uma vizinhanca de u € H}(Q), V vy, v € V.

W) =¥ = | [ Fle - [ Pl

(i) )
_ /Q / Ht—a)(t+)th) dm—/ (/ H(t — a)(t?) th)d

/Ou H(t —a)(tT)%dt + / H(t — a)(t+)th) dx

(

(

(/u H(t — a)(t+)th> dx
(/u H(t — a)(t+)th)

Considerando 0(x) = max{u(z),v(z)} e n(x) = min{u(z),v(z)} e H{t —a) < 1

dz.

IA
S~

obtemos,
0(x)
(W (v1) — U(va)| < (t7)9dt| da
Q |Jn(x)
0(x)
< / / |t dtdx (3.3)
Q Jn(z)
Observe agora para ¢ > 1, a funcao
G:R—>R
q
s— G(s) = sl
qg+1

é diferenciavel e

G'(s)=s|?, Vs e R,
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Usando a ultima igualdade em (3.3)

dx

0(x)
W) — ()] < / /( (4t
(z

)
0(x) ,
/ G (t)dtdx,
Q Jn(z)

[W(v1) = ¥(wa)] < / (G(0(x)) — G(n(x))) d.

Q

IN

implicando que

Sabendo que a funcao G é diferenciavel, segue pelo Teorema do Valor Médio existe

7 € (6(2),n(x)) tal que

0(x) —n(x)
Agora tomando
y(@)? < max{|u(@)|? — [v(@)|*} = Y (2)]". (3.4)
e note que
u(z) —v(z)| = 0(x) — n(z) (3.5)

[W(vr) = ¥(wg)] < / (v(2))* ((0()) = (n(x))) dz.

Q

Temos por (3.4) e (3.5)
B(0r) — D(wm)]| < / fuz) — v(z)| [¥ (2)|d.

Desde que |Y]? € L%(Q) e |u—v| € LT(Q), de fato pois, % e ¢+ 1 sdo expoentes

conjugados, aplicando a Desigualdade de Hélder (ver Apéndice B, Teorema B.3), teremos

|V (vy) — P(vg)| < /Q|U($>—U($)||Y(x)|qu
= L<'“<x>—“<x>|q*)W( / <|Y<x>|q>q) iz
= I u(e) ~ @l

Das imersoes de Sobolev temos Hg(Q2) < Li1(Q), logo existe uma constante C' > 0,

tal que
|u(z) = v(z)|g1 < Cllu—vl],
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logo,
(W (v1) = W(v2)| < Cllu = vf[[[Y[[g11-
Assim, existe uma vizinhanga limitada V' =V, = Br(u) C Hj(Q)
(W (1) = W(vz)| < Cllu— vl sup ([[Y]l511) < Kllu— v,
Yev
onde K = Csup ([[Y]Z,,).
Yev

1~
Portanto ¥ € Lip,. (Hj(2),R). Desde que T (u) = §M(||un||2) e d(u) = /(u*)ﬁdx
0
sao de classe C!, entao T(u) e ®(u) sdao localmente Lipschitz.

Concluimos que o funcional dado por
Ino(u) =T(u) = AV(u) — O(u)
é localmente lipschitziano para cada A, a > 0. [ |
Lema 3.3 Assumindo a condi¢ao (M), entdo existem nimeros positivos p e « tais que
Loa(u) > a >0, Vue Hyj(Q) com ||ul| = p.
Demonstracgao: Consideremos u € Hj () segue da condigio (M) que

| 1 [l
-M == M > - )
Sl =5 [ Ms)ds =5 [ s

Logo,

1 [l 1
Iyo(u) > —/ mods — )\/ F(u) — —/(u+)6da:.
’ 2 Jo Q 6 Jo

Desde que H(t) <1 e u' < |u| temos

v A
)\// Ht—atthdzg—/uﬁldx.
[ [ - < 2

Assim temos,

1 A 1
Loa(u) > =|ull>m ——/uq+1dx——/u6d$.
ra(tt) 2 S fluf"mo p Q|| 6Q||

Logo das imersoes de Sobolev, existem K, Ky > 0 tais que assim,

lule < Kilul],

[ulgr1 < Kal|ul|.
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Portanto,
1 2 q+1 1 6
Dia(u) 2 gllull"mo — AR |[ul ™™ — = Kulull".

Usando [ju| = p temos

e
m
v
Queremos que,
?—Ampq L Kipt >0,
isto é,
%— ()\K2+K1p5 q)pq 1'>0
Note que para 0 < p < 1
MK + K1p5iq < AKy + Kl,
entao,
% — (AKy+ Ky ") pt ) > % — (AKy + Ky) p*,
logo,
? > (AKy + K1) p7 1 > 0,
Afim de que
mo %
— a1 >p >0,
Comrmy))
tomemos
o1 (o)
=min{ 1, | ———— .
po 2 (\Ks + K))
Portanto,
Doa(u) > a>0,|ul| =p, ¥ ue H(Q).
Assim, desde que 2(1 — H(b)) + 4H (b) < ¢ < 6 segue o resultado para p > 0 suficien-
temente pequeno. [ |

43



Lema 3.4 Considerando a condi¢do (My). Para todo X > 0 e p > 0, existe e € H}(Q)
tal que

Ia(e) <0 ele]| > p.

Demonstracao: Considerando vy € C§°(2) \ {0} com vg > 0 em Q e ||vg|| = 1, para t

suficientemente grande tal que ||tvg|| > R temos,
1~ 1
o) = 330 (Jul) = 20(w) 5 [ (u*)%da,
2 6/,
Por (M,) temos,

o lvoll? llvoll?
M (wo?) = / M(t)dt < / K (mo + bs) ds
0 0

2 flvoll®
= {Kmos + Kb—]
2],

4
— Kmyg HU ||2—|—Kb||UOH

Dai segue-se
4 1
La(u) < Kmofluot|? + Kp12el” 02” )\/F(tvo)da:—é/(vot)6dx.
Q Q

Desde que A >0, H(t) > 0e 1 < ¢ <5 temos

Ina(u) < Kmot?||vg|* + gept 00l 0” / / H(t — a)(th)idtds — ~ /(mo) dz.
Logo,
Lo(u) < Kmot?||lvo||* + Kbt4w - étﬁ /Q(UO)de.
Portanto,
I o(u) = —o0 quando t — +oo.
Assim, existe ¢, > 0 tal que e = t,vg € Hy(Q) com |le|| > p e Iy .(e) <O. |

Dos Lemas 3.2, 3.3, 3.4 e do Teorema do Passo da Montanha para funcionais Lipj,.,

existe uma sequéncia (u,), tal que

I)\,a(un) — Ch,a

m(u,) — 0,

onde ¢y, € nivel do passo da montanha associado ao funcional I} ,.

A seguir veremos um resultado envolvendo o nivel do passo da montanha.
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Lema 3.5 Se as condigoes (My) — (My) sdo verdadeiras entdo existe A\, > 0 tal que ¢y 4

pertence ao intervalo (0, (5 — %)S%) para todo A\ > \,.

Demonstracao: Se vy é a funcao dada pelo Lema 3.4, segue-se que existe ¢y > 0 verifi-

cando
Iy a(thvo) = max Iya(tvo). (3.6)
Pela teoria dos pontos criticos para funcionais Lip;,.
0 € 01, 4(trvo)
Desde que
Iy o(u) =YT(u) — AU(u) — D(u),

com

T(u) = TE([ul?), W(u) = /QF(u)dx, e B(u) = %/Q(uﬂﬁdx.

2
Pela propriedade (P8) do capitulo 2, segue-se que
Ol o(tavg) = OY (trvg) — AV (tpvg) — OD(trvp).
Uma vez que T, ® € C'(H(Q);R), segue da propriedade (P7) que
Ol a(tavo) = {Y (trvo)} — AW (trvg) — {® (tyvo)}.
Assim,
(0,t300) = T (Ervo)tato — M p, tavg) — D (Ervg)Eavo,
ou seja,
0 = M(Jtxeol®) ool = 8 [ oz = Moo

com p € 9V (t\vg) C (HH(Q))*
Pelo Teorema da Representacao de Riesz, ver (ver Apéndice B, Teorema B.5), existe

um tnico p € H} (), tal que
(p,v) = / pudz, Vv € Hy ().
Q
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Logo,
0= M(Jtxenl®) ool =8 [ e =2 [ ptavnda
Portanto,
t3 M (||tavo||®) ||vol|? = )\/th,\vodx—i—tﬁ/ﬂvgdx. (3.7)
Logo,
MLl wl? = 5 [ o (39
Da hipotese (M) tem-se que existe K > 0 tal que
M(t) < K(mg+0bt), Vt>0.
Assim,
M(t3]lvoll*) < K (mo + Kbt} [|vo||*) = Kmo + Kbt3]|vo]?,
logo,
M (83 [lool*)l|vo|* < €3 K mol|vo||* + Kbt [lwo]| (3.9)
De (3.8) e (3.9) segue que
5 Kmollvo|* + Kbty ||vol|* > tf"\/ﬂvgda:,
ou seja,
Kmgllvo|* + Kbt3 ||lve||* > tf\/gvgd:v,
implicando que t, é limitado. Assim existe uma sequéncia A\, — oo e ty > 0, tal que
ty, — to, quando n — +o0. (3.10)

Afirmacgao 3.2 t; = 0.

De fato, suponhamos, por contradicao que tg > 0.

Note que a sequéncia

t3, kmollvo||* + Kbt [|vol|”,
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é limitada. Assim existe uma constante D > 0 tal que
t5 kmollvo||* + kbty |lvol|* < D, ¥V n eN.
Logo de (My) e (3.7) segue que
)\n/ﬂpt,\nvodx + 15 /Qvgdx <D, VneN. (3.11)
Observe que

lim ()\n/ ptr, vodx + tin / vgdx> =
lim )\n[ lim [ pty, vodx + lim ti / Ugdx]
n—o00 n—oo Jo n—oo M Q

Assim, desde que t), — to, existe C; > 0 tal que

|t)\n‘ < C’l,Vn € N.

Além disso,

ptr,vo — ptovg q.t.p. em €.
Desde que p € H}(Q) C LY () e vy € C°(Q), segue-se

|t vo| < |pllvolCr € LK), ¥V n e N.

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema

B.2)

lim puoty, dr = / puotod.
Q Q

n—oo

Portanto
t, — 0, quando n — +o0.
Desde que
Crna <max [y ,(tvg) = Iy o(trvo),
seque que

Capa < max Iy, o(tvg) = Iy, o(tr,v0).
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Logo
Iy, o(tr,v0) — 0 quando A, — 400,
ou ainda,
Crn.a — 0 quando A, — +4o0.
Portanto
cxa — 0 quando A — 4-o0.

para todo a > 0.

Implicando em

(NI

1 1
O<cA,a<(5—6)S,Va>O.

O que demonstra o lema [ |

Lema 3.6 Se (u,) C H(Q) € uma sequéncia (PS)c, , para Iy,, entio (u,) € limitada

em H} ().

Demonstragao: De fato, sendo (u,) é uma sequéncia Palais-Smale

Dya(tn) = cxa, (3.12)
m(uy) = 0. (3.13)
Considere
Ino(w) = T(u) = N (u) - D(u),
onde,
Y0) = GAT(l) %) = A | Pla).00) = 5 [ ()

Seja wy, C 01 4(u,) tal que
m(u,) = ||wnH(H3(Q))*
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Assim,

com (py) C OV(uy).
Por (3.12) existe C' > 0 tal que

Iyo(un) < |Iha(u,)| <C, VneN.
De (3.13)
lwall (a3 — 0,
logo dado € = 1, existe ng € N, tal que
Hwn”(Hol(Q))* <1, Vn > ng,

pois, wy, € 0l 4(uy). Defina

K5 = max{||wi |z ) lwall @)y - lwno—1ll z ey 1}
observe que

lwall () < Kz, Vn €N

Além disso,

1 1
_§<w7hun> < §|<wn,un>|
1
< 5Hwn||(Hg(Q))*Hun||
< Kl|uyll, VneN.
Logo
1
C+ Kllun|| > Ina(un) — 5<w”’u”>'
Dai

—_ 1
C+ Kl = Mllual?) = [ Fluwn) = ¢ [ ualds
Q 6 Q

1
3 [Pt 4 M) + [ ]
Q
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Assim, pelo Teorema de Representagdo de Riesz (ver Apéndice B, Teorema B.5) ob-

temos
1~ 1
C+Klu, > 5*7\4(Hun||2)—51\4(Hunll2)llwll2

+ A/Q(’)A”;L" — F(uy))dz.

Entao por identificagdo temos que p,, C 0V(u, ), afirmamos
pn > f(un(x)), q.t.p. em Q.
Com efeito, suponhamos por contradi¢ao que exista A C €2, |A| > 0, com

pn < f(x,un())dr, q.t.p. x € A,

ou seja,
/pAn < / f(z,u,(2))dz, q.t.p. z € A. (3.14)
A AT
Note que
/@(—XA)dx: —/@dm. (3.15)
Q A
Considerando, ¥ = —x4, temos v € H}(Q), onde x4 é a fun¢ao caracteristica de
A€ Hi (Q).

Desde que p,, € (HZ(€2))*, pelo Teorema de Representacao de Riesz (ver Apéndice B,

Teorema B.5) existe um tnico u € H}(Q) tal que

(pn,v) = /qudm, Vv € Hy(9Q).

Como T = —x4 € p, € 0Y(u,) entdo

(P (—xa)) = / u(—xa)de, ¥ v € HY(Q).

Por identificacao obtemos

(o (—x)) = / Fu(—xa)dz, ¥ v € HY(Q). (3.16)

Da definigao de 0V (u,,) temos

(Pn, (=xa)) < I°(tn, (—xa)) (3.17)
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além disso, usando a seguinte desigualdade (ver em [28]),

I°(u,,7) < /{ [z, up(z))dx + /{>0} f(x,u,())d, (3.18)

5<0}

segue-se que

_/Ap;dx:/gmdxg (un,v) < /Qi(ﬁ,un)(x))ﬂdx: —/Az(x,un)dx.

Assim,

/ApAndxz/Ai(x,un)dx.

O que contradiz (3.14). Mostrando assim, que

pn > f(un(z)), q.t.p. em €.

Segue que

1~ 1 n)Un
0+ Kl 2 35T~ E3 QP+ [ E2

logo, usando afirmagao (3.1) temos
€+ Kl = 55T (enl®) = g3t + [ (Fn) ~ Flan)
Assim,
€ Kl > LAT(f?) ~ 524 ()2 (3.19)

Suponhamos, por contradigdo, que (u,) nao é limitada em H}(Q), entao existe uma

subsequéncia ainda denotada por (u,), tal que
lwn || = +oc.

Multiplicando (3.19) por — para n suficientemente grande, temos

l[un]

C 1 [l 1
+ K= SM([unll®) = 2 M ({1
[ [ [2 0 }

Da condigao (M3)

1 11—~ 1
+ K 2 | SM([un]2) = 7 M () Jua ] = 00 quando n — +oo,
[ [[un [ L2 0
o que é um absurdo. Mostrando que (u,,) é limitada. |
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Lema 3.7 O funcional Iy, satisfaz a condigio (P.S)., ,, Palais-Smale no nivel cy 4.

Demonstracao: Seja (u,) uma sequéncia Palais-Smale do lema (3.6) limitada temos, a

menos de subsequéncia, que existem ug € H} () e to > 0 tais que
[t = to. (3.20)
Sendo M continua, obtemos
M(JJunl®) — M(t5). (3.21)

Uma vez que (u,) é limitada, Hg(Q2) é reflexivo, usando as imersdes de Sobolev e o

Teorema de Vainberg (ver Apéndice B), a menos de subsequéncia, vale

U, — up, em Hy ()

w
N
W

Up, — Ug, em L7(2)

w
B
=

un () = uo(z), q.t.p. Q
lun(z)] < h(z), q.t.p. em Q, h € L*(Q).

Por outro lado, do Principio de Concentracdo e Compacidade de Lions (ver |23]),
temos que existem duas familias (p;)ica € (v4)ien de niimeros reais nao-negativos e uma

familia (x;);ca de pontos do R3, onde A é um conjunto de indices no maximo enumeravel,

tais que
|V, > =1 > [Vul* + u (3.26)
(un)S =7 = (uy)® +v, (3.27)
onde,
V= Z Vilz,y > ZN@“S@ e Sl/il/g < 1 (3.28)
ieA ieA

para todo ¢ € A, onde J,, ¢ a medida de Dirac de massa 1 em z; € €.
Fixemos i € A e consideremos a aplicagao ¢ € C§°(Q2) tal que 0 < ¢(x) < 1, para todo
r ER? [Volo <2

1 sexe  By(0)

¢(x) = ‘
0 sex € R3\By(0).
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Para cada € > 0 definamos
r — I;
€
Assim ¢, € C5°(), 0 < . < 1 para todo z € R? e |V, < 2,

1 sex e  Bez)
0 sex € Q\Ba(x;).

106(1’) =
Observe que a sequéncia (¢.u,) é limitada. De fato, pois
el = [ 190 P
B / |V1/}eun + Vun¢€|2dx
Q
< 4 [ Voot [ [Fu P
Q Q
< A +4 [ 96l
Q
Da Desigualdade de Holder (ver Apéndice B, Teorema B.3) temos
%
el < el + 4] [ 196.8] o
Da imersao continua de Sobolev existe K > 0 tal que
|un|%6(ﬂ) < K||un||2a
Note que o suporte 1), esta contido em B,(x;), logo, obtemos

[iver) = [ B v

Pela Regra da Cadeia, temos

r — X
y = )
€

ey = x—1x; edr=edy

Ope v O0(F) _ 09(y) 1
dai,
1 1
Vi@l = | - =Voly)| = - IVo(y)
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assim,

2
1 —
[ oavepas = [ [ S(9eP)fa]d < Vol B0
Be(z;) B1(0) €
logo,
[Yeun|* < Allunll? + 4K un [P VI BL(0)] < [Junll® (4 + 4K K7).

Assim, tomando C= 4 + 4K K, entdo,
[teun]]* < Cllun|*.

Desde que a sequéncia (u,) é limitada em Hj(Q), segue-se que (u,1).) é limitada em
H} (), sendo (u,) uma sequéncia Palais-Smale
m(u,) =0
<wm un¢6> — 0,

isto é,

M(Hun|l2)/QVunV(unwe)dx—A/Qpnunwedx—/g(u,f)f’unwedx = on(1).

Logo,

M(Hun||2)/VunV¢Eundx = )\/pnunl/)edx—l—/(ui:fz/}edx
Q Q Q

- M(||un||2)/9|Vun|2@/)ed$+on(1). (3.29)

Desde que

/Q (@)t (@) — / ol o (&) ed.

Do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions (ver [23]), segue-se que

Mllal?) [ VuToiade < 3 [ puntids + [ (@) e+ 3 v (0
Q@ Q Q ieA
- M(t?)) / |V’LL0’21/}ECZZL‘ - MU%) Z M16$1(¢6) + On(1)7
Q ieA
isto é,

M([Junll*) / Vu, Vipeupdr < A / Prtinteda + / (ug)Stbed + >~ vithe(as)
Q Q Q2 i€A

— M(tg)/Q|Vuo|2¢eda: — M) Y pithe(w:) + 0a(1).

1€EA
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Passando ao limite superior de n — oo, teremos

T M ([l ) /Q Vu, Vi (u)de < A / pottgtheda + /Q (1) edz + Y vithea

1EA

- tO /|VU’ wﬁdm_ tz Zuﬂﬂe xz

€A

Vejamos agora que

/Q(qu) edr = 06(1),/Qp0u0¢6dx = o0.(1) e M(tg) /Q |Vul|*pedz = o(1). (3.30)

Portanto

lim [hmM n[?) /Vunvwgundx] < lim [Zwe 25) = M) it x} (3.31)

e—0
1EA iEA

Afirmacao 3.3 Afirmamos que

e—0 | n—o0

lim [hmM |2 |I?) /vunvw undx} = 0.

De fato, uma vez que para cada n € N,|Vu,| € L*(Q) e |Vipu,| € L*(Q), segue-se

pela Desigualdade de Holder que
Mllual?) [ VT < M al?) [ ViVl
Q Q
< M(lul?) [ [V, Ve s
Q

1
< M(|Jun|?) (/Qywn\?)é (/Q\unIQWwEIQ)
1
= (ol [ 1 1917)

Sendo (u,) uma sequéncia limitada, da continuidade de M e do fato que supp(.) C

DN | —

B(x;, 2¢), existe Cs > 0 tal que

M (||wn|?) / Vu,Vieu, < Cs (/ \un|2|V¢E|2) : (3.32)
Q B(fti,Qe)
Pondo g, () = |u,(x)*| Vi (x)|?, segue-se de 3.24 e 3.25 que
gn(x) = g(2), e |ga(2)| < h*(2)|VY|? € L}(Q), q.t.p. em B(x;,2¢),

onde g(x) = |u(z)]?|Vi(z)|?. Assim do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Apéndice B, Teorema B.2)

lim un || VY|P dx = / |ul?|Ve|?. (3.33)

"0 S Bwi,2€) B(x;,2€)
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Logo, de 3.32 e 3.33 concluimos que

1
T () [ VoTut <o ([ e,

(z4,2¢€)

Uma vez que, |u|? € L¥(Q) e |Vih|? € L2(Q), teremos novamente da Desigualdade de

Holder (ver Apéndice B, Teorema B.3) que

lim M(HunHz)/Vunvweun < (/ !u\6> (/ \wey?’) o (3.34)
n—00 Q B(z,2€) B(z;,2¢€)

Considerando novamente a Regra da cadeia

Opu(z) 10 (x—x) |

Oz, € 0x; €

da mudancga de variavel y = , obtemos ey = x — x; e dr = dy

e _ 0B(*) _ 00(y), 1

daf
1 1
V)] =1 = 2V = 11760
assim,
2
[wepa = [[ (Vo) a3 < IVeILIBO2)L (339
B(x;,2¢€) B(0,2)

Substituindo (3.35) em (3.34), obtemos

Tim M (J|un]?) / Vu,Vipeu, < Cs ( / (u*)6) ( / !W)e\?’dy)
n—00 Q B(z,2¢€) B(0,2)

e ( / <u+>6) IV6]%1B(0,2)],
B(z;,2¢)

=

assim, fixando C' = C5||V¢||2,| B(0,2)|, ou seja,

1
3
lim M (||un|*) / Vu,Veu, < C (/ (u+)6> .
n—o0 Q B(z;,2€)
Finalmente definindo g.(z) = (u"(2))°X p(z;.2¢) (), temos que

ge(r) — 0 q.t.p. em R®.
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quando ¢ = O e
|9e(2)] < |u™(2)|® € LN(9).

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Te-

lim (/ (u+)6dx) =0
e—0 B(xi,2¢)

lim [lim M(||un||2)/VunV1/)Eunda?} = 0.
Q

e—0 [n—oo

orema B.2)

w|—

e consequentemente

Dai, de 3.31, obtemos

0 < lim (Z vithe(w:) = M(15) D s, (3%)) )

1€EA iEA

ou seja,

Oglim(/ @Z)EdV—M(t(Q))/ wgd,u).
=0 \J B(x:,2¢) B(x:,2€)

Agora veremos que

/ e dv = / dv e M(t%)/ e dp = M(t%)/ d.
B(x;,2¢) {z;} B(x;,2€) {z;}

Com efeito, temos que,

/ Ve dv = / ¢€XB(Ii72€) dv e / Ve dp = / 77/1€XB($1'72€) dy,
B(zi,2¢) Q B(wi,2¢) @

onde
V(X)X Bas26)(T) = X{zi} (@), q.t.p. em §,
quando ¢ —> 0 e
[Ve(T) XB(as20)(®)] < 1, q.t.p. em Q.

Desde que as medidas de Radon sao finitas, concluimos que 1 € L'(v) e 1 € L'(u),
logo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B, Teorema B.2),

resulta que,

/1/16)(3(961.,26) dv = /X{m} dv+o(l) e /1/15)(3(%26) dp = /X{mi} dp+ o (1).
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Isto é,

/ Ve dv :/ dv + o.(1) e M(tg)/ Ve dp = M(tg)/ di+ o.(1).
B(z;,2¢) {z:} B(x;,2¢) {zi}

Sendo assim, obtemos

OS/ dV—M(tS)/ dp.
{a:} {zi}

Logo,

u@) [ dps [ a
{z:} {zi}

e portanto, vale
M(tg) (i) < v(w;). (3.36)

Por outro lado temos

Do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions segue-se que
> S Ve A (3.37)
Assim comparando as desigualdades (3.36) e (3.37) e por (M)
v > M(E2)u(xs) > Svime.
Logo
vi > M(t3) () = mop,

e portanto, supondo que v(z;) = v; > 0, de 3.28 obtemos

(3.38)

S
V
S
o
2!
N|w
AV
/‘I\
|
|
~
S
o
2!
Nlw

Pois (
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Logo a desigualdade em (3.38) ocorre para todo indice i € A tal que v; e p; sdo
positivos.

Argumentamos agora com intuito de mostrar que o conjunto A é vazio, isto é, os
nimeros v; e u; sao todos nulos, ou seja, a desigualdade (1.29) nao pode ocorrer.

De fato, suponhamos por contradi¢do que para algum ¢ € A para os quais v; e y; sejam
positivos. Assim, de (3.38) a sequéncia (v;) nao convergird para zero e portanto a série

S

€A

=

divergira, contradizendo o Principio de concentracao e Compacidade de Lions (ver [23]),
desta forma, concluimos que A é vazio ou finito.

Uma vez que (u,) é uma sequéncia em Hj (), temos que

e = Dvaluy) — %(wn,un> + 0,(1)
_ %z\?(nuny\?)—A/QF(un)dx—é/gm;fdx
— [ = o) = [ ] + ),

logo, do Teorema de Representagao de Riesz (ver Apéndice B, Teorema B.5)

1~ 1
Cra = §M(Hunll2)—51\4(||Un||2)||un||2
1
+ )\/ [gﬁn(un)(un)dx—F(un)dx}
Q

(% - é) /Q(u:{)ﬁdw 4 on(1).

Desde que p,, > f(un(7)) q.t.p. Q2
— 1
e = SM(|Jun]?) — 5]\4(||un\|2)||un||2

1f(un(ac))(un(:zc))alac — F(un)da:}

L1 +16

-z 1).

<€ 6) /Q(un)dx—l—on()
Como 0 <. <1

Cre > (% - %) /Q(u;)%: on(1) > (% - é) /Qm(u:[)fjdx +on(1).

Fazendo n — oo, obtemos,

e > (g - é) S v = (g . é) WE (g - é) (o)’

1€EA

AV
>
:o\
>
|
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o que contradiz nossa hipotese inicial. Portanto v; =0, V i € A, isto é, A é vazio.
Sendo assim, do Principio de Concentracdo e Compacidade de Lions (ver [23]), con-

cluimos que
Jwtrode = [ @eds, ve e Co@),
Q Q
e portanto

/Q (uH)odz — /Q (1) da.

Desde que (u,) ¢ uma sequéncia Palais-Smale limitada, u, — uo em L°(Q) e u, — ug

em L7(2) temos
lim M (||u,]|?)]|unl|* = )\/ potodr + /(uaL)6da:.
Por outro lado, como u,, — ug € ||u,|| — to teremos
M(t%)/VUOVde = /\/pg’l]dl‘—f-/(ug_>5l)dl’, Vv e Hy(9Q),
Q Q Q
portanto
M (t2)||uo|* = )\/ pPotodx + /(usr)ﬁdx.
Q Q
De onde segue que
M (fJen )l |* — M (£5) [[uo|*.
Desde que
M ([lun]l*) — M (tg),

obtemos que |lu,|*> = ||uol|>. Uma vez u, — uog e HI(Q) ¢ uniformemente convexo,

segue-se u,, — ug em Hj (). Assim, concluimos que I, verifica a condi¢ao Palais-Smale.

3.3 Prova do Resultado Principal

A seguir, mostraremos o nosso principal resultado
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Teorema 3.3 Assuma que as condigoes (My) — (My), sdo verdadeiras. Entao, existe
N> 0 tal que o problema (Py,) tem uma solu¢io fraca positiva em HL(Q), para todo

A> XN ea>0.

Demonstragdo: Dos Lemas (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7), temos do Teorema do
Passo da Montanha para funcionais Lip;.., que uy é ponto critico de I , no nivel ¢y 4, isto

€,
[Aja(u@ = C)a > 0

implicando que ug # 0.

Desde que
Ao =T (up) — D (un) — wy,

temos, para toda ¢ € H}(Q)

!/ ’

Mon, ) =T (un) () = @ (un)(p) — (wn, @)-
Assim, usando o Teorema de Representacao de Riesz (ver Apéndice B, Teorema B.5)
A [ e =T )i = @ ) = (9. (3.39)
Como
pn = po, em (LO(Q))*,
entao,

/pnvdx — / pov, ¥ v € L),
Q Q

em particular

/,onvdx — / povdzr, ¥ v € HF(Q).
Q Q
Passando ao limite com n — 400 em (3.39), usando o fato que

U, — ug em Hy(Q)

lwall (a3 @)+ — 0,
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segue-se

’ ’

3 [ (o) =X (w)o) = @ (w)e). ¥ € HY(E)

ou seja,

M(ll?) [ VuoViede — [ whpde =2 [ pogda.
Q Q Q

Logo, ug é solucao fraca do problema abaixo.

— [M(/ |Vuo|2da:)]Au0 = uj + Apo, em {2
Q
(Pra) up(z) >0 em Q,
ug = 0 em 0f),

onde |uo|® € LE(Q) = L¥2(Q) e py € L= (Q).

2N N+2
N +2

6
Note que — > N
o

segue que
ol + Apo € L¥2(2),
implicando, pelo Teorema de Agmon-Douglas-Niremberg
2.6 9 2N _
up € W5 (Q) = W=nv+2(Q),
portanto
~M (JluolP)Aug € L¥+2(9),

segue-se de (3.41) e (3.40)

2N
—M(||u0||2)Au0 — |u0|5 = A\po, em LN+2(Q).

pois (o € (1, ¥42)), o que implica L= (Q) C L%(Q) Assim,

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver Apéndice, Teorema B.5) existe py €

(L5 (Q))* tal que

~ _6
(po, @) = / pop, ¥ o € L= (£2).
Q

Assim como, para cada n, existe p, € (H}(Q))* C (LG—%(Q))* tal que

<pn,¢>=/gﬁn% Ve L (9),
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onde p,, € 0V (u,,).

Usando (3.43),(3.44) e o fato que OV & fraco estrela fechado (ver (Fy)), segue-se que

Pn — po. (3.45)
e
Up — g, em L7 (Q), (3.46)
Desde que
Apo(@) € Af (un()), f(un)(@)], a.t-p. em €, (3.47)

segue de (3.40) e (3.47) que
—M(JJuol[*) A — Juo(2)[*uo(x) € A[f (uo(x)), F(uo) ()], q.t.p. em .

Mostrando assim que wug ¢ solu¢ao fraca do problema (P ,). |

Afirmacao 3.4 Definindo Q, = {x € Q;u(x) = a}, temos |Q,] =0

Prova: Vamos mostrar que |{,| = 0, onde
Q. =A{x € Qu(x) =a}.

Suponhamos, por contradi¢ao, que |2,| > 0. Do Teorema de Morrey-Stampachia (ver

27]).
—Aug(z) =0, q.t.p. em .
Logo,
—[M||ug||*]Aug(z) = 0, q.t.p. em Q. (3.48)
Como ug é ponto critico, segue-se
—[M(Jluol*) Aug(x) — |uo()|*uo(x) € Alf (uo(2)), f(uo) ()], q.t.p. em €.
De (3.48), obtemos

[uo(2)[to(x) € Alf (uo()), f(uo(2))], a.t.p. em .
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Desde que
0 < H(up — a)(ug)? < (ug)?,
segue da defini¢do de f(ug(x)), f(uo(x)) e do fato que up > 0.
0 < fluo(w)) < fluo(2)) < (o).
Assim,
[uo ()| uo () € [0, Aa]

o que ¢ um absurdo. Portanto |Q,(ug)| = 0.

Provando que ug ¢ uma solugdo do problema (P ,).
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Apéndice A
Funcionais diferenciaveis

Neste apéndice, vamos mostrar que o funcional é diferenciavel, para isso consideremos

algumas defini¢oes:

Definicao A.1 Seja ¢ : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espaco normado
X. Dizemos que ¢ possui uma derivada de Gateauz f € X em u € A se, para qualquer

heX,
lim% (6w + th) — d(u) — f(th)] = .

t—0

A derivada de Gateaus em u é denotada por ¢ (u).

Definicao A.2 Seja ¢ : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espago normado

X. Dizemos que ¢ possui uma derivada de Frechét f € X em u € A se

Lot ) — d(w) — F(R)] =0,

lim
Irll—o0 | A

Definigdo A.3 Dizemos que o funcional ¢ € C1(A,R) se a derivada de Fréchet de ¢

existe e € continua em A.

Observe que, todo funcional Frechét-diferenciavel é também Gateaux-diferenciavel,

porém a reciproca nao é verdadeira. No entanto, temos a

Proposicao A.1 Seja ¢ : A — R onde A é um subconjunto aberto de um espaco normado

X. Se ¢ possui derivada de Gateauz continua em A, entdo ¢ € C1(A,R).
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Demonstracio: Sejam v € A e ¢ (v) a derivada de Gateaux de ¢ em v. Do Teorema do

Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que

/

(6 +h) = ¢(v) = ¢ (V) (W) = |6/ (v+6h)(h) — ¢ (v)(h)]

< l¢'(v+0n)(h) — & (v) | x- ]Il (A1)

X*

Como ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entao dado € > 0, existe d > 0

tal que, para qualquer |ju|| < § temos
1" (v + 6R)(h) = & (v)]| < e.
Segue entao de (A.1) que

[@(u+h) = ¢(u) — ¢ (u)(h)| < e|[A],

de onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Frechét e esta é continua.

Devemos mostrar que o funcional ¢ de classe C'(HJ, R)

T(w) = %M(HUHQ) _ /\/QF(x,u)dx _ é/(w)ﬁdx.

Q

Assim, consideremos os seguintes funcionais.

I : Hy(Q) - R
L) = 33(l?)

L: H(Q) >R
L(u) = )\/QF(:I:,u)das

I;: Hj(Q) - R

Ty(u) = é /Q ().

Vamos mostrar que o funcional I; esta bem definido sendo
t
M(t) = / M(s)ds < +o0
0

para todo t € R, logo

1~
SM(Jul?) < +o0

para todo u € H} ().
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1~
Afirmacgdo A.1 [;(u) = §M(||u||2) ¢ de classe C1(H}(Q),R).

Demonstracgao:
Sejam u, ¢ € H} (), definamos as fungdes g : RT — R* e f: [0,1] — R dadas por
g(s) = M(s) e f(r) = ||lu+ rtd|? assim, para cada r € R

G(r) = g(f(r)) = M(|lu+rto]?),

logo
G() = M(lu+tg|?)
G(0) = M(|lul®)
Dai
Mnth) - nw) = & ) - )] (A.2)
t 2t

Desde que a norma em H} () é proveniente de um produto interno, segue-se a apli-

cacao,

o) = [lul]? = / Vulds

¢ de classe C'(H}(Q2),R), com

U

© (u)h = 2/ VuVhdzx.
Q

Logo, f(r) = ¢(u + rth) & de classe C'(H}(Q),R), com

’

£ (r) = (u+rth)(th) = 2t /Q V(u + rth)Vhdz.

Sendo g e f diferencidvieis, temos que G é diferenciavel e portanto, do Teorema do

Valor Médio, resulta que existe 0 < 6 < 1 tal que

!

G(1)-G0) = G(0)

= |atrnr
= g (f(0)f(0)

= 2tM(|yu+rthH2)/QV(u+9th)Vhdx.

0

Substituindo em(A.2) obtemos
1
[t ) — 1) = M+ 01 / V(u + 0th)Vh.
Q
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Uma vez que a aplicacao 7 definida por
T(u) = / VuVh
Q
¢ um funcional linear continuo sobre H} (1), segue-se que, quando ¢ — 0
/V(u+0th)Vh — / VuVh,
Q Q
além disso como M é continua
M(|lu+ 0th||*) — M([[u]l?).
Logo
M(|[u + 6¢h]2) / V(u+ 0th)Vh — M(|[ul]?) / VuVh,
Q Q
e consequentemente
.1 2
i [+ #h) — 1(w)] = M(Ju] )/QVth.
Mostrando que a derivada de Gateaux de I existe e é dada por
I'(w)h = M(HuH?)/vuw.
Q

Vejamos que a derivada ¢ continua. Para isso, sejam u, C H}(Q) e u € H}(Q) tal que

u, — uem H}(S). Entao

1 ()b = 1 ] = M) | V. F0 = () | Vul
Q Q
Somando e subtraindo o termo M (||u,|*) / VuVh, obtemos
Q

I (un)h — T (u)h| < M(Hun||2)|/Vuth—/Vth|
Q 0
| TuTHIMfenl) = D)
Sendo (||u,||) limitada, M continua e da desigualdade de Holder

7 ()b — I'(w)h| < C’/]Vun—VuHVh]
Q
+ ullIAM (Junll?) = M(JJull?)]
< Cllun — ull||7]]

+

a1V (e 1) = D ([l
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Tomando h € H}(Q2) com ||h]| < 1, teremos
1 () = I' ()| < Cllwn = ull + [full M ([fun]*) = M (Ju®)].

Como u, — u em H}(Q) e M é continua, entdo, passando ao limite de n — oo,

obtemos
1 () = I’ (w)]| 0.
Mostrando que I; € C'(H}(Q),R)
Seja I, : H}(Q2) — R dado por
L(u) = /QF(x, w)dz.
Vamos calcular a Derivada de Gateaux DI,. Para cada
teER, com0<|t|<lex€Qeu,¢c Hy ().
Consideremos a sequinte funcao h : [0, 1] — R dada por
h(s) = F(z,u + sto).
Observe que
W(s) = flo,ut sto)to,
h(l) = F(x,u+td),
h(0) = F(z,u).
Desde que h é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), do Teorema do Valor Médio
existe v € (0,1) tal que
h(1) = h(0) = P (7)

de onde segue
F(z,u+ stp) — F(x,u)
t

= |f(z,u+t9)| 9]
Notemos que, por 1.3,

elu+7tell¢] + Malu + 726l )]

e(ful +7t[o]) + Mo [[ul + ~¢|6l]*" ||

(lul + 10Dl + Mo[(ful + [8)* 4|

e(ful +19DI¢] + M [20  maz([ul*™, |61 |6l
(ful +[eDIg] + C (|ul"™" +16"7") I9]

elull] + €lo|” + Clul*™ 6] + C|g]".

|f (2, u+19)]|¢|

IANININ A A

IN
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Logo,
[z, ut+yto)llo] < elulld] + elo]” + Clul*"|g] + Clg|”.

Desde que u, ¢ € H}(Q), temos que |ul, |¢] € H}(2). Das imersdes de Sobolev,

HY(Q) — L'Q), entdo, |ul,|¢| € L'(),

Q) < Q). logo 0] € IX(Q).
Da Desigualdade de Holder,

3 3
/ |p|dx = / |p|1dz < (/ |gb|2dx) (/ 12dx>
Q ” Q 0
1
= [[@ll2[€2]7 < +oo.
Assim, |¢]? € L'(Q). Novamente das imersoes de Sobolev
Hy(Q) — LYQ), entdo |¢p| € LI(R).

Vamos mostrar que |¢|? € L'(Q), de fato

g—1 q—1
q

/Q\(;S|dx - /Q\qs|1dmg (/Q|¢yq"1dx) ' (/quqldx)

g—1
= [|¢llLa@|Q T < +oo.

Portanto, |¢|? € L'().
Desde que ¢,u € HL(Q), entdo |¢| e |u| € H}(2). Das imersdes de Sobolev.

1) < 17(9),
logo, |u| € LT (Q); da mesma forma temos
H3(Q) = L= (Q),

desde que |¢| € L%(Q) Comog—1le a

5 sao expoentes conjugados, da Desigualdade

de Holder obtemos,

q—2

/Q|ugz5]dx < (/Q\u|q_1dx)qll (/Q yu|3‘%dx) "

= lullz-@ligll o=z -

s

Entao,

/ lup|dr < 4o0.
Q
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Portanto
lug| € L*(Q).
Além disso, para |t,| — 0 quando n — oo, entao

flz,u(z) +ytno(x))p(x) = f(x,u(x))p(x), pontualmente em 2.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B), temos

tim [ 7o uta) + taoa)o(onds = [ fa,u(o)ot)ds
Queremos mostrar que DI, : Hy () — (Hg(2))* é continuo, ou seja,
u, — u, em Hy(Q),
temos que

D]g(un> — D]Q(U),

em (Hg(Q))* com ||¢]] < 1.
Logo,

DIy(u)é — DI(u)d| = | /Q £ (2 un) b — /Q £ () bdal
= | / (f(wn) — (o, u)) ddal.

Desde que
u, — u, em Hy(Q),
das imersoes de Sobolev
Up, — u, em L*(Q) com 1 < s <6.

Do Teorema de Vainberg (ver Apéndice B, Teorema B.7), a menos de subsequéncia

denotando ainda por (u,) e g € L*(Q2) tal que

up() = u(z) q.t.p. em

|un(2)| < g(z) q.t.p. em €.
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Desde que f é uma Funcao Caratheédory

[f (2, un(z)) — f(f,U(x))]% — 0 q.t.p. em .

E por (1.3) temos,

IN

F @ un(@) = flau@) P < C (1 ()] + 1 fwu))7T]

C[2771 max{| f(z, un) |77 + |f(2,u)[77}]

IA

IN

alun ()] + blun ()" + alu(z)] + blu(z)|?

2 (alg()] +blg(x)]?) .

IA

Logo,
[f(2, un(®)) = fl,u(@)|7T < 2(alg(@)| +blg(x)]") € L'(Q).
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B),
7 (@) = f ()] o o =0

Assim, para todo ¢ € H}(Q), tal que ||¢]| < 1, temos

(DIy(uy) — DIy(u))g| = / (f () — f, )b

Q

Desde que

P ] e p sao expoentes conjugados, da Desigualdade de Holder,

ki) - DR = ([ - seyF ) ( [1or)
= 1) = S @ olinc

Das imersoes de Sobolev

((DLy(un) = DIx(u))g] < Clf (2, un;(x)) = [, u(z))], 2|9
Clf (z, un(x)) = f (2, u(x))]

IN

_p_.
Lp—1

Portanto,

D12 (un) — DIy(u)]| = S |(DI2(un) — DI (w))d] < Clf (2, un(2)) = 2, w(@))] 2r -

Implicando que,

| DIz (uy,) — DIy(u)|| — 0.
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Assim, mostramos que operador é continuo. Portanto, o funcional dado por

I, : Hy — R, dado por u + I(u) = )\/ F(z,u)dz.
Q
E de classe (C'(H}(Q),R).
Afirmacao A.2 O funcional dado por,
1 6
u— I3(u) = A (uy)®.
Q
E de classe C'(H}(Q),R).

Demonstragao: Desde que

uf® = max{0,u?}

1 1
—/uidxg—/|u|6dx<oo.
6 /o 6 /o

Considere a funcao f : R — R dada por

temos que

1
fl) = glal®
Consideremos,

6lx|'r sex#0
0 sexz=0.

f'(x) =

Calculemos a Derivada de Gateaux

DL(u)¢ = hm[s(u+t¢)—13(u)

t—0 t
%/(qu + t)°dx — —/(u+) dx
= lim —% 0 Jo
t—0 t

Sejam u, ¢ e x € Q e 0 < |t| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio existe v € (0,1) tal

que,

L(u(z) + t¢(x)) — Is(u(z))
t

‘ — |DIy(u(x) + 1t(x))||6()]

[[u(z) + ()" — |ui(2)|°] = 6u(z) +vte(2)]* (u(@) +yté(x))|é(x)]
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Logo,

DIy(w)o = lim ¢ [l (x) + 310(a)[(u(z) + 1£0(2)) () dz

=hm/m )+ 4t6(@) ! (u(z) + 1t(2))|b(a) | de.

Vamos mostrar que

ing | Jule) + 002 ule) + t0(a)lo(o)ldz = [ Jultusds (4.3)

Note que mostrar (A.3) é equivalente a mostrar que

Jiny [ Juta) + 2000 (ute) + studle)o@)lds = [ ful'ugds

t, — 0 quando n — oo.

Assim considere

0n(9) = [u+ Ytnd| (u + V) p.

Temos,

lim ¢, (¢) = lim [u+ytad|* (u + 7.0)¢ = |ul*ug.

Além disso,

[on ()] = lu+ 1| (u + 110 0) ¢ = |u+ 1tn 0|

Desde que v € (0,1) temos

[on (@) < Ju+ tad|’|@].

Como t, — 0 quando n — oo tem-se [t,| < 1e

fu+ o6

[Jul + 611 |¢] < (2" max{[u],|¢]})” |¢]

C (luf’,16P°) 19| < C (luf’ +16°) I¢] = Cluf’|¢| + C|¢|°
CluP|¢] + Clo|® € L}(€).

|on(0)]

ININ A

IN

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B) tem-

se

tim [ ()= [ i ()= [ ple)da
I ik Dodr — dyd,
m [ ut ol rt0)ode = [ fuftuga

n—oo
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O que é equivalente a
lim/ [u + yto|* (u + vto)pdr = / |u\4u¢dx=/ | pdz.
=0 Jq Q 0
Isto é,
DIfu)s = [ |uPods
Q

Denotando por DI3(u)¢ = I5(u)¢ vamos mostrar que [5 ¢ continuo. Consideremos

primeiramente,
g(u) = |ul*u

e (u,) C H}(Q) tal que

Uy — U

em Hj (). Da Imersoes de Sobolev entdo
U, — u, em L%(Q).
Assim, a menos de subsequéncia
un(z) = u(r) q.t.p. em €, (A.4)
e K(z) € L°(Q).

|un| < K(x) q.t.p. em €.

De (A.4)
[tn (@) [*un () = Ju(@)[*u(z) q.t.p. em Q,
isto ¢,
9(un(z)) = g(u(z)) q.t.p. em Q.
Logo,

19(tn(x)) — g(u(@))|* = 0 q.t.p. em Q.
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Além disso,

6
5

9(un(@)) = g(u(@))[F = flun” = [P} < (fual® + [uf)?

A

< (2 max{lul®, [u}?)
< (2% max{ful’, [u})

< OU%P+M)

< C(K(x)°+ [ul®) € LN(9Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Apéndice B),

lim / 19(tun(2)) — glu(2))|2dz = 0.

n—oo

Isto é,

|9(un(2)) = g(u(x))],

wio
—

2
=

173(un) — Iy(u)l| = sup
lloll<1

/\un\4un¢daz—/\u|4u¢dx
Q 0

_ MﬁWWM_M%WM
< / 19(un) — g(u)]|ld.

Da Desigualdade de Holder

/Q 19n) — g()lI6ld < lg(un) — g(w)], ¢ Bliscay < Cl(un) — gw)| s .

Entao,

125((e) — ()] < lg(un) — g(u)] g, — 0.

Portanto I} ¢ continuo. Entao o funcional dado por Iy = ¢ [, (uy)dx é de classe
CH(Hy(Q), R).
Concluimos entao que o funcional definido por

umzéﬂmwﬂ—\éﬂgmm—éémgwx

¢ de classe C'(H}(Q2),R).
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Apéndice B
Resultados importantes

Neste apéndice enunciaremos os principais resultados utilizados nas demonstragoes
desta dissertacao.
No que segue-se temos as seguintes notacgoes.
X é um conjunto mensuravel;
i ¢ uma medida em X;
M ¢ o conjunto das fun¢des mensuraveis nao-negativas em X.

Teorema B.1 (Lema de Fatou) (ver[14]) Se f, pertence a M ™, entao

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.
n—-+00 n—-+00
Teorema B.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (ver[14]) Seja f,, uma

sequéncia de funcoes integraveis que convergem quase em todo ponto para uma funcgao

mensuravel f. Se existe uma fung¢ao integravel g tal que

|fal <g,VneN

/mwﬂm/ﬁm.

Teorema B.3 (Desigualdade de Holder) (ver[14]) Sejam f € LP(Q)) e g € L%(Q2), com

entao f é integravel e

1§p<—|—ooez—1]—|—%:1. Entdo,

foe L' el foll < 1flr@llgllLa)-

Teorema B.4 (Desigualdade de Minkowski) (ver[14]) Se f e h pertencem a LP(Q) p > 1,
entdo f + h pertencem a LP(€)) e

1F+ gl < {1fllp + N1l
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Teorema B.5 (Teorema da Representagdo de Riesz) (ver[l14]) Seja G : L? — R um
funcional linear limitado, 1 < p < +oo. Entdo existe uma fun¢do g € L%(f2), onde

q= p%l, tal que

(©.1) = [ fadn¥ € (@),

Alem disso, |G, = llgll4-
Teorema B.6 (Teorema de Fubini) (ver[14]) Suponhamos que F' € L'(Q; x Q). Entao,

para todo x € ()4

F(z,y) € L () e /Q F(x,y)dy € L:().

/dx/ mydy—/dy/ (x,y)d
91 QQ 92 Q1

Teorema B.7 (Teorema de Vainberg)(ver[14]) Sejam f, uma sequéncia de LP(2) e

Além disso,

f e LP(Q), tais que
fo = [ em LP(Q).

Entao existe uma subsequéncia f,; de f, tal que

(i) fu, > f(&) a.t.p om ©

(ii)| fn,| < h(z) q.t.p em Q, ¥n; € N, onde h € LP(Q).

Teorema B.8 (ver[26]) Sejam 1 < p < 400 e f, uma sequéncia limitada LP(Q2) que

converge pontualmente para f, q.t.p em 2. Entao
fo — fem LP(Q).
lema B.1 (ver[26]) Sejam 1 < p < 400 e (f,) uma sequéncia limitada em LP(Q2)e

A1 = i (Lfallp = 11 = fallp):

Teorema B.9 (Teorema de Agmon-Douglas-Niremberg)(ver[26]) Seja f € LP(£2) com

1 <p<oo. Seue H(Q) ésolugao fraca do problema linear

—Au = f(x), em €,
u=0 ,em 0,

entao u € W2P(Q) e existe C > 0, independente de u tal que
ullwzr@) < Clf|e@)
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Além disso, se f € WkPQ entdo u € Wr+2r(Q).

Teorema B.10 (Principio do Méximo Forte)Seja © um dominio do RY e
uwe C?(Q)NC? com — Au> 0(—Au < 0) em €.
Suponha que exista um xy € €2 tal que

w(@o) = Inf ufz) (u(zo) = supu(z)).

Entao u é constante.
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