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Aos meus pais Maria e Elias, com amor.

iii



Agradecimentos

Agradeço a Deus por esta graça concedida, por me proporcionar saúde, sabedoria e
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Resumo

Neste trabalho estudaremos um resultado de existência de solução para o problema

(Pλ)

 −M(‖u‖2)∆u = λf(x, u) + |u|2∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um dominio limitado do RN , ‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx e M : R+ → R+, f : Ω×R→ R são

funções cont́ınuas que satisfazem algumas hipóteses que descreveremos ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Equação de Kirchhoff, truncamento, Teorema do Passo da Montanha,

crescimento cŕıtico.
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Abstract

In this work we study an existence result for the problem

(Pλ)

 −M(‖u‖2)∆u = λf(x, u) + |u|2∗−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

where Ω is a bounded domain of RN , ‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx and M : R+ → R+, f : Ω×R→ R are

continuous functions that satisfy some hipotheses that we are going to describe in this work.

Key-words: Kirchhoff equation, truncation, Mountain Pass Theorem, critical growth.
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Introdução

A proposta desta dissertação é estudar a existência de solução positiva para a classe de

problemas do tipo Kirchhoff dado por

(Pλ)

 −M(‖u‖2)∆u = λf(x, u) + |u|2∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um dominio limitado do RN com fronteira suave ∂Ω, N ≥ 3, λ é um parâmetro

positivo, 2∗ =
2N

N − 2
, M : R+ → R+ e f : Ω × R → R são funções cont́ınuas que satisfazem

algumas condições que serão estabelecidas posteriormente e

‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Nosso estudo é baseado no artigo de Figueiredo G.M. [17]. Neste artigo o autor usa uma

técnica baseada em um argumento de truncamento. Uma versão do Teorema do Passo da

Montanha sem a condição (PS) é usada para mostrar que o problema truncado possui solução

positiva. Mostra-se, em seguida, que a solução do problema truncado é uma solução do problema

original usando estimativas a priori para λ grande.

O problema (Pλ) é chamado não local pela presença do termo M

(∫
Ω

|∇u|2 dx

)
, o qual

implica que a equação em (Pλ) não é identicamente pontual. Este fenômeno causa algumas

dificuldades matemáticas que fazem o estudo de tal classe de problemas particularmente

interessante. Além disso, este problema tem motivação f́ısica. De fato, o operador

M

(∫
Ω

|∇u|2 dx

)
∆u aparece na equação de Kirchhoff, que surge em vibrações não lineares,
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ou seja, equações do tipo
utt −M

(∫
Ω

|∇u|2 dx

)
∆u = f(x, u) em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x).

(1)

Tal equação hiperbólica é uma versão geral do problema de Kirchhoff

ρ
∂2u

∂t2
−

(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣∣
2

dx

)
∂2u

∂x2
= 0 (2)

apresentado por Kirchhoff [20]. Esta equação estende a clássica equação da onda de D’Alembert

por considerar os efeitos das alterações no comprimento da corda durante as vibrações. Os

parâmetros na equação (2) tem o seguinte significado: L é o comprimento da corda, h é a área

da secção transversal, E é o módulo de Young do material, ρ é a densidade de massa e P0 é a

tensão inicial.

Quando uma corda elástica com extremidades fixas é submetida a vibrações transversais,

seu comprimento varia com o tempo. Isto introduz alterações de tensão na corda. Isto induziu

Kirchhoff a propor uma correção não linear da clássica equação de D’Alembert. Mais tarde,

Woinowsky-Krieger (Nash-Modeer) incorporou esta correção na clássica equação de Euler-

Bernoulli para a barra com extremidades fixadas. Ver, por exemplo, [1], [2] e as referências

áı contidas.

Além disso, problemas não locais também aparecem em outros campos como, por exemplo,

sistemas biológicos onde u descreve um processo que depende da própria média (por exemplo,

dencidade populacional). Ver em [3], [5], [12], [23], [25] e referências áı contidas.

Existem muitos artigos sobre a equação de Kirchhoff via métodos variacionais, como

pode ser visto em [4], [5], [6], [7], [10], [11], [16], [18], [19], [21] e [28] e as referências

áı contidas. A dificuldade que aparece no uso desta técnica é o crescimento do operador

M̂(‖u‖2) = m0‖u‖2 +
b

2
‖u‖4, onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s) ds e m0, b > 0. Isto obriga-nos a impor um

crescimento 4-superlinear sobre a não linearidade f , isto é, f(x, t) = tp com p ∈ (3, 2∗ = 2N
N−2

).

Mas 2∗ = 2N
N−2
→ 2 quando N → +∞. Para contornar esta dificuldade, é comum fixar N = 3
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ou fazer um truncamento sobre a função M .

O trabalho [5] foi muito importante porque os autores usaram, pela primeira vez, argumentos

variacionais para resolver o problema de Kirchhoff, mais precisamente, o Teorema do Passo da

Montanha. Os autores usaram um argumento de truncamento similar ao usado aqui. Além

disso, para mostrar que a solução do problema truncado é uma solução do problema original,

eles usaram um argumento do tipo Gidas-Spruck.

O artigo [13] é a versão do trabalho [5] com p-Laplaciano. Os autores usaram comparações

entre ńıveis minimax de energia para mostrar que a solução do problema truncado é uma solução

do problema original.

Em [14], os autores consideraram uma classe de problemas não locais com crescimento

supercŕıtico usando métodos variacionais combinados com método de iteração de Moser para λ

suficientimente pequeno. Neste artigo, o fato de λ ser pequeno possibilita contornar a dificuldade

provocada pelo crescimento supercŕıtico.

Em [4], os autores mostraram um resultado de existência de solução positiva para o problema

(Pλ). Neste artigo as seguintes hipóteses sobre a função M foram assumidas.

Existe m0 > 0 tal que M(t) ≥ m0, para todo t ≥ 0.

Existe b > 0 tal que
M(t)

t
→ b quando t→ +∞.

Existe 4 < θ < 6 tal que

[
1

2
M̂(t2)− 1

θ
M(t2)t2

]
≥ 0 para todo t ≥ 0, onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds

e lim
t→∞

[
1

2
M̂(t2)− 1

θ
M(t2)t2

]
= +∞.

Nos artigos [4], [6], [7], [10], [15], [16], [18], [19], [21], [24], [26], [28] a função não local é

M(‖u‖2) = m0 + b‖u‖2, o que forçou os autores a fixarem N = 3.

Motivado por resultados encontrados em [4], [5], [13], [14], o autor em [17] estudou a

existência de solução para o problema (Pλ). O autor usou o mesmo tipo de truncamento

explorado em [5]; porém, foi feito uma nova abordagem e algumas estimativas foram totalmente

diferentes daquelas usadas no artigo mencionado acima. As principais diferenças são as

seguintes:

• O tamanho de λ substitui argumentos de Gidas-Spruck e comparação entre ńıveis minimax

de energia usado em [5], [13], respectivamente.
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• Em [17] foi provado o mesmo resultado encontrado em [4], porém, com hipóteses mais

fracas. Além disso, os argumentos usados em [4] são válidos apenas para N = 3. Em [17],

foi considerado N ≥ 3. Isto é posśıvel graças ao argumento de truncamento.

• Ao contrário de [14], em [17], o parâmetro λ está multiplicando o termo com crescimento

subcŕıtico. Assim, o método usado em [14] não pode ser repetido aqui porque estamos

trabalhando com uma classe diferente de problemas.

• Em [17] o autor estudou o comportamento assintótico da solução do problema (Pλ) quando

λ→∞. Este estudo não foi observado nos demais artigos citados acima.

Antes de enunciar o principal resultado desta dissertação, precisamos das seguintes hipóteses

sobre a função M : R+ → R+:

(M0) A função M é cont́ınua;

(M1) A função M é crescente;

(M2) Existe m0 > 0 tal que M(t) ≥ m0 = M(0), para todo t ∈ R+.

Um exemplo t́ıpico de uma função satisfazendo as condições (M1) − (M2) é dada por

M(t) = m0 + bt com b ≥ 0 e para todo t ≥ 0, que é a considerada na equação de Kirchhoff em

[20].

As hipóteses sobre a função f : Ω× R→ R são as seguintes:

(f0) A função f é cont́ınua;

(f1) lim
t→0

f(x, t)

t
= 0, uniformemente sobre x ∈ Ω;

(f2) Existe q ∈ (2, 2∗) verificando lim
t→+∞

f(x, t)

tq−1
= 0, uniformemente sobre x ∈ Ω;

(f3) Existe θ ∈ (2, 2∗) tal que

0 < θF (x, t) = θ

∫ t

0

f(x, s) ds ≤ tf(x, t),

para todo x ∈ Ω, t > 0 e F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s) ds;
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(f4) Assumiremos que f(x, t) = 0, para todo x ∈ Ω e t ≤ 0.

Um exemplo t́ıpico de uma função satisfazendo as condições (f1)− (f3) é dada por

f(x, t) =
k∑
1

Ci(x)tqi−1
+

com k ∈ N, 2 < qi < 2∗, Ci ∈ L∞(Ω), Ci(x) > 0, para todo x ∈ Ω e t+ = max{t, 0}.

O principal resultado desta dissertação é o seguinte:

Teorema 2.1 Assuma que as condições (M1)− (M2), (f1)− (f3) se verificam. Então, existe

λ∗ > 0, tal que o problema (Pλ) possui solução positiva, para todo λ ≥ λ∗. Além disso, se uλ é

uma solução para o problema (Pλ), então

lim
λ→+∞

‖uλ‖ = 0.

Para facilitar a leitura desta dissertação, ela está estruturada da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, faremos um truncamento sobre a função M : R+ → R+ e definiremos um

problema auxiliar (Tλ). Além disso, demonstraremos alguns lemas técnicos necessários para

provarmos os teoremas principais.

No Caṕıtulo 2, faremos a demonstração do Teorema 2.1, principal resultado desta

dissertação.

Para completar este estudo colocamos nos apêndices alguns resultados e demonstrações que

serão usados no corpo desta dissertação.

No Apêndice A, colocaremos alguns resultados que envolvem a teoria de análise funcional,

medida e integração e sobre espaços de Sobolev utilizados em nosso estudo.

No Apêndice B, estudaremos a diferenciabilidade do funcional associado ao problema

auxiliar.
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Notações:

• : fim de uma demonstração,

• →: convergência forte,

• ⇀: convergência fraca,

• Br(x): bola de centro x e raio r,

• ‖u‖ = ‖u‖H1
0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2 dx

) 1
2

,

• |f |s = |f |Ls(Ω) =

(∫
Ω

|f |s dx

) 1
s

, 0 < s <∞.
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Caṕıtulo

1

O problema auxiliar

Neste caṕıtulo, faremos um truncamento sobre a função M : R+ → R+ e definiremos

um problema auxiliar. Além disso, demonstraremos alguns lemas técnicos necessários para

provarmos os teoremas principais.

Assumiremos, sem perda de generalidade, que M não é limitada. Caso contrário, o

truncamento sobre M não é necessário.

Desde que nosso interesse é trabalhar com N ≥ 3, faremos um truncamento sobre M como

segue. Dado a ∈ R tal que m0 < a < θ
2
m0, como M é cont́ınua e não limitada existe t1 > 0

tal que M(t1) = θ
2
m0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermadiário, existe t0 > 0 tal que

M(t0) = a. Vamos definir

Ma(t) =

 M(t) se 0 ≤ t ≤ t0,

a se t ≥ t0.
(1.1)

Por (M1), seque que

Ma(t) ≤ a. (1.2)

A argumentação que vamos usar e que aparece em [17] é baseada em um estudo cuidadoso

da solução do problema auxiliar:

(Tλ)

 −Ma(‖u‖2)∆u = λf(x, u) + |u|2∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde f,N, λ são como no problema (Pλ).
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1.1 Estrutura variacional e lemas técnicos

Recordemos que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca positiva do problema (Tλ) se verifica

Ma(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇Φ dx− λ
∫

Ω

f(x, u)Φ dx−
∫

Ω

u2∗−1
+ Φ dx = 0,

para todo Φ ∈ H1
0 (Ω) e u+ = max{u, 0}.

Acharemos soluções positivas para (Tλ) encontrando os pontos cŕıticos do funcional Ia,λ :

H1
0 (Ω)→ R de classe C1 (Ver Apêndice B) dado por

Ia,λ(u) =
1

2
M̂a(‖u‖2)− λ

∫
Ω

F (x, u) dx− 1

2∗

∫
Ω

u2∗

+ dx,

onde M̂a(t) =

∫ t

0

Ma(s) ds.

Note que,

I ′a,λ(u)Φ = Ma(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇Φ dx− λ
∫

Ω

f(x, u)Φ dx−
∫

Ω

u2∗−1
+ Φ dx,

para todo Φ ∈ H1
0 (Ω). Além disso, se u ∈ H1

0 (Ω) é ponto cŕıtico não trivial de Ia,λ, então

tomando u− como função teste, temos

0 = I ′a,λ(u)u− = Ma(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇u− dx− λ
∫

Ω

f(x, u)u− dx−
∫

Ω

u2∗−1
+ u− dx,

isto implica que,

0 = I ′a,λ(u)u− = −Ma(‖u‖2)

∫
Ω

|∇u−|2 dx.

Sendo ‖u‖2 > 0 e Ma(t) > 0 para todo t > 0, conclúımos que

∫
Ω

|∇u−|2 dx = 0,

e portanto, u− = 0 quase sempre em Ω. Assim, u = u+ ≥ 0 quase sempre em Ω. Então, após

regularização eĺıptica, temos que u ≥ 0 em Ω. Dáı, usando Prinćıpios de Máximos, conclúımos
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que u > 0 em Ω.

Com o objetivo de usar Métodos Variacionais, primeiro definiremos alguns resultados

relacionados a condição de compacidade Palais-Smale.

Definição 1.1 Dizemos que uma sequência (un) ⊂ H1
0 (Ω) é uma sequência Palais-Smale para

o funcional Ia,λ no ńıvel d ∈ R se

Ia,λ(un)→ d

e

I ′a,λ(un)→ 0 em (H1
0 (Ω))′.

Definição 1.2 Dizemos que Ia,λ satisfaz a condição Palais-Smale (abreviadamente (PS)) se

toda sequência Palais-Smale de Ia,λ tem uma subsequência que converge forte.

Como é bem conhecido, as imersões H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 2 ≤ q ≤ 2∗ são cont́ınuas e

a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) não é compacta. Por isso, em geral, funcionais associados a

problemas envolvendo crescimento cŕıtico não verificam a condição Palais-Smale. Entretanto,

demonstraremos que a mesma ocorre para o funcional associado ao problema (Tλ), abaixo de

um ńıvel fixado.

Lema 1.1 Assuma que as condições (M2), (f1) e (f2) se verificam. Então, para todo λ > 0,

existem números positivos ρ e α tal que Ia,λ(u) ≥ α > 0, para todo u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖ = ρ.

Demonstração: Notemos primeiramente que a condição de crescimento dada por (f1) e (f2)

pode ser expressa da seguinte maneira:

f(x, t) ≤ ε|t|+ Cε|t|q−1, ∀ t > 0. (1.3)

De fato, por (f1), dado ε > 0, exite δ > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ ε|t|, (1.4)

para todo 0 < |t| ≤ δ. Além disso, das hipóteses (f2) e (f4), dado ε > 0 existe R > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ ε|t|q−1, (1.5)

9



para todo |t| ≥ R. Para analisar o caso em que δ ≤ |t| ≤ R, notemos que a função
f(x, t)

tq−1
é

cont́ınua e o intervalo [δ, R] é compacto. Como toda função cont́ınua assumindo valores reais

definida num compacto é limitada, existe K > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ K|t|q−1, (1.6)

sempre que δ ≤ |t| ≤ R. Portanto, de (1.4), (1.5) e (1.6) obtemos

f(x, t) ≤ ε|t|+ ε|t|q−1 +K|t|q−1

≤ ε|t|+ (ε+K)|t|q−1,

assim,

f(x, t) ≤ ε|t|+ Cε|t|q−1, (1.7)

onde Cε = ε+K.

Integrando (1.7) em relação t, temos

∫
f(x, t) dt ≤ ε

∫
|t| dt+ Cε

∫
|t|q−1 dt,

isto implica que

F (x, t) ≤ ε

2
|t|2 +

Cε
q
|t|q, (1.8)

para todo t > 0. Portanto, para u ∈ H1
0 (Ω), concluimos pela desigualdade (1.8) que

λ

∫
Ω

F (x, u) dx ≤ ε

2
λ

∫
Ω

|u|2 dx+
Cε
q
λ

∫
Ω

|u|q dx,

ou seja,

−λ
∫

Ω

F (x, u) dx ≥ − ε
2
λ

∫
Ω

|u|2 dx− Cε
q
λ

∫
Ω

|u|q dx. (1.9)

Além disso, por (M2), existe m0 > 0 tal que M(t) ≥ m0 para todo t ∈ R+, logo, Ma(t) ≥ m0

para todo t ∈ R+. Assim,

1

2

∫ ‖u‖2
0

Ma(s) ds ≥
1

2

∫ ‖u‖2
0

m0 ds =
1

2
m0‖u‖2,
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isto é,

1

2

∫ ‖u‖2
0

Ma(s) ds ≥
1

2
m0‖u‖2. (1.10)

Portanto, de (1.9) e (1.10) conclui-se que

Ia,λ(u) =
1

2

∫ ‖u‖2
0

Ma(s) ds− λ
∫

Ω

F (x, u) dx− 1

2∗

∫
Ω

u2∗

+ dx

≥ m0
1

2
‖u‖2 − ε

2
λ

∫
Ω

|u|2 dx− Cε
q
λ

∫
Ω

|u|q dx− 1

2∗

∫
Ω

u2∗

+ dx.

Das Imersões Cont́ınuas de Sobolev, existem constantes C1, C2, C3 > 0 tais que

Ia,λ(u) ≥ m0

2
‖u‖2 − ε

2
λC1‖u‖2 − Cε

q
λC2‖u‖q −

C3

2∗
‖u‖2∗ ,

ou ainda,

Ia,λ(u) ≥

(
m0 − ελC1

2

)
‖u‖2 − CελC2

q
‖u‖q − C3

2∗
‖u‖2∗ .

Tomando ε > 0 suficientemente pequeno e fazendo K1 =
m0 − ελC1

2
, K2 =

CεC2

q
e K3 =

C3

2∗

temos

Ia,λ(u) ≥ K1‖u‖2 − λK2‖u‖q −K3‖u‖2∗ ,

com K1, K2, K3 > 0. Seja ρ > 0 a ser fixado posteriormente. Para u ∈ H1
0 (Ω) com ‖u‖ = ρ,

temos

Ia,λ(u) ≥ K1ρ
2 − λK2ρ

q −K3ρ
2∗ = α.

Vamos mostrar que existe ρ > 0 de forma que

α = K1ρ
2 − λK2ρ

q −K3ρ
2∗ > 0,

ou equivalentemente,

ρ2∗

(
K1

ρ2∗−2
− λK2

ρ2∗−q −K3

)
> 0.
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Sabemos que ρ2∗ > 0, então, é suficiente ter

K1

ρ2∗−2
− λK2

ρ2∗−q −K3 > 0,

que é equivalente a
K1

ρ2∗−2
− λK2

ρ2∗−q > K3,

que por sua vez, é equivalente a

1

ρ2∗−q

(
K1

ρq−2
− λK2

)
> K3. (1.11)

Sendo 2 < q < 2∗, temos que

1

ρ2∗−q

(
K1

ρq−2
− λK2

)
→ +∞

quando ρ → 0+ e portanto, para ρ > 0 suficientemente pequeno, temos (1.11). Isto conclui a

demonstração.

Lema 1.2 Assuma que as condições (M1), (f1), (f2) e (f3) se verificam. Para todo λ > 0,

existe e ∈ H1
0 (Ω) com Ia,λ(e) < 0 e ‖e‖ > ρ.

Demonstração: Da condição (f3), obtemos

θ

t
≤ f(x, t)

F (x, t)

para todo x ∈ Ω e para todo t > 1. Com isso, segue que

∫ t

1

θ

s
ds ≤

∫ t

1

f(x, s)

F (x, s)
ds.

Assim,

[θ ln(s)]t1 ≤ [ln(F (x, s))]t1,

12



isto é,

θ ln(t) ≤ ln

(
F (x, t)

F (x, 1)

)
.

Mostrando que,

tθ ≤ F (x, t)

F (x, 1)
.

Dessa forma, conclúımos que

F (x, t) ≥ F (x, 1)tθ

≥ inf
x∈Ω

F (x, 1)tθ.

Note que, por (f3), temos F (x, 1) > 0 para todo x ∈ Ω, logo, inf
x∈Ω

F (x, 1) > 0. Façamos

C ′ = inf
x∈Ω

F (x, 1). Este ı́nfimo é atingido, pois, a função F é cont́ınua e Ω é compacto. Então,

obtemos

F (x, t) ≥ C ′tθ.

Por outro lado, para 0 < t ≤ 1 temos

F (x, t) > 0 > −C ′′, ∀ C ′′ > 0.

Portanto,

F (x, t) ≥ C ′tθ − C ′′, (1.12)

para todo t > 0. Fixemos v0 ∈ C∞0 (Ω)\{0}, com v0 ≥ 0 em Ω e ‖v0‖ = 1. Considere t > 0

suficientemente grande tal que ‖tv0‖ ≥ ρ. Temos então

Ia,λ(tv0) =
1

2

∫ ‖tv0‖2
0

Ma(s) ds− λ
∫

Ω

F (x, tv0) dx− 1

2∗

∫
Ω

(tv0)2∗ dx.
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De (1.2), Ma(t) ≤ a para todo t ≥ 0, logo

1

2

∫ ‖tv0‖2
0

Ma(s) ds ≤
1

2

∫ ‖tv0‖2
0

a ds

=
a

2
‖tv0‖2

=
at2

2
‖v0‖2

=
at2

2
.

Assim,

1

2

∫ ‖tv0‖2
0

Ma(s) ds ≤
at2

2
. (1.13)

Além disso, usando a condição de crescimento para F dada em (1.12), temos

λ

∫
Ω

F (x, tv0) dx ≥ λ

∫
supp(v0)

(C ′tθvθ0 − C ′′) dx

≥ λC ′tθ
∫

Ω

vθ0 dx− λC ′′
∫
supp(v0)

dx

= λC ′tθ
∫

Ω

vθ0 dx− λC ′′|supp(v0)|.

Portanto,

λ

∫
Ω

F (x, tv0) dx ≥ λC ′tθ
∫

Ω

vθ0 dx− λC ′′|supp(v0)|,

de onde obtemos,

−λ
∫

Ω

F (x, tv0) dx ≤ −λC ′tθ
∫

Ω

vθ0 dx+ λC ′′|supp(v0)|. (1.14)

E ainda,
1

2∗

∫
Ω

(tv0)2∗ dx =
t2
∗

2∗

∫
Ω

v2∗

0 dx ≥ 0, (1.15)

pois, v0 ≥ 0. De (1.13), (1.14) e (1.15) segue que

Ia,λ(tv0) ≤ at2

2
− tθC ′λ

∫
Ω

vθ0 dx+ λC ′′|supp v0| −
t2
∗

2∗

∫
Ω

v2∗

0 dx.

Como θ > 2 e
∫

Ω
vθ0 dx > 0, temos, Ia,λ(tv0) → −∞ quando t → +∞ e isto implica que existe
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t∗ > 0 tal que e = t∗v0 ∈ H1
0 (Ω) com ‖e‖ > ρ e Ia,λ(e) < 0.

Os Lemas 1.1 e 1.2 mostram que o funcional Ia,λ possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha sem a condição (PS) (Ver Referência [27]). Assim, existe uma sequência (un) ⊂ H1
0 (Ω)

satisfazendo

Ia,λ(un)→ Ca,λ

e

I ′a,λ(un)→ 0,

onde

Ca,λ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Ia,λ(γ(t)) > 0

e

Γ := {γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω)) : γ(0) = 0, Ia,λ(γ(1)) < 0}.

Com o lema seguinte obtemos uma estimativa para Ca,λ.

Lema 1.3 Se as condições (M1)-(M2) e (f1)-(f3) se verificam, então lim
λ→+∞

Ca,λ = 0.

Demonstração: Desde que o funcional Ia,λ tem a geometria do Teorema do Passo da Montanha,

segue que existe tλ > 0 verificando

Ia,λ(tλv0) = max
t≥0

Ia,λ(tv0),

onde v0 é a função dada no Lema 1.2. Portanto,

I ′a,λ(tλv0)(tλv0) = 0.

Isto implica, que

Ma(‖tλv0‖2)

∫
Ω

∇tλv0∇tλv0 dx− λ
∫

Ω

f(x, tλv0)tλv0 dx−
∫

Ω

(tλv0)2∗−1tλv0 dx = 0,
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ou seja,

Ma(t
2
λ‖v0‖2)‖tλv0‖2 − λ

∫
Ω

f(x, tλv0)tλv0 dx−
∫

Ω

(tλv0)2∗ dx = 0.

Como ‖v0‖ = 1, segue que

t2λMa(t
2
λ) = λ

∫
Ω

f(x, tλv0)tλv0 dx+ t2
∗

λ

∫
Ω

v2∗

0 dx. (1.16)

De (1.2) e (f3) temos

t2λa ≥ t2λMa(t
2
λ)

= λ

∫
Ω

f(x, tλv0)tλv0 dx+ t2
∗

λ

∫
Ω

v2∗

0 dx

≥ t2
∗

λ

∫
Ω

v2∗

0 dx,

pois, λ
∫

Ω
f(x, tλv0)tλv0 dx ≥ 0. Assim, obtemos

a ≥ t2
∗−2
λ

∫
Ω

v2∗

0 dx. (1.17)

Podemos dividir e inequação (1.17) por
∫

Ω
v2∗

0 dx > 0 obtendo

t2
∗−2
λ ≤ a∫

Ω
v2∗

0 dx
= C.

Então, temos

0 < tλ ≤ C
1

2∗−2 = C,

implicando que

|tλ| ≤ C.

Logo, (tλ) é limitado. Assim, existe uma sequência λn → +∞ e β0 ≥ 0 tal que tλn → β0 quando

n → +∞. Além disso, existe D > 0 tal que t2λn ≤ D. Então, desde que Ma(t) é cont́ınua e

limitada segue que

t2λnMa(t
2
λn) ≤ DMa(t

2
λn) ≤ Da = D.
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Assim,

t2λnMa(t
2
λn) ≤ D,

para todo n ∈ N. De (1.16), temos

λn

∫
Ω

f(x, tλnv0)tλnv0 dx+ t2
∗

λn

∫
Ω

v2∗

0 dx ≤ D,

para todo n ∈ N. Se β0 > 0, então

lim
n→∞

[λn

∫
Ω

f(x, tλnv0)tλnv0 dx+ t2
∗

λn

∫
Ω

v2∗

0 dx] = +∞,

que é um absurdo. Portanto, β0 = 0. Agora, considere o caminho γ∗(t) = te para t ∈ [0, 1], que

pertence a Γ, para obter a seguinte estimativa:

0 < Ca,λ ≤ max
t∈[0,1]

Ia,λ(γ∗(t)) = Ia,λ(tλv0). (1.18)

Como λ

∫
Ω

F (x, tλv0) dx ≥ 0 e
1

2∗

∫
Ω

(tλv0)2∗ dx ≥ 0, temos

Ia,λ(tλv0) =
1

2
M̂a(‖tλv0‖2)− λ

∫
Ω

F (x, tλv0) dx− 1

2∗

∫
Ω

t2
∗

λ v
2∗

0 dx

≤ 1

2
M̂a(‖tλv0‖2)

=
1

2
M̂a(t

2
λ).

Portanto,

Ia,λ(tλv0) ≤ 1

2
M̂a(t

2
λ). (1.19)

De (1.18) e (1.19) obtemos

0 < Ca,λ ≤ Ia,λ(tλv0) ≤ 1

2
M̂a(t

2
λ).

Logo,

0 < Ca,λ ≤
1

2
M̂a(t

2
λ).
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Além disso,

M̂a(t
2
λ) =

∫ t2λ

0

Ma(s) ds

≤ a

∫ t2λ

0

ds

= at2λ.

Então,

lim
λ→∞

Ca,λ = 0.

Lema 1.4 Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência tal que Ia,λ(un) → Ca,λ e I ′a,λ(un) → 0. Então

(un) é limitada.

Demonstração: Desde que Ia,λ(un)→ Ca,λ segue que (Ia,λ(un)) é uma seguência limitada

em R, isto é, existe C > 0 tal que Ia,λ(un) ≤ |Ia,λ(un)| ≤ C para todo n ∈ N. Além disso,

I ′a,λ(un) → 0, implica que para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖I ′a,λ(un)‖ < ε para todo

n ≥ n0.

Tomando ε = θ > 0, observe que

−1

θ
I ′a,λ(un)un ≤

1

θ
|I ′a,λ(un)un|

≤ 1

θ
‖I ′a,λ(un)‖‖un‖

≤ 1

θ
θ‖un‖

= ‖un‖.

Assim,

−1

θ
I ′a,λ(un)un ≤ ‖un‖.

Portanto,

Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un ≤ C + ‖un‖.
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Note que,

C + ‖un‖ ≥ Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un

=
1

2
M̂a(‖un‖2)− 1

θ
Ma(‖un‖2)

∫
Ω

∇un∇un dx

+ λ

∫
Ω

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx+

∫
Ω

[
1

θ
u2∗−1
n un −

1

2∗
u2∗

n

]
dx

=
1

2
M̂a(‖un‖2)− 1

θ
Ma(‖un‖2)‖un‖2 + λ

∫
Ω

[
1

θ
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx

+

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

u2∗

n dx.

Da hipótise (f3), temos

0 < θF (x, un) ≤ unf(x, un),

que implica,

0 ≤ 1

θ
f(x, un)un − F (x, un).

Assim,

Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un ≥

1

2
M̂a(‖un‖2)− 1

θ
Ma(‖un‖2)‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

u2∗

n dx.

Pelo fato de 2 < θ < 2∗, temos

(
1

θ
− 1

2∗

)
> 0. Logo,

Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un ≥

1

2
M̂a(‖un‖2)− 1

θ
Ma(‖un‖2)‖un‖2.

Supondo, por contradição, que (un) não é limitada em H1
0 (Ω), a menos de subsequência, temos

‖un‖2 ≥ t0. Assim, por (M2) e pela definição de Ma, segue que

Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un ≥

1

2

∫ ‖un‖2
0

Ma(s) ds−
1

θ
a‖un‖2

≥ m0

2
‖un‖2 − a

θ
‖un‖2.
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Então,

‖un‖+ C ≥ Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un

≥ m0

2
‖un‖2 − a

θ
‖un‖2.

Logo,

‖un‖+ C ≥

(
m0

2
− a

θ

)
‖un‖2. (1.20)

Desde que m0 < a <
θ

2
m0 segue que

(
m0

2
− a

θ

)
> 0. Assim, multiplicando a desigualdade

(1.20) por
1

‖un‖
, para n suficientemente grande, obtemos

1 ≥ lim sup
n→+∞

(
m0

2
− a

θ

)
‖un‖,

o que contradiz ‖un‖ → +∞. Portanto, a sequência (un) é limitada em H1
0 (Ω).

1.2 Existência de solução para o problema (Tλ)

Começaremos este tópico fazendo algumas considerações sobre medida de Radon,

enunciaremos o caso limite do Pŕıncipio de Concentração e Compacidade de Lions - PCCL,

em seguinda, iremos estabelecer relações entre o espaço das medidas de Radon e o PCCL.

Seja Ω um domı́nio do RN . Definamos os seguintes espaços de funções:

K(Ω) = {u ∈ C(Ω) : supp u ⊂⊂ Ω},

BC(Ω) = {u ∈ C(Ω) : |u|∞ = sup
x∈Ω
|u(x)| < +∞}

e

C0(Ω) = K(Ω)
|.|∞

.
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Definição 1.3 Uma medida finita em Ω é um funcional linear cont́ınuo em C0(Ω). A norma

de uma medida finita µ é dada por

‖µ‖M = sup
u∈C0(Ω),|u|∞=1

|µ(u)|.

Denotaremos por M(Ω) o espaço das medidas finita ou espaço das medidas de Radon.

Consideremos as seguintes observações sobre o espaço M(Ω):

(I) Dada uma função v ∈ L1(Ω), definimos uma medida µ̂ : K(Ω)→ R da seguinte forma

µ̂(w) =

∫
Ω

wv dx ∀w ∈ K(Ω),

Temos que µ̂ ∈ K(Ω)′. De fato, note que µ̂ está bem definida, pois,

|µ̂(w)| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

wv dx

∣∣∣∣∣ ≤ |w|∞
∫

Ω

|v| dx <∞,

uma vez que, |w|∞ <∞ e v ∈ L1(Ω). Então,

‖µ̂‖M = sup
w∈C0(Ω),|w|∞=1

|µ̂(w)| <∞.

Além disso,

‖µ̂‖M ≤ |v|1. (1.21)

Sejam w1, w2 ∈ K(Ω), então

µ̂(w1 + w2) =

∫
Ω

(w1 + w2)v dx,

pela linearidade da integral, segue que

µ̂(w1 + w2) =

∫
Ω

w1v dx+

∫
Ω

w2v dx = µ̂(w1) + µ̂(w2).
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Sejam w ∈ K(Ω) e λ ∈ R, então

µ̂(λw) =

∫
Ω

(λw)v dx = λ

∫
Ω

wv dx = λµ̂(w).

Logo, µ̂ é linear e cont́ınua. E, por densidade, podemos estender continuamente µ̂ à C0(Ω),

ou seja, podemos supor µ̂ ∈ M(Ω). Dessa forma, toda função em L1(Ω) determina uma

medida, assim, a menos de identificação, v ∼= µ̂, ou seja,

v(w) = µ̂(w) =

∫
Ω

wv dx.

(II) Se u ∈ Lp(Ω), então |u|p ∈ L1(Ω) e assim pela observação acima, existe uma medida

µ̂ ∈M(Ω) tal que

µ̂ ∼= v = |u|p.

Em particular, para u ∈ L2∗(RN) tem-se que |u|2∗ ∈ L1(RN) e assim, |u|2∗ ∼= v ∈M(RN).

(III) Se (vn) ⊂ Lp(RN) é uma sequência limitada, então |(vn)|p é uma sequência limitada em

L1(RN). Logo, por (1.21), (µ̂n) ∼= (vn) é uma sequência limitada em M(RN). Dáı,

pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe v ∈ M(RN) tal que, a menos de

subsequência,

vn ⇀ v em M(RN),

isto é,

vn(w)→ v(w) ∀w ∈ C0(RN),

que equivale a ∫
RN
wvn dx→

∫
RN
wv dx ∀w ∈ C0(RN). (1.22)

(IV) Pelo Teorema da Representação de Riesz, para cada n ∈ N, existe uma medida finita

µn ∈M(RN) tal que

µ̂n(w) =

∫
RN
wµn dx =

∫
RN
w dµn,

onde µ̂n ∈M(RN).
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Da mesma forma, existe uma medida finita µ ∈M(RN) tal que

µ̂(w) =

∫
RN
w dµ.

Então, de (1.22) conclúımos que

∫
RN
w dµn →

∫
RN
w dµ,

para todo w ∈ C0(RN).

Definição 1.4 Uma sequência (µn) converge fraco para µ no sentido das medidas de Radon e

escrevemos

µn ⇀ µ em M(Ω)

quando

µn(u)→ µ(u),

para todo u ∈ C0(Ω), isto é, ∫
Ω

u dµn →
∫

Ω

u dµ,

para todo u ∈ C0(Ω).

Lema 1.5 (Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions - Caso limite) Seja (un) uma

sequência em D1,2(RN) tal que un ⇀ u em D1,2(RN), onde D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN) : |∇u| ∈

L2(RN)} e sejam (νn) e (µn) sequências em M(RN) tais que

∫
Ω

w dνn =

∫
Ω

w|un|2
∗
dx

e

∫
Ω

w dµn =

∫
Ω

w|∇un|2 dx

para todo n ∈ N e para todo w ∈ C0(RN). Suponhamos que existam ν, µ ∈M(RN) tais que

νn ⇀ ν
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e

µn ⇀ µ.

Então:

(i) Existe um conjunto J de ı́ndices, no máximo enumerável, duas famı́lias de números reais

não negativos (νj)j∈J , (µj)j∈J e uma famı́lia (xj)j∈J tais que

ν = |u|2∗ +
∑
j∈J

νjδxj

e

µ ≥ |∇u|2 +
∑
j∈J

µjδxj ,

onde < δxj , φ >= φ(xj), para toda φ ∈ C0(Ω), chamada medida de Dirac de massa 1.

(ii)

Sν
2
2∗
j ≤ µj e

∑
j∈J

ν
2
2∗
j <∞,

onde

S = inf
u∈D1,2(RN ),u6=0

‖u‖2

|u|2
L2∗ (RN )

.

Demonstração: Ver [22].

Afim de relacionar o espaço das medidas de Radon e o Prinćıpio de Concentração e

Compacidade de Lions, considere (un) ⊂ D1,2(RN) uma sequência limitada com un ⇀ u em

D1,2(RN). Defina o funcional νn : C0(RN)→ R, dado por

νn(w) =

∫
RN
w|un|2

∗
dx, ∀w ∈ C0(RN).

Note que,

|νn(w)| =

∣∣∣∣∣
∫
RN
w|un|2

∗
dx

∣∣∣∣∣≤
∫
RN
|w||un|2

∗
dx ≤ |w|∞

∫
RN
|un|2

∗
dx,
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isto implica que,

‖νn‖ ≤ |(|un|2
∗
)|1. (1.23)

Sendo (un) uma sequência limitada em L2∗(RN), então (|un|2
∗
) é uma sequência limitada em

L1(RN). Logo, por (1.23), (νn) é uma sequência limitada em M(RN). Então, pelo Teorema

de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe ν̂ ∈ M(RN) tal que, passando a uma subsequência se

necessário,

νn ⇀ ν̂,

na topologia fraco∗, ou seja,

νn(w)→ ν̂(w) (1.24)

para todo w ∈ C0(RN).

Portanto, ∫
RN
|un|2

∗
w dx→

∫
RN
ν̂w dx ∀w ∈ C0(RN). (1.25)

Da mesma forma, ∫
RN
|∇un|2w dx→

∫
RN
µ̂w dx ∀w ∈ C0(RN). (1.26)

No Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions, as medidas ν̂ e µ̂ são da seguinte

forma:

ν̂ = |u|2∗ + ν (1.27)

e

µ̂ ≥ |∇u|2 + µ (1.28)

onde ν =
∑
i∈J

νiδxi , µ =
∑
i∈J

µiδxi e µi, νi ∈ [0,∞) com J sendo finito ou enuméravel.

Logo, por (1.25), (1.26), (1.27) e (1.28) temos

∫
RN
|un|2

∗
w dx→

∫
RN
|u|2∗w dx+

∫
RN
νw dx =

∫
RN
|u|2∗w dx+

∫
RN
w dν
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e ∫
RN
|∇un|2w dx→

∫
RN
|∇u|2w dx+

∫
RN
w dµ.

Dessa forma, a menos de subseguência, podemos supor que

|∇un|2 ⇀ |∇u|2 + µ

e

|un|2
∗
⇀ |u|2∗ + ν

no sentido das medidas de Radon.

Lema 1.6 Seja (un) uma sequência em H1
0 (Ω), tal que (un) é limitada e satisfaz

Ia,λ(un)→ Ca,λ

e

I ′a,λ(un)→ 0.

Se Ca,λ <

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

N
2 , onde S é a melhor constante de Sobolev para a imersão

H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), então existe u ∈ H1

0 (Ω) tal que ‖un‖2 → ‖u‖2.

Demonstração: Considere em H1
0 (Ω) uma sequência (un) Palais-Smale no ńıvel Ca,λ para

o funcional Ia,λ, onde (un) é limitada e

Ca,λ <

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

N
2 ,

com S sendo a melhor constante de Sobolev para a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω).

Note que, estendendo por zero as funções de H1
0 (Ω) fora de Ω, pelas imersões cont́ınuas de

Sobolev, segue que H1
0 (Ω) ⊂ H1(RN) ↪→ D1,2(RN), ou seja, H1

0 (Ω) ⊂ D1,2(RN), onde

D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN) : |∇u| ∈ L2(RN)}.

Desde que (un) é limitada em H1
0 (Ω), existe u ∈ H1

0 (Ω) tal que un ⇀ u em H1
0 (Ω). Assim, pelo
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Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions, a menos de subsequência, temos

|∇un|2 ⇀ |∇u|2 + µ

e

|un|2
∗
⇀ |u|2∗ + ν

no sentido das medidas de Radon. E obtemos também um conjunto de ı́ndices Λ, no máximo

enumerável, sequências (xi) ⊂ RN, (µi), (νi) ⊂ [0,∞) tais que

ν =
∑
i∈Λ

νiδxi , (1.29)

µ ≥
∑
i∈Λ

µiδxi (1.30)

e

Sν
2
2∗
i ≤ µi, (1.31)

para todo i ∈ Λ, onde δxi é a massa de Dirac em xi ∈ Ω e S é a melhor constante de Sobolev.

Afirmamos que Λ = ∅. De fato, suponha por contradição, que Λ 6= ∅ e fixe i ∈ Λ. Considere

ψ ∈ C∞0 (RN , [0, 1]) definida da seguinte forma:

ψ(x) =

 1, x ∈ B1(0);

0, x ∈ Ω\B2(0).

Agora, para cada % > 0, defina

ψ%(x) = ψ

(
x− xi
%

)
.

Observe que, se
x− xi
%

∈ B1(0), então |x − xi| < % e se
x− xi
%

∈ Ω\B2(0), tem-se que

|x− xi| ≥ 2%. Assim,

ψ%(x) =

 1, x ∈ B%(xi);

0, x ∈ Ω\B2%(xi).
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Temos que, para cada % > 0, a sequência (ψ%un) é limitada em D1,2(RN). De fato,

‖ψ%un‖2 =

∫
RN
|∇(ψ%un)|2 dx

=

∫
RN
|∇unψ% +∇ψ%un|2 dx

≤
∫
RN

(|∇unψ%|+ |∇ψ%un|)2 dx

≤
∫
RN

[22 max{|∇unψ%|2, |∇ψ%un|2}] dx

≤
∫
RN

22(|∇unψ%|2 + |∇ψ%un|2) dx

= 4

∫
RN
|∇unψ%|2 dx+ 4

∫
RN
|∇ψ%un|2 dx

= 4

∫
RN
|∇un|2|ψ%|2 dx+ 4

∫
RN
|∇ψ%|2|un|2 dx.

Desde que |ψ%| ≤ 1, seque que

‖ψ%un‖2 ≤ 4

∫
RN
|∇un|2 dx+ 4

∫
RN
|∇ψ%|2|un|2 dx,

logo,

‖ψ%un‖2 ≤ 4‖un‖2 + 4

∫
RN
|∇ψ%|2|un|2 dx.

Da Desigualdade de Hölder, onde os expoêntes conjugados são
N

N − 2
e
N

2
, temos

‖ψ%un‖2 ≤ 4‖un‖2 + 4

(∫
RN
|∇ψ%|N dx

) 2
N
(∫

RN
|un|2

∗
dx

)N−2
N

.

Da Imersão Cont́ınua D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN), existe uma constante C1 > 0 tal que

(∫
RN
|un|2

∗
dx

)N−2
N

≤ C1‖un‖2.
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Note que o suporte de ψ% está contido em B2%(xi), logo, obtemos

(∫
RN
|∇ψ%|N dx

) 2
N

=

(∫
B2%(xi)

|∇ψ%|N dx

) 2
N

.

Pela Regra da Cadeia, temos

∂ψ%
∂xi

(x) =
1

%
· ∂ψ
∂xi

(
x− xi
%

)
.

Fazendo y =
x− xi
%

, implica que

∂ψ%
∂xi

(x) =
1

%
· ∂ψ
∂yi

(y),

para cada i = 1, ..., N e portanto,

∇ψ%(x) =
1

%
∇ψ(y).

Obtemos também dx = %N dy. Além disso, se x ∈ B2%(xi) tem-se y ∈ B2(0). Assim,

(∫
B2%(xi)

|∇ψ%|N dx

) 2
N

=

(∫
B2(0)

1

%N
|∇ψ|N%N dy

) 2
N

=

(∫
B2(0)

|∇ψ|N dy

) 2
N

= C2. (1.32)

Então,

‖ψ%un‖2 ≤ 4‖un‖2 + 4C2C1‖un‖2,

ou ainda,

‖ψ%un‖2 ≤ C‖un‖2.

Desde que (un) é limitada em H1
0 (Ω) e, portanto, é limitada em D1,2(RN), segue que (ψ%un) é
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limitada em D1,2(RN). Assim, I ′a,λ(un)(ψ%un)→ 0. Por outro lado,

I ′a,λ(un)(ψ%un) = Ma(‖un‖2)

∫
Ω

∇un∇(ψ%un) dx− λ
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx−
∫

Ω

u2∗−1
n ψ%un dx

= Ma(‖un‖2)

∫
Ω

un∇un∇ψ% dx+Ma(‖un‖2)

∫
Ω

ψ%|∇un|2 dx

− λ

∫
Ω

f(x, un)ψ%un dx−
∫

Ω

u2∗

n ψ% dx,

ou seja,

Ma(‖un‖2)

∫
Ω

un∇un∇ψ%dx+Ma(‖un‖2)

∫
Ω

ψ%|∇un|2dx−λ
∫

Ω

f(x, un)ψ%undx−
∫

Ω

u2∗

n ψ%dx = o(1).

Desde que o suporte de ψ% está contido em B2%(xi), obtemos

∫
Ω

un∇un∇ψ% dx =

∫
B2%(xi)

un∇un∇ψ% dx.

Portanto, ∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣≤
∫
B2%(xi)

|∇un||un∇ψ%| dx.

Pela Desigualdade de Hölder, segue que

∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣ ≤ ‖un‖

(∫
B2%(xi)

|un∇ψ%|2 dx

) 1
2

.

Como (un) é uma sequência limitada em H1
0 (Ω), existe C > 0 tal que

∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣≤ C

(∫
B2%(xi)

|un∇ψ%|2 dx

) 1
2

. (1.33)

Da imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) obtemos, a menos de subsequência, un → u em L2(Ω).

Portanto, a menos de subsequência,

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω
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e existe g ∈ L2(Ω), tal que

|un(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado do RN . Assim, fazendo γn(x) = |un(x)∇ψ%(x)|2, concluimos que

γn(x)→ γ(x) q.t.p. em B2%(xi),

onde γ(x) = |u(x)∇ψ%(x)|2. Além disso,

γn(x) = |un(x)∇ψ%(x)|2 ≤ g(x)2|∇ψ%(x)|2 ∈ L1(Ω).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, que

lim
n→∞

∫
B2%(xi)

|un∇ψ%|2 dx =

∫
B2%(xi)

|u∇ψ%|2 dx. (1.34)

Portanto, (1.33) e (1.34) podemos concluir que

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|u∇ψ%|2 dx

) 1
2

. (1.35)

Usando novamente a Desigualdade de Hölder, com os expoentes conjugados
N

N − 2
e
N

2
, no

segundo membro da desigualdade (1.35), teremos

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|u|2∗ dx

)N−2
N
(∫

B2%(xi)

|∇ψ%|N dx

) 2
N

. (1.36)

Por uma mudança de variável similar a que foi feita em (1.32) obtemos

(∫
B2%(xi)

|∇ψ%|N dx

) 2
N

=

(∫
B2(0)

|∇ψ|N dx

) 2
N

. (1.37)
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Deste modo, por (1.36) e (1.37) segue que

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

un∇un∇ψ% dx

∣∣∣∣∣ ≤ C1

(∫
B2%(xi)

|u|2∗ dx

)N−2
N

. (1.38)

Agora, considere a sequência h%(x) = |u(x)|2∗χB2%(xi)(x), observe que se %→ 0, então

h%(x)→ 0 q.t.p. em Ω.

E ainda,

|h%(x)| = |u(x)|2∗χB2%(xi)(x) ≤ |u(x)|2∗ ∈ L1(Ω).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, que

lim
%→0

∫
B2%(xi)

|u|2∗ dx = 0. (1.39)

Portanto, decorre de (1.38) e (1.39) que

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

un∇un∇ψ% dx

]
= 0.

Desde que (un) é limitada em H1
0 (Ω), a menos de subsequência, existe α0 ∈ R, com α0 ≥ 0 tal

que ‖un‖ → α0. Como Ma é uma função cont́ınua, segue que

Ma(‖un‖2)→Ma(α
2
0).

Assim, podemos concluir que

lim
%→0

lim
n→∞

[
Ma(‖un‖2)

∫
Ω

un∇un∇ψ% dx

]
= 0.

Raciocinando de forma análoga temos

∫
Ω

f(x, un)ψ%un dx =

∫
B2%(xi)

f(x, un)ψ%un dx.
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Aplicando a desigualdade de Hölder e Imersão de Sobolev, segue que

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx

∣∣∣∣∣ ≤
(∫

B2%(xi)

|f(x, un)ψ%|2 dx

) 1
2
(∫

B2%(xi)

|un|2 dx

) 1
2

≤ C

(∫
B2%(xi)

|f(x, un)ψ%|2 dx

) 1
2

‖un‖.

Desde que (un) é uma sequência limitada em H1
0 (Ω), existe C > 0 tal que

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx

∣∣∣∣∣≤ C

(∫
B2%(xi)

|f(x, un)ψ%|2 dx

) 1
2

. (1.40)

Da imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) obtemos, a menos de subsequência, un → u em L2(Ω).

Portanto, a menos de subsequência,

un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω

e existe g ∈ L2(Ω), tal que

|un(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado do RN . Assim, fazendo σn(x) = |f(x, un)ψ%(x)|2, concluimos

que

σn(x)→ σ(x) q.t.p. em B2%(xi),

onde σ(x) = |f(x, u)ψ%(x)|2. Além disso, usando o crescimento de f , temos

|σn(x)| = |f(x, un)ψ%(x)|2

≤ |(ε|un|+ Cε|un|q−1)ψ%(x)|2

≤ |εg(x) + Cεg(x)q−1|2|ψ%(x)|2 ∈ L1(Ω).

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
B2%(xi)

|f(x, un)ψ%|2 dx =

∫
B2%(xi)

|f(x, u)ψ%|2 dx. (1.41)
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Assim, de (1.40) e (1.41) temos que

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx

∣∣∣∣∣≤ C

(∫
B2%(xi)

|f(x, u)ψ%|2 dx

) 1
2

. (1.42)

Usando novamente a desigualdade de Hölder, com os expoêntes conjugados
N

N − 2
e
N

2
, obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx

∣∣∣∣∣≤ C

(∫
B2%(xi)

|f(x, u)|2∗ dx

)N−2
N
(∫

B2%(xi)

|ψ%|N dx

) 2
N

. (1.43)

Note que, ψ%(x) = ψ

(
x− xi
%

)
. Fazendo y =

x− xi
%

, implica que: se x ∈ B2%(xi), então

y ∈ B2(0). Logo, (∫
B2%(xi)

|ψ%|N dx

) 2
N

=

(∫
B2(0)

|ψ|N dx

) 2
N

= C1. (1.44)

Obtemos, por (1.43) e (1.44), que

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(x, un)ψ%un dx

∣∣∣∣∣≤ C2

(∫
B2%(xi)

|f(x, u)|2∗ dx

)N−2
N

. (1.45)

Agora, considere a seguência h%(x) = |f(x, u)|2∗χB2%(xi)(x). Observe que, se %→ 0 então

h%(x)→ 0 q.t.p. em RN .

E ainda, pelo crescimento de f , segue que

|h%(x)| ≤ |ε|u|+ Cε|u|q−1|2∗χB2%(xi)(x) ∈ L1(RN).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, que

lim
%→0

∫
B2%(xi)

|f(x, u)|2∗ dx = 0. (1.46)
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Portanto, decorre de (1.45) e (1.46), que

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un)ψ%un dx

]
= 0.

Assim,

lim
%→0

[
lim
n→∞

Ma(‖un‖2)

∫
Ω

un∇un∇ψ% dx

]
= − lim

%→0

[
lim
n→∞

Ma(‖un‖2)

∫
Ω

ψ%|∇un|2 dx

]

+ λ lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

f(x, un)ψ%un dx

]
+ lim

%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

u2∗

n ψ% dx

]
,

implica que,

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

u2∗

n ψ% dx

]
= lim

%→0

[
lim
n→∞

Ma(‖un‖2)

∫
Ω

ψ%|∇un|2 dx

]
. (1.47)

Além disso, (un) é limitada em D1,2(RN) e ψ% ∈ C0(RN), então,

∫
Ω

u2∗

n ψ% dx→
∫

Ω

u2∗ψ% dx+

∫
Ω

ψ% dν (1.48)

e ∫
Ω

|∇un|2ψ% dx→
∫

Ω

|∇u|2ψ% dx+

∫
Ω

ψ% dµ. (1.49)

Portanto, segue de (1.47), (1.48) e (1.49) que

lim
%→0

∫
Ω

u2∗ψ% dx+ lim
%→0

∫
Ω

ψ% dν = lim
%→0

Ma(α
2
0)

∫
Ω

ψ%|∇u|2 dx+ lim
%→0

Ma(α
2
0)

∫
Ω

ψ% dµ.

Note que,

∫
Ω

u2∗ψ% dx =

∫
B2%(xi)

u2∗ψ% dx

=

∫
Ω

u2∗ψ%χB2%(xi)(x) dx.
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Fazendo %→ 0, obtemos

u2∗ψ%χB2%(xi)(x)→ 0,

quase sempre em Ω. E ainda,

|u2∗ψ%χB2%(xi)(x)| ≤ |u|2∗ ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

∫
B2%(xi)

u2∗ψ% dx→ 0,

quando %→ 0. Analogamente, mostra-se que

∫
B2%(xi)

|∇u|2ψ% dx→ 0,

quando %→ 0. Logo,

lim
%→0

Ma(α
2
0)

∫
B2%(xi)

ψ%|∇u|2 dx = 0.

Portanto,

lim
%→0

∫
Ω

ψ% dν = lim
%→0

∫
Ω

Ma(α
2
0)ψ% dµ. (1.50)

Observe que,

ψ%(x) = ψ%(x)χB2%(xi)(x)→ χ(xi)

quando %→ 0. E, além disso,

|ψ%(x)χB2%(xi)(x)| ≤ 1.

Desde que as medidas de Radon são finitas, segue do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue que

∫
B2%(xi)

ψ% dν =

∫
Ω

ψ%(x)χB2%(xi) dν →
∫

Ω

χ(xi) dν =

∫
{xi}

dν,
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quando %→ 0. Do mesmo modo, tem-se que

∫
B2%(xi)

ψ% dµ→
∫
{xi}

dµ,

quando %→ 0. Logo, por (1.50), para %→ 0 segue que

∫
{xi}

dν = Ma(α
2
0)

∫
{xi}

dµ,

ou seja,

ν({xi}) = Ma(α
2
0)µ({xi}).

Da condição (M2), temos

ν({xi}) ≥ m0µ({xi}). (1.51)

Além disso,

ν({xi}) =

∫
{xi}

dν =

∫
{xi}

ψ% dν = νiψ%(xi) = νi.

Do Prinćıpio de Concentração e Compacidade de Lions, obtemos

µi({xi}) ≥ Sν
2
2∗
i ({xi}).

Por (1.51), conclui-se que

νi ≥ m0µi ≥ m0Sν
2
2∗
i .

Portanto,

νi ≥ m0Sν
2
2∗
i ,

o que implica,

νi ≥ (m0S)
N
2 .

No entanto, provaremos que essa desigualdade não pode ocorrer. Suponha, por contradição,

que νi ≥ (m0S)
N
2 , para algum i ∈ Λ. Desde que (un) é (PS)Ca,λ para Ia,λ. Usando as condições
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(f3), (M2) e m0 < a < θ
2
m0 temos

Ca,λ = Ia,λ(un)− 1

θ
I ′a,λ(un)un + on(1)

≥ 1

2
M̂a(‖un‖2)− 1

θ
Ma(‖un‖2)‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

|un|2
∗
dx+ on(1)

≥ 1

2

∫ ‖un‖2
0

Ma(s) ds−
1

θ
a‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

|un|2
∗
dx+ on(1)

≥

(
1

2
m0 −

1

θ
a

)
‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

|un|2
∗
dx+ on(1)

≥

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

|un|2
∗
dx+ on(1)

≥

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

ψ%|un|2
∗
dx+ on(1).

Fazendo n→ +∞ e %→ 0, obtemos

Ca,λ ≥

(
1

θ
− 1

2∗

)[∫
Ω

u2∗ψ% dx+

∫
Ω

ψ% dν

]
→

(
1

θ
− 1

2∗

)
νi ≥

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

N
2 .

Assim, Ca,λ ≥

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

N
2 que é uma contradição. Portanto, Λ é vazio. Logo,

∫
Ω

|un|2
∗
dx→

∫
Ω

|u|2∗ dx.

Além disso, un → u em Lq(Ω), então

lim
n→+∞

Ma(‖un‖2)‖un‖2 = λ

∫
Ω

f(x, u)u dx+

∫
Ω

u2∗ dx.

Por outro lado, temos que

Ma(α
2
0)

∫
Ω

∇u∇φ dx = λ

∫
Ω

f(x, u)φ dx+

∫
Ω

u2∗−1φ dx,
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para todo φ ∈ H1
0 (Ω). Em particular, para φ = u ∈ H1

0 (Ω),

Ma(α
2
0)‖u‖2 = λ

∫
Ω

f(x, u)u dx+

∫
Ω

u2∗ dx,

de onde segue que

Ma(‖un‖2)‖un‖2 →Ma(α
2
0)‖u‖2.

Como já foi provado que Ma(‖un‖2)→Ma(α
2
0), podemos concluir que ‖un‖2 → ‖u‖2.

Teorema 1.1 Assuma que as condições (M1)-(M2), (f1)-(f3) se verificam. Então, existe λ0 > 0

tal que o problema (Tλ) tem uma solução positiva, para todo λ ≥ λ0 e para todo a ∈ (m0,
θ
2
m0).

Demonstração: Do Lema 1.3, temos que lim
λ→+∞

Ca,λ = 0. Portanto, existe λ0 > 0 tal que

Ca,λ <

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

N
2 ,

para todo λ ≥ λ0 e S é a melhor constante de Sobolev para a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), isto é,

S = inf
u∈H1

0 (Ω),u 6=0

‖u‖2

|u|2
L2∗ (Ω)

.

Agora, fixando λ ≥ λ0, mostraremos que o problema (Tλ) admite uma solução positiva. Os

Lemas 1.1 e 1.2 mostram que o problema (Tλ) possui a geometria do passo da montanha.

Portanto, podemos usar o Teorema do Passo da Montanha sem condição Palais-Smale e obter

uma sequência limitada (un) ⊂ H1
0 (Ω) verificando

Ia,λ(un)→ Ca,λ

e

I ′a,λ(un)→ 0.

Desde que (un) é limitada e Ma é uma função cont́ınua, a menos de subsequência, Ma(‖un‖2)→

Ma(α
2
0) para algun α0 ≥ 0. Do Lema 1.6, temos que ‖un‖2 → ‖u‖2 quando n → ∞, então,
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como un ⇀ u em H1
0 (Ω) obtemos a convergência forte un → u em H1

0 (Ω). Pelo fato de Ia,λ ser

de classe C1 obtemos

Ia,λ(un)→ Ia,λ(u)

e

I ′a,λ(un)→ I ′a,λ(u).

Pela unicidade do limite, temos que

Ia,λ(u) = Ca,λ > 0

e

I ′a,λ(u) = 0.

Assim, u é ponto cŕıtico de Ia,λ, portanto, u é solução não trivial do problema (Tλ).
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Caṕıtulo

2

Demonstração do teorema principal

Teorema 2.1 Assuma que as condições (M1)-(M2), (f1)-(f3) se verificam. Então existe λ∗ > 0,

tal que o problema (Pλ) tem uma solução positiva, para todo λ ≥ λ∗. Além disso, se uλ é uma

solução para o problema (Pλ), então lim
λ→+∞

‖uλ‖ = 0.

Demonstração: Seja λ0 como no Teorema 1.1. Para λ ≥ λ0, foi provado no Teorema

1.1 que existe uma solução positiva para o problema (Tλ). Seja uλ esta solução não trivial.

Afirmamos que existe λ∗ ≥ λ0 tal que ‖uλ‖2 ≤ t0, para todo λ ≥ λ∗ e t0 definido em (1.1). De

fato, se a afirmação não for verdadeira, então existe uma sequência (λn) ⊂ R tal que ‖uλn‖2 ≥ t0

se λn → +∞. Assim, obtemos que

Ca,λn ≥
1

2
M̂a(‖uλn‖2)− 1

θ
Ma(‖uλn‖2)‖uλn‖2

=
1

2

∫ ‖uλn‖2
0

Ma(s) ds−
1

θ
Ma(‖uλn‖2)‖uλn‖2

≥ 1

2
m0

∫ ‖uλn‖2
0

ds− 1

θ
Ma(‖uλn‖2)‖uλn‖2

≥ m0

2
‖uλn‖2 − a

θ
‖uλn‖2

=

(
m0

2
− a

θ

)
‖uλn‖2

=

(
m0

2
− a

θ

)
t0 > 0,
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de onde conclúımos que

Ca,λn ≥

(
m0

2
− a

θ

)
t0 > 0,

que é um absurdo. Pois, de acordo com o Lema 1.3 Ca,λn → 0. Portanto, existe λ∗ ≥ λ0 tal

que ‖uλ‖2 ≤ t0 para todo λ ≥ λ∗. Logo, Ma(‖uλ‖2) = M(‖uλ‖2) para todo λ ≥ λ∗. Assim,

desde que uλ é uma solução para o problema (Tλ), temos que uλ é também uma solução para o

problema (Pλ). Para mostrar que lim
λ→+∞

‖uλ‖ = 0, note que de (M1)-(M2) e (f3) temos que

Ca,λ ≥
1

2
M̂(‖uλ‖2)− 1

θ
M(‖uλ‖2)‖uλ‖2

=
1

2

∫ ‖uλ‖2
0

M(s) ds− 1

θ
M(‖uλ‖2)‖uλ‖2

≥ m0

2
‖uλ‖2 − 1

θ
M(t0)‖uλ‖2

≥ m0

2
‖uλ‖2 − a

θ
‖uλ‖2

=

(
m0

2
− a

θ

)
‖uλ‖2.

Desse modo,

Ca,λ ≥

(
m0

2
− a

θ

)
‖uλ‖2,

onde

(
m0

2
− a

θ

)
> 0. Do Lema 1.3 temos que lim

λ→+∞
Ca,λ = 0, logo,

lim
λ→+∞

(
m0

2
− a

θ

)
‖uλ‖2 = 0.

Portanto,

lim
λ→+∞

‖uλ‖ = 0.
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Apêndice

A

Principais resultados usados nesta dissertação

Neste apêndice enunciaremos os principais teoremas usados ao longo desta dissertação e

indicaremos as referências para a consulta das demonstrações.

Teorema A.1 (da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequência de funções

em L1(Ω). Suponhamos que:

(i) fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) Existe g ∈ L1(Ω) talque |fn| ≤ g para todo n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

fn dx→
∫

Ω

f dx.

Demonstração: Ver [9].

Lema A.1 (de Vainberg) Sejam (fn) uma sequência de funções em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tais que

fn → f em Lp(Ω). Então existe uma subsequência (fnj) ⊂ (fn) tal que

(i) fnj(x)→ f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) Existe h ∈ Lp(Ω) tal que |fnj(x)| ≤ h(x) q.t.p. em Ω e para todo j ∈ N.
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Demonstração: Ver [9].

Teorema A.2 (Desigualdade de Hölder)

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 < p < +∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

fg dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Demonstração: Ver [9].

Teorema A.3 Seja H um espaço de Banach reflexivo. Se (un) é uma sequência limitada em

H, então existem uma subsequência (unj) e u ∈ H tais que

unj ⇀ u em H.

Demonstração: Ver [8].

Teorema A.4 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willem) Seja X um espaço de Banach

e I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:

(H1) Existem α, ρ > 0 tais que I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X tal que ‖u‖ = ρ;

(H2) Existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

Então, existe um seguência (un) ⊂ X tal que

I(un)→ c e I ′(un)→ 0 em X ′,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t))
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e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração: Ver [27].

Teorema A.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitária fechada

BE∗ = {f ∈ E∗; ‖f‖ ≤ 1}

é compacta na topologia fraco∗.

Demonstração: Ver [8].

Teorema A.6 Seja H um espaço de Banach reflexivo. Se (un) é uma sequência limitada em

H, então existem uma subsequência (unj) de (un) e u ∈ H tais que

un ⇀ u em H.

Demonstração: Ver [8].

Teorema A.7 D1,p(RN) =

{
u ∈ Lp∗(RN) :

∂u

∂xi
∈ Lp(RN)

}
é um espaço de Banach reflexivo.

Demonstração: Ver [29].

Teorema A.8 (Representação de Riesz) Seja 1 < p <∞ e seja φ ∈ (Lp)∗. Então, existe uma

única função u ∈ Lp′ tal que

〈φ, f〉 =

∫
uf ∀f ∈ Lp.
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Além disso,

‖u‖p′ = ‖φ‖(Lp)∗ .

Demonstração: Ver [8].
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Apêndice

B

Diferenciabilidade do funcional associado ao

problema auxiliar

Definição B.1 Seja I : A → R onde A é um subconjunto aberto de um espaço normado X.

Dizemos que I possui uma derivada de Gateaux f ∈ X ′ em u ∈ A se, para qualquer h ∈ X,

lim
t→0

1

t
[I(u+ th)− I(u)− f(th)] = 0.

A derivada de Gateaux de I em u é denotada por I ′(u).

Definição B.2 Seja I : A → R onde A é um subconjunto aberto de um espaço normado X.

Dizemos que I possui uma derivada de Fréchet f ∈ X ′ em u ∈ A se

lim
‖h‖→0

1

‖h‖
|I(u+ h)− I(u)− f(h)| = 0.

Definição B.3 Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C1 em A ou que

I ∈ C1(A,R) quando a derivada de Fréchet de I existe em todo ponto u ∈ A e a aplicação

I ′ : A→ X ′ é cont́ınua.

Note que, todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateaux diferenciável, porém a

rećıproca não é verdadeira. No entanto, temos o seguinte resultado:

Proposição B.1 Seja I : A→ R onde A é um subconjunto aberto de um espaço normado X.

Se I possui derivada de Gateaux cont́ınua em A, então I ∈ C1(A,R).
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Demonstração: Sejam v ∈ A e ϕ′(v) a derivada de Gateaux de ϕ em v. Definindo a função

ψ : [0, 1]→ R por ψ(t) = ϕ(v + th), pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

ψ(1)− ψ(0) = ψ′(θ)

que é equivalente a

ϕ(v + h)− ϕ(v) = ϕ′(v + θh)h (B.1)

Assim, subtraindo ϕ′(v)h de ambos os membros da igualdade (B.1) obtemos

|ϕ(v + h)− ϕ(v)− ϕ′(v)h| = |ϕ′(v + θh)h− ϕ′(v)h|

≤ ‖ϕ′(v + θh)− ϕ′(v)‖X′‖h‖. (∗)

Desde que ϕ possui derivada de Gateaux cont́ınua em A, então dado ε > 0, existe δ > 0 tal que,

para qualquer ‖h‖ < δ temos

‖ϕ′(v + θh)− ϕ′(v)‖X′ < ε.

Segue então de (∗) que

|ϕ(v + h)− ϕ(v)− ϕ′(v)h| < ε‖h‖

e onde concluimos que ϕ possui uma derivada de Fréchet e esta é cont́ınua.

Agora, mostraremos que o funcional Ia,λ : H1
0 (Ω)→ R definido por

Ia,λ(u) =
1

2
M̂a(‖u‖2)− λ

∫
Ω

F (x, u) dx− 1

2∗

∫
Ω

u2∗

+ dx,

onde M̂a(t) =

∫ t

0

Ma(s) ds, é de classe C1(H1
0 (Ω),R). Para isso, consideremos os funcionais J1,

J2 e J3 definidos por

J1(u) =
1

2
M̂a(‖u‖2),

J2(u) = λ

∫
Ω

F (x, u) dx
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e

J3(u) =
1

2∗

∫
Ω

u2∗

+ dx.

Observemos primeiramente que Ia,λ(u) = J1(u) − J2(u) − J3(u) está bem definido. De fato,

sendo M : R+ → R+ cont́ınua, temos que

M̂(t) =

∫ t

0

M(s) ds < +∞,

para todo t ∈ R, e ainda, se u ∈ H1
0 (Ω) então |∇u| ∈ L2(Ω), logo,

1

2
M̂(‖u‖2) < +∞,

para todo u ∈ H1
0 (Ω). Além disso, pela condição de crescimento para F , temos

∫
Ω

F (x, u) dx ≤ ε

2

∫
Ω

|u|2 dx+
Cε
q

∫
Ω

|u|q dx,

para todo u ∈ H1
0 (Ω) e q ∈ (2, 2∗). Da imersão cont́ınua de Sobolev, H1

0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) para

2 ≤ r ≤ 2∗. Assim,
ε

2

∫
Ω

|u|2 dx+
Cε
q

∫
Ω

|u|q dx <∞

e ∫
Ω

|u|2∗ dx <∞.

Portanto,

J1(u) <∞, J2(u) <∞ e J3(u) <∞.

Proposição B.2 O funcional Ia,λ = J1 − J2 − J3 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Demonstração: De acordo com a Proposição B.1, é suficiente provar que as derivadas de

Gateaux de J1, J2 e J3 existem e são cont́ınuas.

Primeiramente, vamos calcular a derivada de Gateaux J ′1 e mostrar que ela é cont́ınua.
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Considere a função J̃1 : H1
0 (Ω)→ R dada por J̃1 = ‖u‖2 e calculemos sua derivada de Gateaux.

J̃1(u+ tv)− J̃1(u)

t
=

∫
Ω
|∇u+ tv|2 dx−

∫
Ω
|∇u|2 dx

t

=

∫
Ω
∇(u+ tv)∇(u+ tv) dx−

∫
Ω
|∇u|2 dx

t

=
1

t

(∫
Ω

|∇u|2 dx+ 2t

∫
Ω

∇u∇v dx+ t2
∫

Ω

|∇v|2 dx−
∫

Ω

|∇u|2 dx

)

=
1

t

(
2t

∫
Ω

∇u∇v dx+ t2
∫

Ω

|∇v|2 dx

)
= 2

∫
Ω

∇u∇v dx+ t

∫
Ω

|∇v|2 dx.

Portanto,

J̃ ′1(u)v = lim
t→0

(
2

∫
Ω

∇u∇v dx+ t

∫
Ω

|∇v|2 dx

)
= 2

∫
Ω

∇u∇v dx.

Note que,

J1(u) =
1

2
M̂a(J̃1(u)),

então, pela Regra da Cadeia, segue que

J ′1(u)v =

[
1

2
M̂a(J̃1(u))

]′
=

1

2
Ma(‖u‖2) · 2

∫
Ω

∇u∇v dx.

De onde concluimos que

J ′1(u)v = Ma(‖u‖2)

∫
Ω

∇u∇v dx.

Para mostrar a continuidade de J ′1, mostraremos primeiro que J̃ ′1 é cont́ınua. Considere

(un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que un → u em H1

0 (Ω). Então, para cada v ∈ H1
0 (Ω), com ‖v‖ ≤ 1 temos

|J̃ ′1(un)v dx− J̃ ′1(u)v| =

∣∣∣∣∣2
∫

Ω

∇un∇v − 2

∫
Ω

∇u∇v dx

∣∣∣∣∣
≤ 2

∫
Ω

|∇un −∇u||∇v| dx.
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Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|J̃ ′1(un)v − J̃ ′1(u)v| ≤ 2

(∫
Ω

|∇un −∇u|2 dx

) 1
2
(∫

Ω

|∇v|2 dx

) 1
2

= 2‖un − u‖‖v‖

≤ 2‖un − u‖.

Logo,

‖J̃ ′1(un)− J̃ ′1(u)‖H1
0 (Ω) := sup

‖v‖≤1

|J̃ ′1(un)v − J̃ ′1(u)v|

≤ 2‖un − u‖.

Como ‖un − u‖ → 0 em H1
0 (Ω), temos que

‖J̃ ′1(un)− J̃ ′1(u)‖H1
0 (Ω) → 0.

Desde que Ma é cont́ınua, então M̂a é de classe C1. Portanto, a função composta J1(u) =
1

2
M̂a(J̃1(u)) é de classe C1.

Vamos calcular agora a derivada de Gateaux J ′2. Primeiramente, considere para cada t ∈ R

com 0 ≤ |t| ≤ 1, para cada x ∈ Ω e para cada u,Φ ∈ H1
0 (Ω) a função h : [0, 1]→ R dada por

h(s) = F (x, u+ stΦ).

Temos que, h′(s) = f(x, u + stΦ)tΦ, h(1) = F (x, u + tΦ) e h(0) = F (x, u). Desde que h é

cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe γ ∈ (0, 1) tal

que

h(1)− h(0) = h′(γ).

Assim,

F (x, u+ tΦ)− F (x, u) = f(x, u+ γtΦ)tΦ,
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que implica, ∣∣∣∣∣F (x, u+ tΦ)− F (x, u)

t

∣∣∣∣∣= |f(x, u+ γtΦ)||Φ|.

Temos ainda a seguinte condição de crescimento da função f :

|f(x, t)| ≤ a+ b|t|p−1

para a, b > 0 dados, com 1 < p < 2∗ se N ≥ 3 e 1 < p < +∞ se N = 1 ou N = 2. De onde

conclui-se que

|f(x, u+ γtΦ)||Φ| ≤ a|Φ|+ b|u+ γtΦ|p−1|Φ|.

Além disso,

b|u+ γtΦ|p−1|Φ| ≤ b[|u|+ |γt|Φ|]p−1|Φ|

≤ b[|u|+ |Φ|]p−1|Φ|

≤ bC1 max{|u|p−1, |Φ|p−1}|Φ|

≤ C[|u|p−1 + |Φ|p−1]|Φ|

≤ C|u|p−1|Φ|+ C|Φ|p−1 + |Φ| = C|u|p−1 + |Φ|+ C|Φ|p.

Portanto,

|f(x, u+ γtΦ)||Φ| ≤ a|Φ|+ C|u|p−1|Φ|+ C|Φ|p ∈ L1(Ω). (∗)

Para uma sequência |tn| → 0 temos que f(x, u(x) + γtnΦ(x)) → f(x, u(x))Φ(x) pontualmente

em Ω. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0

J2(u+ tΦ)− J2(u)

t
= lim

t→0

λ
∫

Ω
F (x, u+ tΦ) dx− λ

∫
Ω
F (x, u) dx

t

= λ lim
t→0

∫
Ω
F (x, u+ tΦ) dx−

∫
Ω
F (x, u) dx

t

= λ lim
t→0

∫
Ω

f(x, u+ γtnΦ)Φ dx

= λ

∫
Ω

f(x, u)Φ dx.
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Logo,

J ′2(u)Φ = λ

∫
Ω

f(x, u)Φ dx.

Mostraremos que o operador J ′2 : H1
0 (Ω) → (H1

0 (Ω))′ é cont́ınuo, ou seja, para un → u em

H1
0 (Ω) queremos mostrar que J ′2(un)→ J ′2(u) em (H1

0 (Ω))′. Desse modo, para ‖Φ‖ ≤ 1,

|J ′2(un)Φ− J ′2(u)Φ| =

∣∣∣∣∣λ
∫

Ω

f(x, un)Φ dx− λ
∫

Ω

f(x, u)Φ dx

∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣
∫

Ω

[f(x, un)− f(x, u)]Φ dx

∣∣∣∣∣
≤ λ

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||Φ| dx. (I)

Desde que un → u em H1
0 (Ω), das Imersões Cont́ınuas de Sobolev, un → u em Ls(Ω) com

1 ≤ s ≤ 2∗, pois, H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω). Do Teorema de Vaimberg, existe (unj) ⊂ (un) tal que

unj → u q.t.p em Ω

e

|unj| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

Retomando (I) temos:

|J ′2(un)Φ− J ′2(u)Φ| ≤ λ

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||Φ| dx.

Da desigualdade de Hölder,

|J ′2(un)Φ− J ′2(u)Φ| ≤ λ

(∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)|
q
q−1 dx

) q−1
q
(∫

Ω

|Φ|q dx

) 1
q

,

pois
q − 1

q
+

1

q
= 1. Logo,

|J ′2(un)Φ− J ′2(u)Φ| ≤ λ|f(x, un)− f(x, u)|
L

q
q−1 (Ω)

|Φ|Lq(Ω).
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Das Imersões Cont́ınuas de Sobolev,

|J ′2(un)Φ− J ′2(u)Φ| ≤ C|f(x, un)− f(x, u)|
L

q
q−1 (Ω)

‖Φ‖

≤ C|f(x, un)− f(x, u)|
L

q
q−1 (Ω)

.

Assim, é suficiente mostrar que

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)|
q
q−1 dx→ 0.

Passando a subsequência (unj) temos que

|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|
q
q−1 → 0 q.t.p. em Ω.

E ainda,

|f(x, unj(x))|
q
q−1 ≤ [a+ b|unj|q−1]

q
q−1

≤ C1 + C2|unj|q

≤ C1 + C2g(x)q ∈ L1(Ω).

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue conclui-se que

∫
Ω

|f(x, unj(x))− f(x, u(x))|
q
q−1 dx→ 0.

Logo, ∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)|
q
q−1 dx→ 0.

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux J ′3. Para isso, façamos F (u) = |u+|2
∗
. Como

u+ = max{0, u} podemos considerar F (u) = u2∗ .

Considere para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, para cada x ∈ Ω e para cada u, v ∈ H1
0 (Ω) a função

h : [0, 1]→ R definida por

h(s) = F (u+ stΦ).
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Temos que,

h′(s) = f(u+ stΦ)tΦ = 2∗(u+ stΦ)2∗−1tΦ,

h(0) = F (u) = u2∗

e

h(1) = F (u+ tΦ) = (u+ tΦ)2∗ .

Desde que h é cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe

γ ∈ (0, 1) tal que h(1)− h(0) = h′(γ). Assim,

(u+ tΦ)2∗ − (u)2∗ = 2∗(u+ γtΦ)2∗−1tΦ,

consequentemente, ∣∣∣∣∣(u+ tΦ)2∗ − (u)2∗

t

∣∣∣∣∣= 2∗|u+ γtΦ|2∗−1|Φ|.

Temos ainda a seguinte condição de crescimento da função f :

|f(x, t)| ≤ a+ b|t|p−1

para a, b > 0 dados no caso 1 < p < 2∗ se N ≥ 3. De onde conclui-se que

2∗|u+ γtΦ|2∗−1|Φ| ≤ a|Φ|+ b|u+ γtΦ|p−1|Φ|.

Pelo mesmo argumento usado em (∗) temos que

b|u+ γtΦ|p−1|Φ| ≤ C|u|p−1|Φ|+ C|Φ|p.

Portanto,

2∗|u+ γtΦ|2∗−1|Φ| ≤ a|Φ|+ C|u|p−1|Φ|+ C|Φ|p ∈ L1(Ω).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0, temos que

2∗(u(x) + γtnΦ(x))2∗−1Φ(x)→ 2∗(u(x))2∗−1Φ(x),
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pontualmente em Ω. Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
t→0

J3(u+ tv) + J3(u)

t
= lim

t→0

1
2∗

∫
Ω

(u+ tv)2∗ dx− 1
2∗

∫
Ω
u2∗ dx

t

=
1

2∗
lim
t→0

[∫
Ω

(u+ tv)2∗ − u2∗

t
dx

]

=
1

2∗
lim
t→0

[∫
Ω

2∗(u+ γtv)2∗−1v dx

]
=

1

2∗
2∗
∫

Ω

lim
n→∞

[(u+ γtnv)2∗−1v] dx

=

∫
Ω

u2∗−1v dx.

Portanto,

J ′3(u) =

∫
Ω

u2∗−1v dx.

Mostremos que o operador J ′3 : H1
0 (Ω)→ (H1

0 (Ω))′ é cont́ınuo, ou seja, para un → u em H1
0 (Ω),

queremos mostrar que J ′3(un)→ J ′3(u) em (H1
0 (Ω))′. Para isso, considere ‖v‖ ≤ 1, assim

|J ′3(un)− J ′3(u)| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

u2∗−1
n v dx−

∫
Ω

u2∗−1v dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫

Ω

(u2∗−1
n − u2∗−1)v dx

∣∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|(u2∗−1
n − u2∗−1)||v| dx.

Dessa forma,

|J ′3(un)− J ′3(u)| ≤
∫

Ω

|(u2∗−1
n − u2∗−1)||v| dx. (I)

Desde que un → u em H1
0 (Ω), das Imersões Cont́ınuas de Sobolev, un → u em L2∗(Ω), pois, para

1 ≤ s ≤ 2∗ temos H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω). Do Teorema de Vaimberg, existe (unj) ⊂ (un) e g ∈ L2∗(Ω)

tal que unj → u q.t.p. em Ω, com |unj| ≤ g(x) quase sempre em Ω.

Retomando (I), temos

|J ′3(un)− J ′3(u)| ≤
∫

Ω

|(u2∗−1
n − u2∗−1)||v| dx.
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Da Desigualdade de Hölder, segue que

|J ′3(un)− J ′3(u)| ≤

(∫
Ω

|(u2∗−1
n − u2∗−1)|

2∗
2∗−1 dx

) 2∗−1
2∗ (∫

Ω

|v|2∗ dx
) 1

2∗

,

pois
2∗ − 1

2∗
+

1

2∗
= 1. Logo,

|J ′3(un)− J ′3(u)| ≤ |u2∗−1
n − u2∗−1|

L
2∗

2∗−1 (Ω)
|v|L2∗ (Ω).

Das Imersões Cont́ınuas de Sobolev, existe C > 0 tal que

|J ′3(un)− J ′3(u)| ≤ C|u2∗−1
n − u2∗−1|

L
2∗

2∗−1 (Ω)
‖v‖

≤ C|u2∗−1
n − u2∗−1|

L
2∗

2∗−1 (Ω)
.

Assim, é suficiente mostrar que

∫
Ω

|u2∗−1
n − u2∗−1|

2∗
2∗−1 dx→ 0.

Passando a subseguência (unj) temos que

|u2∗−1
nj − u2∗−1|

2∗
2∗−1 → 0 q.t.p em Ω.

E ainda,

|u2∗−1
nj |

2∗
2∗−1 ≤ [a+ b|unj|2

∗−1]
2∗

2∗−1

≤ C1 + C2|unj|2
∗

≤ C1 + C2g(x)2∗ ∈ L1(Ω).

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

∫
Ω

|u2∗−1
nj − u2∗−1|

2∗
2∗−1 dx→ 0,
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logo, ∫
Ω

|u2∗−1
n − u2∗−1|

2∗
2∗−1 dx→ 0.

Concluindo assim que J ′3 é cont́ınuo.
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[3] Alves, C.O. and Corrêa F.J.S.A., On existence of solutions for a class of problem involving

a nonlinear operator, Commun. Appl. Nonlinear Anal. 8 (2001) 43-56.
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