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Resumo

Neste trabalho estudaremos um resultado de existéncia de solugao para o problema

—M(|[u]|®)Au = Af(z,u) + |ul* 2u em Q,
u =0 sobre 012,

(Py)

onde © é um dominio limitado do RY, ||ul|* = / Vuldz e M : Rt - R* f: QxR — Rsio
Q

funcoes continuas que satisfazem algumas hipoteses que descreveremos ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Equacao de Kirchhoff, truncamento, Teorema do Passo da Montanha,

crescimento critico.



Abstract

In this work we study an existence result for the problem

—M(||u)®)Au = Af(x,u) + |ul* "2u in Q,
u=0 on 0f),

(P)

where Q is a bounded domain of RY, ||u|* = / |Vul|?*dz and M : R* = R* f: QxR — R are
0

continuous functions that satisfy some hipotheses that we are going to describe in this work.

Key-words: Kirchhoff equation, truncation, Mountain Pass Theorem, critical growth.
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Introducao

A proposta desta dissertacao é estudar a existéncia de solugao positiva para a classe de

problemas do tipo Kirchhoff dado por

—M([[ul*)Au = Af(z,u) + [u]* ?u em 9,
u =0 sobre 012,

(P)

onde  é um dominio limitado do RY com fronteira suave 9Q, N > 3, A é um parametro

2N
positivo, 2% = N3 M : Rt - Rt e f:Q xR — R sao fungoes continuas que satisfazem

algumas condicoes que serao estabelecidas posteriormente e

Julf? = [ [Vufda.
Q

Nosso estudo é baseado no artigo de Figueiredo G.M. [17]. Neste artigo o autor usa uma
técnica baseada em um argumento de truncamento. Uma versao do Teorema do Passo da
Montanha sem a condi¢ao (PS) é usada para mostrar que o problema truncado possui solugao
positiva. Mostra-se, em seguida, que a solu¢ao do problema truncado é uma solugao do problema

original usando estimativas a priori para A grande.
O problema (Py) é chamado nao local pela presenca do termo M ( / |Vul? d:v), o qual
Q

implica que a equagdo em (P)) nao ¢ identicamente pontual. Este fendmeno causa algumas
dificuldades matematicas que fazem o estudo de tal classe de problemas particularmente

interessante.  Além disso, este problema tem motivacao fisica. De fato, o operador

M ( / |Vul? da:) Au aparece na equacao de Kirchhoff, que surge em vibragoes nao lineares,
Q



ou seja, equacoes do tipo

U — M(/ |Vul? dm)Au = f(z,u) em Q x (0,7),
Q

u =0 sobre 02 x (0,7,
. U(J],O) = UO(m>7 ut(x70) = ul(x)

Tal equacao hiperbdlica é uma versao geral do problema de Kirchhoff

2
ou 0*u

n o] o

Pu_ (R E [*
P or

apresentado por Kirchhoff [20]. Esta equagao estende a cldssica equagao da onda de D’Alembert
por considerar os efeitos das alteracoes no comprimento da corda durante as vibragoes. Os
parametros na equacao (2) tem o seguinte significado: L é o comprimento da corda, h é a area
da seccao transversal, £/ ¢ o médulo de Young do material, p é a densidade de massa e P ¢ a
tensao inicial.

Quando uma corda elastica com extremidades fixas é submetida a vibragoes transversais,
seu comprimento varia com o tempo. Isto introduz alteracoes de tensao na corda. Isto induziu
Kirchhoff a propor uma correcao nao linear da classica equacao de D’Alembert. Mais tarde,
Woinowsky-Krieger (Nash-Modeer) incorporou esta corregdo na cléssica equacao de Euler-
Bernoulli para a barra com extremidades fixadas. Ver, por exemplo, [1], [2] e as referéncias
al contidas.

Além disso, problemas nao locais também aparecem em outros campos como, por exemplo,
sistemas bioldgicos onde u descreve um processo que depende da prépria média (por exemplo,
dencidade populacional). Ver em [3], [5], [12], [23], [25] e referéncias ai contidas.

Existem muitos artigos sobre a equacao de Kirchhoff via métodos variacionais, como
pode ser visto em [4], [5], [6], [7], [10], [11], [16], [18], [19], [21] e [28] e as referéncias
al contidas. A dificuldade que aparece no tuso desta técnica é o crescimento do operador
M(||u||?) = mol|ul®> + g|\u\|4, onde M(t) = /0 M (s)ds e mg,b > 0. Isto obriga-nos a impor um

2N

crescimento 4-superlinear sobre a nao linearidade f, isto é, f(z,t) = t* com p € (3,2" = 75).

Mas 2* = % — 2 quando N — +4o00. Para contornar esta dificuldade, é comum fixar N = 3



ou fazer um truncamento sobre a fungao M.

O trabalho [5] foi muito importante porque os autores usaram, pela primeira vez, argumentos
variacionais para resolver o problema de Kirchhoff, mais precisamente, o Teorema do Passo da
Montanha. Os autores usaram um argumento de truncamento similar ao usado aqui. Além
disso, para mostrar que a solucao do problema truncado é uma solucao do problema original,
eles usaram um argumento do tipo Gidas-Spruck.

O artigo [13] é a versao do trabalho [5] com p-Laplaciano. Os autores usaram comparagoes
entre niveis minimax de energia para mostrar que a solucao do problema truncado é uma solugao
do problema original.

Em [14], os autores consideraram uma classe de problemas nao locais com crescimento
supercritico usando métodos variacionais combinados com método de iteracao de Moser para A
suficientimente pequeno. Neste artigo, o fato de A ser pequeno possibilita contornar a dificuldade
provocada pelo crescimento supercritico.

Em [4], os autores mostraram um resultado de existéncia de solugao positiva para o problema
(Py). Neste artigo as seguintes hipéteses sobre a fungao M foram assumidas.

Existe mg > 0 tal que M (t) > my, para todo ¢t > 0.

M(t
Existe b > 0 tal que t( ) — b quando t — 4o00.
1~ 1 — t
Existe 4 < 0 < 6 tal que [§M(t2)—§M( 2)t*| > 0 paratodo t > 0, onde M(t) = / M(s)ds
0

e lim %]/\4\(252) - %M(tQ)tQ = 00,
Nos artigos [4], [6], [7], [10], [15], [16], [18], [19], [21], [24], [26], [28] a fun¢do nao local é
M(||u|*) = mq + b||u||?, o que forgou os autores a fixarem N = 3.
Motivado por resultados encontrados em [4], [5], [13], [14], o autor em [17] estudou a
existéncia de solugdo para o problema (P,). O autor usou o mesmo tipo de truncamento
explorado em [5]; porém, foi feito uma nova abordagem e algumas estimativas foram totalmente

diferentes daquelas usadas no artigo mencionado acima. As principais diferencas sao as

seguintes:

e O tamanho de A substitui argumentos de Gidas-Spruck e comparacao entre niveis minimax

de energia usado em [5], [13], respectivamente.



e Em [17] foi provado o mesmo resultado encontrado em [4], porém, com hipdteses mais
fracas. Além disso, os argumentos usados em [4] sdo vélidos apenas para N = 3. Em [17],

foi considerado N > 3. Isto é possivel gracas ao argumento de truncamento.

e Ao contrério de [14], em [17], o parametro A estd multiplicando o termo com crescimento
subcritico. Assim, o método usado em [14] ndo pode ser repetido aqui porque estamos

trabalhando com uma classe diferente de problemas.

e Em [17] o autor estudou o comportamento assintético da solugao do problema (Py) quando

A — 0o. Este estudo nao foi observado nos demais artigos citados acima.

Antes de enunciar o principal resultado desta dissertacao, precisamos das seguintes hipdteses

sobre a funcao M : Rt — R*:
(M) A fungdo M é continua,
(M;) A fungao M é crescente;
(M) Existe mg > 0 tal que M(t) > mo = M(0), para todo ¢t € R™.

Um exemplo tipico de uma fungao satisfazendo as condigoes (M;) — (M,) é dada por
M (t) = mgo + bt com b > 0 e para todo t > 0, que é a considerada na equacao de Kirchhoff em
[20].

As hipoéteses sobre a fungao f : {2 x R — R sao as seguintes:

(fo) A fungao f é continua;

t
(f1) PH(l) @ = 0, uniformemente sobre x € €);
_)

(f2) Existe g € (2,2%) verificando lim f(z, 1)

e 0, uniformemente sobre x € (2;
t—+4o00 -

(f3) Existe 6 € (2,2*) tal que

0 <0F(z,t) = Q/tf(x,s) ds < tf(x,t),
0

t
para todo z € Q, t > 0 e F(x,t) :/ f(z,s) ds;
0

4



(f1) Assumiremos que f(z,t) = 0, para todo z € Q et <0.

Um exemplo tipico de uma fungao satisfazendo as condigdes (f1) — (f3) é dada por

k
flz,t) =) Cia)ty™
1
comk €N, 2<q <2% C; € L>®(Q), Ci(z) > 0, para todo x € Q e t; = max{t,0}.
O principal resultado desta dissertacao é o seguinte:
Teorema 2.1 Assuma que as condigoes (M) — (Ms), (f1) — (fs) se verificam. Entao, existe
A* > 0, tal que o problema (P,) possui solu¢ao positiva, para todo A > A*. Além disso, se uy é

uma solugao para o problema (P,), entao
li = 0.
\ 113 |lurl] =0

Para facilitar a leitura desta dissertagao, ela esta estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 1, faremos um truncamento sobre a funcdo M : RT — R* e definiremos um
problema auxiliar (7). Além disso, demonstraremos alguns lemas técnicos necessérios para
provarmos os teoremas principais.

No Capitulo 2, faremos a demonstracao do Teorema 2.1, principal resultado desta
dissertacao.

Para completar este estudo colocamos nos apéndices alguns resultados e demonstracoes que
serao usados no corpo desta dissertacao.

No Apéndice A, colocaremos alguns resultados que envolvem a teoria de analise funcional,
medida e integragao e sobre espacos de Sobolev utilizados em nosso estudo.

No Apendice B, estudaremos a diferenciabilidade do funcional associado ao problema

auxiliar.



Notacgoes:

e m: fim de uma demonstracao,

e —: convergeéncia forte,

e —: convergéncia fraca,

B, (z): bola de centro z e raio r,

3
lull = llull ) = (/Q|VU|2€ZIE> 7

1

Ls(Q) = (/’f|sd£li) ,0 <5 < 0.
Q

|f‘s: |f




Capitulo

1

O problema auxiliar

Neste capitulo, faremos um truncamento sobre a funcado M : R™ — R e definiremos
um problema auxiliar. Além disso, demonstraremos alguns lemas técnicos necessarios para
provarmos os teoremas principais.

Assumiremos, sem perda de generalidade, que M nao é limitada. Caso contrario, o
truncamento sobre M nao é necessario.

Desde que nosso interesse é trabalhar com N > 3, faremos um truncamento sobre M como
segue. Dado a € R tal que my < a < gmo, como M é continua e nao limitada existe t; > 0
tal que M(t;) = %mg. Assim, pelo Teorema do Valor Intermadidrio, existe t; > 0 tal que

2
M(ty) = a. Vamos definir

0 M(t) se 0 <t <t, (1)
’ a se t>t. .

Por (M), seque que
M,(t) < a. (1.2)

A argumentacao que vamos usar e que aparece em [17] é baseada em um estudo cuidadoso

da solugao do problema auxiliar:

—M,(|Jull*)Au = Af(z,u) + [u[* ?u em €,
u =0 sobre OS2,

(T>)

onde f, N, A sdo como no problema (Py).



1.1  Estrutura variacional e lemas técnicos

Recordemos que u € Hj(2) é uma solugao fraca positiva do problema (7)) se verifica

Ma(||u||2)/VuV<I> dx—)\/f(x,u)fb dx—/ug:_lcb dx =0,
Q Q Q

para todo ® € H}(Q) e uy = max{u,0}.
Acharemos solugoes positivas para (7)) encontrando os pontos criticos do funcional I, :

H(©2) — R de classe C! (Ver Apéndice B) dado por

1~ 1 .
() = 5Vl =\ [ Plovwdo =5 [ o do.

t
onde M,(t) = / M,(s) ds.
0
Note que,

[;,A(U)CI):M@(HMF)/QVUV@ dx—A/Qf(x,u)cp dx_/Qu%:—lq) dr.

para todo ® € H}(Q). Além disso, se u € Hj() é ponto critico ndo trivial de I, , entao

tomando u~ como funcgao teste, temos

0 =1, \(wu" = My(|Jul]?) / VuVu~ dx — )\/ flz,uw)u™ doe — / u? ~'u” dz,
0 Q Q

isto implica que,
0= Iis(wu” = =My(ulP) [ [V .
Sendo [Ju||? > 0 e M,(t) > 0 para todo t > 0, concluimos que

/ Vu_|* dx =0,
Q

e portanto, u_ = 0 quase sempre em 2. Assim, u = u, > 0 quase sempre em (2. Entao, apds

regularizacao eliptica, temos que u > 0 em (). Dai, usando Principios de Méaximos, concluimos



que u > 0 em €.
Com o objetivo de usar Métodos Variacionais, primeiro definiremos alguns resultados

relacionados a condicao de compacidade Palais-Smale.

Definigao 1.1 Dizemos que uma sequéncia (u,) C H}(Q) é uma sequéncia Palais-Smale para
o funcional I, x no nivel d € R se

Ia,,\(un) —d

I(;’/\(un) —0 em (Hy(Q)).

Definicao 1.2 Dizemos que I, satisfaz a condi¢do Palais-Smale (abreviadamente (PS)) se

toda sequéncia Palais-Smale de 1, \ tem uma subsequéncia que converge forte.

Como é bem conhecido, as imersoes Hj(Q2) — L4(Q), 2 < ¢ < 2* sao continuas e
a imersdo H(Q) — L? (Q) nao é compacta. Por isso, em geral, funcionais associados a
problemas envolvendo crescimento critico nao verificam a condicao Palais-Smale. Entretanto,
demonstraremos que a mesma ocorre para o funcional associado ao problema (7)), abaixo de

um nivel fixado.

Lema 1.1 Assuma que as condigoes (Ms), (f1) e (f2) se verificam. Entdo, para todo A > 0,

ezistem nimeros positivos p e a tal que I, \(u) > a > 0, para todo u € H}(Q) com |lu|| = p.

Demonstragao: Notemos primeiramente que a condigao de crescimento dada por (f1) e (f2)

pode ser expressa da seguinte maneira:
fz,t) < elt| + CJt|Tt, ¥t >0. (1.3)
De fato, por (f1), dado € > 0, exite § > 0 tal que
|f (. 2)] < et (1.4)
para todo 0 < [t| < . Além disso, das hipéteses (fa) e (f1), dado € > 0 existe R > 0 tal que

[f (@, )] < elt]", (1.5)

9



para todo |t| > R. Para analisar o caso em que § < |t| < R, notemos que a fungao

fat)
t

q—1

continua e o intervalo [d, R] é compacto. Como toda fungao continua assumindo valores reais

definida num compacto é limitada, existe K > 0 tal que
|f(a,t)] < K[t]", (1.6)
sempre que § < |t| < R. Portanto, de (1.4), (1.5) e (1.6) obtemos

flat) < elt]+eft]r™" + K[t

< elt| + (e+ K|t

assim,

fla,t) < elt| + Ceft|* ™, (1.7)

onde C, = e+ K.

Integrando (1.7) em relagao t, temos
/f(g:,t) dt§6/|t| dt+C’e/|t|q_1 dt,

Ce
Fla,t) < S+ [t (1.8)
q

isto implica que

para todo ¢ > 0. Portanto, para u € H}(Q), concluimos pela desigualdade (1.8) que

)\/F(:U,u) dx < E)\/ |ul|? dac—i-%)\/ |ul? dz,
Q 2 Ja q9 Ja

ou seja,
—)\/F(a:,u) iz > —E)\/ uf? dz — %)\/ lul? da. (1.9)
Q 2 Jo q Q

Além disso, por (Ms), existe mg > 0 tal que M(t) > mg para todo t € RT, logo, M,(t) > my

para todo t € RT. Assim,

1 pll? 1 pll? | )
5/0 M,(s)ds > 5/0 mo ds = §m0|]uH :

10



isto é,
1 flul® 1
= M,(s) ds > =myg||ul|*. (1.10)
2 /o 2

Portanto, de (1.9) e (1.10) conclui-se que

1 flel?

L) = 5 | M()ds—)\/F(xu)dx——/u+dx

mo—HuH2 - —)\/ lu|? dox — —)\/ |ul? dz — —/

Das Imersoes Continuas de Sobolev, existem constantes C4, Cs, C3 > 0 tais que

v

m € C. C .
Fux(@) 2 2l = SAC? - SExCalull = Sl

ou ainda,

2%

exC CAC
Loa(u) > <—1>H I* - 2H [ H

mo—e)\C’l K — CECQ Cg
2 T

Tomando € > 0 suficientemente pequeno e fazendo K; =

temos

Lop(u) = Kylul* = MK ||u]|” — K

Y

com Ki, Ky, K3 > 0. Seja p > 0 a ser fixado posteriormente. Para u € H}(Q) com |ju| = p,

temos

Loa(u) > Kip* — AKop® — K3p* = a.

Vamos mostrar que existe p > 0 de forma que

a=Kip* — AKyp? — K3p* >0,

K MK
2% 1 2

ou equivalentemente,

11



Sabemos que p? > 0, entdo, é suficiente ter

K AK
pTiz - prq — K3 >0,
que é equivalente a
K MK,

o T g~ 13,
pF =2 p2a

que por sua vez, é equivalente a

1 K
m (p‘IlQ — )\KQ) > K.

Sendo 2 < g < 2*, temos que

1 (K
pe <pq—12 - AK2>—> +00

(1.11)

quando p — 0% e portanto, para p > 0 suficientemente pequeno, temos (1.11). Isto conclui a

demonstragao.

Lema 1.2 Assuma que as condigoes (My), (f1), (f2) e (f3) se verificam. Para todo X > 0,

eziste e € Hy(Q) com I, ,(e) <0 e |le]| > p.

Demonstragao: Da condigao (f3), obtemos

~
=
£
\tb

para todo = € Q e para todo ¢t > 1. Com isso, segue que
t t
0
/ —ds < / f(z,s) ds.
18 1 F(a,s)

(0In(s)fi < [In(F(x, 5))]},

Assim,

12



isto é,

Mostrando que,

= F(z,1)
Dessa forma, concluimos que
F(xz,t) > F(x, 1)t

> inf F(x, 1)t
z€Q

Note que, por (f3), temos F(x,1) > 0 para todo z € €, logo, inf F(z,1) > 0. Facamos
z€Q
C" = inf F(z,1). Este infimo é atingido, pois, a funcao F' é continua e 2 é compacto. Entao,
€
obtemos

F(x,t) > C'tY.

Por outro lado, para 0 <t < 1 temos
F(z,t)>0>-C", vC" >0.

Portanto,

F(x,t)>C't —C”, (1.12)

para todo t > 0. Fixemos vy € C§°(Q2)\{0}, com vy > 0 em 2 e ||vy]| = 1. Considere ¢t > 0

suficientemente grande tal que ||tvg|| > p. Temos entao

1 [ltwol? 1 «
I\ (tvg) = 5/ M,(s) ds — )\/ F(z,tvy) do — ;/(tvo)2 dx.
0 Q Q

13



De (1.2), M,(t) < a para todo t > 0, logo

1 [ltvol® 1 [lteol
—/ M,(s)ds < —/ ads
2 Jo 2 Jo

a
= glltwl®
at2
= S llwol?
_ at2
= 5
Assim,
1 [ltvol? 12
5/ M()ds<“7 (1.13)
0

Além disso, usando a condigao de crescimento para F' dada em (1.12), temos

A/F(J:,tvo) de > )\/ (C't%5 — ") da
0 supp(vo)

> A7 [ o) de — C’”/ dz
Q supp(vo)

= \C't 9/1;0 dx — AC"|supp(vo)|.

o}

Portanto,

)\/F(x tvg) da > )\C’te/v dz — AC"|supp(vo),
Q Q

de onde obtemos,

—)\/ F(z,tvy) de < —)\C'te/ v) dx + NC" |supp(vo)|. (1.14)
Q 0
E ainda,
1 o [ g
— [ (tvg)” de = — | v5 dx >0, (1.15)
2% Jq 2% Jq

pois, vg > 0. De (1.13), (1.14) e (1.15) segue que

¢ t .
I\ (tvg) < % - teC’)\/ V) dx + XC" |supp vo| — o / ve dx.
0 0

Como 0 > 2 e fQ v8 dx > 0, temos, I, ,(tvg) — —oo quando ¢ — 400 e isto implica que existe
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t. > 0 tal que e = t,vg € H () com |le]| > p e I, \(e) <O0.

Os Lemas 1.1 e 1.2 mostram que o funcional I, » possui a geometria do Teorema do Passo da

Montanha sem a condigao (PS) (Ver Referéncia [27]). Assim, existe uma sequéncia (u,,) C H}(Q)

satisfazendo
[a)\(un) — Ca,)\
e
I(/L/\(un) — 0,

onde

W = inf 1, t

Ca = inf max A(y(?) >0

e

= {y € C([0,1], Hy(Q)) : 7(0) = 0, L A(v(1)) < 0}.

Com o lema seguinte obtemos uma estimativa para C, ».

Lema 1.3 Se as condigoes (My)-(Ms) e (f1)-(f3) se verificam, entao lim C, = 0.

A——+o00

Demonstracao: Desde que o funcional I, ) tem a geometria do Teorema do Passo da Montanha,

segue que existe ¢, > 0 verificando
Ioa(tavg) = I%%X I\ (tv),
onde vy é a funcao dada no Lema 1.2. Portanto,
I;7A(tAvo)(tAU0) = 0.

Isto implica, que

Ma(Ht,\vOHQ) / Vit\voViyvg do — )\/ [z, thvg)tavg dx — /(t,\vo)?lt)\vo dx =0,
Q Q Q
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ou seja,

M (& ]|vol®) [tavol|* — )\/ f(z, tav)tavy do — /(two)2* dx = 0.
Q 0

Como ||vg|| = 1, segue que

BM,(5) = )\/ f(z, tavo)tavg dw + 15 / v dx. (1.16)
Q Q
De (1.2) e (f3) temos

tha > GMo(t3)

= /\/ [z, tavo)trvg dz —i—ti* / vg* dx
Q Q

> t?\*/'ug* dz,
Q

pois, A [, f(x,tAvo)trvg dz > 0. Assim, obtemos

a>t 2 / v dx. (1.17)
Q

Podemos dividir e inequagao (1.17) por [, v§ da > 0 obtendo

* a/ =i
22— =C.
AT [yud de

Entao, temos

1
0<ty<C* 2 =C,

implicando que

| < C.

Logo, (t,) é limitado. Assim, existe uma sequéncia \, — 400 e 3y > 0 tal que t,, — [y quando
n — +oo. Além disso, existe D > 0 tal que t?\n < D. Entdo, desde que M,(t) é continua e
limitada segue que

5 M,(t3) < DM,(t; ) < Da = D.
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Assim,

5 M,(t3 ) < D,

para todo n € N. De (1.16), temos

)\n/ f(z, ty,v0)tr, v dx + t?\n / US* dr < D,
Q Q

para todo n € N. Se By > 0, entao

n—oo

lim [)\n/ f(z,ty,v0)ta, vo dz + t?\n / vg* dz] = 400,
Q Q

que é um absurdo. Portanto, 5y = 0. Agora, considere o caminho 7,(t) = te para t € [0, 1], que

pertence a I', para obter a seguinte estimativa:

0 < Cun < max Ly x(74(t)) = Ioa(tavo). (1.18)

te(0,1]

1 *
Como )\/ F(z,t\vg) dz >0 e ;/(t,\vof dx > 0, temos
Q Q

1/\ 1 * *
I \(tavg) = §Ma(Ht,\v0H2)—)\/QF(x,two) dx—;/gti vy dx

1~
ST

1/\
== §Ma<t?\)

Portanto,

1~
Toa(tavg) < §Ma(t§). (1.19)

De (1.18) e (1.19) obtemos
1~ ,
0 < Con < Iyn(thvg) < §Ma(t,\)'

Logo,
1~
0< Ctl,)\ < §Ma(t§\).
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Além disso,

Entao,

li =0.
Al—{goca’A 0

Lema 1.4 Seja (u,) C Hg(Q) uma sequéncia tal que Iox(un) — Cax € I} \(un) = 0. Entdo

(u,) € limitada.

Demonstracao: Desde que [, x(u,) = C,\ segue que (I, \(u,)) é uma seguéncia limitada
em R, isto é, existe C' > 0 tal que I, \(u,) < |Iga(u,)| < C para todo n € N. Além disso,
I \(un) — 0, implica que para todo € > 0, existe ng € N tal que [[[] \(u,)| < € para todo
n > ng.

Tomando € = 6 > 0, observe que

el < g1yl
< gl
< S0l
= .

Assim,

Portanto,

18



Note que,

1
Ctllunll = Tan(un) = 5o (un)un

1 1
= $lal®) = Gl | YV, da

2
d:c—l—/
0

= ST l?) — Mol + A / Ff(x,un)un—m,un)] dz

alf
1 1 .
(———)/ui dz.
0  2%) Jq

Da hipétise (f3), temos

1 1
21 2*
—u, Uy — U

7 o Un dx

+ A/Q [%f(x,un)un — F(z,up)

0 < OF(x,un) < upf(x, uy),

que implica,

1
0< 5]‘(3:, U )Un, — F(2,u,).
Assim,

1 1 1

1~ 1 .
Lo (un) = gLoa(w)un = G Ma(lluall®) = 5 Ma(llunl*)llun]l* + (5 B 2‘)/&‘ o

1 1
Pelo fato de 2 < 0 < 2*, temos (5 — ;) > (. Logo,

1 1— 1
Lo (tn) = 5 Lo (un)un 2 §Ma(|lun\|2) - gMa(HUnHQ)HunHz-

Supondo, por contradigao, que (u,) nao ¢ limitada em H{(£2), a menos de subsequéncia, temos
|w,]|?> > to. Assim, por (M>) e pela definigao de M,, segue que

1 1

fun 2 1
Lalin) = glia(w)un = 5 [ Mo(s) ds = Galu P
0

v

m a
I e
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Entao,

1
lunll +C = La(un) = Z Lo 7 (wn)un
mo a
> ol = llwnl?
Logo,
mo a
[unll +C > (7 - 5) [[n || (1.20)
0 mo a . .. .
Desde que mg < a < 5o segue que | —= — ] > 0. Assim, multiplicando a desigualdade
1
(1.20) por m, para n suficientemente grande, obtemos
Un

. mo a
1> limsup| — — = | ||u,]|,
> nwp<2 9>|| ||

o que contradiz ||u,|| — +oo. Portanto, a sequéncia (u,) ¢ limitada em H}(S2).

1.2 Existéncia de solucao para o problema (7))

Comecaremos este tépico fazendo algumas consideragoes sobre medida de Radon,
enunciaremos o caso limite do Principio de Concentragao e Compacidade de Lions - PCCL,
em seguinda, iremos estabelecer relagoes entre o espaco das medidas de Radon e o PCCL.

Seja € um dominio do RY. Definamos os seguintes espacos de funcoes:
K(Q)={ueC(Q): suppu CC Q},

BC(Q) ={u € C(Q) : |u]oo = sup|u(x)| < +oo}

e

Co() = K(@)"
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Defini¢ao 1.3 Uma medida finita em 2 é um funcional linear continuo em Cy(2). A norma

de uma medida finita p € dada por

lellm= sup ()l
wECH(R),[uoo=1

Denotaremos por M(€2) o espago das medidas finita ou espago das medidas de Radon.

Consideremos as seguintes observagoes sobre o espago M(£2):

(I) Dada uma fungao v € L'(Q2), definimos uma medida 71 : K(Q2) — R da seguinte forma
p(w) = / wvdr Yw € K(Q),
Q

Temos que i1 € K(£2)". De fato, note que 1 estd bem definida, pois,

l(w)| = ‘/wvdw < |w|oo/ |v| dx < oo,
Q Q

uma vez que, |w|s, < oo e v € L1(Q). Entao,

172l a1 = sup pi(w)] < oo.
weCp(Q),|w|eo=1

Além disso,

17l < [0l (1.21)

Sejam wq, we € K(§2), entao

fi(wy +wg) = /(wl + w2)v di,
Q

pela linearidade da integral, segue que

it +w) = |

wyv dx + / wov dr = fi(wy) + fi(ws).
Q Q
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Sejam w € K(Q2) e A € R, entao

i) = /Q (w)v dz = A /Q wo dz = Nfi(w).

Logo, f é linear e continua. E, por densidade, podemos estender continuamente i a Cy(€2),
ou seja, podemos supor i € M(Q). Dessa forma, toda fungao em L'(Q) determina uma

medida, assim, a menos de identificacao, v = [, ou seja,
v(w) = p(w) = / wv dx.
Q

(IT) Se u € LP(Q), entdo |u|? € L'() e assim pela observacao acima, existe uma medida
e M(Q) tal que

A= fulr
Em particular, para u € L?" (RY) tem-se que |[u|* € LY(RY) e assim, |u[* =2 v € M(RY).

(ITI) Se (v,) C LP(RY) é uma sequéncia limitada, entdo |(v,)|P é uma sequéncia limitada em
LYRYM). Logo, por (1.21), (fi,) = (v,) é uma sequéncia limitada em M(RY). Dali,
pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe v € M(RY) tal que, a menos de

subsequeéncia,

v, = v em M(RY),

isto é,

vp(w) = v(w) Yw € Co(RY),

que equivale a

/ woy, dr — wv dr Yw € Co(RY). (1.22)
RN RN

(IV) Pelo Teorema da Representagdo de Riesz, para cada n € N, existe uma medida finita

tn € M(RYN) tal que

I (w) = / Wy, dz = / W dfiy,
RN RN
onde fi, € M(RY).
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Da mesma forma, existe uma medida finita u € M(RY) tal que

itw) = [ wn

Entao, de (1.22) concluimos que

/ w dp, — w dpu,
RN RN

para todo w € Co(RY).

Defini¢ao 1.4 Uma sequéncia (u,,) converge fraco para jn no sentido das medidas de Radon e

ESCTevVeEmos

fin — p em M(Q)

quando

pn () = (),

/ud,un—>/ud,u,
Q Q

Lema 1.5 (Principio de Concentracao e Compacidade de Lions - Caso limite) Seja (u,) uma

sequéncia em DV?(RYN) tal que u, — u em D“?(RY), onde D™?(RN) = {u € L* (RY) : |Vu| €

para todo u € Cy(K2), isto €,

para todo u € Cy(£2).

L2(RM)} e sejam (v,) e () sequéncias em M(RY) tais que

/wdl/n:/w|un
Q Q

.
¥ dx

/wdun:/w|Vun]2 dx
Q Q

para todo n € N e para todo w € Co(RYN). Suponhamos que existam v, u € M(RY) tais que

Up — UV
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Hn — W
Entao:

(1) Eziste um conjunto J de indices, no mdzimo enumerdvel, duas familias de nimeros reais

nao negativos (v;)jer, (1) jes e uma familia (z;)e; tais que

v=|ul* + Z VjOq,

jedJ

H > |vu|2 + Z/’Lj5$j?

jeJ

onde < 0y;, ¢ >= ¢(x;), para toda ¢ € Co(Q?), chamada medida de Dirac de massa 1.

(i)

onde

2
S= inf ]

5 .
ueDL2(RN)uz0 [U]7 s (&N

Demonstracao: Ver [22].

Afim de relacionar o espaco das medidas de Radon e o Principio de Concentragao e
Compacidade de Lions, considere (u,) C DY?(RY) uma sequéncia limitada com wu, — u em

D2(RY). Defina o funcional v, : Co(RY) — R, dado por
vp(w) = / wlu,|* dr, Yw € Co(RY).
RN
Note que,

.
¥ dx,

|vn (w)| = '/ wlu,|* d
RN

< / wlfunl?” d < [w]oe / i
RN RN
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isto implica que,

2*)

[l < [ (fun

L. (1.23)

Sendo (u,) uma sequéncia limitada em L? (RY), entdo (|u,|?") é uma sequéncia limitada em
LY(RY). Logo, por (1.23), (v,) é uma sequéncia limitada em M(RY). Entao, pelo Teorema
de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe 7 € M(RY) tal que, passando a uma subsequéncia se

necessario,

Up =V,
na topologia fraco*, ou seja,
Up(w) — v(w) (1.24)
para todo w € Co(RY).
Portanto,
/ | |* w da — vwdr Yw € Co(RY). (1.25)
RN RN
Da mesma forma,
/ |Vu,|*w do — fwdr Yw € Co(RY). (1.26)
RN RN

No Principio de Concentracao e Compacidade de Lions, as medidas 7 e i1 sao da seguinte
forma:

U= |ul* +v (1.27)

o> | Vul? + p (1.28)

onde v = Z Vilg,, o= Z Widz, € pi, v € [0,00) com J sendo finito ou enuméravel.
icJ icJ

Logo, por (1.25), (1.26), (1.27) e (1.28) temos

/ |un|2*wdx—>/ |u|2*wdx—|—/ de:p:/ |u|2*wd:v+/ w dv
RN RN RN RN RN
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/ ]Vun\2wdx—>/ ]Vu]dea:—l—/ w dpi.
RN RN RN

Dessa forma, a menos de subseguéncia, podemos supor que

Vg |* = [Vul* +

Jun|*” = Ju]* +v
no sentido das medidas de Radon.

Lema 1.6 Seja (u,) uma sequéncia em HJ (), tal que (u,) € limitada e satisfaz

[a,/\(un) — Ca,)\

I;7A(un) — 0.

1 1
Se Con < 5~ ;) (mOS)%, onde S ¢ a melhor constante de Sobolev para a imersao

HY(Q) — L*¥(Q), entdo existe u € HL(Q) tal que |lu,||* — ||ul?.

Demonstragao: Considere em H}(Q) uma sequéncia (u,) Palais-Smale no nivel C,  para

o funcional I, ), onde (u,) é limitada e

1 1
Ca)\ < (5 — §> (mOS) 2,

com S sendo a melhor constante de Sobolev para a imersao H{ () < L* ().

|z

Note que, estendendo por zero as fungoes de Hj () fora de 2, pelas imersoes continuas de

Sobolev, segue que H}(Q) C HY(RY) < DV(RY), ou seja, H}(2) € DV*(RY), onde
DY (RY) = {u e L* (RY) : |Vu| € L*(RV)}.

Desde que (u,,) ¢ limitada em H(f2), existe u € Hy(2) tal que u,, — u em Hj(£2). Assim, pelo
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Principio de Concentracao e Compacidade de Lions, a menos de subsequéncia, temos

V| = [Vul* + p

| = Juf* + v

no sentido das medidas de Radon. E obtemos também um conjunto de indices A, no maximo

enumerdvel, sequéncias (z;) C RY, (), (1) C [0, 00) tais que

v=> v, (1.29)

(IS

LIS

2
*

Sv <, (1.31)

(3

para todo ¢ € A, onde ¢,, ¢ a massa de Dirac em x; € Q2 e S é a melhor constante de Sobolev.
Afirmamos que A = (). De fato, suponha por contradicao, que A # () e fixe ¢ € A. Considere
Y € C°(RY,[0,1]) definida da seguinte forma:

1, T € Bl(O),

U(z) =
0, =€ Q\B(0).

Agora, para cada ¢ > 0, defina

Observe que, se ’ € By(0), entdo |z — x| < o e se TTE ¢ O\ By(0), tem-se que
0
|x — x;] > 20. Assim,
1, z € B,(x;);

Yo(z) =
0, z € Q\Bay(x;).
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Temos que, para cada ¢ > 0, a sequéncia (1,u,) é limitada em D?(RN). De fato,

gl = [ V@) do
= /RN]Vuan—i-Vz/JgunF dx
< [ (9l + 1900 da
< [ P max( Vbl (90} da
< [ BT+ 900 da
= 4/ |Vunwg|2d$+4/ Vipgun|? da
RN RN
_ 4/RN\Vun|2|1pg|2dx+4/RN]Vzbg|2|un|2dx.

Desde que |9),| < 1, seque que

ol <4 [ [V da 4 [ VPl e

logo,
[l < Al 4 [ 190

N

e DR temos

Da Desigualdade de Holder, onde os expoéntes conjugados sao

N-—-2

2 g2
r|wgunr|2s4uunu2+4< / \wwdx) (/ |un|2*dx> .
RN RN

Da Imersdao Continua DV?(RY) < L?"(RY), existe uma constante C; > 0 tal que

&
(/ ] dx) < Cillunl .
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Note que o suporte de 1), estd contido em By,(z;), logo, obtemos

(/ rwwx) :< / |wg\Ndx) |
RN Bay (i)

Pela Regra da Cadeia, temos

r — T;

Fazendo y = , implica que

My, 1 Y

para cada ¢ = 1,..., N e portanto,

Vipy(z) = gwy).

Obtemos também dz = oV dy. Além disso, se & € Ba,(z;) tem-se y € By(0). Assim,

( / VN dw)
B2@($i)

Entao,

2
N

:</ iN|w|NgNdy> =(/ rw\Ndy> =Cy. (1.32)
B»(0) 9 B2(0)

1Weunll® < dllunll? + 4C2Ch|unl?,

=S
2w

ou ainda,

Ioun|* < Cllull*.

Desde que (u,,) ¢ limitada em H}(2) e, portanto, é limitada em DV?(RY), segue que (¥,uy,) ¢
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limitada em D"?(RY). Assim, I, (u)(¥,un) = 0. Por outro lado,

T\ (n) (gt) = Ma(llun]?) / VitV () iz — A / £ )t i — / W2 Vg di
= M) [ VeV d+ MaanlP) [ 6]V d
Q Q

- A /Q f (@, ) u, do — /Q u? v, dz,

ou seja,

M, ([[un?) / V1, Vgl M, ([0 |?) / o V[P / F (2 ) gund— / W2 iz = of1).

Desde que o suporte de 9, esta contido em By,(x;), obtemos

/ U, Vu, Vb, do = / u, Vu, Vb, du.
Q Bao(x;)

Portanto,

/ U, Vu, Vb, dz
Q

<[ [Vullevide
329(5131‘)

Pela Desigualdade de Holder, segue que

N

/ U, Vu, Vi, dzx
0

< ||un||< / |unwg|2da:> .
BQQ(%‘)

Como (u,,) é uma sequéncia limitada em H} (), existe C' > 0 tal que

1

< C(/ U, V), |? dx) : (1.33)
BQQ(Ii)

Da imersao compacta Hj(Q2) < L*(Q) obtemos, a menos de subsequéncia, u,, — u em L*().

/ u, Vu, Vb, dx
0

Portanto, a menos de subsequeéncia,

up(z) = u(z) q.t.p. em
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e existe g € L*(Q), tal que

|un(2)] < g(z) q.t.p. em Q,
onde € ¢ um dominio limitado do RY. Assim, fazendo v, (z) = |u,(2)V1),(x)|?, concluimos que
Yo(z) = y(z) q.t.p. em Bay(z;),

onde y(z) = |u(x)Vip,(z)|?. Além disso,

() = |un(2) Vb, ()] < 9(2)*| Vi, (2)* € LN(Q).
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

lim U, V), | do = / [uV1,|* dx. (1.34)

oo Bap(z:) B2Q(Ii)

Portanto, (1.33) e (1.34) podemos concluir que

1

< (J(/ UV, |? da;> : (1.35)
329(%‘)

Usando novamente a Desigualdade de Holder, com os expoentes conjugados

lim
n—oo

/ U, Vu, Vb, dz
Q

segundo membro da desigualdade (1.35), teremos
N-—2

< C(/ ul* da:) (/ |V, |V dx) : (1.36)
BQg(xi) BQQ(a:i)

Por uma mudanga de varidvel similar a que foi feita em (1.32) obtemos

=S

lim
n—oo

/ U, Vu, Vb, dx
Q

(/ |V¢Q|ng;) = (/ |V¢|ng;> : (1.37)
Bag(x:) B2(0)
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Deste modo, por (1.36) e (1.37) segue que

N-—-2

2 dm) T. (1.38)

lim
n—o0

/ u, Vu, Vb, dx
Q

<y (/ lu
BQQ(%‘)

2 X Bay(z) (), Observe que se o — 0, entao

Agora, considere a sequéncia h,(z) = |u(z)

he(x) = 0 q.t.p. em (2

E ainda,

[ho() = [u(@)|* XBay(an (@) < Ju(@)] € L'(Q).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

2 dx = 0. (1.39)

lim lu
070 J By (x;)

Portanto, decorre de (1.38) e (1.39) que

lim [ lim /unVunV@/JQ dx] =0.
Q

0—0 | n—oo

Desde que (u,) é limitada em H}(Q), a menos de subsequéncia, existe ap € R, com ag > 0 tal

que ||u,|| = ap. Como M, é uma fungao continua, segue que
Ma([[unll*) = Ma(ag).

Assim, podemos concluir que

0—0n—o0

lim lim [Ma(||un||2) / u, Vu, Vi), dx] =0.
Q
Raciocinando de forma andloga temos

/ [z, un)u, dv = / [z, un)u, do.
Q Bao(z:)
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Aplicando a desigualdade de Holder e Imersao de Sobolev, segue que

< ( / If(x,un)wg\2d$> ( / |un12dx)
BQQ(z’i) BQQ(xi)

< c( / If(w,un)%IQdﬂf) ol
Bao(xi)

Desde que (u,) é uma sequéncia limitada em HJ (), existe C' > 0 tal que

/ [z, up),uy, dx
Q

<C / |f (2, u,),)? dx 2. (1.40)
B2@($i)

Da imersao compacta H}(Q2) < L*(Q) obtemos, a menos de subsequéncia, u,, — u em L*().

/ f(x, un),uy, dx
Q

Portanto, a menos de subsequeéncia,

up(z) = u(zr) q.t.p. em
e existe g € L*(Q), tal que

un(2)] < g(z) q.t.p. em ©Q,

onde 2 é um dominio limitado do RY. Assim, fazendo o, (x) = |f(z,u,)¥,(x)[?, concluimos
que

on(x) = o(x) q.t.p. em By,(x;),
onde o(x) = |f(z,u),(z)|?. Além disso, usando o crescimento de f, temos
lon(@)] = 1f (@, un)t(2)]”

[(eltn| + Celun| ™ )tpo(2)|*
leg(x) + Ceg(2)™" [Plpo(2)|* € LN(Q).

IA

N

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim |f (2, u,),|* do = / | f(z,u),|* dx. (1.41)

"0 J Bog(as) Bag(z:)
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Assim, de (1.40) e (1.41) temos que

lim
n—oo

<C / |f(x,u)¢g\2da: 2. (1.42)
BQQ(zi)

/ f(x, up),u, dx
Q

N
Usando novamente a desigualdade de Holder, com os expoéntes conjugados e~ obtemos

N -2

N-—2
~ ~
lim / (@, un)uy, de|< C / |f(z,u)|* da / [N dx | . (1.43)
nmeolJa Bao(wi) Bag(:)
Tr—T; xr —T; . . ~
Note que, ¥, (x) = ¢< ) Fazendo y = , implica que: se x € Bay(z;), entdo

y € By(0). Logo,

</ || d:c) = (/ Y da:) = Ch. (1.44)
Bao(z4) B2(0)

Obtemos, por (1.43) e (1.44), que

lim
n—oo

/ f(x,un>wgundxgc2< / |f<x,u>\2*dx> . (1.45)
Q B (z)

Agora, considere a seguéncia hy(z) = |f (2, u)|* XB,, (=) (z). Observe que, se o — 0 entao

ho(r) =0 qt.p. em RY,
E ainda, pelo crescimento de f, segue que

|h9(5€>| < |€|u| + Ce|u|q_1

Q*XBQQ(M)(:E) S LI(RN)
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

lim |f(z,u)|* dz = 0. (1.46)

270 J Boy ()
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Portanto, decorre de (1.45) e (1.46), que

lim [ lim /f(x,un)wgun dx] = 0.

0—0 | n—oo

Assim,
hm[hm M, (JJun|| )/unVunV1/Jg dm] = —hm[hm M, (||un|?) /¢Q\Vun|2 dm]
0—0 [ n—o0 Q 0—0 | n—oo
+ )\limllim /f(x,un)lpgun dx |+ lim lim/u?:wgdx],
0—0 [ n—oo Q 0—0 | n—oo Q
implica que,
lim | lim | w4, do|=lim | im M,(||un|?) | ©o|Vu,|* do|. (1.47)
0—0 | n—o0 Q n 0—0 | n—oo Q
Além disso, (uy,) é limitada em D?(RN) e ¢, € Cy(RY), entdo,
/ufj% dx—>/u2*wg da:+/¢9 dv (1.48)
Q Q Q
e
/|vun|2¢g d:c—>/|Vu|2z/Jg dx—l—/wg . (1.49)
Q Q 0

Portanto, segue de (1.47), (1.48) e (1.49) que
. 2% . 1 2 2 : 2
lim [ u® v, dr+ })I—I%/ng dv = gl_rf(l) M, (af) /ng|Vu] dx + })1_1{(1) M, (af) /ng d.

0—0 Q

Note que,

/uz*wgdx = / u® 1, da
Q BZg(xi)

— / u2*'¢gXng(xi)($> d$
Q
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Fazendo ¢ — 0, obtemos

uQ* ngng(:ci) (I‘) — 07

quase sempre em 2. E ainda,
[0 X Bay () ()] < |u* € LT(Q).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ u2*w9 dx — 0,
Bao (i)

quando ¢ — 0. Analogamente, mostra-se que

/ IVul*y, dz — 0,
Bao(zi)

quando o — 0. Logo,
lim M, (ag) / V,|Vul* dz = 0.
0—0 B

20(Ti)

Portanto,
. IRT 2
iy [ v =i [ M0, di (1.50)

Observe que,

Do() = Vo(T)X Bay(w) (1) = X(2:)

quando o — 0. E, além disso,

[Vo(2) X By, (i) ()] < 1.

Desde que as medidas de Radon sao finitas, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue que

/ by dv = / Vo)X Bay (o) AV = / w(zi) dv = / i,
Bao(x;) Q Q {z;}
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quando o — 0. Do mesmo modo, tem-se que

/ o dp — dy,
Bag(xi) {z:}

quando ¢ — 0. Logo, por (1.50), para o — 0 segue que

/ dv = Ma(ag)/ du,
{zi} {zi}

ou seja,

v({:}) = Ma(og)u({z:}).

Da condigao (M,), temos

v({zi}) = mop({z:}). (1.51)

Além disso,
v({z;}) = / dv = Yo dv = v, () = v
{z:} {z:}
Do Principio de Concentracao e Compacidade de Lions, obtemos

2
*

pil{ziy) = Sv ({ai}).

Por (1.51), conclui-se que

2
Vi 2> Mol > moSv; .

Portanto,

2
v; > moSv;,

o que implica,

1\3‘2

v; > (moS)z.

No entanto, provaremos que essa desigualdade nao pode ocorrer. Suponha, por contradicao,

N
2

que v; > (meS) =, para algum i € A. Desde que (u,) é (PS)¢, , para I, . Usando as condigoes
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(f3), (Ma) e mg < a < 4myg temos

Cap = Tax(un) = 710 \(tn)un + 0,(1)

1 1

AV
©o |
=
=
|
-
|
|
=
=
|
-~
=
s
)
+
N
|
|
|
N~
\
=
3
T
QL
&
+
Q
S
=

vV
DO | =
S~

B

2
=
=

Q

V)

|
|
=
=
Gl
o

+
/N
|~

|
| —
N~ —
=

3
T

oW

)

+

o)

3

—_
S~—

v

AV
e Y

Fazendo n — +o00 e o — 0, obtemos

1 1 . 1 1 1 1 N
Ca, > (5—§> [/;lﬁ 1/19d$+/ﬂ¢ng]—> <§—§)VZZ (5—§>(m05)2

1 1
Assim, Cj \ > (— — —) (mOS)% que é uma contradicao. Portanto, A é vazio. Logo,

0 2
/|un|2 dx—>/|u|2* dzx.
0 Q

Além disso, u,, — u em L%({2), entao

lim Ma(||un||2)||un||2:)\/f(x,u)ud:v+/u2* dx.
n—+o00 [¢) Q

Por outro lado, temos que

Ma(ag)/QVqubdz:)\/Qf(z,u)gbdij/ng*_qudx,
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para todo ¢ € H}(Q2). Em particular, para ¢ = u € H}(Q),

M (ad)||u|? = )\/ f(z,u)u dx + / u® de,
Q Q
de onde segue que
Ma([lunll*)l[wnl* = Ma(eg)l|ull.
Como ja foi provado que M, (||lu,|*) — M,(a?), podemos concluir que ||u,||* — ||u|*.
m

Teorema 1.1 Assuma que as condi¢oes (My)-(Ms), (f1)-(f3) se verificam. Entao, existe A\g > 0

tal que o problema (Ty) tem uma solugdo positiva, para todo X > g e para todo a € (my, gmo).

Demonstragao: Do Lema 1.3, temos que /\lim Cax = 0. Portanto, existe Ao > 0 tal que
—+00

1 1
Ca,)\ < (5 — ;) (mOS) ,

para todo A > Xy e S ¢é a melhor constante de Sobolev para a imersao H{(Q2) < L? (Q), isto é,

wlz

2
s= gt P
uGHé(Q),u;éO |U|L2* Q)

Agora, fixando A > )¢, mostraremos que o problema (7)) admite uma solu¢ao positiva. Os
Lemas 1.1 e 1.2 mostram que o problema (7)) possui a geometria do passo da montanha.
Portanto, podemos usar o Teorema do Passo da Montanha sem condigao Palais-Smale e obter

uma sequeéncia limitada (u,) C H{ () verificando

Ia,/\<un) — Ca,)\
;’/\(un) — 0.

Desde que (u,,) é limitada e M, é uma funcdo continua, a menos de subsequéncia, M, (||u,||*) —

M,(a3) para algun op > 0. Do Lema 1.6, temos que ||u,||*> — ||ul|*> quando n — oo, entdo,
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como u, — u em H} () obtemos a convergéncia forte u, — u em Hj(Q). Pelo fato de I, ser

de classe C'' obtemos

Ioa(un) = Loa(u)

ILII,,\(un) - IZL,A(U)-
Pela unicidade do limite, temos que

[a,,\(u) = Ca)\ >0

)

é/\(u) =0.

Assim, u é ponto critico de I, 5, portanto, u é solu¢ao nao trivial do problema (7}).
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Capitulo

2

Demonstracao do teorema principal

Teorema 2.1 Assuma que as condigoes (My)-(Ma), (f1)-(f3) se verificam. Entéao existe \* > 0,
tal que o problema (Py) tem uma solu¢do positiva, para todo A > \*. Além disso, se uy € uma

solugdo para o problema (Py), entdo )\lim ||luxl] = 0.
—+00

Demonstragao: Seja Ay como no Teorema 1.1. Para A > )\, foi provado no Teorema
1.1 que existe uma soluc¢ao positiva para o problema (7)). Seja uy esta solugdo nao trivial.
Afirmamos que existe \* > \g tal que ||uy]|*> < to, para todo A > \* e ¢y definido em (1.1). De
fato, se a afirmagao nao for verdadeira, entao existe uma sequéncia (\,,) C R tal que ||uy, ||* > to

se A\, — +00. Assim, obtemos que

1~ 1
Care = 5 Malllin, ) = 5 Ma(ur, ),

1l 1 , ,

= o[ M) ds = M, ),
0

1 Jur 12 1 , ,

> gmo [ ds = gMaun, ), |
0

> s P = Gl P

m a
- (70—5>Huxn||2
(o e
(2o
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de onde concluimos que

Cor, > (? - %)to >0,

que é um absurdo. Pois, de acordo com o Lema 1.3 C,, — 0. Portanto, existe \* > A tal
que ||ux]|* < tp para todo A > A*. Logo, M,(||ux||?) = M(||ux]|*) para todo A > A\*. Assim,
desde que uy é uma solugao para o problema (7)), temos que uy é também uma solugao para o

problema (Py). Para mostrar que /\lim llux]] = 0, note que de (M;)-(Ms) e (f3) temos que
—+00

1= 1
Car 2 S (al) = M (sl s
1 plual? 1 1o
= 5[ M) s = gM ()
0
m 1
> 202 — M (1) e
>

el = 5l

Mo 2 2
(2 9)mw.

my a 9
Cor> [ =2 -2 ,
A_(Q e)mw
0

onde Mo _ ¢ > (0. Do Lema 1.3 temos que lim C,, = 0, logo,
2 0 A—+oo

Desse modo,

Portanto,
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Apéndice

A

Principais resultados usados nesta dissertacao

Neste apéndice enunciaremos os principais teoremas usados ao longo desta dissertacao e

indicaremos as referéncias para a consulta das demonstragoes.

Teorema A.1 (da Convergéncia Dominada de Lebesgque) Seja (f,) uma sequéncia de fungdes

em LY(Q). Suponhamos que:

(1) fu(z) = f(x) q.t.p. em §;

(it) Existe g € L'(Q) talque | f,] < g para todo n € N.

/andx—>/9fd$.

Entao f € L}(Q) e

Demonstragao: Ver [9].

Lema A.1 (de Vainberg) Sejam (f,) uma sequéncia de fungoes em LP(S) e f € LP(Q)) tais que

fn — f em LP(Q). Entdo existe uma subsequéncia (f,,) C (fn) tal que
(1) fo;(x) = f(x) q.t.p. em €Y

(i) Ewiste h € LP(QQ) tal que | fy, ()| < h(z) g.t.p. em Q e para todo j € N.

43



Demonstracao: Ver [9].

Teorema A.2 (Desigualdade de Hélder)
Sejam f € LP(Q) eg € LY(Q) com 1 <p<+oo e i + % = 1. Entao fg € L'(Q) e

/ fgdz < |1l llls
Q

Demonstracao: Ver [9].

Teorema A.3 Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (u,) é uma sequéncia limitada em

H, entao existem uma subsequéncia (u,;) e u € H tais que
Up; — U em H.

Demonstracao: Ver [§].

Teorema A.4 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willem) Seja X um espaco de Banach
el € CY(X,R) com I(0) = 0. Suponha que:

(Hy) Ezistem o, p > 0 tais que 1(u) > a > 0 para todo w € X tal que ||u|| = p;
(Hy) FEziste e € X tal que |le|| > p e I(e) < 0.

Entao, existe um sequéncia (u,) C X tal que
I(u,) = ¢ e I'(u,) =0 em X',

onde

0 < ¢ = inf max I(v(t))
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['={yeC([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragao: Ver [27].

Teorema A.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitdria fechada
B ={f € E%|fl <1}

¢ compacta na topologia fraco*.

Demonstracao: Ver [8].

Teorema A.6 Seja H um espag¢o de Banach reflexivo. Se (u,) é uma sequéncia limitada em

H, entdo existem uma subsequéncia (u,;) de (u,) e u € H tais que
U, ~u em H.

Demonstragao: Ver [§].

. 0
Teorema A.7 D'"(RY) = {u e LF"(RY) : 8_u € LP(RN)} ¢ um espago de Banach reflexivo.
Ty

Demonstracao: Ver [29].

Teorema A.8 (Representagio de Riesz) Seja 1 < p < oo e seja ¢ € (LP)*. Entdo, eriste uma

tinica funcdo u € L¥ tal que

. f) =/uf Vi e P,
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Além disso,

[l = ¢l zry--

Demonstracao: Ver [8].
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Apéndice

‘B

Diferenciabilidade do funcional associado ao

problema auxiliar

Definicao B.1 Seja I : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espaco normado X.

Dizemos que I possui uma derivada de Gateaur f € X' em u € A se, para qualquer h € X,

lim ~ (I (u + th) — I(u) — f(th)] = 0.

t—0 t

A derivada de Gateauz de I em u € denotada por I'(u).

Definicao B.2 Seja I : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espago normado X.

Dizemos que I possui uma derivada de Fréchet f € X' emu € A se

. 1 -
Jim Gt B) = 1) = f()] =0,

Definicao B.3 Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C* em A ou que
I € CY(A,R) quando a derivada de Fréchet de I existe em todo ponto u € A e a aplicagdo

I': A= X' € continua.

Note que, todo funcional Fréchet diferenciavel é também Gateaux diferenciavel, porém a

reciproca nao é verdadeira. No entanto, temos o seguinte resultado:

Proposicao B.1 Seja I : A — R onde A é um subconjunto aberto de um espago normado X .

Se I possui derivada de Gateaux continua em A, entio I € C'(A,R).
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Demonstracao: Sejam v € A e p/(v) a derivada de Gateaux de ¢ em v. Definindo a funcao

¥ :[0,1] = R por ¢(t) = ¢(v + th), pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que

¥(1) = ¢(0) = ¢r(0)
que é equivalente a
e(v+h)—p) =p(v+0h)h (B.1)

Assim, subtraindo /(v)h de ambos os membros da igualdade (B.1) obtemos

(v +h) = @(v) —@r(v)h| = |er(v+0h)h —pI(v)h
< ler(v +60h) — @r(v)|[ xRl (x)
Desde que ¢ possui derivada de Gateaux continua em A, entao dado € > 0, existe 0 > 0 tal que,

para qualquer ||h|| < ¢ temos

l7(v + 0h) — @r(v)|[x, < e

Segue entao de (*) que

(v +h) = p(v) — @r(v)h] < €|l

e onde concluimos que ¢ possui uma derivada de Fréchet e esta é continua.

Agora, mostraremos que o funcional 1, , : Hj(Q) — R definido por

1~ 1 .
I \(u) = §Ma(HuH2) — )\/QF(x,u) dr — > /Qui dr,

t
onde M,(t) = / M,(s) ds, é de classe C'(H}(Q),R). Para isso, consideremos os funcionais Jj,
0

Jo e J3 definidos por

T = AL (],

Jo(u) :)\/QF(x,u) dx
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1 .
J3(u) = ;/ﬂui dx.

Observemos primeiramente que I, \(u) = Ji(u) — Jo(u) — J3(u) estd bem definido. De fato,

sendo M : RT — R* continua, temos que
P t
M) :/ M(s) ds < +oo,
0
para todo t € R, e ainda, se u € H}(2) entao |Vu| € L*(Q), logo,
1 2
LF(Jul?) < +oc,
para todo u € H(Q). Além disso, pela condigdo de crescimento para F', temos

/F(x,u)dxﬁE/|u|2dm+%/|u|qu,
Q 2 Ja 4 Jo

para todo u € H(Q) e ¢ € (2,2*). Da imersao continua de Sobolev, H}(Q2) < L"() para

Ce
E/\u|2dx+—/]u\qdas<oo
2 Ja q Ja

/ lul*" dx < oco.
Q

Ji(u) < oo, Jao(u) < oo e Ji3(u) < oo.

2 <r <2 Assim,

Portanto,

Proposicao B.2 O funcional I, = J, — Jo — J3 € C*(H}(Q), R).

Demonstragao: De acordo com a Proposicao B.1, é suficiente provar que as derivadas de
Gateaux de Jq, Jy e J3 existem e sao continuas.

Primeiramente, vamos calcular a derivada de Gateaux J{ e mostrar que ela é continua.
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Considere a funcio J; : H2(Q) — R dada por J; = ||u]| e calculemos sua derivada de Gateaux.

Ji(u+ tv) — Jy (u)  Jo IVu ] de — [, [Vul® do
t N t
 JoVutt)V(u+tv) de — [, |[Vul® dz
B t
_ ! /\Vu|2 da:—l—2t/VuV’udx+t2/ |Vol|? dx—/|Vu]2 dx
t 0 Q Q0
— %(2t/Vqu daz+t2/ |VU]2d:v>
= Q/Vqu dx+t/ |Vv|? d.
0

Portanto,

:1 ( Vqu dx+t/ |Vol? dm) :2/VUV1} dx.
0 0
Note que,

1~ ~

(W) = S (w),

entao, pela Regra da Cadeia, segue que

T = Emi(u))]

1
= —Ma(||u||2)-2/VuVU dx.
2 )

De onde concluimos que

Ji(w)v = My(||ul/?) /VUVU dx.

Para mostrar a continuidade de .J{, mostraremos primeiro que Ji é continua. Considere

(u,) C HY(Q) tal que u,, — u em H} (). Entdo, para cada v € H(Q2), com [Jv|| < 1 temos

[T (wn)v da = Jj (o] =

Q/Vuan—Q/Vqu dx
Q Q

< 2/ |Vu, — Vul||Vv| dz.
Q
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Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

T (o — T (u)y] < 2</wun—vu|2dx> (/ ]V’U\Qd:c>
Q Q

= 2un — ullfjvl]

< 2wy, — ull.
Logo,
11 (un) = Sy (g ) = sup |y (un)v = Jy(w)v]
< 2lju, — ull

Como ||u, — ul| = 0 em HJ (L), temos que
11 (un) = Sy ()l 3 ) — O-

Desde que M, é continua, entao J\/Za é de classe C'!'. Portanto, a funcio composta Ji(u) =
1~ ~
EMa(Jl(u)) é de classe C.

Vamos calcular agora a derivada de Gateaux J}. Primeiramente, considere para cada t € R

com 0 < |t| <1, para cada x € Q e para cada u, ® € H}(Q2) a fungdo h : [0,1] — R dada por
h(s) = F(z,u + std).

Temos que, h'(s) = f(z,u + st®)t®, h(l) = F(z,u + t®) e h(0) = F(x,u). Desde que h ¢é
continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe v € (0, 1) tal

que

Assim,

F(z,u+1t®) — F(x,u) = f(z,u+ ytP)td,
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que implica,
F(z,u+1t®) — F(z,u)
t

= |f(z,u+~t®)||®].
Temos ainda a seguinte condicao de crescimento da funcao f:
[z, )] < a+bJtf~

para a,b > 0 dados, com 1 <p <2*se N >3el <p<+oose N=1ouN = 2. De onde

conclui-se que

|f(z,u +t®)||®] < a|®| + blu + ytD|P~H| D]

Além disso,

blu+ @@ < bf|ul + [yt| @[]

IN

bllul + [@["~|@|

IN

bCy max{[ul"™, | @[~} 2|

IN

Clluf™ + @[] |2]

IN

ClulP~'|@[ + Clof™ + |@| = Clu['~" + |@| + C| 2.
Portanto,
(2, u+tP)||®] < a|®@| + Cluf~'[@] + C|OP € LI(Q). (x)

Para uma sequéncia |t,| — 0 temos que f(z,u(z) + vt,P(z)) — f(x,u(x))®(x) pontualmente

em €. Assim, pelo Teorema da Convergéencia Dominada de Lebesgue, obtemos

Jo(u +tP) — Jo(u) Ao Flz,u+t®) de — X [, F(x,u) de

lim = lim
t—0 t t—0 t
_ )\limeF(x,u+t<I>)dx—fQF(x,u)dx
t—0 t

= )\/Qf(:c,u)q)dx.
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Logo,
Jo(u)® = )\/ flx,u)® dx.
Q

Mostraremos que o operador Jj : H}(Q) — (HZ(2))" é continuo, ou seja, para u, — u em
1

H} () queremos mostrar que J)(u,) — Ji(u) em (H}(2))". Desse modo, para ||®| < 1,

)\/Qf(ﬁ,un)@dx—/\/gf(x,u)@dx

/[f(a: u,) — f(z,u)]® dx

[J3(un)® — Jo(u) | =

= A

< /|f run) — f(z,u)]|®] d. (1)

Desde que u, — u em H}(Q), das Imersoes Continuas de Sobolev, u,, — u em L*(2) com

1 < s <2* pois, Hy () — L*(2). Do Teorema de Vaimberg, existe (u,;) C (u,) tal que

Up; — w q.t.p em (2

[un| < g(x) q.t.p em Q.

Retomando (I) temos:
[T = ()] < [ |fw0) = fow)]2] do.
0

Da desigualdade de Holder,

[ Ty(ua)® — Jy(u) | 9( / () — f(,u) d) ( / \cchzx> ,

1 1
+ — = 1. Logo,
q

pois

T3 )® — ()8 < () — [ )] 5, g [Blaace
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Das Imersoes Continuas de Sobolev,

3n)® — BB < Clf () = f 0],y 9]

< Ol — Je )] oy o
Assim, é suficiente mostrar que
/Q f (2, up) — f(z,u)|7T dz — 0.
Passando a subsequéncia (u,;) temos que
| f(x, un;(2)) — f(x,u(m))w%l — 0 q.t.p. em Q.
E ainda,

112
@+ bluy o

| (2, ung ()57

IN

IN

C1 + Csluy;|?

IN

Ci + Cyg(z)? € LYQ).
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue conclui-se que

[ 156ty = o)) |7 de 0.

Logo,
/Q fz, un) — flz,u)|7T da — 0.

Agora vamos calcular a derivada de Gateaux J;. Para isso, facamos F(u) = |u,|?>". Como
uy = max{0,u} podemos considerar F(u) = u*".

Considere para cada t € R com 0 < |t| < 1, para cada = € e para cada u,v € H}(f2) a funcao
h:[0,1] — R definida por

h(s) = F(u + st®).
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Temos que,

R (s) = f(u+ st®)td = 2*(u + st®)* ~1td,

h(l) = F(u +t®) = (u+td)*.
Desde que h é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe
v € (0,1) tal que h(1) — h(0) = R/(7y). Assim,

(u+t®)* — (u)? = 2"(u+ vt®)* ~1td,

consequentemente,
(u+t®)* — (u)*
t

= 2%|u+ D> | D],

Temos ainda a seguinte condicao de crescimento da funcao f:
(2, t)] < a+ bt~
para a,b > 0 dados no caso 1 < p < 2* se N > 3. De onde conclui-se que

2" |u + 4> 7| < a|®| + blu + D[P D]

Pelo mesmo argumento usado em () temos que
blu+ 7t@["H | < Cluf”™'[@] + C|2P.

Portanto,

2" |u 4 yt®[F | < a|®| 4 Clulf ||+ C|PP € LYQ).

Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0, temos que
2" (u() + 1, @ () T 0(2) — 2%(u(@))” T B(x),

%)



pontualmente em €2. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

J3(u + tv) + Jg(u)

1 * 1 «
lim — lim 2% fQ(u + tv>2 dx — o fﬂ u? dx

t—0 t t—0 t
1 r t 2* _ 2*
= —lim / (u+tv) 4 dm]
2% t0 Q t
_ 1 lim _ 2*(u + ytv)* ~v dx
2% t0 Q

]. *
= —2*/ lim [(u + ~yt,v)* '] dx
Q

2 n—00

= /u2 v dz.
Q

J5(u) :/uz*_lv dr.
Q

Portanto,

Mostremos que o operador J; : H3(2) — (H3(€2))" é continuo, ou seja, para u, — u em Hg (L),

queremos mostrar que J4(u,) — Ji(u) em (H(€)). Para isso, considere ||v]| < 1, assim

/ui _lvdx—/u2 1o dx
Q Q

— /(ui*_l —u* Y da

[ J3(un) = J3(u)l

IN

Q
i [(un = = w7 )|[v] da

Dessa forma,

|%mn—%wnséuﬁ“%wﬁ*mwm. (1)

Desde que u,, — u em HE(Q), das Imersdes Continuas de Sobolev, u,, — u em L? (Q), pois, para
1 < s <2 temos Hg(Q) — L*(Q2). Do Teorema de Vaimberg, existe (u,;) C (u,) e g € L*(Q)
tal que u,; = u q.t.p. em Q, com |u,;| < g(x) quase sempre em (2.

Retomando (I), temos

) = Ty < [ [ = 0ol da
Q
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Da Desigualdade de Holder, segue que

T an) — T |<(/ (2 )

2*—1 1
o —l—;—l Logo,

i}
21 1
L

b dx) (/ lv|* dm) ,

pois

[T (un) = Jy(u)| < fuy =" —w*

Q)‘U‘LQ* Q-

Das Imersoes Continuas de Sobolev, existe C' > 0 tal que

2% -1 2*—1
Clu? N

< Ot =71

n

[ J3(un) — J3(u)]

IN

L1 ()

Assim, é suficiente mostrar que
2
71 dr — 0.

2 -1 _ 2" -1
/ luz — —u
Q

Passando a subseguéncia (u,;) temos que

2 -1 2¢ -]
Uy, —u B ) q.t.p em €.
E ainda,
2¢—1 21755
|un] o < [a+ bluy, ]2 -t

S 01 + C'2|unj|2*

< C)+ ng(a:)z* € Ll(Q).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
/ ‘uz -1 21

o7

1 dr 5 0,




logo,

2*
=1 dr — 0.

/ ‘u2*71 _ 2!
Q n

Concluindo assim que J; é continuo.
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