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Resumo

Nesta dissertagao estudaremos o problema

—Au = g(u) em RV,
u € HY(RY).

Mais especificamente, estudaremos uma caracterizacao do nivel minimax do Teorema do Passo
da Montanha como minimo do funcional associado ao problema restrito a variedade de Poho-
zaev. Neste estudo seguimos o artigo [9] de Jeanjean-Tanaka que nao usa a hipétese que a

g9(s)

funcao s — =—= é crescente.
s

Palavras-chave: Solugoes de energia minima, nivel minimax, identidade de Pohozaev,

desigualdade de Moser-Trudinger, equagao diferencial eliptica.
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Abstract

In this dissertation we study the problem

—Au = g(u) in RY,
u € HY(RY).

More precisely, we study the characterization of the minimax level at Mountain Pass Theorem

as minimum of the functional associated to problem restricted to the Pohozaev manifold. In

the study, we follow the article [9] due to Jeanjean-Tanaka that does not use the hypothesis
g(s)

that s — == is a increasing function.
s

Key-words: Least energy solutions, minimax level, Pohozaev identity, Moser-Trudinger

inequality, elliptic differential equation.
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Introducao

Uma das dificuldades que encontramos quando estudamos o problema
—Au = g(u), ue H'(RY), N > 2, (1)

é a falta de compacidade das imersoes de Sobolev. Para contornar essa dificuldade é usual uma
caracterizacao apropriada do nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema
C.16 no Apéndice C), como pode ser visto em [14] e [6]. Para obter essa caracterizacgao, nesses

artigos os autores usam a hipdtese de que

s — 9(s) é crescente. (2)
s

No artigo [9] os autores mostram a mesma caracterizacao sem usar a hipdtese (2). Tal caracte-
rizagao estd relacionada as solugoes de energia minima do problema (1).
Uma solucao w € H'(RY) do problema (1) é chamada solugio de energia minima quando

I(w) = m, onde
m = inf {I(u): v € H'(RY)\ {0} satisfaz (no sentido fraco) (1)} (3)

e I: H(RY) — R ¢ um funcional definido por

I(u) = % /R V() de - / Glu(z)) da, (4)

RN

com G(s) = / g(T) dr, ou seja, G é primitiva de g. Isto significa que I é o funcional de Euler-
0

Lagrange associado ao problema (1) (no Apéndice A mostraremos que I estd bem definido e é

de classe C'). Além disso, em (3), u € H'(RY) satisfaz (1) no sentido fraco quando

/]RN Vu(z)Vo(z) de = / g(u(z))v(z) dr, Vv e HY(RY).

RN



O funcional I nao é limitado inferiormente em H'(RY), de fato, usando a hipétese (gs) (veja
as hipdteses sobre a fungao g abaixo), mostra-se, para N > 3 em [4] e para N = 2 em [3], que
existe up € H'(RY) tal que

/RN G(uo(z)) dz > 0.

Facamos u;(z) = ug(z/t) € H'(RY). Do Teorema de Mudanga de Variavel, temos

1 tN*Q

Iw) = §/RN|Vu0(x/t)|2 da:—/RN Cluofar /1)) do = /RN\vuO@)P di—t | Glug(x)) de,

RN

(veja o Lema 1.1 no Capitulo 1 para entender melhor esta mudanga). Assim, [(u;) — —o0
quando ¢t — oo, mostrando que I nao ¢ limitado inferiormente em H'(RY). Entretanto, o

numero m acima estd bem definido. Em outras palavras, o conjunto
X ={I(u): we H'(RY)\ {0} satisfaz (no sentido fraco) (1)}

é nao-vazio e limitado inferiormente. Com efeito, em [3] e [4] mostra-se que X # ). Por outro
lado, o fato de X ser limitado inferiormente é uma consequéncia da Identidade de Pohozaev
(ver Proposicao B.1 no Apéndice B). De fato, desta identidade toda solugao fraca u € H*(RY)
do problema (1) verifica:

Nz /RN |Vu(z)]? de = N G(u(x)) dx.

2 RN
Com isso, para u € H'(RY) satisfazendo (1), temos

N
NI(u) = — N |Vu(x)|? do — N

5 G(u(z)) dx = /RN |Vu(x)|? dz > 0.

RN
Portanto, o conjunto X # () é limitado inferiormente e, assim, do Pdstulado de Dedekind,
m = inf X é um numero real.

Mostraremos, no Capitulo 1 para N > 3 e no Capitulo 2 para N = 2, que o funcional I tem
as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema C.16 no Apéndice C) e
que existe um caminho v, € C([0, 1]; H'(RY)) tal que 1(7,(1)) < 0. Sendo I € C*(H'(RY);R),

ficara bem definido o nivel minimax do passo da montanha para o funcional /, dado por

b= inf T(~(t
inf max (v(t)),

onde

I = {y € C([0.1]: H'(R) : 7(0) = 0, 1(+(1)) < 0}

2



Esta dissertacao é um estudo do artigo [9] de Jeanjean-Tanaka, que foi publicado em 2003.
Neste artigo os autores mostram a caracterizacao do nivel minimax do passo da montanha e
também mostram que m € o infimo do funcional I restrito a variedade de Pohozaev. Para tanto,

a nao linearidade g : R — R deve satisfazer as seguintes propriedades:
(90) g € C(R,R) e ¢é impar.

(91) Para N > 3,

—00 < liminfﬁ < limsup@ =—-v <0
5—0 S 5s—0 S
para N = 2,
lim® =—v € (—00,0).
s—0 8§
(92) Para N > 3,
\g( )|
v =0
s~>oo ST

para N = 2, dado a > 0 existe C, > 0 tal que
9(s)| < Ce®”, para todo s > 0.

(93) Existe & > 0 tal que G(&) > 0, onde G(s) = / g(T) dr.
0

Para ¢ satisfazendo as condigbes acima, mostra-se em [3] e [4] a existéncia de pelo menos
uma solugao de energia nao trivial para o problema (1). Nessas condigoes, o principal resultado

do artigo [9] devido & Jeanjean-Tanaka é:

Teorema 0.1 Suponha que g : R — R satisfaca (go) — (g3). Sejam I, m e b como definidos
anteriormente. Entao

b=m,

isto €, o valor do passo da montanha nos dd o nivel de energia minima. Além disso, para cada

solugdo de energia minima w, existe um caminho v, € I' tal que w € ~,([0,1]) e

I(w) = mmax I(7,(t)).



Nos artigos [3] e [4] os autores estabelecem existéncia de solugoes de energia minima do
problema (1), usando os seguintes problemas de minimizagao:

e Minimize {/ V()] dv - u € HY(RY), /
RN

RN

G(u(x)) de = 1} , para N > 3, [4];

e Minimize {/R2 Vu(z)|? dov : v € H'(R?), G(u(x)) dx = 0} , para N = 2, [3].

R2
Mostram que o funcional associado ao problema estd bem definido e é de classe C'. Além disso,
mostram que existe uma solucao de energia minima wqy positiva satisfazendo a Identidade de

Pahozaev, isto é,

N=2 /RN Veo(@)2dr = N | Gluwo(x)) da.

2 RN

Mais precisamente, eles mostram os seguintes resultados:

Teorema 0.2 (Berestychi-Lions, [4]) Suponha N > 3 e que g satisfaca (go) — (g3). Entdo
o problema (1) possui uma solu¢do wy tal que:

(a) wo(x) > 0, para todo x € RY;

(b) wy € esfericamente simétrica, isto €, wo(x) = wo(r), onde r = |z|. Além disso, wy decresce
com respeito a r;

(c) wy € C*RY R);

(d) wo junto com suas derivadas, a menos de sequnda ordem, tem decaimento exponencial no
infinito, ou seja,

| DY(wo(z))] < Ce 0l 2 e RV,

para algum C,0 > 0, com |of < 2.

Teorema 0.3 (Berestychi-Gallouét-Kavian, [3]) Suponha N = 2 e g satisfazendo as
hipdteses (go) — (g3). Eziste uma solugao do problema (1) verificando:

(a) wo(x) > 0, para todo x € RY;

(b) wy € esfericamente simétrica;

(c) wo € decrescente;

(d) wy € C*(RN,R).

Além disso, mostram que para qualquer que seja w € H'(RY) satisfazendo (1), tem-se
0 < I(woy) < I(w).

4



Para um melhor entendimento repetiremos alguns enunciados desta introducao no decorrer
do texto. Além disso, este trabalho sera divido da seguinte forma:

No Capitulo 1, estudaremos o Teorema 0.1 para o caso em que N > 3. Como veremos,
esta caracterizacao sera mais simples do que para caso N = 2 por conta das hipdteses sobre
a nao linearidade. Um ponto interessante deste capitulo sera quando demonstrarmos que m é
o infimo do funcional I restrito a variedade de Pohozaev, neste caso exibiremos uma bije¢ao
entre a variedade de Pohozaev e o conjunto do qual Berestychi-Lions restringiram o funcional
I no problema de minimizac¢do acima. Ressaltamos que esta bije¢do aparece no artigo [4], de
Berestychi-Lions, em 1983.

No Capitulo 2, estudaremos o Teorema 0.1 para N = 2, neste caso a caracterizacao sera
um pouco mais trabalhosa. Por conta do crescimento exponencial da nao linearidade, na de-
monstracao da geometria do passo da montanha precisaremos de uma desigualdade do tipo
Moser-Trudinger para obter certas estimativas. Uma vez que estaremos considerando somente
o caso N = 2 usaremos essa desigualdade para fungoes em H'(R?), uma versao bem mais geral
desta desigualdade pode ser encontrada no artigo [12] de J. M. B. do 0.

No Apendice A, faremos uma breve revisao sobre funcionais diferencidveis. Além disso,
mostraremos que o funcional associado ao problema estd bem definido e é de classe C*.

No Apéndice B, mostraremos a Identidade de Pohozaev. Como estamos trabalhando com
o espago H'(RY) demonstraremos esta desigualdade somente para integrais sobre RY. Uma
versao desta desigualdade para um aberto limitado contido em R¥, pode ser encontrada no
livro [1]. No artigo [4] os autores mostram, para N > 3, que cada solugdo do problema (1)
satisfaz esta identidade.

Por fim, no Apéndice C, enunciaremos os principais resultados utilizados ao longo deste

trabalho e indicaremos as bibliografias onde os mesmos poderao ser encontrados.



Notacoes

Nesta dissertagao usaremos as seguintes notacoes:

e m denotard o nivel de energia minima, ou seja, m = I(w), onde I é o funcional associado

ao problema dado em (4) e w é uma solucdo de energia minima do problema (1).

e b denotard o nivel minimax do passo da montanha (ver Teorema C.16 no Apéndice C), ou
seja,

b= inf I(~(t
Inf max (v(t)),

onde

I = {3(t) € C([0,1]; H'®Y)) : 4(0) = 0,1(v(1)) < 0}

e Quando nao houver confusao sobre as varidveis, colocaremos somente f ao invés de f(z)

nas integrais de uma dada funcao f como, por exemplo, no préximo item.

e K denotard o conjunto das funcdes nao nulas em H*(RY) que satisfazem a Identidade de

Pohozaev, isto é,

K:{uEHl(RN)\{O}:¥/E§N|Vu|2dx—N RNG(U) dsz}.

Denotaremos por # a fungio x : H'(RY) — R, definida por

N —2
() = /RN Vuft de =N [ Gl do = N1() - Va3

e Diremos que uma certa propriedade ¢é valida quase sempre num certo conjunto X quando
existir um conjunto N C X de medida nula tal que para todo x € X \ N a propriedade

vale. Como, por exemplo, no préximo item.



o [P(RY), com 1 < p < +00, denotard o espaco de Lebesgue munido com a norma

1
= ([ o ae) sep < o0
RN

|| oo = inf {C’; lu(z)| < C, quase sempre em ]RN} , se p = 00.

Por L} (RYM) denotaremos o conjunto das fungoes localmente integraveis & Lebesgue.

H'(RY), denotard o espaco de Sobolev W12(RY) munido com a norma

s oy — ( [ vt aes [ das)
RN RN

Cs°(RYN), denotara o conjunto de todas as fungdes f : RN — R tais que f € C® e f tem

suporte compacto.

af
8352-

Dada uma funcao f : RY — R ez € RY, () indicard a i-ésima derivada parcial de

f no ponto z, quando esta derivada existir.

O simbolo O indicara a finalizacao de uma demonstracao.



Capitulo 1

A Caracterizacao no Caso N > 3

Neste capitulo estudaremos o Teorema 0.1 para N > 3, o caso N = 2 sera estudado no
proximo capitulo. Os motivos pelos quais dividimos o trabalho em dois casos foram as hipéteses

sobre a funcao g : R — R. Lembramos que para N > 3 as hipdteses sobre g sao as seguintes:

(g90) A funcao g é continua e impar;

(91) —oo < liminf 9(s) < limsup 9(s) = —v < 0;
s—0 S s—0 S
_ s
(02) 1 22—,
870 gN-2

(g3) Existe & > 0 tal que G(&) > 0, onde G(s) = / g(T) dr.
0

No artigo [4] os autores discutem a importancia das condigoes (go) — (g3) para existéncia de

uma solugao do problema (1). Um exemplo de uma funcao que satisfaga (go) — (g3) pode ser

—€(N)

dado pela fungao f : R — R definida por f(s) = sls|ﬁ — s, onde €(N) > 0 é tomado de

5 —€¢(N) > 0.

forma que
N —
Vale ressaltar que a hipdtese (g3) néo serd usada para obtermos a primeira geometria do
passo da montanha. Porém, ela é necessaria para garantirmos a existéncia de solucao de energia
minima para o problema (1). Lembramos ainda que também nao estamos fazendo uso da
g(s)

hipétese (2), isto é, ndo estamos assumindo que a aplicagdo s — =—— ¢é crescente.
s



O primeiro passo para provarmos o Teorema 0.1 serd mostrarmos que o nivel minimax esta
bem definido. Para tanto, é suficiente mostrar que o funcional I associado ao problema satisfaz
a geometria do passo da montanha (ver Teorema C.16 no Apéndice C). Isto serd demonstrado

nos dois lemas a seguir.

Lema 1.1 Suponha que g satisfaca (go) — (g2), entdo o funcional I associado ao problema tem
as sequintes propriedades:
(7) 1(0) = 0.

(i1) Existem po, o > 0 tais que
I(u) > &, para qualquer que sejau € H'(RY), com ||ul| g ny = po. (1.1)

Prova: (i) Lembremos que para u € H'(R"Y)

I(u) = %/RN YVl dr — /RN Glu) da.

Se © = 0 entao

quase sempre em RY. Logo, I1(0) = 0.

(77) Das hipdteses (g1) e (go2), para € > 0, com —v + € < 0, existem M, > 0 tais que

®<—V+E, 0<s<0;
s
(1.2)
gg <e, Vs>M.
SN-2
Desde que g é continua e [d, M] é um compacto, existe C; > 0 tal que
s
I8 oy Vs e [5, M), (1.3)
SN-2

Juntando as desigualdades em (1.2) e (1.3), temos

g(s) < (—v+e€)s, Vs e (0,0];
lg(s)] < es%, Vs> M;
9(s)| < Cys¥2, Vs €[5, M].

9



Disto decorre que
g(s) < (—v+e€)s, Vs e (0,9],
9(s)] < (CL+€)sV=2, ¥ s> 6.
Observe que podemos obter Cy > 0 de forma que (—v + €)s + Co(C} + €)s N3 > (C1+¢€)s™ N3
Com isso,
g(s) < (— V—I—e)s+02(01—|—€)sN 2, Vs> 0.
Em particular,
—g(s) > (v —e€)s — Co(Cy + e)sN 2, Vs> 0.
Facamos C(€) = C2(Cy + €) e notemos que g(0) = 0. Assim, C}(e) > 0 é tal que
—g(s) > (v —e€)s — Cy(e )sN 2, Vs> 0. (1.4)

Por outro lado, como ¢ é impar,

/Osg(f) dr = —/Zg(f) dr = /O_Sg(f) dr.

Assim, dado s € R, de (1.4) temos
sl sl ol
—G(s) = / —g(7) dr > (v — 6)/ Tdr — Cl(e)/ TV dr
0 0 0

V—¢€

= —G(s) > ( ) s2 — Cyle)|s|¥2, Vs € R, (1.5)

N —2
onde Cy(e) = ( SN )Cl( ). Das imersoes continuas de Sobolev (veja Teorema C.13 no

Apéndice C), temos
HY(RY) — L¥-2(RV),
Isto significa que existe uma constante C' > 0 satisfazendo

1N
ul 2 < Cllullg@yy, Y ue H(RT).

1
Disto e de (1.5), para kg = §min{1, v — €}, temos

I(u) = %/RN |Vul? dx—/RNG(u) dx

1 _ 2
. _/ Vul? i+ vV—€ / 02 dx—02(€)/ |u|r§2 dx
2 RN 2 RN RN
2N

>k (/ Vu? dx+/ u? dx) — Cy(e)|ul 5’

RN RN N=2

) 2N
> kQHUHHl(RN) ( )||UHH1 (RN

10



onde Cs(e) = CQ(G)C%. Consideremos py € R tal que

N-2

0<p°<(cl§?e>>‘

Para v € H'(R), com ||u||g1®) = po, temos

2N

I(u) > kopy — Cs(€)py > = pg (ko - 03(6)%1”) > pg(ko — ko) = 0.

2N

Tomando & = kops — C3(€)py > > 0, obtemos I(u) > & > 0, para u € H'(RY), com
||u|| g1 (myy = po, 0 que prova (1.1).

O

Além de I satisfazer a primeira geometria do passo da montanha, outras consequéncias do

Lema 1.1 sao os seguintes resultados (tais resultados serao usados no Lema 1.4 mais adiante):
Corolario 1.1 Suponha g, I e py nas mesmas condi¢coes do Lema 1.1. Entao,

I(u) >0, parauw € H'(RY), com 0 < ||u|g1g~y < po.
Prova: De fato, do Lema 1.1,

I(u) >0, parau € H'(RY), com 0 < ||ul| g1 z)y = po.

Suponha |[u||g1ryy < po. Como na demonstracao do Lema 1.1, das imersoes continuas de

2 1
Sobolev, podemos obter Cs(e) = CQ(E)CTJXQ tal que, para kg = 3 min {1, — €},

I(u) = %/RN |Vul? dov — - G(u) dx

2N
kOH“H?ﬂ(RN) - CQ(E)WE

N
[l @) (’fo - C3(€)||U||ﬁf&w>)

> fullf @) (Ko = ko)

Vv

Vv

= 0,

como queriamos demonstrar.
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Corolario 1.2 Para g e I nas condi¢oes do Lema 1.1, existe py > 0 (nao necessariamente igual

ao do Lema 1.1), tal que

N —2
k(u) = ——=|Vul3 - N G(u) dz > 0,
2 RN
para qualquer v € H'(RY), com 0 < |Ju||g @~y < po.

Prova: De fato, na desigualdade (1.5) acima temos

V—e€

—G(s) > ( ) s2 — Cyle)|s|¥~2, Vs € R.

Logo,

w(u) = <T_2> V- N [ G de

RN

> <H> Vul3 + <N(V—_€)) / u? dr — NCQ<€>/ |u|% dz.
2 2 RN RN

Como no Lema 1.1, das imersées continuas de Sobolev, podemos obter Cs(¢) = 02(6)0% tal

1
que, para kg = 3 min {N — 2, N(v — €)},

wu) > (N )|v 24 (N ) " dx—Nog(e)/RNMﬁ% iz
(o

_ (N )|Vu|2 N )| 3 NCy () ul 5

2

> kol lul 3 @ —NC2(€)|U|

> ]{30||U||H1 (RN) NC?)( )||u||H1 (RN)"

Escolhendo py > 0 de forma que

N-—-2

0< py < Fo )™
Po NC3(€) )

obtemos

N —2
K(u) = T|Vu|g - N G(u) dx > 0,

RN
para u € H'(RY) com 0 < ||ul|ziry) < po-

12



Lema 1.2 Suponha que g satisfaca (go) —(g3). Seja w uma solugdo de energia minima qualquer

do problema (1), entdo existe um caminho 7, : [0,1] — H'(RY) satisfazendo

w € 7,((0,1]) (1.6)
max I(.(t)) = m. (1.7)

Além disso,

7.(0) =0 e I(v.(1)) < 0.

Prova: Primeiro definiremos um caminho v : [0, L] — HY(RY), com L > 1 apropriado, tal
que
7(0) =0, I(v(L)) <0,
w € ([0, L),
I(y(t)) =m.
max (v(t)) = m
Depois, por uma mudanga de parametro, definiremos v, : [0,1] — H(RY) verificando as

condigoes do lema. Para L > 1, considere v : [0, L] — H'(R") dado por

o =] 2 G) 1o
0, t=0.

Note que, para cada t € (0, L],
WOy = [ 0@Fd+ [ h@@P d
= / IVw(z/t)]? dx +/ |lw(x/t)|)? dz.
RN RN

Fazendo a mudanga z = x/t, temos

Ow(z)  Ow(z) Oz _ (Ow(z)\1
8%2‘ - aZZ‘ 8@ N 87;1» t

1
e det 2'(z) = N

onde det 2/(x) denota o determinante da matriz jacobiana da funcao z : RY — R¥ dada por

z(x) = x/t. Pelo Teorema de Mundaga de Variavel (ver Teorema C.3 no Apéndice C), temos

tN
H(RN) — 2 )
Iy ()17 ; Vw(z)Pdz+ [ tMw(z)]? dz
RN RN

13



ou seja,

Ol @y =t Vwls + 7 |wl3. (1.8)

Com a mesma mudanga feita acima, obtemos

1600) = 5 [ IvioFd- [ 66 d

RN
- 1/ Veola/de— | Glo(x/t) de
2 RN RN
tN72
= ]Vw|§—tN/ G(w) dz.
2 RN
Isto implica que
tN_2
I(v(t)) = 5 \Vw]%—tN/ G(w) dz. (1.9)
RN
Assim,
N —2
Glom] = (S372)eswet v [ G o
dt 2 RN

N —2
— tN1< 5 ]Vw\%—N/ G(w) dx).
RN

Desde que w é solugao do problema (1), w satisfaz a Identidade de Pohozaev (ver Proposigao

B.1 no Apéndice B), isto é,

N - 2]Vw|§ =N G(w) dz.

2 RN
Combinando esta igualdade com a derivada acima, temos

( d

e = S >0
=1 = S <o
(=1 = SuGo)=o

Observe que da relagao acima I(7(t)) atinge um méximo no ponto ¢ = 1 no intervalo [0, L] e,

com 1isso,

m = I(w(x)) = I((1) = max I((t)).

t€[0,L]

Além disso, temos / G(w) dx > 0, pois, novamente da Identidade de Pohozaev,
RN
N —2
N | Gw)dr= Vw3 > 0.

RN 2

14



Como,

160 =2 (5 1velt - [ Gl ao)

RN

e L é arbitrario, para L > 1 suficientemente grande temos
I(4(L)) < 0.

Note ainda que v € C([0, L]; H}(RY)), pois (1.8) implica que v é continuo em ¢ = 0. Por
outro lado, desde que w é uma solugao de energia minima, temos que 7 é continuo para t # 0.

Finalmente, definindo o caminho ~,, : [0,1] — H'(R") por

Yw(t) = (L1),

das propriedades do caminho ~ acima, temos 7,, € C([0,1]; HY(RY)) e, além disso,
w=7(1) =1(1/L) € 7([0,1]),

7(0) =7(0) =0, I(7.(1)) = I(v(L)) <0,
max [(7,(t)) = max I(y(Lt)) = max I(y(t)) = m,

te[0,1] te[0,1] t€[0,L]

isto é, 7, satisfaz as propriedades do lema.

O

Dos dois lemas acima o nivel minimax do passo da montanha para o funcional I esta bem

definido. Uma consequéncia imediata da igualdade (1.7) no Lema 1.2 é o seguinte resultado:

Corolario 1.3 Para b e m definidos anteriormente temos b < m.

Prova: Com efeito, no Lema 1.2 encontramos um caminho ~,, € I" tal que

I(v,(1) = m.
max (T(t)) =m

Logo,

b= inf max (v(t))_tem[g% (7 () = m

15



Nos lemas seguintes buscaremos a desigualdade contraria do Corolario 1.3. No préximo lema
mostraremos que m ¢ exatamente o infimo do funcional [ restrito ao conjunto K, tal conjunto

é chamado variedade de Pohozaev.

Lema 1.3 Seja K o conjunto

N -2

K:{ueHl(RN)\{O}:T/RN|VU|2d:E—N RNG(u) d:zc:()}.

Para m definido acima, temos

m = inf I(u).

ueK
Prova: Faremos a demonstragao deste lema compassadamente em trés afirmacoes. Primeira-

mente, consideremos o conjunto

S = {ueHl(RN): /RNG(U) dx = 1}

e ®: S — K definida por

(®(u))(z) = u (tﬁ) . onde t, = \/?!Vub.

Mostraremos que ® esta bem definida e é uma bijecao entre os conjuntos K e S.
Afirmacgao 1: ® estda bem definida.
Com efeito, para u € S, temos |Vul|y # 0 e assim t, # 0. Por outro lado, dada u € S, pelo

Teorema de Mudanga de Variavel (ver Teorema C.3 no Apéndice C),

k(u(xz/t,)) = N=2 /}RN \Vu(x/t,)|* dv — N G(u(z/t,)) dx

2 .

- E~t§2|vu|§—zvtfj/ Glu(z)) da
RN

N—-2

- |
- () vl (N;Q.(NQ;VQ) _N)
)

vl

isto é, k(u(x/t,)) = 0, implicando que ®(u) € K. Logo, ® estd bem definida.
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Afirmacao 2: ¢ satisfaz, para todo u € S,

1(@(W) = 5 (%) vl

De fato, dada u € S, usando o Teorema de Mudanca de Varidvel temos

1

[(®(u)) = —/RN Vule/t) de— [ Glu(e/t,) doe =5 - 832 Vuf3 ¢

2

RN 2

2

N N
N-2\% (1 2N N-2\7
N N
Vulz < ON ) <2 N -2 ) Vulz < ON ) (N

N N-—-2
N-2\% _ 1 [ 2N 1 [N—2\7
- (2N> |v“|2ﬁ'<N—2>_N'(2N) Vel

Afirmagao 3: ® é uma bijecao.

Para a injetividade, sejam u,v € S tais que
®(u)(r) = ®(v)(x), quase sempre em RY.

Pela definicao da funcao ®, temos

x x
U (t_> =0 (25—) , quase sempre em RY.

Note que é sucifiente mostrarmos que t,, = t,. Como ®(u) € K, entao

o N =2 /RN Vu/t)]2 de— N [ Glulx/t) de.

2 -
De (1.10) e do Teorema de Mudanca de Varidavel, temos

0 = M/RN \Vo(z/t,)|* do — N/RN G(u(z/t,)) dx

2
= —-tfjv_z/ (Vo(z)? d:v—N-tiV/ G(u(zx)) dx
RN RN
- —-tfyﬂwg—zv-zfy/ Glulz)) da.
RN

Assim, usando na igualdade acima o fato de u € S e
2N
2 42
=2 =
|VU|2 v (N o 2) )

2N
(—) — Nt = N@tY -ty = t, = t,.

temos que

N -2

o
Il
VR
2
R
[\
~~
~
<z

17

N

92 -

-2

)
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Para a sobrejetividade, dada u € K, temos

N-2 ,
— = . 1.11
IN o |Vu|® dz /RN G(u) dz (1.11)

Considere v € H'(R") definida por

N —2
v(z) =u (t2Nz), ondet, =/ W|VU|2.

Observe que, do Terorema de Mudanga de Varidvel e da igualdade (1.11),

/RN Gv(x))de = /RN Gu(t*Nz)) dx

= (/") [ Glu(@)) do

RN

N —2
= 2| —— >d
. ( 5N )/RN\Vu\ x

= t,2-t2 =1

Logo, v € S. Além disso, novamente pelo Teorema de Mudancga de Variavel,

- L :
- %(/Ruvv(x)ﬁdx) - W(/RNWu(tf/Nx)Fdx)

1
@ o ([ u@ ) = e g,
RN

2N “
Portanto, )
(I)(U)(x) = U(x/tv) =u ( ZU ’ l‘) = u(a:),

isto é, @ é sobrejetiva.
Das Afirmacoes acima, temos

N-—2
. . . 1 N - 2 2 N
i 100 = (o) = o () v

Em [4] mostra-se que o infimo de |Vul|3 restrito & S é atingido em uma solucao de energia

mimina wy. Portanto,

N-2
N -2

: 1 2



Lema 1.4 Para qualquer que seja v € ', temos
([0, 1) N K # ¢.
Prova: Do Corolario 1.2, existe py > 0 tal que
0 < |Jul|m @~y < po = K(u) > 0.
Por outro lado, paray € T', v(0) =0 e

k(1)) = NI(v(1))—[Vy(1)]3
< NI(y(1)) <o.

Assim,
k(7(0)) =0 e k(y(1)) <0.

Pelo Teorema C.8 (ver Apéndice C), de (1.12) e (1.13) existe ¢ty € (0,1) tal que

k(7(t)) = 0.

(1.12)

(1.13)

Note que ||y(to)|[s @y > po, Pois caso contrdrio, terfamos s (7y(to)) > 0. Logo, v(to) # 0 e

k(7(to)) = 0, mostrando que y(¢y) € K e, portanto, v(to) € v([0,1]) N K.

Corolario 1.4 Para b e m definidos anteriormente temos b > m.
Prova: Do Lema 1.3, temos

m = 1}g}f{[(u)

Além disso, do Lema 1.4, para todo v € T', existe to € [0, 1] tal que v(to) € ([0, 1]) N K. Assim,

=] < < .
m = inf I(u) < I(7(t)) < mmax I(y(t), Vy el

Portanto,

b= inf max I(v(t)) > m.
Inf max (v(t)) = m
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Para finalizar este capitulo, demostraremos o Teorema 0.1 para N > 3. Em verdade, os
lemas anteriores foram etapas para a demonstracao deste teorema. Com o auxilio desses lemas

a demonstracao ficard quase que imediata. Vejamos:

Teorema 1.1 Suponha N > 3 e que g : R — R satisfaca (go) — (g3). Sejam I, m e b como
definidos anteriormente. Entdo

b=m,

isto €, o valor do passo da montanha nos dd o nivel de energia minima. Além disso, para cada

solugdo de energia minima w, existe um caminho v, € I' tal que w € ~,(]0,1]) e

I(w) = mmax T (7 (2))-

Prova: Do Corolario 1.3, m > b e do Corolario 1.4, m < b. Assim, b = m. Ainda do
Corolario 1.3, dada uma solu¢ao de energia minima w do problema (1), existe um caminho
v € T satisfazendo w € 7,([0,1]) e

I(w) = m = max I(v,(t)),

te[0,1]

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2

A Caracterizacao no Caso N = 2

Neste capitulo estudaremos o Teorema 0.1 para o caso N = 2. Neste caso, as hipoteses sobre

a funcao g : R — R sao as seguintes:

(g90) A funcao g é continua e impar;

(90 1 72 — e (00,0

s—0
») Dado a > 0, existe C, > 0 tal que
(92) q
lg(s)] < C’an‘SQ, para todo s > 0.

(g3) Existe & > 0 tal que G(&) > 0, onde G(s) = / g(T) dr.
0

Como no capitulo anterior, vale ressaltar que nao estamos usando da hipétese (2), isto é,
nao estamos assumindo a monotonicidade de s — g¢g(s)/s. Tao pouco, estamos usando a
hipétese (gs3) para obtermos a primeira geometria do passo da montanha. Porém, precisamos
desta hipdtese para garantirmos a existéncia de solugao de energia minima do problema (1), este
resultado é devido a Berestychi-Gallouét-Kavian [3]. No artigo [3] os autores também discutem
a importancia das hip6teses (go) — (g3) para existéncia de uma solugdo para o problema. A

funcao f : R — R, definida por
F(s) = (s]s| — 8)e@ % " ay > 0,
satisfaz as propriedades (go) — (g3), onde a;y é tomado de forma que (g2) e (g3) sejam validas.
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Para a demonstracao do Teorema 0.1 seguiremos os mesmos passos do caso N > 3. Primeiro
mostraremos que o nivel minimax estd bem definido. No lema seguinte, mostraremos que o

funcional I associado ao problema satisfaz a primeira geometria do passo da montanha (ver

Teorema C.16 no Apéndice C).

Lema 2.1 Suponha que g satisfaca (go) — (g2), entdo o funcional I associado ao problema tem

as sequintes propriedades:

(i) 1(0)=0.

(11) Ezistem po, 0o > 0 tais que
I(u) > &, para todo u € H'(R*) com ||ul|mwz) = po. (2.1)

Prova: (i) Para u € H'(R?)

I(u) = % . |Vul? dov — . G(u) dx.

Se u = 0 entao

Vu(z) =0,

Glute) = | " gt dr = [ otwrar=o

quase sempre em R2. Logo, 1(0) = 0.

(#7) Das hipdteses (g1) e (g2), dado € > 0 e a > 0, existem C,,d > 0 tais que

@+V<6,VO<|S|<5;
s

lg(s)] < Cae®™’, Vs > 0.

Em particular, para e = v/2 e a = 27, existem d; > 0 e Cy, > 0 tais que

g(s) < —gs, V0<s<d;
Car
g(s) < —18462“2, Vs> 0.
0y
Das desigualdades acima decorre que

g(s) < —gs + C1s'e®™ Vs >0,
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onde C; = C4,Cy, /61 e Cy > 0 é uma constante tomada de forma que

14 Cgﬂ-
s+ 018 627rs > 4627rs ]
2 1

Desde que ¢(0) = 0, temos
1 4 2ms?
—g(s)zﬁl/s—Clse , Vs>0.
Como g é impar, de (2.2) temos
Is| v (sl Is|
—G(s):/ —g(T)d72§/ TdT—Cl/ e dr, Vs € R.
0 0 0

Da férmula de integracao por partes, a segunda integral da expressao a direta acima fica

/ 7_46271'7'2 dr = / 3( 272 ) dr
0 0

1 s ° 372
— ,7_3 (_6271'72) _/ Le%r'r2 dr
4dr 0 o 4m

8% s ° 2 omr?
= ¢ E T e dr
= 262”2 — % 87'262”2 dr + (%33 - %sg)
— g(e%s2 —1)— % /08 7262 dr + % 0872 dr
= 2(62”52 —-1)— % /08 2™ — 1) dr
< i( - 1),

para todo s > 0, pois 72(e2™ — 1) > 0, para 7 > 0. Assim,

IS

—G(s) >

o o c
> 2/ TdT—Cl/ i dTZZ 47i|3| (e — 1), Vs € R.
0 0

1
Com isso, para kg = 3 min {1, g}, temos

1
I(u) = §|Vu|g—/RzG(u) dx
1 2 v 2mu?
Q\Vu\z—l—él/Rudx— H( 1) dx

i Tu?
e @

v

v
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Gostarfamos de usar a Desigualdade de Holder na integral da desigualdade acima. Para tanto,

¢é necessario observar o seguinte,

/ (627m2—1)2 dl’:/ (647Tu2 _2627ru2+1) dl‘g/ (6477“2 _1) dl‘,
R2 R2 R2

pois, 2e2mu(@) _ 1 > 1, para todo € R% Da Desigualdade de Moser-Trudinger (ver Teorema

(.15 no Apéndice C), temos

/ (€™ — 1) da < / (™ — 1) dz < .
R? R?

Dessa forma, podemos usar a Desigualdade de Holder (ver Terorema C.9 no Apéndice C) nos

expoentes conjugados 2 e 2 para obtermos
1 1

e s ([ qupr) ([ @ o)

lembrando que a primeira integral do lado direito é finita por conta da imersao continua

N

H'(R?) < L5(R?) (ver Teorema C.13 no Apéndice C). Além disso, existe uma constante C' > 0
tal que
luls < Cllulm (r2), para todo u € H'(R?).

Com isso,

C : : :
ol e = 2 (G2 ae) " ([ (@ 12 o)
7 R2 R2

C

=~
S
vV

Cy
> k0||u||12L11(R2) - EHUH%l(Rg)\//RQ(e‘qu? _ 1) dz,

onde Cy = C,C3. Logo,

&
f(u)zkor|u||%1<R2>—Euuu%m\/ [ =D dn, em@). @3

Novamente da Desigualdade de Moser-Trudinger, existe uma constante Cy > 0, que nao depende

de u, tal que

/RQ(647W2 —1) dx < Cy, (2.4)
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para todo u € H'(R?), com ||ul|gi@ez)y < v/1/2, pois a = 2 < 47 e ||2u]|p1r2) < 1. Logo, da

desigualdade (2.4), temos

01/202
I(u) > kollul|[F ge) — 047T [l | e

para todo v € H'(R?), com ||u|g1(r2) < v/1/2. Assim, tomando

0 < < . k’o47T \/T
Po min § ———, Y ’
caPey’ V2

para todo v € H'(R?) com ||ul|g1@z) = po, de (2.3) e (2.4), obtemos

]’ > k 2 0 3
(u) > kopy P

c2o
= P(2) (kfo— 047T 200

> pg(ko — ko)

= 0,
ou seja, I(u) > 6g > 0, onde
1/2
2
o = hop =~ 20} > 0

Observacao 1 . No proximo lema demonstraremos a seqgunda geometria do passo da montanha
para o funcional 1. Antes disso, usaremos o crescimento da func¢ao g dado em (2.2), com algu-
mas modificagoes adequadas, para provarmos duas afirmacoes necessarias para a demonstra¢ao
deste lema. Vejamos:
Afirmacgdo 1: Para quaisquer que sejam u € H'(R?) e 0 > 0, tem-se g(fu)u € L'(R?).
Com efeito, desde que u € H'(IR?) ¢ suficiente provarmos que g(fu) € L?(R?), isto é,

) lg(0u) | dx < oo, (2.5)

R

pois, nestas condicoes, poderemos usar a Desigualdade de Holder nos expoentes 2 e 2 e obtermos

[ lot6wal do < lg(ou)l - uls < .
R2
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Para provar (2.5) note que com os mesmos argumentos usados para obter (2.2), para e =v/2 e

a = 7/6?, podemos encontrar Cy,Cy > 0 tais que
lg(s)| < Cyls| + Cos?e®”, Vs eR.
Em particular,
1g(0u)]> < 46°Cy|ul? + 46*Co|ul*e*™ , u € H'(R?). (2.6)

Desde que u € H'(R?), temos que u € L?(R?). Assim, a primeira parcela do lado direito
da equacdo (2.6) é integravel. Por outro lado, usando a Desigualdade de Moser-Trudinger,
mostramos no Lemma 2.1 que |u|*¢®*™ e L'(R?). Logo, a segunda parcela do lado direito da
equacao (2.6) também ¢ integravel. Isto prova que g(6u) € L*(R?) e, portanto, g(6u)u € L*(R?).
Afirmacao 2: Sejaw € H'(R?) uma solugao de energia minima do problema (1). Entao, existe
0, > 1 tal que

/RZ g(0w)w dz >0, V0 € [1,6,].

Com efeito, considere h : [1,+00) — R definida por
h(0) :/ g(0w)w dx.
R2

Pela Afirmacao 1 acima, h estd bem definida. Além disso, h é continua e como w é uma solugao

de energia minima do problema (1), entao

/ g(w)w dxr = / (Vw - Vw) dr = |[Vwl|3 > 0,
R2 R2
isto é, h(1) > 0. Do Teorema da Conservagao do Sinal, existe 6y > 0 tal que

h(0) >0,V 0 € [1,1+06,).

1+ 6

Fazendo 6, = , temos

/ g(0w)w dz = h(0) >0, VO € [1,6,].

Agora demonstraremos que o funcional [ satisfaz a segunda geometria do passo da montanha

(ver Teorema C.16 no Apéndice C).
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Lema 2.2 Suponha que g satisfaca (go) — (g3). Seja w solugdo de energia minima qualquer do

problema (1), entao existe um caminho 7, : [0,1] — H'(R?) satisfazendo

w € ([0, 1]) (2.7)
mmax I (7 (2)) = m. (2.8)

Além disso,

7.(0) =0 e I(v.(1)) < 0.

Prova: Como w é uma soluc¢do de energia minima do problema (1), pela Afirma¢do 2 acima,

podemos encontrar 7 > 1 tal que

/ g(0w)w dx >0, VO€e][l b (2.9)
R2
Considere ¢ : R — R, definida por
@7 s # 0;
p(s)=4q 8
—v, § =0.

Note que das hipéteses (go) e (g1) sobre a fungado g, tem-se ¢ € C(R,R). Além disso, para
w(z) # 0, de (2.9)

/ o(dw)w?® do = / Muﬁ dx = 1/ g(w)w dr >0, VOcll, b
R2 R2 Ow 0 R2

Lembremos que o funcional I é de classe C! (veja Proposicao A.1 no Apéndice A). Agora,
facamos w; = w(x/t), pela regra de Leibniz (ver Teorema C.4 no Apéndice C) e pela Regra da

Cadeia (ver Teorema C.14 no Apéndice C), temos

@ 1(0w) = /R (V(6) - Vo) o — / g(Ow,)wr du

RZ

g(Ow
= 0|Vuwls — H/RZ ng;)wf dx

= 40 <|th|§ —/ ©(Ow, )w? dx) :
R2

Pelo Teorema da Mudanga de Variavel (ver Teorema C.3 no Apéndice C), obtemos

iI(th) = 0 t22\Vw]§—t2/ (Ow)w?® dx
df R2

= 0 (|Vw\§ - t2/ o(Ow)w? d:l?) :
R2
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De (2.9) podemos obter ¢, € (0, 1) suficientemente pequeno tal que
Vw3 — t%/ o(w)w? dz >0, Ve[l 6]
R2

Analogamente, podemos obter t; > 1 tal que

1
6 (\Vw[% - t%/ o (Ow)w? d:z:) < ~7 1|Vw|§, Vo ellb.
R? 1=

Assim, o caminho 7 : [0,6,] — H'(R?), dado por

Owy,, 0 € [0, 10];
7((9) = 9&)9, 0 e [to,tl];
thl, 9 c [t1,91].

é tal que v € CY([1, 6], H'(RY)), w € v([0,1]) e v(0) = 0. Note ainda que

(0c01) = ZU6O) >0
1>1 = 0] <0,
b=1 = GO =0

\

isto é, I(y(#)) atinge um mdaximo no ponto # = 1 no intervalo [0, #;]. Assim,

Jax 1(7(0)) = I(v(1)) = I(w) = m.

Por outro lado, da Identidade de Pohozaev (ver Proposicao B.1 no Apéndice B), temos

2-2
G(w) de = —— |Vw|? do = 0.
RN 4 RN

Dessa forma, I((6,)) < 0, pois

“ d t%_Q 2 o 1 2 1 2
I(letl) = I(wtl) +/1 @I(thl) do < T\Vu}b —/1 01—_1|VW|2 df = _§|V(A)|2 < 0.

Definindo o caminho 7, : [0,1] — H'(R") por 7, (t) = v(61t), temos 7, € T, w € 7,([0,1]),
I(v,(1)) = I(v(61)) < 0 e, além disso,

I(v,(1) = I(vy(01t)) = I(v(0)) = m.
meax (Vw(?)) max (v(611)) Jax (v(6)) =m
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Corolario 2.1 Para b e m definidos anteriormente, temos b < m.

Prova: Com efeito, no Lema 2.2 encontramos um caminho ~,, € I" tal que

mmax I(70(t)) = m.

Logo,

b = inf I(~(1) < I(v,(t)) = m.
Inf max (7())_3% (1(t)) =m

Agora mostraremos que m é o infimo do funcional [ restrito a variedade de Pohozaev K.

Lema 2.3 Seja N =2 e K o conjunto

N -2

K:{ueHI(RN)\{o}:T/RNWqux—N RNG(u) dx:0}.

Para m definido anteriormente, temos

m = 7ig}f{[(u)

Prova: Neste caso, observe que

K= {ue H'(R*)\ {0} :/ G(u) dx:()},
R2
pois, para N = 2, temos
N —2
—— | [Vuf-N | Gu)dz=0= [ G(u)dr=0.
R2

2 R2 R2

Além disso, para u € K,
1 2 1 2
I(u) = =|Vul; — | G(u) de = =|Vul;.
2 2 2

No artigo [3], os autores mostram que o infimo do funcional I restrito ao conjunto K é atingido

em alguma wy € K, solugdo de energia minima do problema (1), isto é,

o1 5 .
m=1I(wy) = 5££§]Vu|2 = 1}g}f{[(u)
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Como no capitulo anterior, para provar a desigualdade contraria a do Corolario 2.1, neste
ponto, é suficiente mostrar que ([0, 1]) N K # (. Antes de demonstrarmos isto vejamos dois

lemas que nos auxiliarao na demonstracao.

Observacao 2 . Como mencionamos nas notacoes, uma funcio ¢ : R> — R pertence ao

conjunto C5°(R?) se ¢ € C(RYN) e tem suporte compacto. A fungao n: R* — R definida por

~ —1

Cel=P-1 se |z| <1 ~ 1 -1

n(x) = , onde C = / elP-1 dx | |
0, se |z|>1 R?

¢ tal que n € C§°(R?), n(x) > 0, para todo x € R?, ¢ / n(x) de = 1. Utilizaremos fungoes
R2
desse tipo no prorimo lema.

Lema 2.4 Considere ¢ € C5°(R?) tal que
é(z) >0, V€ R?,
o(z) de = 1.
R2
Para cada vy €T e e > 0, seja . : [0,1] — L>®(R?) definida por

w0 = [ o (“) 0w iy

€

Entao:

(i)¥Ve>0,Vte[0,1], v(t) € H(R?) N L>=(R?).

(ii) ve : [0,1] — L>®(R?) € continua.

(i) 1 [1:0) = 1Ol = 0. € 0.

Prova: Denotaremos por Y o suporte da fungao ¢. Primeiramente, vamos mostrar que 7,
estd bem definida, em outras palavras, que |7.(t)(z)| < oo e 7.(t) € L=(RY). Para tanto, seja
t €10,1] e z € R% Pelo Teorema de Mundanga de Varidvel (ver Teorema C.3 no Apéndice C),

fazendo z = (x — y) /e temos

pii@l = | [ o(“20) 20w of
< @ [ pEIhoe =) i
= ¢ [ el - )

< ¢ (swplotall) [ bt - el dz < o,

€Y
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pois y(t) € H'(R?) C L}, .(R?). Por outro lado, para cada ¢ > 0 e cada t € [0,1], pelo Teorema
de Mundancga de Variavel e pela Desigualdade de Holder, temos

h@) = | A2¢<$—y)7<t><y> ]
(/M(x ) ) ([ enoran)
- (2] (o)

= €[@la]y(t)]2,

VAN

para qualquer que seja r € RY. Logo, |7(t)|s < 00. Agora vamos demonstrar as trés proprie-
dades acima:
(i) Sejam t € [0,1] e € > 0 quaisquer. Acabamos de mostrar que v.(t) € L*(R?). Por outro

lado, pelo Teorema C.12 no Apéndice C, também temos 7. (t) € H'(R?). Logo,
7.(t) € H'(R?) N L>(R?).

(ii) Considere to € [0,1] e seja (t,) uma sequéncia tal que 0 < ¢, < 1, para todo n € N, e

t, — to. Assim,

@) =)@ < [ o (E) bt )] dy
= @ [ B — )~ o) - )] dz
= /¢ Ny (tn)(z — €e2) — y(to)(x — €z)] dz.

Desde que v € T' tem-se y(t,) — (o) em L*(R?). Da Desigualdade de Holder, temos
[Ye(ta) (@) = Ye(to)(@)] < €[@lal7(tn) — (to)l2
para todo n > ng, ng € N, em R2. Logo,
Ve (tn) (@) = 7e(to)(x)] = 0, n — o0,
para todo z € R?, mostrando que

Ye(tn) = Ye(to) em L=(R?).
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Portanto,

Yo : [0,1] — L®(R?)

¢é continua.

(iii) Do Teorema C.12 do Apéndice C, temos

vt = [ o(F20) o) an (2.10)

€
Como ~(t) € H'(R?), para todo t € [0,1], e
17e(t) = YOl gey = 17e(t) =115 + [Vre(t) = V()3
utilizando a igualdade (2.10) os mesmos argumentos do item (ii), obtemos
(1) — (2T g2y — 0, € = 0.
mmax [17e(t) = ()l ) €
Lema 2.5 Existe py > 0 tal que, para w € H'(R?*) N L*(R?),
0 < |u|oo < po = K(u) > 0.
Prova: Da hipdtese (g;) sobre g, dado € > 0 existe § > 0 tal que

O<\s|<5:>‘@+z/ < €.

Tomando ¢; > 0 de modo que ¢; — v < 0, existe py > 0 tal que

O<\s|§p0:>‘%s)+u < €.

Suponha 0 < |s| < pg. Para s > 0,

g(s) < (1 —v)s<0

Para s < 0,



Assim, obtemos um py > 0 tal que
0<|s|] <po= —G(s) > 0.
Para u € H'(R?) N L>=(R?) com 0 < |u|s < po, temos
0 < u(z)| < |ulos < po, quase sempre em R?.

Portanto,

Lema 2.6 Para qualquer que seja v € I', temos
([0, 1) N K # ¢.
Prova: Seja v € I', lembremos que
k(u) = NI(u) — |Vul3 = 2I(u) — |Vul5.
Da convergéncia em (iii) no Lema 2.4, podemos obter € > 0 suficientemente pequeno, tal que

R(7e(1)) < 21(7<(1)) < 0.

De fato, suponha que para todo € > 0 tenhamos /(7.(1)) > 0. Da continuidade do funcional I
(ver Proposi¢ao A.1 no Apéndice A) e da convergeéncia (iii) temos I(y(1)) > 0, o que contradiz
a definigdo de I'. Por outro lado, para todo € > 0, 7.(0) = 0, pois v € I' implica v(0) = 0.

Agora, observe que, para t suficientemente pequeno, v.(t) se aproxima de 7.(0), assim,

Ve ®)]oo < po = K(7(t)) > 0.

Com isso, para € > 0 suficientemente pequeno, existe t. € [0, 1], pequeno, tal que

E(e(te) =0 e |[ye(te)|oo > po,

onde pg é obtido no Lema 2.5. Logo, 7.(t.) € K, para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Tomemos uma sequéncia (€,), €, > 0, com €, — 0, n — oo. Assim, para cada n € N, existe
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te, € 10,1] tal que s(ve,(t.,)) = 0. Como t., € [0,1], a menos de subsequéncia, existe ¢y € [0, 1]

tal que t.,, — tg, n — oo. Note que
Ve (te) = () 12 ®2) < [1Ven (Fen) = (e[ 2y + 17 (Ee) = (o) 12 e2)-
Da convergéncia (iii) e da continuidade do funcional I, temos
Ve (ten) — Y (to) || 12y — 0, n — o0,

e w(y(ts)) = 0.

Por fim, mostraremos que y(to) # 0 e, assim, y(to) € K e, portanto, y(to) € K Nv([0,1]). Para

isto, lembremos que em [3] os autores mostram que
inf |Vul3 = 2m > 0.
ue K

Assim,

Jul|r@ey = A/ IVul3 + [u} > V2m >0, Vu e K.

[ Ven (teu) |1 (R2) = V2mM >0, Vn €N,

Logo,

mostrando que () # 0 e finalizando a demonstragao do lema.

O
Corolario 2.2 Para b e m definidos anteriormente temos b > m.
Prova: Do Lema 2.3,
m = ngf([(u)
Além disso, Lema 2.6, para todo v € T, existe ¢y € [0, 1] tal que v(to) € v([0,1]) N K. Assim,
= inf [ < I(~(t < I(~(t I
m = inf I{u) < I(y(to)) < max I(7(t)), V7 €
Portanto,
b = inf I(~v(t)) > m.
Inf max (v(t)) = m
O
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Por fim, demostraremos o Teorema 0.1 para N = 2.

Teorema 2.1 Suponha N =2 e que g : R — R satisfaca (go) — (g3). Sejam I, m e b como
definidos anteriormente. Entao

b=m,

isto €, o valor do passo da montanha nos dd o nivel de energia minima. Além disso, para cada

solugdo de energia minima w, existe um caminho v, € I' tal que w € ~,(]0,1]) e

I(w) = mmax I (7 (1))

Prova: Do Corolario 2.1, m > b e do Corolario 2.2, m < b. Assim, b = m. Ainda do
Corolério 2.1, dada uma solugao de energia minima w do problema (1), existe um caminho
vw € I satisfazendo w € v,([0,1]) e

I(w) = m = max I(,(t)),

te(0,1]

como queriamos demonstrar.
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Apeéendice A
Regularidade do Funcional

Neste apéndice, demonstraremos a regularidade do funcional I associado ao problema (1).
Novamente, pelas hipdteses sobre a fungao g, sera necessario dividirmos a demonstracao nos
casos N = 2 e N > 3. Antes disso, faremos uma breve revisao sobre diferenciabilidade de

funcionais em Espacos de Banach.

Definicao 1 . Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — R, dizemos que [

possui Derivada de Gateauz no ponto u € X quando existe um funcional Ty € X' tal que

lim I(u+tv) — I(u) — Tyv

t—0 t

=0,VovelX.

Definicao 2 . Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — R, dizemos que [

possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional T € X' tal que

lim Iu+v)—1I(u)—Tv 0
v—=0 vl x
Observacao 3 : Note que pela unicidade do limite a Derivada de Fréchet no pontou € X, bem
como a Derivada de Gateauz no ponto u € X, quando existe, ¢ inica. Denotaremos por DI(u)
a Derivada de Gateaur no ponto u € X e por I'(u) a Derivada de Fréchet no ponto u € X.
Como vemos facilmente, se existe a Derivada de Fréchet I'(u) em u € X, entdo também eziste
a Derivada de Gateaur DI(u) em u € X, além disso, I'(u) = DI(u). Porém, a reciproca deste
fato nao € verdadeira em geral. No lema sequinte mostraremos que, sob certas condicoes, a

Derivada de Fréchet coincide com a Derivada de Gateaux. Antes do lema, veremos a defini¢do

de funcionais de classe C'.
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Definicao 3 . Seja X um espaco de Banach e A C X um aberto em X. Dizemos que o
funcional I é de classe C* em A e denotamos I € C*(X;R), quando sua derivada de Fréchet
existe em todo ponto u € A e a aplicacao I' : A — X' € continua.

Da Observacao 3 acima, nem todo funcional que possui Derivada de Gateaux possui neces-
sariamente Derivada de Fréchet. Porém, vale o seguinte resultado (este resltado serd usado para

obtermos a derivada de Fréchet do funcional I associado ao nosso problema):

Lema A.1 Seja I : A — R, onde A € um aberto no espagco de Banach X. Se I possui
Derivada de Gateaux para todo u € A e se, além disso, DI : A — R € continua em A, entdo
I €CYAR).

Prova: Dado u € A, desde que A é aberto, existe v € A tal que u+tv € A, para todo t € (0,1).
Consideremos a fungao f : [0,1] — R, dada por f(¢) = I(u + tv). Como I tem Derivada de
Gateaux em todo ponto de A, entao f é derivavel em [0, 1] e f'(t) = DI(u+tv)(v). Pelo Teorema
do Valor Médio (ver Teorema C.2 no Apéndice C), existe ¢y € (0,1) tal que f(1)— f(0) = f'(to),
isto é,

I(u+v) — I(u) = DI(u+ tov)(v). (A1)

Como DI é continuo, dado € > 0 existe § > 0 tal que ||v||x < J implica
|| DI(u+tov) — DI(u)||x < €. (A.2)
De (A1) e (A.2), ||v||x < ¢ implica

[I(u+v) = I(u) = DI(u)(v)| = [DI(u+to)(v) = DI(u)(v)]
< |[DI(u+tov) — DI(u)||x[[v]|x

< €llx,

ou seja,

_ gy Tt v) = 1)
DHw)(v) = lim =—

mostrando que para todo u € A a Derivada de Fréchet existe e I'(u) = DI(u). Em particular,

o operador I’ : A — R é continuo.

37



Mostraremos agora que o funcional I : H(RY) — R, definido por

1
I(u) = —/ |Vul? dx —/ G(u) dv, Y u € HY(RY),
2 RN RN
estd bem definido, é de classe C*(H'(RY);R) e sua Derivada de Fréchet é dada por

I'(u)v = VuVo da:—/ g(u)v dz, Vv e HY(RY).

RN RN

Para tanto, vamos considerar I = I; — I, em que

1
L(u) = -/ VulP de e I(u) = / G(u) de.
2 RN RN
Em seguida mostraremos que I; e Iy estao bem definidos e sdo de classe C*(H*(RY);R)), com
I(u)v = VuVuvdr e I(u)v = / g(u)v dr, Vv e H'(RY).
RN RN

Notemos que I; estd sempre bem definido para qualquer que seja v € HY(RY). Além disso,
desde que I; nao depende da funcao g, as demonstracoes para os casos N = 2 e N > 3 sao
idénticas. Para o funcional I5 é preciso considerar estes dois casos. Dividiremos a demonstragao

desta regularidade em trés lemas.

Observacao 4 . Nos dois capitulos anteriores usamos as hipdteses sobre a funcao g para
demonstrar os sequintes crescimentos:
Para N > 3

9(s)| < (v — €)[s| + C|s| 72, Vs € R.

Note que o crescimento demonstrado no Lema 1.1 é um caso particular do crecimento acima,
mas a demonstragao deste sequndo crecimento € feita eratamente como no Lema 1.1.
Para N =2

lg(s)| < Cils| + Cas?e®”, Vo > 0,5 € R.

Este crecimento foi demonstrado na Observacao 1 do Capitulo 2.

Observacao 5 . No artigo Berestycki-Lions [4] os autores monstram, para o caso N > 3, que
o funcional I é de classe C'. Nos lemas sequintes mostraremos esta propriedade também para

o caso N = 2. Nossas ideias serdao baseadas no Capitulo 1 do livro [1].
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Lema A.2 Seja N > 2. O funcional I : H*(RY) — R dado por

1
Li(u) = §/RN \Vul? dz, Vu € H'(RY)

¢ de classe C' em H'(RY), com
I (u)v = VuVv dr, ¥V u,v € H'(RY).
RN

Prova: Observe inicialmente que, para u,v € H'(RY) e t # 0, temos

I tv) — I 1
(uttv) — Liu) _(/ |V(u—|—tv)|2dx—/ IVUIQdﬂf)
n 2t \ Jry RN
1
— _( V(u+tv)V(u+tv)dfC—/ |V“|2d‘r>
2t RN RN

1
= — (215/ VuVv dx +t2/ |Vol? d:zc) :
2t RN RN

DI (u)v = lim Ni{uttv) = hw) = VuVu dz.

t—0 t RN

Assim,

Logo, I; possui Derivada de Gateaux para todo u € H'(RY). Pelo Lema A.1, é suficiente
mostrarmos que DI; é continuo em H'(RY). Para tanto, dado ug € H*(RY), seja (u,) uma

sequéncia em H'(R™Y) tal que u, — ug, em H'(RY). Para v € H(RY), com ||v|| g @r) < 1,
DI (un)v — DI (ug)v| = ‘ / Y (uy, — 110) V0 d:c‘ < / IV (up — )|Vl da.
RN RN

Da Desigualdade de Holder, para os expoentes 2 e 2, temos

2 2
DI (un)o — DIy (ug)o] < (/ IV (0, — o) ? dx) (/ Vo2 dx) < [futn — ol e
RN RN
Portanto,

[[DI(un) — DIi(uo)|| vy = sup | DI (up)v — DI (uo)v| < ||tn — o] g1 @y,

HUHHI(RN)SI

mostrando que DI; é continuo e, com isso, [; € C*(H'(RY);R). Além disso,

I (u)v = DI (u)v = / VuVv dr, ¥V u,v € H'(RY).

RN
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Lema A.3 Seja N > 3. O funcional Iy : H*(RY) — R dado por
I(u) = /RN G(u) dx, ¥V u e H'(RY)
¢ de classe C' em HY(RY), com
L(u)v = /]RN g(u)v dz, ¥ u,v € H(RY).

Prova: Primeiramente, mostraremos que o funcional Iy estd bem definido. Para tanto, note
que da Observacao 4 temos

|GWH§<V;€>WF—(Q%%?%>WW%,VueH%Rﬂ.

Das imersdes continuas de Sobolev, temos HY(RY) — L¥-2. Assim, G(u) € LYRY), para
qualquer que seja u € H'(RY). Logo, I estd bem definido. Para calcular a derivada de

Gateaux DIy(u), com u € H'(RY), consideremos uma funcao f : [0,1] — R definida por
f(s) = G(u+stv), t € (=1,1), v € H'(RY).

Temos f(0) = G(u), f(1) = G(u + tv) e, desde que g é continua, f'(s) = g(u + stv)tv. Assim,

do Teorema do Valor Médio (ver Teorema C.2 no Apéndice C), existe um s € (0,1) tal que
g(u+ sotv)tv = f'(s0) = f(0) = f(1) = G(u + tv) — G(u),
ou seja,

G(u+ tv) — G(u)
t

= g(u + sotv)v, t # 0.

Observe que g(u + sotv)v € L'(RY). Com efeito, da Observagao 4, temos

jg(u+ soto)llo] < (2 = e)fut sotel o] + Celu+ sofe] ¥ ol

< (v = ul[v] + (v — €)sot|[v]? + 252 CJu| V2 fv] 4+ 2573 | st | 2 [v] 2.

E imediato que |uvl|,|v|?> € L'(RYN), para quaisquer que sejam u,v € H'(RN). Por outro

2N 2N
lado, usando a Desigualdade de Holder nos expoentes N2 e N o e

HY(RN) < L~ obtemos g(u + sotv)v € LY(RY), pois

a imersao continua

N+2 N
2N 2N
/MM%MMS(/hM%m) (/hﬁ%m> <.
RN RN RN
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Além disso, para uma sequéncia (t,), com t,, — 0, temos que
g(u(z) + sotv(x))v(z) — g(u(z))v(z), pontualmente em RY,

pois a funcao g é continua. Nessas condicoes, podemos usar o Teorema do Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue (ver Teorema C.10 no Apéndice C) para obter

Dhu)o = liy 2Oy [ (CLEIZER o

t—0 t t—0 t

= lim [ g(u+ sptv)v dx

t—0 RN

= lim g(u+ sot,v)v dx

n—oo RN

= /RN g(u)v dz.

Mostraremos agora que o operador DI, é continuo. Para tanto, seja ug € HY(RY) e (u,) uma
sequéncia em H'(RY) tal que u, — ug em H'(RY). Das imersoes continuas de Sobolev (ver

Teorema C'.13 no Apéndice C), temos

un%uoequ(RN), 2§q§N_2.

Do Teorema de Vainberg (ver Teorema C.11 no Apéndice C), existe uma fungao h € LI(RY)

tal que, a menos de subsequeéncia,
Uy (1) — ug(z), quase sempre em RY;

lun ()| < h(x), quase sempre em RY.
Desde que g ¢é continua,
[9(un(z)) = g(uo(x))]*~Y = 0, quase sempre em RV,
Além disso, da Observacao 4, temos
oua(2)) — g0 < 2 [ — () + Ch) 3] € LI(@Y),

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

\9(wn) — g(uo)|p/p—1) — 0.
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Desde que p e p/(p — 1) sdo expoentes conjugados, para v € H'(RY), com V|| @yy <1,

obtemos

[DI2(un) — DIy(uo)]v| = / [9(un) — g(uo)]v dz < |g(un) = g(uo)lp/ -1l

RN

Das imersoes continuas de Sobolev, existe uma constante C' > 0 tal que
|[DIa(un) — DIx(uo)]v| < Clg(un) = g(uo)lp/@-n ol @) = Clg(un) = g(uo)lp/p-1),
mostrando que DI, é continuo em H'(RY). Portanto, I, € C1(H(RY);R), com
I'(u)(v) = N g(u)v dz, ¥ u,v € H(RY).
R
Lema A.4 Seja N =2. O funcional Iy : HY(RY) — R dado por
L(u) = N G(u) dv, ¥ u € HY(RY)
R
¢ de classe C* em HY(RY), com
I(u)v = /N g(u)v dz, ¥ u,v € H(RY).
R
Prova: Da mesma forma que no Lema A.3, o crecimento

g(s)] < Cils| + Cas?e®”, Va > 0,5 € R,

da Observacao 4, implica que I estd bem definido. Para calcular a derivada de Gateaux DIy (u),

com u € H'(R?), consideremos uma fungao f : [0,1] — R definida por
f(s) =G(u+stv), t € (-1,1), v € H(R?).

Temos f(0) = G(u), f(1) = G(u + tv) e, desde que g é continua, f'(s) = g(u + stv)tv. Assim,

do Teorema do Valor Médio (ver Teorema C.2 no Apéndice C), existe um sq € (0,1) tal que
g(u+ sotv)tv = f'(s0) = f(0) = f(1) = G(u+tv) = G(u),

ou seja,
G(u+tv) — G(u)

; = g(u + sotv)v, t # 0.
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Observe que g(u + sotv)v € L'(R?). Novamente da Observagao 4, temos g(u + sotv)v € L'(R?).

Além disso, para uma sequéncia (t,), com t, — 0, temos que
g(u(x) + sot,v(x))v(r) — g(u(x))v(z), pontualmente em R?.

Do Teorema do Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

Dhyu)o =ty 2O gy [ (CRERIZEW o

t—0 t t—0 t

= %1_{% . g(u + sotv)v dx

= lim g(u+ sot,v)v dx

n—o0 R2

= /R2 g(u)v dz.

Para mostrar que DI, é continuo, usaremos os mesmos passos do Lema A.3. Para tanto, seja
ug € H'(R?) e (u,) uma sequéncia em H'(R?) tal que u, — uy em H'(R?). Das imersoes

continuas de Sobolev (ver Teorema (.13 no Apéndice C), temos
u, — ug em LY(R?), 2 < g < oo.

Do Teorema de Vainberg (ver Teorema C.11 no Apéndice C), existe uma fungdo h € L4(R?) tal

que, a menos de subsequeéncia,
Un(7) — up(z), quase sempre em R?;

|un (2)] < h(x), quase sempre em R?.
Desde que g ¢é continua,
[9(un(z)) — g(uo(z))]/P~Y = 0, quase sempre em R2.
Além disso, da Observacao 4, temos
9t (2)) — gluo ()P0 < 2 [Cuha) + Coh()2e @] a0
Com os mesmos argumentos usados no Capitulo 2, obtemos
[9(un(x)) = gluo(2)P/"~V € L'(R?).
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Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

|9(un) — g(uo)|p/p—1) — 0.

Desde que p e p/(p — 1) sdo expoentes conjugados, para v € H'(R?), com ||v|[ggy) < 1,

obtemos

(DI(uy) — DIy(u)]o| = / [9(t) — 9o} d < |g(un) — g(u0) sVl

RQ

Das imersoes continuas de Sobolev, existe uma constante C' > 0 tal que
|[D13(un) = DIy(uo)]v] < Clg(un) — g(uo)lp/p-n vl @2) = Clg(un) = 9(uo)lp/p-1),
mostrando que DIy é continuo em H'(R?). Portanto, I, € C*(H'(R?);R), com

I'(u)(v) = /RN g(u)v dz, V u,v € H(R?).

O
Proposigao A.1 . Seja N > 2 O funcional I : HY(RY) — R, definido por
1
I(u) = -/ Vulde— [ Glu) de, ¥ue H(RY),
2 RN RN
estd bem definido, é de classe C*(H'(RY);R) e sua Derivada de Fréchet é dada por
I'(u)v = VuVu dx — / g(u)v dx, Vv e HY(RY).
RN RN
Prova: Decorre dos lemas A.2, A.3 e A.4 acima.
O
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Apendice B
Identidade de Pohozaev

Neste apéndice, enunciaremos e demonstraremos a Identidade de Pohozaev para o RY. Uma
versao mais geral desta identidade pode ser encontrada no livro [1] e também no artigo [13],

sendo este dltimo de Pohozaev.

Observagao 6 . (i) Para facilitar as contas abaizo, neste apéndice utilizaremos a sequinte

notacao para a derivada parcial:

of
3@

() =0i(z), Vi=1,--- N

Y

onde f: U — R, U C RN € um aberto e as derivadas parciais de f no ponto x € U existem.
(ii) Consideremos w € HY(RY) uma solugdo fraca do problema (1) e facamos w; = w(x/t).
Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis (ver Teorema C.3 no Apéndice C), temos

1 th—2

I(w) = 3 /RN IVw(z/t)]? da:—/RN G(w(z/t)) do = 5 /RN IVw|? do—t" /RN G(w) dz, (B.1)

onde I € o funcional associado ao problema (1). Pela Proposi¢io A.1 do Apéndice A, temos
que w € um ponto critico do funcional I. Assim, usando a Regra da Cadeia (ver Teorema C.14
no Apéndice C) e a igualdade em (B.1), temos

d d N —2)tN=3

0=1"(u) ) = —I(wy) = Q/ Vw|? do — NtN_l/ G(w) du.

dt dt 2 RN RN
Observe que o arqgumento acima serd verdadeiro somente se dw,/dt existir. Se este for o caso,
para t=1, teremos:

N —2

T/ Vw|? do = N G(w) dz.
RN RN
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A igualdade acima € chamada Identidade de Pohozaev. Assim, informalmente, as solugoes
fracas do problema (1) satisfazem essa identidade. Veremos a sequir que este resultado é uma
consequéncia da Proposicao (B.1). Argumentos do tipo acima sdo geralmente chamados pelos

fisicos de Teorema Virial.

Lema B.1 Seja g : [0,00) — R uma func¢do de classe C*, tal que po(s) = 1, para s € [0, 1]
e po(s) =0, para s € [2,00). Para todo j € N, definamos p; : RY — R por

o) =0 (1), (B.2)

J

Entao, existem constantes C1,Cy > 0 tais que
(i) lpj(x)| < C1, Vx € RY;
(i) |2||V;(2)] < Colgploe, V@ € RY.
Prova: (i) Desde que ¢, é de classe C™ existe uma constante C' > 0 tal que

|0j(x)] = ’@o <m> ‘ < C, para m € [1,2].

J J
Pela definicao da funcéo ¢g, ¢;(z) = 1 para |z|/j € [0,1] e ;(z) = 0 para |z|/j > 2. Fazendo
C1 = max {1,C}, temos
lp;(2)] < Cy, Vo eRY.

(ii) Observe que para = # 0, da regra da cadeia (ver Teorema C'.1 no Apéndice C), temos

Dipi(x) = ¢ <M> T

i) glal’
ou seja,
[\ 12 _af
(Oups(@))” = | (_' | 7
) RN
Assim,

[Vej(x)]? = Z(az’%(f))z

- [ (F) }im
T



o que implica
|z

1
Voi(x)| = ¢ (—> -, VreRY,
J /7
pois |[V;(0)] =0 e ¢y(0)) = 0. Notemos ainda que ¢j(|x|/j) = 0 quando |z|/j ¢ [1,2]. Dessa

forma, podemos encontrar uma constante Cy € [1,2] tal que

allvesal = e (1)

J J
|z|
S O2|906|007

para qualquer que seja v € RY.

O

Observagao 7 : Considere ¢; a mesma fungdo definida no Lema B.1. Seja f € LY(RY),

2]

observe que para todo v € RN, j — oo implica ~— — 0. Assim,
J
lim p;(z) =1 e lim 0,p;(z) = 0.
Jj—o0 Jj—o0
Pelo Lema B.1,
[ le@i@ia<e [ 1wl .
R

RN

[ lede@s@lds < [ lallvei@lif@lde< s [ If@) de

RN

Em outras palavras, ¢, f, m0ip;f € L*(RY), onde m; é i-ésima projecao do vetor x € RY.

Usaremos esta observacao na proposicao sequinte.

Proposicao B.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha que g : R — R é uma funcgdo
t
continua tal que g(0) =0, e seja G(t) = / g(s)ds. Seu e HY(RN) satisfaz
0
—Au = g(u), (B.3)
entao vale a sequinte iqualdade, chamada Identidade de Pohozaev,
N -2

—/ |Vul? de = N G(u) dz .
2 RN RN
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Prova: A ideia para encontrarmos a identidade é multiplicar ambos os membros de (B.3)
por z;0;u(z)p;(z) para um indice i fixo, z € RY, ¢; a fun¢ao definida no Lema B.1 e d;u(x)
denotando a i-ésima derivada parcial, no sentido fraco, de u no ponto x € RY. Em seguida,

integrar usando a férmula de integracao por partes. Vejamos,
—(Au(@)) - (w:0u(z)p;(x)) = g(u(2)) - (z:0u(2)p;(2)), ¥aeRY. (B.4)

Veremos que a parte mais trabalhosa serd no primeiro membro de (B.4) por envolver o operador

laplaciano. Por outro lado, integrando por partes seu segundo membro, temos

| stu@adutiei@) o= [ a(Glu@)eo) da

RN

= G(u())zi0; (%) ] ypn — /RN G (u(2))0i(zip;(x)) de.

Desde que ¢; tem suporte compacto e ORN =0 (no que segue usaremos bastante este fato),

entao
[ stumoa@e@ de = ~ [ G ) di
= — /RN G(U(x))az(xz)%(:l:) dr — /RN G(U({E))xzaz(gpj(g;>> dr
- - [ G o [ ndn@)6uw) d

Da Observagao 7, temos que as duas integrais acima sao finitas e os integrando sao limitados

por uma fungao em L'(RY). Além disso, para todo x € RY

lim |G (u(z))p;(2)] = Glu(z)) e limlz;0;(p;())G(u(z))] = 0.

7—0
Com isso, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema C.10

no Apéndice C) para obtermos

lim g(u(z))x;0u(x)p;(z) de = — /]RN G(u(x)) dx. (B.5)

Jj—roo RN
Vejamos agora o que ocorre com o segundo membro de (B.4). Pela Férmula de Green (ver

Teorema C.7 no Apéncice C),

= — Au(x)z;0;u(x)pi(x) do = Vu(z) - V]z;0iu(z)p,(x)] dz. (B.6)

RN RN
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Fazendo K;j(x) = Vu(z) - V[z;0;u(x)g;(z)], temos

Kij(x) = Vu-[V(2)0u(r)p;(r) + 2V (Oiu())p;(x) + 2:0;u(x)V(p;(x))]
= Vu- (V(x;)0u(z)pj(x)) + Vu - (2;V(Oiu(z))p;()) + Vu - (2:0;u(z)V(p;(r)))

= |0u(x)*e;(x) + zip(7) p_(Opu(r)Opiu(x)) + zi0u(z)(Vu() - Vi;())

= 0() Pes(0) + i) D22 0kul@)u(z)) + D) (Vu() - Vegy ()
k

Il
.

(O] Oku()[*) + 2:0iu(z)(Vu(z) - Viy(@))

WE

= 0u(z) Py (@) + ~xipy(x)

2 =1
= () Py (2) + Sae (0D(Vu() ) + wdul) (Va(r) - Ve, (@)
Assim,
Kij(x) = [0u(z)[*p;(z) + %Ii%‘ (2)0:(|Vu(@)]*) + z:0iu(z)(Vu(z) - Vi, (). (B.7)

Obeservemos agora o seguinte:
(1) Como acima, do Lema B.1 e da Observagao 7, podemos usar o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue e provarmos que

fin [ (0u()es(o) do= [ o) ds
RN RN

J]—00

lim diu(x)x;(Vu(x) - V,(z)) de = 0.

J—=0 JrN

(77) Pela férmula de integracao por partes, temos

1 1

3 | pomavaer) o = SE5wep|  ~ 0 [ vu@Pate @) o
1

- - /R IVu(@)Pou(es(w)z) e

Novamente pelo Lema B.1 e pela Observacao 7, podemos usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue e concluirmos que

1 1

= lim 0;(2)7:0;(|Vu(z)|?) dr = ——/ Vu(z)|? du.
2 j—oo JpN 2 Jrw
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Dessas duas observagoes e da igualdade (B.7), obtemos

lim Kij(z) do = —1/ |Vu(x)|? dz —i—/ |Oyu(z)]? d. (B.8)
RN RN

Jj—=oo JrN 2
Lembrando que K;;(z) = Vu(z) - V]z;0u(z)p;(x)], de (B.6), (B.7) e (B.8)

— lim Au(z)z;0;u(x)pj(x) de = 1 /RN |Vu(x)|? dz + /RN |Oyu(z)|? dx. (B.9)

Jj—roo RN 2
Por fim, de (B.4) temos que o primeiro membro da equagao (B.5) é igual ao primeiro membro

da equagao (B.9), ou seja,

1
——/ |Vu(z)? dl‘+/ |Ou(z)|? do = —/ G(u(z)) de.
2 RN RN RN
Como essa igualdade é vélida para todo ¢ € {1,2,---, N}, somando em i, obtemos

2/ |Vu(x)|? dz + /RN |Vu(x)|? do = —N . G(u(z)) dx.

Portanto,

N=z /RN Vu@)Pde =N [ Glu(z)) de,

2 RN

mostrando a identidade.
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Apéndice C

Resultados Importantes

Neste apéndice serao enunciados os principais resultados utilizados no texto. Também serao

indicadas as referéncias para consulta de teorias e demonstracoes.

Teorema C.1 (Veja [11]) (Regra da Cadeia) Sejam U C RM |V C RY abertos, f: U — V
uma aplicacdo cujas funcoes coordenadas fr,--- , fn possuem derivadas parciais no ponto a € U
eg:V — R uma fungao diferencidvel no ponto b = f(a). Entio go f : U — R possui

derivadas parciais no ponto a e vale

i=1,---,m,

dgof _ i af of
ox; — Oy Oz’

onde as derivadas parciais relativas aos x; sao calculadas no ponto a e as relativas aos vy, Sao

calculadas no ponto b = f(a). Além disso, se f e g sdo de classe C' entdo go f é de classe C'.

O

Teorema C.2 (Veja [11]) (do Valor Médio) Dada f : U — R diferencidvel no aberto

U CRY, se o segmento de reta [a,a + v] estiver contido em U entdo existe € (0,1) tal que

N of
fla+v) = fla) =3 5 -(a+0v) - a;

onde v = (o, ,ay).
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Teorema C.3 (Ver[11]) (de Mudanca de Varidvel) Sejam X C RY um conjunto compacto
J-mensurdvel, h : U — V um difeomorfismo de classe C' entre os abertos U,V C RY e

f:h(X) — R uma funcao integravel. Entao

f(y) dyz/ f(h(z)) - |det B ()| da.
h(X) X

O

Teorema C.4 (Ver [11]) (Regra Leibniz) Dado U C RY aberto, seja f : U X [a,b] — R
continua, tal que a i-ésima derivada parcial Of/0x;(x,t) existe para todo ponto (x,t) € U X [a, b]
e a fungao Of /0x; : U X [a,b] — R, assim definida, € continua. Entdo a fun¢ao ¢ : U — R,
dada por

o) = / fa,t) dt,

possut a i-ésima derivada parcial em cada ponto x € U, sendo

9 b9
a;i(x): / &i (z.t) dt.

Em suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante seja uma

funcao continua.

O

Teorema C.5 (Ver [8]) (da Divergéncia) Seja Q C RN um dominio cuja fronteira (05) é
wma unido finita de curvas suaves. Seja F : Q — RN um campo vetorial de classe C* em €.

Se n denota o vetor normal exterior a 052, entao

/VFdx:/ F-nds .
Q 09

O

Teorema C.6 (Ver [7]) (Férmula de Integracdo por Partes) Sejam U C RY um aberto

com OU € C* e u,v € CY(U). Se v* denota a i-ésima coordenada do vetor normal a OU, entdo

/U(@lu(x))v(x) dx = /aU u(y)v(y)v' dS(y) — / w(z)ov(x) de, Vi=1,--- N.

U
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Teorema C.7 (Ver [§]) (Identidades de Green) Seja @ C RY um dominio onde vale o
teorema da divergéncia e sejam u,v € C*(Q). Se n denota o vetor normal exterior a 0), entdo

valem as sequintes identidades:

/(UAU + VoVu) de = / v%ds
Q a0 On

ou ov
vAu — uVv) dr = / (v— — u—) ds .
/Q( ) B19) on on

O

Teorema C.8 (Ver [10]) (do Valor Intermedidrio) Seja M um espaco métrico conexo e

f:M — R éuma funcio continua, entao f(M) é um intervalo.

O

Teorema C.9 (Ver [2]) (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP e g € L9, ondep > 1 e

1 1 B
25—1_52 1. Entao fge L' e|fgl <|fl,- |glq-

O

Teorema C.10 (Ver[2]) (da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Considere (f,) uma
sequéncia de fungoes integrdveis que converge quase sempre para a fung¢ao mensurdvel f. Se
existir uma fungdo integrdvel g tal que |f,| < g, para todo n € N, entdo f € integrdvel e

/f der = lim [ f, dz.

n—oo

O

Teorema C.11 (Ver [5]) (de Vainberg) Sejam (f,) uma sequéncia de fun¢oes em LP(RY) e
f € LP(RY) tais que f, — f em LP(RN). Entdo existe uma subsequéncia (fn,) de (f,) e uma

fungao g € LP(RY) tais que
|fn;] < g, quase sempre em RY

fn; — [, quase sempre em R,
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Teorema C.12 (Veja [5]) Seja ¢ € LY(RY) e sejav € HY(RY), com 1 < p < oo. Entio

0 ov
(0x0) = 0x 2L

pxve H' (RY) e Vi=1,2,---,N,

onde

¢ *xv(r) = O z)o(y) dy, Vo e RY.

O

Teorema C.13 (Veja [5]) (Teoremas de Imersdo) Seja H(RY) o espago de Sobolev W 2(RY),

entao as sequintes inclusoes sao continuas, chamadas imersoes continuas de Sobolev:
HYRY) c LYRY), Vq€[2,2N/(N —2)], se N >2.
HYRY) c LYRY), Vg€ [2,00), se N =2.

O

Teorema C.14 (Veja [1]) (Regra da Cadeia Para Derivada de Fréchet) Sejam X um
espaco de Banach, U C X um conjunto aberto, I diferencidvel a Fréchet no ponto u € X e
f: R — U derivavel em sq € R. Se u = f(sqg) entao a composi¢io n : R — R definida por
n(s) = 1(f(s)) € derivavel em sg, além disso, vale a sequinte relagdo:
1 (s0) = I'(u) o f'(s0)-
O

Teorema C.15 (Veja [12]) (Desigualdade de Moser-Trudinger) Se a >0 e u € H'(R?),

entao
/ (e —1) dz < co.
R2
Além disso, se |Vula <m <1, |uls < M < 0o e < 4m, entdo existe uma constante C > 0 que

depende somente de o e M, tal que

/ (e —1)dx < C.
R2
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Teorema C.16 (Ver [15]) (do Passo da Montanha) Sejam X um espa¢o de Banach e
I € CYX;R) com I(0) = 0. Suponha que:
(Hy) (Primeira Geometria do Passo da Montanha)

Existem o, p > 0 tais que
I(u) > a >0, paratodo we X com |ul|l=p.

(Hsz) (Segunda Geometria do Passo da Montanha)
Existe e € X tal que |le|]| > p e

I(e) < 0.
Entao, para cada € > 0, existe u. € X tal que
(1) b—2¢ < I(ue) < b+ 2€;
(i) || (ue) || < 4e,
onde

0 < b= inf max I(v(t))

~v€erl te[0,1]

I'={yeC([0,1]; X) : 7(0) = 0,~(1) = e}.
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