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Resumo

ANALISE NUMERICA EM DIFERENCAS FINITAS
DA
EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

Gean Carlos Lopes de Sousa

Orientador: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Resumo da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Para (PPGME-UFPA) como parte dos requisitos necessédrios para

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Nesta dissertacao apresentamos o Método das Diferengas Finitas Nao-usuais (NSFD)
atribuido & Ronald Mickens [12]. Inicialmente reproduzimos os resultados numéricos de
dois de seus trabalhos em colaboragao com Jordan [13, 14] aplicados a equagao de Maxwell-
Cattaneo. Nesses trabalhos, os autores abordam o paradoxo fisico de propagacao infinita
de sinais imposto pela hipdtese de Fourier. As hipdteses de Maxwell-Cattaneo corrigem
essa discrepancia fisica [4].

No6s efetuamos a andlise numérica dos dois métodos nao-usuais [13, 14] e mostramos,
através de um procedimento algébrico, que os esquemas nao-usuais correspondem a per-
turbacoes das equagoes do calor e de ondas. Em seguida, efetuamos a analise numérica das
energias numéricas dos esquemas nao-usuais. Mostramos as propriedades dissipativas e
de decaimento exponencial numérico e, por meio de simulagoes computacionais realizadas

em MATLAB, corroboramos os resultados de Mickens e Jordan.

Palavras-chave: NSFD; Equacao de Maxwell-Cattaneo; Energia Numérica; Decai-

mento Exponencial Numérico;
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Abstract

NUMERICAL ANALYSIS IN FINITE DIFFERENCE
OF THE
EQUATION OF MAXWELL-CATTANEO

Gean Carlos Lopes de Sousa

Aduvisor: Dr. Dilberto da Silva Almeida Junior

Abstract of Master’s Thesis submitted to the Postgraduate Program in Mathematics and Statistics
of the Federal University of Pard (UFPA-PPGME) as part of the requirements for obtaining a Master’s

Degree in Mathematics.

In this work we present the Non-standard Finite Difference Method (NSFD) due
to Ronald Mickens [12]. Initially, we reproduce the numerical results of their works in
collaboration with com Jordan [13, 14] applied to the Maxwell-Cattaneo equation. In
these works, they treat the physical paradox of infinity heat propagation speed of signals
due to Fourier hypotheses. The Maxwell-Cattaneo’s hypotheses remove this physical
discrepancy [4].

We proceed with the numerical analysis of two non-usual methods [13, 14] and we
show, by using an algebraic procedure, that the non-usual methods correspond to the
perturbations of the wave and heat equations. After, we obtain the numerical energies
of the non-usual methods. We show the dissipative property as well as the numerical
exponential decay and, by mean of numerical simulations in Matlab, we corroborate the

results of Mickens e Jordan .

Keywords:Finite difference unusual, and Maxwell-Cattaneo, energy and exponenti-

ally stable.
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Ainda que eu falasse as linguas dos homens e dos anjos,
Se nao tiver amor, Serei como o bronze que soa
ou como o cimbalo que retine.

I Corintios 13.1
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Introducao

Nas tltimas décadas a Andlise Numérica e Computacional se consolidou como uma impor-
tante area da Matemdtica. Significativos avangos em Andlise de Elementos Finitos e de Di-
ferengas Finitas surgiram da necessidade de um melhor entendimento de resultados numéricos
computacionais e, por outro lado, a construcao de novos métodos numéricos para superar proble-
mas oriundos de metodologias usuais proporcionaram grandes contribuicoes na area de Anélise
Numérica. Num contexto bem mais amplo, é inegdvel a importancia da Analise Numérica e
Computacional em &areas tais como Engenharias, a Biologia, a Fisica e a Quimica. Em geral,
os problemas tratados nessas areas podem ser interpretados por meio de resultados numéricos
computacionais.

No contexto da construcao de novas metodologias numéricas para superar limitagdes im-
postas pelos esquemas tidos como usuais, surgem as metodologias nao-usuais. Por exemplo,
os esquemas em diferengas finitas conhecidos como 'non-standards’ (Non-standard Finite Diffe-
rence Methods - NSFD) desenvolvidos por Mickens [12] surgem nesse contexto de regularizagao
numérica. Em geral, esses esquemas sao construidos para compensar deficiéncias dos esque-
mas usuais de diferencas finitas em representar algumas propriedades do modelo continuo. Por
exemplo, problemas de instabilidades numéricas podem ser resolvidas com o uso desses métodos.

Propriedades como positividade de solugoes, limitacoes de solucoes e monotonicidade de
solucoes quando analisadas no contexto dos NSFD’s possuem uma melhor performance que os
esquemas classicos. Isto ocorre devido a flexibilidade que os NSFD tem de preservar certas
propriedades que sao obedecidas pelo modelo matematico original. Essas vantagens tém sido
observadas em diversas aplicacbes. Dentre elas, podemos destacar a aplicagao dos NSFD para
resolver problemas de dinamica populacional em modelos biologicos e problemas de difusao-

reacao com a finalidade de gerar solugoes numéricas que sejam positivas e limitadas.

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



Introducao 10

Nesta dissertacao, inicialmente fazemos a interpretagao de dois importantes resultados sobre
o uso dos NSFDs a partir dos trabalhos de Mickens e Jordan [13, 14]. A finalidade desses
trabalhos consiste em construir esquemas do tipo NSFD que possam reproduzir com consisténcia
fisica solugoes do tipo ondas de calor e de corrigir um Paradoxo Fisico imposto pela hipétese
de Fourier em termoelasticidade linear. No que segue passamos a descrever a estrutura desta
dissertacao.

No Capitulo 1, abordamos brevemente e sem muito rigor mateméatico o uso dos esquemas
NSFD. Fazemos isso por meio de uma situagao peculiar para uma equacao de reacao-difusao nao
linear conhecida como Equagao de Fisher. No Capitulo 2, tratamos dos aspectos da modelagem
da Lei de Fourier, de seu respectivo Paradoxo Fisico e da hipdtese de Maxwell-Cattaneo abor-
dadas nos trabalhos de Mickens e Jordan [13, 14]. Em seguida, mostramos como as solucoes do
modelo de Maxwell-Cattaneo possuem a propriedade de decaimento exponencial. No capitulo
3, apresentamos os dois esquemas do tipo NSFD apresentados por Mickens e Jordan [13, 14].
Reproduzimos os seus resultados numéricos e mostramos por meio dos esquemas NSFD, usando
simples procedimentos algébricos, quais as reais equagcoes que sao discretizadas ao nivel do
continuo. No capitulo 4 consta nossa principal contribuicao aos trabalhos de Mickens e Jordan.
Nele abordamos os aspectos numéricos tedricos e computacionais das energias numéricas asso-
ciadas aos esquemas NSFD. Simulando numericamente as energias, corroboramos os resultados
dos autores sobre a importancia do uso dos NSFD. No Capitulo 5, finalizamos nosso trabalho

com as conclusoes e trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Esquemas Nao-Usuais em Diferencas

Finitas

Os esquemas em diferengas finitas conhecidos como Nao-Usuais (Non-standard Finite Diffe-
rence Methods - NSFD) sao originalmente atribuidos a R. E. Mickens [12] em seu livro publicado
em 1994. Posteriormente, importantes aplicacoes e contribuigoes as equagoes diferenciais tém
sido realizadas no ambito da analise numérica tedrica e computacional com o uso desses métodos.

Esses esquemas sao construidos para compensar uma determinada deficiéncia dos esquemas
usuais de diferencas finitas na representacao das solugoes numéricas. Na secao seguinte, ilustra-
mos brevemente a importancia do uso de um esquema NSFD aplicado a uma equagao de difusao

nao-linear em comparacao com o esquema usual de diferencas finitas.

1.1 Um Exemplo de Aplicacao do NSFD

Nesta secao exemplificamos o uso de NSFD aplicado a um problema de reacao-difusao nao-
linear estudado por Mickens [15]. Para termos uma idéia clara sobre o NSFD, discorremos
inicialmente sobre um problema numérico muito comum na maioria dos livros textos de analise

numérica.
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Um Exemplo de Aplicagcao do NSFD 12

Consideremos o sistema parabdlico conhecido como Equagao do Calor, dado por

up — Uz = 0, (z,t) € (0,1) x (0,00); (1.1)
w(0,t) =u(l,t) = 0, t>0; (1.2)
u(z,0) = f(x), z€(0,1). (1.3)

No sistema acima a funcao u(z, t) representa a temperatura absoluta e portanto uma solugao
matemadtica e fisicamente aceitdavel deve satisfazer 0 < u(z,t) < 1 para todo = e todo t. Nesse
sentido, para um dado inicial limitado, ou seja, para 0 < f(z) < 1 a respectiva solugao deve
também ser positiva e limitada. Portanto, qualquer metodologia numérica aplicada ao sistema
(1.1)—(1.3) deve gerar solugbes numéricas com essa propriedade. Estamos aqui falando de uma
consisténcia fisica. Por exemplo, o classico esquema numérico do tipo explicito em diferencas

finitas dado por

J J ’LL?+1 — 2“? +U?_1 (1 4)
At N Az? ’ '

gera solucoes numéricas computadas a partir do calculo

At At
1
onde At e Az? sdo as divisdes temporais e espaciais na malha computacional e ui & u(zj,tn)

onde u resolve o sistema (1.1)—(1.3).
Para esse caso, é bem conhecido que as solucées numéricas uj convergem para u(xj, ty) em
uma dada norma se, e somente se, sao estaveis no sentido do Critério de Estabilidade Numérica

de Von Neumann [5]. Isto ocorre desde que satisfeita a restricao dada por

2
At < ATx. (1.6)

O requerimento de positividade (que definiremos nos préximos capitulos) das solugdes numéricas
pode ser determinado por uma simples inspecao da equagao (1.5). De fato, a fim de que U?—H >0
se u’; > (0 para todo n, devemos ter precisamente obedecido o critério (1.6). Neste caso, portanto,
a positividade das solucées numéricas é uma consequéncia do critério de estabilidade numérica.
Por outro lado, a condicao de positividade numérica nao se configura tao simples para casos
nao-lineares. A titulo de exemplo, consideremos uma importante equacao de reacao-difusao nao

linear conhecida como Equacao de Fisher ou Equacao de Fisher-Kolmogorov. Ela é expressa por

Up — Ugy — Au(l —u) =0, (1.7)

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



Um Exemplo de Aplicagcao do NSFD 13

onde A > 0 e a func@o u descreve, originalmente, a propagacao de um virus mutante em um
habitat infinitamente longo [18].

R. E. Mickens em [15] analisou a equacao de Fisher sob o ponto de vista dos esquemas
Nao-usuais em diferencas finitas. Umas das motivacoes do estudo de Mickens foi a discretizagao

usual em diferengas finitas aplicada a equagao (1.7), dada por

"l 2ul
J J _ g+t J Jj=1
A7 = a2 + Auf (1 —uf). (1.8)
Explicitamente temos
At At
ug”rl = (1 + AAt — 2m>u? + E(U?H +ui_y) — )\At(u‘?)% (1.9)

e, portanto, o esquema acima nao sugere como o parametro At deva estar restrito uma vez que
Az for selecionado. Para superar essa limitagao numérica imposto pelo esquema usual (1.8),
Mickens sugere o esquema Nao-usual dado por

n+l _  n no_ n n
; U’ (O 2uj +uj_y

J J no_
Af = A2 —i—)\u] A

n

ui g +ul +u
j+1 J J—1 n+1
3 u; (1.10)

u

2

Notemos que o termo nao-linear u~ é substituido por uma discretizacao que é nao-local sobre

o dominio computacional, ou seja,

ul g +ul 4 ul
u? — It ; I=ynt, (1.11)

e isto corresponde ao que Mickens denomina como Nao-usual. Evidentemente, existem pro-
cedimentos matematicos para se construir os esquemas em diferencas finitas conhecidos como

nao-usuais. Além disso, ele mostra que se

0< 1+)\At—2%;2 <1, (1.12)
e entao o esquema Nao-usual (1.10) pertence a uma classe de métodos explicitos que preserva a
positividade para a Equacao de Fisher. A seguir reproduzimos alguns experimentos numéricos
construidos com o esquema usual (1.8) e um outro NSFD andlogo a (1.10) de acordo com o
trabalho de R. Anguelov et al. [16]. Nos dois primeiros casos (figuras 1.1 e 1.2), foram usados
a condigao inicial u(x,0) = 0.5 4 0.5sin(2z) e A = 25. Nos outros dois casos seguintes foram

usados a condicdo inicial u(z,0) = cos?(mx). Notemos a eficiéncia do NSFD na eliminacio das

oscilacoes presentes na solugao limite u — 1.
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Um Exemplo de Aplicagcao do NSFD 14
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Figura 1.1: Esquema Usual Figura 1.2: Esquema NSFD
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Capitulo 2

Lel de Fourier versus Leil de

Maxwell-Cattaneo

Neste capitulo introduziremos, de forma bem suscinta, dois modelos matematicos baseados
na lei de Fourier e na lei de Maxwell-Cattaneo. Essas hipoteses sao comumente utilizadas
na literatura para representar o problema fisico da conducao de calor em meio homogéneos e
isotrépicos. Esses modelos combinados com a lei de balanco de energia culminam nas chamadas

equacao do calor e na equacao de onda com amortecimento, respectivamente.

2.1 O Paradoxo da Lei de Fourier e a Lei de Maxwell-

Cattaneo

A conducao de calor em um meio homogéneo e isotropico é dada, segundo a hipotese de
Fourier, pela lei constitutiva

q(XvT) = _kve(X77_)7 (21)

onde 0(x, 7) descreve a temperatura absoluta, ¢ o fluxo de calor através de uma secgao do meio,
num instante 7 e k é a constante de condutividade. Consideremos ainda a lei de balango de
energia que ¢ dada por

06
PCp +Vg=0, (2.2)

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



O Paradoxo da Lei de Fourier e o Modelo de Maxwell-Cattaneo 16

onde p é a massa especifica e ¢, o calor especifico.
Combinando a equagao (2.1) com a equacao (2.2) obtemos o que é conhecida como equagao

do calor, que é uma Equacao Diferencial Parcial do tipo parabdlica dada por

9 _ evrg = 0, K=—. (2.3)
or pCp

De acordo com Mickens e Jordan [13, 14] e nas referéncias nele contidas, a lei de Fourier
implica no fato de que uma perturbacao térmica em qualquer ponto de um corpo sera instan-
taneamente sentida, mas de forma desigual em todos os outros pontos do corpo. Em outras
palavras, a lei de Fourier prevé que os sinais térmicos se propagam com velocidade infinita, o
que na pratica nao acontece, configurando assim o que é conhecido como paradoxo da lei de

Fourier.

Varias modificagoes da equacao da lei de Fourier tem sido propostas afim de ”corrigir”o
paradoxo citado, como por exemplo o nicleo de relaxamento do tipo Jeffreys proposto por
Joseph e Preziosi [3] e a lei de Maxwell-Cattaneo, que passaremos a descrever a seguir.

Consideremos um tempo de relaxamento térmico suficientemente pequeno, A\g positivo, de

tal forma que

q(x, T+ o) = —kV0, (2.4)

e em seguida expandimos em série de Taylor a fungao g(x, T 4+ Ag) em torno de )y,

¢"(x. T)AS

S = kY0, (2.5)

q(XvT + )\0) = Q(XvT) + q,(XvT))‘O +

Considerando os dois primeiros termos da expansao, chegamos ao que é definido como

hipétese de Maxwell-Cattaneo

B
<1 + )\087_>q = —kV. (2.6)

Notemos que se A\g — 0 entdo a equacao (2.4) se reduz a equagdo (2.1). Por outro lado,

observemos que se aplicarmos o operador Gradiente em ambos os lados de (2.6) obtemos

oV
Vaqg+ Xy aq—

T

—kV20. (2.7)

Considerando a lei de balango de energia, podemos reescrever a equacao (2.7) da seguinte

forma
a0 I(=pcp %)

—PCp - + Ao o = —kV?0. (2.8)

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



O Paradoxo da Lei de Fourier e o Modelo de Maxwell-Cattaneo 17

Isolando todos os termos da equagao no primeiro membro temos

pcplr + Aopcplrr — kV20 = 0. (2.9)
Dividindo a equagao (2.9) por pc, temos
0r + Xobrr — V20 =0, k = o (2.10)
PCp

Observemos que a equagao (2.10) é uma EDP do tipo hiperbdlica. Segundo Mickens e Jordan
[12], se considerarmos o modelo matemético (2.10) construido a partir da equagao de Maxwell-
Cattaneo, teremos que a condugao de calor através de ondas térmicas tem velocidade finita ¢ =
\/)\Eo , 0 que de fato ocorre, pois as equacoes de ondas possuem velocidade de propagacao finita.
Isso corrige o paradoxo imposto pela lei de Fourier. Esse fato é muito importante, pois a equagao
(2.10) é uma equacao hiperbdlica de propagacao de ondas com amortecimento. Ela representa
a propagacao de ondas de calor e, portanto, suas solucoes devem ser positivas e limitadas para

dados iniciais positivos e limitados. Nessa direcao, qualquer metodologia numérica aplicada a

tal equacao deve necessariamente gerar solugdes numeéricas que sejam positivas.
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Solucao da equagao de Ondas com Amortecimento 18

2.2 Solucao Analitica do Modelo de Maxwell-Cattaneo

Assumindo que a condugao de calor é governada pela lei Maxwell-Cattaneo, o modelo ma-

tematico do sistema fisico é dado por
Aobrr — Kby + 0
9(07 7—) - 9(l7 T)

H(Xv 0) = 0o Sin[ﬂ—X/l]; 97’(X7 0)

0, (x,7)€(0,0) x (0,00); (2.11)
0, 7>0 (2.12)
0, xel(00). (2.13)

Admensionalisando o problema (2.11)-(2.13) definimos as variaveis

u=0/0y, x=x/l, t=1(k/1?). (2.14)

Usando a regra da cadeia temos:

Ou Ot K
= ag e 97_ = utl—Q, (215)
e consequentemente,
Oouy k Ot K2
= Eﬁ% > 97_7_ = uttl—4. (216)
Analogamente
Ou Ox 1
X or 8X X Ug l ) ( )
e também
Ouy 1 0x
XX — 8;3 7& — GXX == UIIZ—2 (218)
Portanto, substituindo as equagoes (2.15) - (2.18) em (2.11) obtemos
K2 K K
)\outtl—4 — Uxxl_2 + Utl_Q = 0. (219)
Dividindo a ultima equacao por l%’
K
)\outtl—2 — Ugy + U = 0. (220)
Tomando p = )\olﬁz chegamos ao sistema hiperbdlico dado por
Up — Uge + Tou = 0, (l’,t) € (07 1) X (07 OO); (221)
u(0,t) =u(l,t) = 0, t>0; (2.22)
u(z,0) = sin[rz|, w(z,0) = 0, xe€(0,1). (2.23)

Usando o método de separacao de variaveis

solucao para o problema (2.21) - (2.23):

(veja o livro de Djairo [2] ) obtemos a seguinte
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u(x,t) = %o sin(7x) <

p

\

sinh|wt]
VA

1+ = 70 = T¢
2’7’0
sinh [wt]

V1A

cosh|wt] + Ty < T,

cosh|wt] + S TH > T,

onde w = (279) "'/ A| , A=1—4n%r e 7. = (27)~2. Veja o trabalho de Mickens e Jordan

[13].

Sousa,Gean Carlos Lopes

PPGME



Solucao da equagao de Ondas com Amortecimento 20

2.3 A Energia do Sistema de Maxwell-Cattaneo

E bem conhecido que a energia das solucdes do sistema de equacdes de ondas (2.21) - (2.23)

é dada por

1 1 1
E(t) ::%/ W2 dr + 5/ W2 dz, (2.24)
0 0

correspondendo & soma das energias potencial e cinética, respectivamente. A proposicao dada
a seguir mostra como construir a energia E(t) e, para o sistema sob consideragao, que a mesma

¢ dissipada ao longo do tempo t.
Proposition 2.3.1 (Dissipacao de Energia) O funcional E(t) em (2.24) satisfaz
E(t) < E(0) Y t > 0. (2.25)

Prova: Inicialmente consideremos a equacao (2.21), onde multiplicamos por u; e integramos

em (0,1). Segue que,

1 1 1
/ wuy dr + 7'0/ upy dr — / Ugpty dx = 0. (2.26)
0 0 0

Aplicando integracao por partes na ultima parcela obtemos

1 1 1 1
/ wuy dr + To/ Uy dr — upuy —|—/ Ugptly dx = 0. (2.27)
0 0 0 0
Usando a regra da cadeia temos
du? 1 du?
d—tt = 2uuy = Ul = id—tt, (228)
du? 1 du?
el QUpllyr = Uglgr = TR (2.29)
Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27) obtemos:
d T0 1 1 1 ! 1
%[5/0 u? dr + 5/0 u’ dx]—uxuto—i—/o u? dx = 0. (2.30)

Considerando as condigdes de contorno de Dirichlet temos
d il [ 1 /! 1
a[;/o ul dr + 5/0 ul dr| = — /0 ul dr, (2.31)

d 1
EE(zt):—/o ul dr. (2.32)

de onde obtemos
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Como a derivada de E(t) é sempre negativa, significa que a funcdo F(t) é decrescente e

portanto concluimos que

E(t) < E0)  Vt>0. (2.33)

|
Além da propriedade de decrescimento de E(t), um outro aspecto de interesse em andlise
matematica é sobre o seu decaimento para zero no decorrer do tempo ¢t. Na proxima segao
estabelecemos a propriedade de decaimento exponencial para as solugoes explicitas do problema

hiperbdlico.
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2.4 Decaimento Exponencial das Solucoes

O decaimento exponencial da energia de sistemas dissipativos é uma propriedade muito
importante e procurado em analise matemdatica. Alguns métodos matematicos s@o muito 1teis
para essa finalidade. Podemos destacar a teoria de semigrupo de operadores lineares e o método
da energia [6]. Esse ultimo consiste no uso das conhecidas técnicas multiplicativas. Nesta segao,
usaremos simplesmente as solugoes explicitas do problema hiperbdlico calculado diretamente na
energia F(t).

A seguir faremos o célculo da energia para cada uma das solugoes do sistema (2.21)-(2.23).

e Primeiro Caso: 19 < Te.

u(zx,t) = 70 sin(wx)(cosh(wt) + Smh\/%t)> (2.34)

Derivando u(z,t) em relacao a variavel ¢ temos o seguinte:

up = —2;)62% (cosh(wt) + sinh(wt)/VA) + (wsinh(wt) + w cosh(wt)/\/Z)} sin(mx).
(2.35)
Definindo A(t) por
At) = _Lew (cosh(wt) + w cosh(wt)/VA + sinh(wt)/VA + wsinh(wt)),  (2.36)

70

1
. S T
escrevemos u; = A(t) sin(mzx) e substituindo essse resultado em 50 / uZdz obtemos
0

o (1, 70 o [1 o o [t s 70 42
— | updx = —A(t) sin®(mx)dr = — [ wuide = —A(t). (2.37)
2 Jo 2 0 2 Jo 4

Por outro lado, derivando u(z,t) em relacao a varidvel = temos o seguinte:

Uy = wsin(mn)e% (cosh(wt) + sinh(wt)/VA). (2.38)

Definimos B(t) como
B(t) := e%(cosh(wt) + sinh(wt)/VA), (2.39)

e um calculo direto nos fornece
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1 [t 1 ! 1 [t 1
—/ uide = —B2(t)7r2/ sin?(rx)dx = —/ uide = —w*B(t). (2.40)
2 Jo 2 o 2 Jy 4

Substituindo (2.37) e (2.40) em (2.24) obtemos a energia da solugao do sistema (2.21) —

(2.23) no caso em que 1y < T

E(t) = %A%) + %232@). (2.41)

—t
Notemos que tanto A(t) quando B(t) sao fungoes de e20, dai podemos, sem perda de
generalidade, concluir a respeito do decaimento exponencial das solugoes.
e Segundo caso: Ty > Te.

Procedendo de modo analogo ao que foi feito no primeiro caso, obtemos

BE(t) = %02(15) + iTrQDQ(t), (2.42)

cit) = e%(w cosh(wt)/+/| A | — cosh(wt) /27y — sinh(wt)/219/| A | — wsinh(&2)3)
D(t) = e¥o(cosh(wt) + sinh(wt)/v/]| A |) (2.44)

e Terceiro caso: 179 = Te.

Neste caso, chegamos a seguinte expressao

E(t) = ie_% {H (1 + i>2 L ] (2.45)

270 Q

E possivel certificar graficamente que nos trés casos F(t) decresce exponencialmente para

todo ¢t > 0.
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Capitulo 3

Diferencas Finitas Nao-Usuais

Neste capitulo apresentaremos trés discretizacoes em diferencas finitas aplicadas ao sistema
(2.21)-(2.23) construidas e analisadas por Mickens e Jordan [13]: uma usual e duas nao-usuais.
Aqui, analisamos a consisténcia desses métodos de diferencas finitas nao-usuais, que dora-
vante chamaremos de NSFD-1 (Nonstandard Finite Difference Scheme -1) e NSFD-2 (Nons-
tandard Finite Difference Scheme - 2). Destacamos as diferencas existentes entre os métodos

apresentados por Mickens e Jordan [13] e as vantagens do uso dos esquemas NSFD.

3.1 O Esquema Usual

E bem conhecido que o esquema de Diferencas finitas que chamaremos de ”Usual”’é cons-
truido a partir da série de Taylor aplicada nas varidveis temporal e espacial do sistema (2.21) -
(2.23), considerando um erro de truncamento da ordem O (Ax?, At?).

De fato, para nossos propositos de construcao de solugdoes numéricas por diferencas finitas
para problemas de valor inicial e de contorno, precisamos definir uma discretizacao apropriada
para o dominio [0, L] x [0,7]. Para tanto, devemos construir o que denominamos de malha
numérica ou malha computacional.

Definimos entao Az = %, At = % e uma malha de pontos (zj,t,) com z; = jAx e
t, = nAt tais que j =0,1,2,...,.J en=0,1,2,..., N, com J e N ntmeros inteiros positivos que

correspondem a divisao do espaco e tempo, respectivamente. Consideramos também os seguintes
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operadores de diferencas finitas (usuais) no espago e no tempo:

Esquema de Euler Avancgado (primeira ordem):

n+1 n
Ol = u?—i-l — u;l S’ — Ui Y
v Az = 0T At
e Esquema de Euler Atrasado (primeira ordem):
n n—1
Opul! = LZ — Y Opu’? = e
v Az J At
e Diferenca Central (segunda ordem) :
5 5 +1 ~1
Op + 0y ut = u?—l—l - u?—l o + c%un _ U;l - U;l
2 J 2Azx ’ 2 J 2At
e Esquema diferenca centrada (segunda ordem):
n+1 n—1
0..0,u" = U?Jrl -~ 2U§L * u;.lil Etaﬂﬂ — Y = 2u? Ty
TEE) Ax2 ’ J At2

Em todos os casos acima, u? corresponde a solugao numérica nos pontos (z;,t,) da discre-
tizagdo. A definicao desses operadores é proveninte do desenvolvimento em Série de Taylor que,

por questoes didaticas, descrevemos abaixo.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Taylor) Seja u uma funcio derivdvel até ordem n+ 1 em um

intervalo I C R contendo x. Entdo, para cada x + h em I existe um nimero real § € [z, + h]

tal que
B ou(x) O*u(x) h?  d3u(x) h? 0"u(zx) h™
u(x + h) =u(r) + pe h + FRT] + pp 54—...4— 5 E+Rn(x+h),
com
n+1 n+1
R, (x+h) = " ul§) _h € (z,z+h).

Azl (n+ 1)V

Devemos fazer uma distingao em termos de aproximacoes numéricas realizadas sobre equacoes
diferenciais parciais: por u? devemos entender a solucao numeérica obtida pela aplicacao de deter-
minado método numérico sobre uma equacao diferencial parcial,e por u(z;,t,), a solucao exata
da equacao diferencial calculada nos pontos (z;,t,) da discretizacao. Nessa diregao, devemos

ter

u? — u(zj, ty)

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



Diferencgas Finitas Nao-usuais 26

quando os parametros de discretizacao tendem a zero. Podemos entao construir aproximacoes
para as derivadas com relacao ao espaco e ao tempo da funcao u(xj,t,). Relacionamos as

seguintes aproximacoes com seus respectivos erros de aproximacao:

w(z; + Az, t,) —u(xj,t,)  Ou

Opu(xj, ty) = Ay = %(xj,tn) + O (Ax)
— w(xi, ty) —u(r; — Ax, ty, ou
Dpu(xj, ty) = (2 tn) A(xj ) = %(:rj,tn) + O (Ax)
Oy + 0y ' o u(wy + Az, ty) —u(r; — Ax,t,)  Ou ‘ 9
5 u(xj, ty,) = AL = %(%Jn) + O (Az?)
) _ . . 2
02 0yu(xj, ty) = ul@; + Az, tn) — 2u(wj, tn) +ulz; — A tn) _ %(xj,tn)

Az? Ox?

+  O(Az?)

A expressao dyu(z;,t,) ¢ uma notagao que indica uma aproximacao realizada para a derivada

0
—u(xj, tn) da funcao u calculada nos pontos (z;,t,) com um erro que é de O (Az) (‘ordem de

ox

Az’). Analogamente, temos as seguintes aproximagcoes para a variavel temporal:

w(x;, t, + At) —u(x;, ty, ou
owu(zj,ty) = (z; A?ﬁ (25, tn) = a(%’,tn)-ﬁ- O (At)

w(xj, ty) —u(zj,t, —At)  Ou

Opu(wj,ty) = At = a(.ﬁj,tn) + O (At)
O + 0y ' _oulmy, by + AY) —u(zy, ty — AY)  Ou, 9
5 w(xj,ty) = SAL = 5 (xj,tn) + O (At?)
_ Lt + AL — 2u(z4, ty, it — At 2
NOpu(xj, ty) = litgs o A1) = 20l bn)  ulity ) g(xjvtn)

At? ot?

+  O(Af).

Baseado nessas aproximagoes em diferengas finitas, Mickens e Jordan [13] adotam o seguinte
esquema usual para a equagao (2.21):
o+ 0

5 uj + Toatétuy = (%@Cu?, (3.1)
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ou, explicitamente,

el _ RAU(ufyy — 2ul +uf ) + 702uf — u) " + (At/2)ul !
J 70 + At/2 ’

onde R = At/(Ax)?.

u (3.2)

Observando o esquema acima percebemos que é necesario fazer uma aproximacgao conveniente
para ujl , pois u?“ depende de u?_l, assim para n = 0 precisamos de uj_l. Para corrigir esse
problema usamos

ujfl ~ ujl — 2Atuy(x4,0), (3.3)

onde

U; = U

1 o (TAt)?
J J

S sin(mj(Az))  (j=1,2,3,...7 —1). (3.4)
70

Observagoes: Esse método usual é bem conhecido na literatura de analise numérica. Ele é
consistente e estavel para a restricao At < Ax (ver [5]). Taxas de convergéncia numéricas sao,
de fato, da ordem de O (At?, Az?). No entanto, como analisado e ressaltado fortemente por
Mickens e Jordan [13] e que também concordamos, o esquema (3.2) ndo gera solugoes numéricas
que sempre sejam positivas. Nesse sentido, por mais que o esquema usual seja numericamente
eficiente em termos de aproximacao numérica, ele nao representa adequadamente a propriedade
de solugoes positivas que representem a propagacao de ondas de calor governadas pela hipdtese
de Maxwell-Cattaneo. Mais ainda, nenhum dos esquemas usuais aplicados a equagao (2.21)
possui essa propriedade (ver [13] e demais referéncias). Dai surge a necessidade de se construir
novas metodologias numeéricas que assegurem a positividade das solugoes.

Na secao seguinte, introduzimos o primeiro esquema NSFD analisado em [13]. Dentre as pro-
priedades inerentes a ele ressaltamos: sua consisténcia, casos particulares e simulacoes numéricas

destacando sua eficiéncia em comparacao com o esquema usual.

3.2 O esquema NSFD-1

Os Métodos de diferengas finitas Nao-Usuais (NSFD) se iniciaram em um artigo de Mickens [17]
publicado em 1989. As regras basicas para a construcao de tais sistemas e sua aplicacao para

equacoes nao-lineares aparecem em uma variedade de publicacoes.
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O esquema NSFD-1 que apresentamos a seguir difere do usual apenas na aproximagao da

primeira derivada no tempo, pois aqui aproximamos u; da seguinte forma:

- O +0
ug(zj,tn) = (1 — 2€)0uj + 2¢ ‘ 5 tu?. (3.5)
Assim obtemos o seguinte esquema numérico para a equacao (2.21):
n+1 n+1 n—1 n+1 n—1
R A AP e AR Mt Tk MR % St B = Y
At 2A¢ (At)? (Ax)? ' ‘

Notemos que para € = 1/2 resulta no esquema usual (3.1). De acordo com Mickens e Jordan

[13], escolhendo € = 1p/At resulta em

u}‘“ = R(ujyy +uj_q) + (1 = 2R)u7, (3.7)

1
em que R = At/(Az)?. Em particular para R = 1 obtemos o que Mickens e Jordan definem
como um primeiro esquema NSFD (Nonstandard Finite Difference Scheme) aplicado a equacao

de Mawell-Cattaneo (2.21). Tem-se portanto

n n n
ntl _ () +2uj —i—uj_l

uj 4

(3.8)

, 1

E bem sabido que o esquema (3.15) é estavel para R < 3 para tanto é suficiente usar o
critério de estabilidade de von Neumann [5]. Assim, o esquema NSFD-1 (3.16) é estavel para
R = —. Na préxima secao analisamos a propriedade de consisténcia numérica do esquema geral

(3.14).

=

3.3 Analise de Consisténcia NSFD-1

A propriedade de consisténcia numérica (ou condi¢ao de compatibilidade) de uma dada
aproximacao numérica em diferencas finitas, certifica se a solucdo exata da equacao satisfaz
o esquema de diferencas nos pontos da discretizacao, a menos de erro de truncamento local

oriundo da aproximagao por série de Taylor. Dessa forma, com base na aproximagao (3.14)
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temos o seguinte:

w(xj, ty + At) —u(xj, ty,) 49 u(xj, ty + At) —u(xj, t, — At)
€

(1=26) At N

w(wj, ty + At) — 2u(x), tn) + ul(z), tn — At)
At?

+ 70

uw(zj + Az, ty) — 2u(zj,t,) + u(z; — Az, ty)

Ax?

= (1= 26) (el 1) + O (AD) + 2eue(w7. ) + O (AR)) + o, 1) + O (AP))

- (u:v:v(xj7tn) + O (Alz))

Nesse ponto, notemos que para qualquer valor positivo e suficientemente pequeno do parametro

€, temos o seguinte:

xj,ty + At) —u(xj, ty) N Qeu(a:j, tn + At) —u(xj, t, — At)
At 2At

(1— 260"

w(xj, ty + At) — 2u(xj, t,) + u(zj, t, — At)
At?

+T0

w(zj + Az, ty,) — 2u(xj, ty) + u(z; — Az, ty)
Ax? N

= w(zj,tn) + Toun (), tn) — Uga (), tn) +26[ O (AL) + O (A1) 4 719 O (AF?) + O (At) — O (Az?).

=0

Portanto, obtemos a equacao de consisténcia numérica expressa por

(1 = 2€)9u(zj, tn) + 2e0pu(zj, ) + 100 0pu(xj, ty) — 00zu(zj, ty) = O (AL, Az?).

3.4 Uma Sutil Diferenca

Em Mickens e Jordan [13] é mencionado o conceito de positividade para equagoes de difusao

como ¢é o caso da conhecida equacao do calor, como sendo a exigéncia de que dados iniciais nao
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negativos dao origem a solugoes que sao também nao-negativas, isto é,
u(z,0) > 0= u(z,t) >0, V t>0. (3.9)

Portanto, positividade é uma exigéncia fisica para o modelo de difusao. Nessa direcao, tal
exigéncia deve necessariamente ser preservada por qualquer metodologia numérica aplicada a
problemas como (2.21).

Portanto, observamos que a condicao de estabilidade 1 — 2R > 0 garante também a positi-

vidade do esquema (3.15) e consequentemente do NSFD-1 (3.16), ou seja,
uf >0=uf" >0, ¥V n>0. (3.10)

Uma observagao importante que analisamos é que o esquema NSFD-1 (3.16) é uma apro-

ximagao para uma perturbacao da equacao de difusao dada por

4Atuy (1) — (Az)?ugy(z,t) = 0. (3.11)

De fato, escrevemos o seguinte:

n n n
wjpn +2uf +uj

uttt = I : (3.12)
consequentemente
4u?+1 —2uf =l g +ulg. (3.13)
Somando —2u! em ambos os lados da igualdade obtemos
Al — 20 — 20l =y — 2uf +uf g, (3.14)
e ainda
4u?+1 —duf =l g — 2ui +uj_y. (3.15)
Portanto, a equacao acima pode ser escrita da seguinte forma
u ull g —2ul +ul
4At]Tt] — (A.T)Q gt (A;)Q i1 = 0, (316)
e uy = 2ul U
e assumindo wu(xj,ty) ~ JTJ € Upe(Tj,tn) =~ i+l @ 3)2 J 1, entdo o esquema que
x

anteriormente foi chamado de NSFD-1 é uma aproximacgao para a equagao (ligeiramente pertur-

bada) de difusao (3.19).

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



diferencas finitas Nao-usuais 31

Para exemplificarmos uma importante diferenca entre o esquema usual (3.2) e o esquema
NSFD (3.16), ilustramos numericamente duas simulagoes com os mesmos dados iniciais para
ambos os esquemas. O esquema NSFD é capaz de produzir solu¢oes numéricas compativeis com

a propriedade de positividade das solugoes.

x107° t=2300At X107 t=2300At
0 T T T 1.2 T T T
—&— Esquema Usual ——&— Esquema NSFD-1
_1 - 4 e i
b ]
0.8 R
3L 1
u? u’
) Jos 1
4L 1
0.4 1
5L ]
sl : : | 0.2+ 1
-7 i i i i 0 i i i i »
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X. X,

Destacamos as conclusoes gerais a respeito do esquema NSFD-1 que foram destacadas no

artigo de Mickens e Jordan [13]:

e O esquema NSFD-1 preserva a positividade de solucoes numéricas para a equacao de

Maxwell-Cattaneo, em contra-posicao com o esquema usual;

e O esquema NSFD-1 envolve os dois niveis de tempo ¢, e t,1, ao invés dos trés niveis de
tempo t,_1,t, € ty11 como é de se esperar em aproximagoes numéricas para problemas

hiperbdlicos;
e O esquema NSFD-1 é independente de 7;

A segunda conclusao acima é corroborada com a observagao que fizemos nesta secao. Mais
precisamente, a de que a escolha de € = 79/At aproxima a equagao ("perturbada”) do calor

(3.19).
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3.5 Resultados Numéricos

Nesta secao reproduzimos, através de simulagoes em MATLAB dos esquemas usual e NSFD-
1, os resultados numéricos apresentados por Mickens e Jordan [13]. Solugbes obtidas através
dos esquemas de diferencas finitas sao comparadas com solucoes exatas para a equagao de onda

com amortecimento variando-se o valor de 7y para diferentes faixas de tempo.

t=2At

09 — 09
08 . 08
0.7 . 07
06 : : 4 06
ubyt)
04} 1 04l
03f 4 03

0.2 1 02

0.1 1 01F

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X. X.
] 1]

Figura 3.1: ¢t =k(At); k=2,20; At=0.0004; Az =0.04; 70="1./2

Na figura (3.1), percebemos que os dois métodos nao possuem diferencas graficas consi-
derdveis em relacao a solugao exata, porém para t = 20At o NSFD-1 comecga a se diferenciar

decrescendo lentamente.
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Figura 3.2: ¢t = k(At); k= 200,2000;

Figura 3.3: ¢t = k(At); k= 2,200;

- t=2000At

—&— Exata

—A— Esquema Usual

u(xj,zl!1

At = 0.0004; Az =0.04; 70 =17./2

t=20At

—s—Exata
—— NSFD
09f : B —A— Esquema Usual |{

08

071
06
ubty)
04
03[

02

01f

At =0.0004; Az =0.04; 10=1,
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t=200At t=2000At

u(x,,t u(x,t
)

L L L L L L L L A U (DT S WD U U U W S U W W W S S N
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X. X.
] ]

Figura 3.4: ¢ = k(At); k =1000,2000; At =0.0004; Az =0.04; 1 =7,

De um modo geral, as conclusoes de Mickens e Jordan sao de que os resultados produzidos
pelo esquema NSFD-1 produzem solucoes numéricas que possuem propriedades qualitativas

corretas. Em particular, elas decrescem monotonicamente para zero quando o tempo ¢ aumenta.

3.6 O esquema NSFD-2

O esquema NSFD-2 que apresentamos a seguir difere dos esquemas anteriores na aproximacao
da primeira derivada no tempo e principalmente na segunda derivada no espaco, pois aqui

aproximamos u; da seguinte forma:

un-i—l _

up(zj,tn) ~ (1 —€)-2 A7 L+ e 2At] , (3.17)

e para segunda derivada no espaco usamos a seguinte aproximacao
n _ (,n+1l n—1 n
wilyy — (Ui ul) Hugy
(Az)?

De acordo com as aproximagoes acima escrevemos a equacao (3.21) da seguinte forma

umc(xjatn) ~ (318)

n+l _ n n+l _  n—1 n+1l n n—1 n _ (,n+l1 n—1 n
u’ u? o ul; ul; 07 +up gy — (U Ul ) dupy

o\ J j J J _
Y L (A1)? (Az)?

(3.19)
Como definido no esquema NSFD-1 anteriormente tomamos R = (At)/(Ax)?, B = (At)/m

e reorganizamos (3.19) como

w1 —a/24+ R+ 67 =) N (a/2= R—B7Y) +uf(1—a+287") + R(ujy, +uf ;). (3.20)
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De acordo com Mickens e Jordan [14], para garantir a positividade for¢aremos o coeficiente

n—1

de u; " se igualar a R o que determina o em fungao de R e 3, ou seja,

a=202R+ 5. (3.21)

Substituindo « na equacao (3.20) chegamos a seguinte expressao de calculo computacional:

~1
S Ru}Z +(1- 4R)u? + R(u}ﬂrl + u}il)

i 1-R

(3.22)

Assim como no NSFD-1 fixamos R=1/4, e portanto, a equacao (3.22) se reduz ao que Mickens
e Jordan [14] chamam de "Nonstandard Finite Difference Scheme”e que chamamos no inicio do

capitulo de NSFD-2. Assim,

W (1 )

uttt = - 5 (3.23)
Verificamos, que assim como no esquema Usual, o valor de u;»”rl depende diretamente de
u;‘_l . Para calcular o valor de uj_l usaremos novamente a aproximacao dada por
2
TB(AL) .
ujl ~ u?» Sl sin[rj(Az)] ;5 (1 =1,2,3,...,J — 1), (3.24)

Uma caracteristica importante é que o esquema NSFD-2 além de depender diretamente de

7}—1

; também estd em funcao de 79, pois 5 = At /79, 0 que nao ocorre com o NSFD-1 apresentado

U
na secao anterior. Isso sugere que o esquema (3.23) seja uma aproximagao para uma equagao

de ondas. Para verificar esse fato vamos proceder da seguinte forma:

ui (W + )

Wit = . = 3upt =l (W 4 u)y) (3.25)
T = (204 (320
Somando e subtraindo u;‘_l, obtemos
= 2 2 = 0 — 2 ), (3.27)
Logo,
u?“ —2uj + u?_l + Z(U?Jrl - U?_l) = (ujpr — 2.5 + uf_y). (3.28)

Portanto, a equacao acima pode ser escrita da seguinte maneira

w2y 4t Tt — ! ul = 2u” +u?
27 J J J J 2 Yj+1 Jj Jj—1
At 5 + 20200 Lt — = As 7 =0 (3.29)

Sousa,Gean Carlos Lopes PPGME



Construcao do esquema NSFD-2 36

n+l  n—1 n+l n n—1
u; u; u; 2uj + u;

B A VO

Assim, se u(z;,t,) = bem com

nooum 4y
A e el ke
uxx(xja n) ~ )

(Ba)?

entao o esquema que anteriormente foi chamado de NSFD-2 é uma aproximagao para a seguinte

equacao perturbada de propagacao de ondas

(A ug (2, tn) — (AT) ugy (25, t0) + (A (24, t,) = 0. (3.30)

3.7 Analise da Estabilidade do esquema NSFD-2

O esquema NSFD-2 ¢é estavel e para mostrar a estabilidade vamos supor uma solugao do

tipo uj = C,e"%. Substituindo essa solucao no esquema NSFD-2 temos
3Cu 1169 = Cp_1€0 + (Cree + Cpee™). (3.31)

Dividindo a expressio acima por ¢?? chegamos a

3Ch41 = Cho1 + (Cpe® + Cpe™), (3.32)

e consequentemente

3Cp+1 —2C, cos(0) — Cpmqg = 0, (3.33)

cuja equacao caracteristica é dada por
3r2 —2rcos(d) — 1 =0. (3.34)

Segue que as relagoes entre as raizes 1 e ro sao dadas por

2 1 1
r1 4T = gCOS(Q)a o Mr2=—g =>7“2=—371- (3.35)
Como —1 < cos(f) <1
2
-1< 5(7”1 +r2) < 1. (3.36)
Substituindo 7y = —1/3r na relagdo anterior, obtemos
2 1 2
1< S(r—5—)<1=-2r <3rf —1<2r. (3.37)
3 3r1
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Analisando a desigualdade anterior verificamos que % < ry <1, o que se encaixa dentro do
critério de Von Neumann. Procedendo de maneira analoga com rs verifica-se que —1 < r; < —%,
o que também estd dentro do critério de Neumann. Portanto, mostramos que o esquema NSFD-2
é estavel.

E importante mencionar que segundo Mickens e Jordan [14] as relagoes abaixo também

devem ser satisfeitas

<l , <<l , A< (3.38)

3.8 Resultados numeéricos

Nas figuras 3.5 - 3.10, os NSFD’s sao comparados com a solucao exata da equagao de Maxwell-
Cattaneo apresentada no primeiro capitulo. Observando as figuras 3.5 - 3.8 onde 79 = 7. e
70 = 0.01.(7¢), percebemos que os NSFD’s apresentam praticamente os mesmos comportamen-

tos [14].

t=2At t=20At

09t 1 09t —a— NsFD2/{
08 B . 08
0.7 . 07
06f : : 1 06
u(x,t

B
04r . 04
03r . 03

0.2 ol 0.2

0.1 1 01

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X, X,
] ]

Figura 3.5: ¢ =Fk(At); k=2,20; At=0.0004; Az=0.04; 70="
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t=2004t o t=2000At

Exata
—#— NSFD
—A— NSFD2

04} 1
u(xj,t" u(xj,zt

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.6: t = k(At); k=200,2000; At=0.0004; Az =0.04; 79 =7

Quando reduzimos o valor de 79 e permanecemos com [ < 1 nas figuras 3.7 e 3.8, percebemos

uma melhora na precisao de nossas solucoes numéricas [14].

t=2At

Figura 3.7:

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6

t=k(At); k=220; At=0.0004; Az=004; 7 = (0.1).7,

t=20At

09

08

07
06
ub )
04f
03[

02

01f

Exata
—#— NSFD
—A— NSFD2|{

Para plotarmos os graficos das figuras 3.9 e 3.10 mudamos os valores de At e Az de modo

que R permaneca igual a 1/4 e a interpretagao feita anteriormente de que os NSFD’s apresentam

visualmente os mesmos resultados permanece .
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t=200At - t=2000At

Exata
—#— NSFD
0451 4 —A— NSFD2

u(x,t ) u(x,t
L ] A

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.8: ¢t =k(At); k= 200,2000; At=0.0004; Az =0.04; 70=(0.1).7.

t=8At t=80At

Exata
—#— NSFD
09f 1 09f —&— NSFD2|{

08F : 4 0.8

0.7 . 07
06f : : 1 06
u(x,t

o8Bt
041 8 04
03F . 03

0.2 ol 02F

0.1 1 01

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.9: t=k(At); k=28,80; At=0.0001; Az =0.02; 7= (0.1).7.

Nas figuras 3.11 - 3.14 , onde 79 = 0.00017, os dois métodos sao comparados com o caso
exato da equagao do calor e o esquema NSFD-1 se destaca sendo uma 6tima aproximagao para
a solucao exata , o que ja era de se esperar pois ambos independem de 7y, porém mostraremos
no inicio do capitulo seguinte mais um motivo para essa boa aproximagao que é o fato do es-
quema NSFED-1 ser uma aproximagao para uma Equacao Diferencial Parcial Parabdlica muito

semelhante a equagao do calor, enquanto que o NSFD-2 é uma aproximacao para uma Equacao
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t=800At

t=8000At

——— Exata
—#— NSFD
—A— NSFD2

u(xj,zt

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X.
]

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X.
]

Figura 3.10: ¢t = k(At); k= 800,8000; At =0.0001; Az =0.02; 7= (0.1).7.

Diferencial Parcial Hiperbdlica o que contribui para o fato do esquema NSFD-2 divergir bastante

da solugao exata, além do fato mencionado por Mickens e Jordan [14] de que a desigualdade

(3.65) B < 1 ter sido severamente violada .

t=2At

t=20At

—»— Exata
—— NSFD
09 —A— NSFD2 {

08
07
06
u(x.,t
JoBE
04
03

0.2

01
A

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X
]

1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9
X
]

Figura 3.11: u t = k(At); k=2,20; At =0.0004; Az =0.04; 75 = (0.0001).7.

Sousa,Gean Carlos Lopes

PPGME



Resultados numéricos 41

t=200At t=2000At

—#— Exata
——NSFD
0451 4 —A— NSFD2

u(x,t ) u(x,t
L ] A

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X. X.
] ]

Figura 3.12: ¢t = k(At); k= 200,2000; At =0.0004; Az =0.04; 79 = (0.0001).7,

E importante salientar que nas figuras 3.13 e 3.14 fizemos uma redugao de § ~ 157,914 para

B ~ 39,478, mantendo g fixo (79 = 0,0001)7, e obtivemos uma melhora significativa na precisao

do NSFD-2 .

t=8At t=80At
—s— Exata
—— NSFD
09 . 09 —&— NSFD2 |
08 B . 08
07t 1 07t
06l : : 1 06
u(x,t u(x,t
JoBE B
04r . 04
03F . 03
02f 1 02f
01t 1 01f
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X. X,

i i

Figura 3.13: t=k(At); k=28,80; At=0.0001; Az =0.02; 75 = (0.0001).7.
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t=800At

0.1 0.2 0.3

Figura 3.14:

04 0.5 0.6

t=8000At

—#— Exata
——— NSFD
—A— NSFD2

u(xj,zt

t = k(At); k=800,8000; At =0.0001; Az =0.02; 75 = (0.0001).7.

Notemos por fim , que nas figuras 3.15 e 3.16 temos as melhores aproximacoes, apesar da

condicao § < 1 ser claramente violada, porém o valor de 7y continua muito pequeno satisfazendo
a desigualdade 0 < 79 < 7. < 1 o que nos faz concluir que a condicao 79 < 1 é mais importante

em termos de precisao do que f < 1.

t=2At

Figura 3.15:

t = k(At): k= 200,2000;

t=20At

—»— Exata
—— NSFD
09F —A— NSFD2 {

0.8

07
06
u(x,t
JoBE
04
03

0.2

01

At = 0.0004; Az =0.04; 7= (0.0001).7,
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t=200At t=2000At

—#— Exata
——— NSFD
045l 1 —A— NSFD2

u(x,t ) u(x,t )
L ] ip

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X, X,
] ]

Figura 3.16: ¢t = k(At); k= 200,2000; At =0.0004; Az =0.04; 79 = (0.0001).7,
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Capitulo 4

Analise das Diferencas Finitas

Nao-usuais através de suas Energias

4.1 Energia Numérica do Esquema de Diferenca Fi-

nita Usual

Tomando como base a energia da solucao analitica apresentada no primeiro capitulo, defini-

mos a energia do esquema (3.1) como:

J n+l _ n\ 2 n+l _ n+l n  n

n . Az Uj u; Ujpl — Uy Ujpy — Uy

usual " 0 At Ax Az
=0

Proposition 4.1.1 Para todos At e Ax e energia E), . € tal que

n 0
Eusual < E

usual?

Vn > 0.

Prova: De fato, o esquema (3.1) é dado por

1 -1 1 -1
U?Jr — 2ujf +uj " “?Jr — uj _ uj, g — 2uf +uj
(A1) Y, NSE

70
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Multiplicamos (4.3) por u"Jrl u?fl e somamos para j = 1,...,J. Segue que

J J J n
To B (O 2u + u B
22 P - uj)” = (At)2 Z(U?_u? DR Z : —( ;'LH_“? )
j=1 j=1 j=1
J un-l—l un—l 2
- - ( ) (44
7j=1
Observando agora apenas a parcela dada por
J
S e I ) (45)
(Ax)2 J A ’
j=1
procedemos com a seguinte distribuicao:
e Z (Wfy = uf) + (g = uP))[= (i — o) + () —uf ™) + () — )] (4.6)

Fazendo as distribuigoes no produto acima e substituindo na equagao (4.4), obtemos

J n+1 n\ 2 J n+1 n+1 J n n—1\ 2
u; uj (ujfy —ui™) (uj+1 uyf —uj
Son(gt) ¢ Y (B8

J=1 Jj=1 J=1
J n—1 n—1 n n
n Z(“j+1_“a’ )(“j+1—“j)+ S <0
, Az (Az)2 —
Jj=1
onde
J
_ n,n+l __ n, n—1 n—1_n n+l, n +ln _nln
S_Z[ujuj Ujuy AUy Ujg = Uy UG u]+l J+1+u]+1 J+u3+1uj+1 J+luJ]‘
Jj=1
(4.8)
Usando a identidade dada por
J
n+l n o n+1 n n+1 n+l n
E:“gﬂ i1 = Z(% ui) +ujuwge — Ty, (4.9)
X =

e considerando as condigoes de contorno de Dirichlet ug =7, ; =0, Vn =0,1,2,3,..., N, N +1,

podemos reescrever S como
S =uiuf —uiuyt = (u =gt (Wl - ug) = (=) (u T =g ). (4.10)
Substituindo S em (4.7), obtemos o resultado desejado, isto é,

- B, . <0:>E38ual<E

usual usual usual?

V n>0. (4.11)
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4.2 Energia Numérica do Esquema NSFD-1

No capitulo 2, verificamos que o esquema NSFD-1 é uma aproximacao para a equagao
40ty (2, 1) — (Ax) uge (2, 1) = 0. (4.12)
Definimos entao a energia ao nivel do continuo como
1
Ensrp_1(t) := 2At/ u?(x, t)dz. (4.13)
0
Proposition 4.2.1 (Dissipacao de Energia) O funcional Enspp—1(t) em (4.13) satisfaz
ENSFD—I(t) < ENSFD—I(O) Vvt > 0; (4.14)

Prova: A prova é imediata. Multiplicamos (4.12) por u(z,t) e integramos no intervalo [0, 1],

resultando em
d 1 1
(2At/ u2(x,t)d$> = —(Ax)Q/ ul(z,t), (4.15)

de onde obtemos o resultado.

Definimos agora a energia numérica do esquema NSFD-1 como

J

Efspp_1 = 20tAx Y (uf)?, (4.16)
j=0

e estabelecemos o seguinte resultado:

Proposition 4.2.2 (Dissipacao de Energia) Para todos At e Az, a energia Efgpp_q €

decrescente, isto €,

ExSrp 1 < Exspp-1 ¥n > 0. (4.17)
Prova: Inicialmente temos
J
BNy — Blsen 1 = 2880 Y (™) - (. (418)
=0

e entao ;
Eybn 1 — Efspp 1 = 286Ax S (! ) (! — ). (4.19)

=0
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Pela equacgao (3.23), segue que
J
1
Esrp_1 — Elsrpo1 = 2AtAx Z(U?H +uj)(ujy g — 2uf + U?—l)Zv (4.20)
j=0

e entao

J
1
B —ERspp_g = §AtAacZu?(u}ﬁrl—2u?+u?71)+u?+1(u}lﬂ%—u}ll)—Zu}lHu}l. (4.21)
j=0

Vamos simplificar cada parcela da soma acima. Considerando as condigoes de contorno

homogéneas de Dirichlet, temos a seguinte igualdade para a primeira parcela:
J

J
1 1
iAtAx E ui(ujpy —2uj +ui_y) = —§AtA1‘ g (ujiq — u?)2 (4.22)
J=0 J=0

Por outro lado, tendo em vista a desigualdade (ab < % + %) obtemos

J J
1 1
SAtAD Y ul g +ul ) < §AtAa:§ (T (A uf ) (4.23)
j=0 3=0

J
1 n+1y2 n\2
< iAtA:U E O(Uj )7+ (uf) (4.24)
]:

Para a ultima parcela, consideramos novamente a equacao (3.23) para obter o seguinte

resultado:
J J 1
AtAzY uf Tl = AtAz uf(ufy, —uf + uj) g+ (ul})? (4.25)
j=0 j=0

J 1 J

= —AtAz) (ufy; - ug)2Z + AtAz Y (uf)?. (4.26)
j=0 j=0
Portanto, usando as smplificagbes anteriores, segue que
1 4 1 !

Ex&pp1— ENsrpo1 < —§AtAxZ(U?+1 — ) + iAtAUC Z(U}Hl)z + (u})?(4.27)

j=0 j=0

1 J J
+ JAtAz D (ufyy —uf)? = AtAz > (uf)?, (4.28)
j=0 §=0
Pela defini¢ao de energia numérica do esquema NSFD-1, temos

1 4 1 1

ENSrpo1 = Blsppo1 < = AtAz Y (ufyy —uf)? + BN Eep = ERsppo1,  (429)
j=0
e portanto,
1 n+1 1 n n+1 n

(=) Enspp1 < (1= ) ENsrp-1 = Enspp-1 < Exspp-1, Vn 2 0. (4.30)
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4.3 Decaimento Exponencial Numérico

Para mostrar que a energia numérica Eygpp_; ¢ exponencialmente estdvel ¢ nescessdrio
inicialmente obtermos uma familia de solugoes. J& vimos anteriormente que o esquema NSFD-1

é equivalente com o esquema dado por

u u”, = 2u” +ul
ANt T = (Ap)2 2t T gt 4.31
Al (8e) (Az)? (4.51)
Estabelecemos a seguinte assertiva:
Proposition 4.3.1 A expressdo
ui = (1 — )" sin(krax;), (4.32)

, 7 = - —wn2 A _
é uma familia de solugdes para a equagdo (4.31) em que juj = sin (k:7r2z>, k=1,..,.J.

Prova: Para provar a proposicao, vamos supor que a dependéncia do espaco e do tempo podem
ser separados da seguinte forma

u? = X;T. (4.33)

Substituindo (4.33) em (4.32), obtemos:

X Ty — X;Ty _

o X; 1T, — 2X,T, + X501 T
At '

Iy oy

(Az) (4.34)

Como nosso interesse é obtermos apenas as solugoes diferentes nao-nulas, é razoavel supor
que X;.T,, # 0 e assim teremos a seguinte identidade:

2 Xj-1 = 2X; + X1
4(A$)2XJ

Tn+1 - Tn

(A

(4.35)

Na expressao acima o lado esquerdo depende apenas de n enquanto que o lado direito apenas
de j, logo supomos que ambas as expressoes sdo iguais a uma constante comum —u, € temos as
seguintes equacgoes desaclopadas

2 Xj—1 = 2X; + Xj41

A = —uX; 4.
Toy1 =1, = —ui,. (4.37)
Consequentemente,
Xj_l —2Xj+Xj+1 4/J
= ——_X; 4.
(Ba)? By 43
Toy1 =T, = —ui,. (4.39)
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Notemos que
Tosr= (1= @)= (1= )Ty = (1= p)’Thz = ..., (4.40)

e da sequéncia de igualdades acima é possivel verificar (ver [1]) que

T,=1—-w" Vn. (4.41)
Além disso, temos que
Xj—l — 2Xj + Xj+1 4u
=-2\X;,, A= . 4.42
(Az)? J (Ax)? ( )

De acordo com Tveito e Winther [1], os autovalores Ai, A2, As, ..., A, , s@o da forma:

4 . 9 Ax
AL = Bn)? sin (kﬂr7>, k=1,2,3,...,n, (4.43)

e seus correspondente autovetores (ou auto-fungoes) Xy = (Xp 1, Xi 2, Xi 3, .., Xin) € R”, tem
componentes dadas por:

Xy,j =sin(knz;), j=1,2,3,...,n. (4.44)

Portanto,

uf = (1 — )" sin(kray), (4.45)
¢ uma familia de solugbes para a equagao (4.31) onde

A
[y, = sin? <k777x> k=1,..J (4.46)

Segue nosso resultado sobre decaimento exponencial.

Teorema 4.1 Se u} = (1 — p)"sin(krx;) € solucio do NSFD-1 e Efygpp 4 sua respectiva
energia, entio Eygpp_; € exponencialmente estdvel.

Prova: De fato, temos que:

J
Efspp1 = 20tAx Y (1 — py)?" sin® (kra;), (4.47)
j=0

e como (1 — pz)?" nao depende de j podemos escrever EYgpp_; da seguinte forma:

J
Efigrp-1 = 28t Ax(1 — p)* > sin® k). (4.48)
j=0
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Para n = 0 a equacao acima se reduz a

J
EXspp_1 = 2AtAx Z sin® (km;), (4.49)
j=0
e consequentemente ,
E" = E°(1 — )" (4.50)

Observemos ainda que como iy = sin%lm%), entdo puy < p, para todon = 1,2,..,k ;e

portanto:

E" < E°(1 — )™ (4.51)

Tomando a aproximagao 1 — pu; ~ e~#! concluimos que o decaimento é do tipo exponencial,
isto é,
E" < EVe2mm, (4.52)

4.4 Emnergia Numérica do Esquema NSFD-2
De maneira andloga ao que fizemos com o esquema NSFD-1, consideremos a equagao
(A1) 2wy (2, 1) — (Az) Uy (2, 1) + 4Atuy (z,t) = 0, (4.53)
de onde extraimos a energia dada por
Ensrp—ao(t) :== At2 uldr + / uldz. (4.54)

Como a equagao (4.53) possui um termo de amortecimento, sua energia é tal que

ENSFD_Q(t) < ENSFD_Q(O), v t>0. (4.55)

Para o esquema numérico NSFD-2 definimos a seguinte energia numérica:

n+l n\ 2 n+1 n+1l,n n
— U (5 — U, Uy — U
EXspp—o = Z At2( ’ ) + Az® { HlAm : Hle : (4.56)

Proposition 4.4.1 (Dissipacao de Energia) Para todos At e Ax e energia ERgpp_o € tal
que

ERsrp_o < EXsrp g, ¥n>0. (4.57)

Prova: A prova é anédloga ao que foi feito na Proposicao 4.1.1.
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4.5 Conclusoes sobre os NSFD’s a partir das Ener-

gias Numéricas

Nesta segao faremos uma andlise das conclusoes de Mickens e Jordan [13] e [14] a respeito
dos métodos de diferenccas finitas nao-usuais a partir dos graficos das energias numéricas. Pri-
meiramente comparamos as energias do esquema usual, da solucao exata e do NSFD-1. Para
obtermos uma melhor comparacao fizemos uma normalizacdo com os valores das energias da

seguinte forma:

E"=FE"/E° Y n > 0; (4.58)

Segundo a andlise feita por Mickens e Jordan [13] para ¢ "grande”o NSFD tem um decai-
mento mais lento que o Esquema Usual, o que é confirmado quando analisamos em termos de
energia. Se o bservarmos a figura (4.1) nao perceberemos a diferenca no decaimento das ener-
gias, porém esse grafico é importante pois mostra que as energias analizadas de fato decrescem

com um comportamento exponencial.

Energias das solugdes: Analitica, do Esquema Usual e do NSFD-1 para Ty ST,

! T T T T T T T

o
®

——
|

Figura 4.1: Comparacao entre as energias com At = 0.0004; Az =0.04; 70 =7./2

Para melhor visualizacao vamos na figura 4.2, aproximar ao ponto onde a mudanca no com-

portamento do decaimento acontece, e aqui percebemos claramente que em um determinado
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ponto o NSFD-1 passa a decair mais lento como afirmou Mickens e Jordan [13]

Energias das solugdes: Analitica, do Esquema Usual e do NSFD-1 para Ty < T,

o

0.05 0.1 0.15 0.2 025

Figura 4.2: Comparacao entre as energias com At = 0.0004; Az = 0.04; 79 =7./2

Segue abaixo uma tabela com os valores das energias nos pontos onde hé a inversao no
comportamento das energias, é importante verificarmos que Mickens [1] faz uma anélise ”sal-
tando”de um k& = 200 para um k& = 2000 quando conclui sobre o comportamento do decaimento
dos métodos e na tabela abaixo verifica-se com uma melhor precisao onde , em termos de ener-

gia, a inversao no decaimento ocorre (para k préximo de 400).

Energia / t = kAt | k=394 | k=395 | k=396 | k=397 | k=398 | k=399 | k=400 | k=401

Analitica 0.0450 | 0.0446 | 0.0442 | 0.0438 | 0.0434 | 0.0430 | 0.0426 | 0.0422
Usual 0.0450 | 0.0446 | 0.0442 | 0.0438 | 0.0434 | 0.0430 | 0.0426 | 0.0422
NSFD-1 0.0448 | 0.0445 | 0.0441 | 0.0438 | 0.0434 | 0.0431 | 0.0427 | 0.0424

A mesma conclusao é confirmada quando modificamos o valor de 7.

Na figura (4.3) acima apesar do esquema usual se distanciar um pouco da solucao exata
ainda assim o esquema NSFD-1 no inicio possui um decaimento mais rapido e depois passa a

ser mais lento que as demais energias. Nos nimeros da tabela a seguir percebemos que para k
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Energias das solugdes: Analitica, do Esquema Usual e do NSFD-1 para =T

Figura 4.3: Comparacao entre as energias com At = 0.0004; Ax =0.04; 79 = 7.

préximo de 325 o NSFD-1 passa ter decaimento mais lento que a solucao exata, porém ainda

decai mais rapido do que o esquema usual.

Energia / t = kAt | k=323 | k=324 | k=325 | k=326 | k=327

Analitica 0.0790 | 0.0781 | 0.0773 | 0.0764 | 0.0755
Usual 0.1175 | 0.1162 | 0.1150 | 0.1137 | 0.1125
NSFD-1 0.0785 | 0.0779 | 0.0773 | 0.0767 | 0.0761

Percebemos numericamente através das tabelas que se 325 < k < 440 o NSFD-1 tem um de-
caimento, em termos de energia, mais rapido do que o esquema usual e mais lento que a solugao
exata e observando a tabela abaixo verificamos que para um k > 440 o esquema NSFD-1 passa

de vez a ter um decaimento mais lento do que as duas outras solugoes.

Energia / t = kAt | k=438 | k=439 | k=440 | k=441 | k=442

Analitica 0.0207 | 0.0204 | 0.0202 | 0.0199 | 0.0197
Usual 0.0319 | 0.0316 | 0.0312 | 0.0308 | 0.0305
NSFD-1 0.0317 | 0.0314 | 0.0312 | 0.0309 | 0.0307




Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Esquemas numéricos em diferencas finitas constituem uma importante ferramenta para a
analise de propriedades qualitativas de equacoes diferenciais parciais. E bem sabido também que
¢é imprescindivel o uso de métodos numéricos em equacoes que nao possuem solucoes analiticas.

Neste trabalho analisamos esquemas numéricos em diferencas finitas conhecidos como Nao-
usuais aplicados & equacao de propagacao de ondas de calor conhecida como equacgao de Maxwell-
Cattaneo, em conformidade com os trabalhos de Mickens e Jordan [13, 14]. Tal equacao corrige
o paradoxo de propagacao infinita de sinais imposto pela hipétese de Fourier em termoelastici-
dade linear. Além disso, uma solucao para esta equacao que seja fisicamente aceitavel deve ser
necessariamente positiva. Nessa direcao, a relevancia dos esquemas nao-usuais reside no fato de
que eles geram solucoes positivas e limitadas.

Além da anélise numérica dos resultados de Mickens e Jordan [13, 14], realizamos uma
importante contribuicao no que diz respeito a andlise numérica das energias numéricas derivadas
de tais esquemas. Identificamos precisamente as equacao ao nivel da dinamica do continuo que
os esquemas NSFD representam, o que nos possibilitou construir as energias associadas. Nessa
direca@o, nos foi possivel corroborar os resultados apresentados por Mickens e Jordan [13] no que
tange & importancia dos esquemas NSFD.

Como continuidade de nossas investigacoes cientificas, objetivamos aplicar os resultados deste
trabalho aos conhecidos sistemas de Timoshenko [19]. Trata-se de um modelo acoplado de duas
equacoes diferenciais parciais que governam a propagacao de ondas em uma Unica estrutura do

tipo vigas e placas. Em geral, no caso uni-dimensional, ele é descrito por
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prpw — k(e +U)e +F1 = 0, em (0,L) x (0,7),

,02?/)tt - wax + ’i(@x + ¢) +F, = 0, em (Oa L) X (OvT)’

onde p1, p2, Kk € b sao constantes positivas. Por F} e F> denotamos forcas externas que podem
ser representadas por mecanismos dissipativos tais como o atrito com o meio no qual a estrutura
estd imersa. Por exemplo, podemos considerar F; = vyi1¢; e F1 = 792 com 1,72 > 0. Nesses

casos, resulta na Lei de Dissipacao de energia dada por

d

L L
EE(t) = —’71/ |80t|2d33 - 72/ |¢t‘2dl‘, (5.1)
0 0

onde E(t) corresponde a energia dada por

m [t pa [F. bt ko[t 2
E(t)zz/ o da:+/ e d:c+/ el d:c+/ 0 + ¥[2dz.
2 2 2 Jo 2

Além das dissipacoes do tipo atrito, podemos considerar também hipéteses constitutivas de
termoelasticidade linear bem como o conhecido efeito de memoéria. Um importante e conhecido
resultado associado a sistemas dissipativos do tipo Timoshenko versa sobre o decaimento expo-
nencial e polinomial da energia associada, no caso em que se considera o minimo de dissipacao.
Nesse sentido, o decaimento exponencial da energia é obtido se, e somente se, vale a seguinte
relagao entre as velocidades de propagagoes de ondas:

b
SARNE )

P1 P2

Resultados dessa natureza, é valido para o sistema de Timoshenko dado por

p1o — k(e + ), = 0, em (0,L) x (0,7,
p2¢tt - bwmc + %(sz + w) + 5990 - 07 €m (07 L) X (OvT)>

pSOt - kemm + 5th - 07 em (OaL) X (OvT)>

onde foi considerado a hipétese de Fourier para conducao de calor. Para outros resultados, veja

os trabalhos de Rivera e Racke [7, 8, 9].
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Portanto, o sistema hiperbdlico-parabdlico acima esta representando a conducao de calor em
uma estrutura do tipo Timoshenko com base na Lei de Fourier. Nesse sentido, para superar o
paradoxo fisico de propagacao infinita de sinais, um modelo mais realistico surge com a hipétese

de Maxwell-Cattaneo. Temos entao o modelo hiperbdlico dado por

P1Ptt — H(SO:U + w):v = 0 in ]O,Z[X]O, OO[,
P2¢tt - bw:v:v + H((Pac + w) + 593} = 0 in ]07 Z[X]O, OO[,
p30; + gz + 0,y = 0 in ]0,1[x]0, 00,

Tq+Bqg+0, = 0 in ]0,I[x]0,00],

Recentemente, Santos et al. [11] provaram que o sistema acima é exponencialmente estével

se, e somente se, vale a relagao dada por:

_ ( p1 ) < bﬂl) Tp16°
xoi= (17— (p2——) - :
03K K p3k

Solucoes fisicamente aceitaveis para conducao de calor §, em ambos os casos supra cita-

dos, devem satisfazer 6(xz,t) > 0 para dados iniciais (xz,0) > 0. Portanto, um grande ntimero
de problemas podem ser analisados do ponto de vista da analise numérica e computacional.

Destacamos os seguintes:

e Construir esquemas numéricos em diferencas que evitem o conhecido fenomeno de tran-

camento numérico (do inglés "locking on shear force”) [10];

e Construir esquemas numéricos que sejam consistentes no sentido de preservar o decaimento
exponencial para os sistemas dissipativos de Timoshenko em termoelasticidade linear,

considerando a relagao entre as velocidades de propagagao de ondas;

e Construir esquemas numéricos em diferencas finitas usuais e nao usuais para analisar as

questoes de positividade de solucoes para a conducao de calor 6.
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