UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E
ESTATISTICA

Mirelson Martins Freitas

Analise matematica de alguns problemas variacionais
generalizados

BELEM- PA
2013



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E
ESTATISTICA

Mirelson Martins Freitas

Analise matematica de alguns problemas variacionais
generalizados

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-
Graduacao em Matemdtica e Estatistica (PPGME) da
Universidade Federal do Para- UFPA para obtencao de
titulo de Mestre em Matematica.

Orientadora: Profa. Dra. Cristina Licia Dias Vaz.

BELEM - PA
2013



CERTIFICADO DE AVALIACAO

Mirelson Martins Freitas

Analise matematica de alguns problemas variacionais
generalizados

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Matematica e
Estatistica (PPGME) da Universidade Federal do Para- UFPA para obtengao

de titulo de Mestre em Matematica:

Prof®*. Dr?. Cristina Lucia Dias Vaz - UFPA - Orientadora

Prof. Dr. Anderson L. A. Aratjo - UFV

Prof. Dr. Joao Pablo Pinheiro da Silva - UFPA

Profa. Dra. Rubia G. Nascimento - UFPA

DATA DA AVALIACAO: 18 / 02 /2013



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeco a Deus por dar-me forcas para realizar este trabalho.

A minha mae, Maria Justina da Silva, pelo apoio incondicional nas horas dificies e
por sua contribuicao durante a minha jornada académica.

A professora Cristina Vaz, minha orientadora e amiga. Pela orientagao efeciente, mas
especialmente pelo interesse, dedicagao, apoio e valiosas sugestoes em todas as fases de
preparacao deste trabalho.

Aos amigos, pelo companheirismo nos bons e maus momentos.

Aos colegas do curso de Mestrado, a Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de

Nivel Superior - CAPES e ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica e Estatistica

- PPGME.



Resumo

Neste trabalho investigaremos métodos indiretos para resolver problemas variacionais
classicos e caracterizamos a condi¢ao necessaria para minimos de funcionais integrais,
conhecida como equacao de Euler-Lagrange. Em seguida, aplicamos métodos diretos
para minimizacao de funcionais integrais definidos na classe das fungoes absolutamente
continuas e provaremos o importante Teorema de existéncia de Tonelli. Também provare-
mos o Teorema de regularidade parcial de minimos de funcionais para lagrangeanos que
satisfazem uma certa condicao de crescimento. Aplicaremos estes resultados no Problema

de Sturm-Liouville.

Palavras-chave: Equacao de Euler-Lagrange, Calculo Variacional, Teorema de ex-

isténcia e regularidade de Tonelli.
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Introducao

Resolver um problema de otimizacao significa, como o proprio nome diz, buscar
um resultado 6timo, de acordo com algum critério. Em Matemaética, os problemas de
otimizacao sao representados por problemas de maximos e minimos sendo frequentes os
termos: lucro maximo, custo minimo, tempo minimo, tamanho 6timo e caminho mais
curto. Uma area da Matematica que trata de problemas de otimizacao é conhecida como

Célculo Variacional, que generaliza a teoria de méaximos e minimos do Célculo Diferencial.

Segundo a lenda, foi a Rainha Dido de Cartago a primeira pessoa a tratar brilhante-
mente um desses problemas. Foi prometido a Dido a extensao de terra que ela pudesse
cercar com o couro de um boi. Ela preparou uma extensa correia com o couro do boi e
cercou um terreno semi-circular, beirando o Mar Mediterraneo. Essa é a lendaria historia

da fundacao de Cartago contada por Virgilio no livro Eneida.

Embora o Calculo Variacional tenha seu inicio na Grécia antiga, foi a partir do século
XVII, na Europa Ocidental, que um progresso substancial foi feito. Em 1696, I. Newton
(1642-1727) usou principios variacionais para determinar a forma de um corpo que se

move no ar com menor resisténcia possivel.

Os irméaos Jacob Bernoulli (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) sao frequente-
mente considerados os inventores do Calculo Variacional. Jean Bernoulli por ter re-
solvido, em 1696, o problema da braquistécrona: encontrar a curva que minimiza o
tempo de queda de um corpo, entre dois pontos num plano vertical, liberado de um
ponto inicial e sujeito apenas a for¢a da gravidade. E Jacob Bernoulli por tratar prob-
lemas isoperimétricos: caminhos planos fechados de perimetro fixo que delimitam uma

area maxima. O problema de Dido é um exemplo de problema isoperimétrico.

Outros importantes problemas do Calculo Variacional foram tratados no século XVII



tais como o trabalho de Fermat em Otica geométrica (1662); o problema de I. Newton
(1685) em movimento de corpos em fluidos. Porém, um importante avango foi feito pelos
mateméticos L. Euler (1701-1783) e J. L. Lagrange (1736-1813) quando encontrarm um
método sistematico para tratar tais problemas, hoje conhecido como Fquac¢ao de Fuler-
Lagrange.

No século XIX, provavelmente um dos problemas mais famosos do Calculo Varia-
cional foi o Problema de Dirichlet. Este problema apareceu em 1857 quando B. Riemann
assumiu, sem provar, um principio que utilizou como base da sua teoria sobre as funcoes
complexas, por ele chamado Principio de Dirichlet. O principio garante a existéncia de
minimo para um problema bidimensional e sua importancia é devido a sua relagao com

a equacao de Laplace.

Muitas contribuigoes foram feitas para resolucao deste problema por Dirichlet, Gauss,
K. Weierstrass, Thompson, B. Riemann, entre outros, mas foi D. Hilbert, no inicio do
século XX, quem resolveu o problema de Dirichlet e, posteriormente, também H. Lebesgue
e L. Tonelli. O método proposto por Hilbert foi, essencialmente, o que hoje é conhecido

como Método Direto.

Destacamos que o problema de Dirichlet foi importante no desenvolvimento da Analise
em geral, em particular da Anélise Funcional, da Teoria de Medida, da Teoria das dis-

tribuicoes, dos Espacos de Sobolev e das Equagoes Diferenciais Parciais.

Outro problema importante do Célculo Variacional é o problema de superficies mini-
mas, formulado por J.L. Lagrange em 1762. O problema consiste em encontrar a su-
perficie de menor area para um fronteira dada. Uma variante deste problema é conhecido

como problema de Plateau.

Muitos matematicos tentaram resolver este problema, entre eles destacamos Haar,
Legendre, K. Weierstrass, B. Riemann, H.A. Schwarz. Em 1930, J. Douglas e T. Rado,
independentemente um do outro, apresentam a primeira resolucao completa do problema
e em 1936, Douglas recebeu a medalha Field por este trabalho. Posteriormente muitas
contribuicoes foram feitas por R. Courant, Leray, Mc Shane, Morrey, Morse, L. Tonelli,

entre outros.

A principal ideia do método indireto do Calculo Variacional é determinar uma condi¢dao



necessaria de minimizacao. Por exemplo, se um funcional F : C — R ¢ diferenciavel em
u para u em alguma classe de fungoes C entdo a derivada F'(u) de F deve se anular
em u. Se F é um funcional integral entdo a condi¢ao necessaria F'(u) = 0 de mini-
mizacao ¢, usualmente, uma equagao diferencial, chamada equacao de Euler-Lagrange.
Como esta condicao é apenas necessaria, precisamos primeiro garantir que a solugao do
problema existe. Esta é uma questao bastante complicada. Por exemplo, nao é evidente
que um candidato a minimo de classe C' pertence necessariamente a classe C?, ou seja,
¢ solucao da equacao de Euler-Lagrange. Para garantirmos a regularidade C? devemos

provar resultados de regularidade, o que, usualmente, exigem condicoes de elipcidade.

Outra dificuldade é que nem sempre uma dada equagao de Euler-Lagrange tem uma
solugao classica que satisfaz as condigoes de fronteira do problema de minimizacao e
mesmo quando tal solugao existe pode nao ser inica. Portanto, precisamos de condigoes

suficientes para garantirmos a existéncia e unicidade da solugao.

Por outro lado, a abordagem por método indireto para o caso multidimensional é
bastante complicada, pois o problema diferencial pode ser tao complexo quanto o varia-
cional.

Todas as dificuldades apresentadas pelo método indireto impulsionaram a busca por
novos métodos, entre eles, o Método Direto. Tal método tem como principal caracteristica
construir uma sequéncia minimizante convergente de funcionais semicontinuos e limitados
inferiormente e mostrar que a funcao limite desta sequéncia é a solucao do problema

variacional.

O conceito de semicontinuidade para funcoes de uma variavel real foi introduzido
por Baire, quem provou que, em compactos, funcoes reais semicontinuas assumem seus
infimos. Tonelli usou o teorema de compacidade de Arzeld-Ascoli, o conceito de semi-
continuidade de Baire e o método direto como ferramentas para provar a existéncia de

de minimos para problemas variacionais integrais unidimensionais.

Tonelli tratou problemas variacionais integrais do tipo
b
F(u) :/ F(z,u(x), v (z))dx, [a,b] CR
com o lagrangiano F'(z,u, p) satisfazendo as seguintes condigoes:

Fop(x,u,p) >0, F(z,u,p) > colp|™ — c1,



para algumas constantes m > 1, ¢o > 0 e ¢y > 0.

Tonelli trabalhou na classe das fungoes absolutamente continuas com convergéncia
uniforme. Ele formalizou, investigou e popularizou a ideia do método direto numa série

de artigos, nos primeiros 30 anos do século XX.

O principal objetivo desta dissertagao é apresentar suas ideias e principais resultados
para uma classe de problemas variacionais unidimensionais, bem como alguns recentes

desenvolvimentos destas ideias.
O trabalho estd organizado do seguinte modo:

No Capitulo 1, apresentaremos as notacgoes, definicoes e resultados auxiliares que

serao usados na dissertacao.

No Capitulo 2, apresentaremos o “método indireto” classico baseado nas condigoes
necessarias de otimalidade e ilustraremos a aplicacao deste método em alguns exemplos

classicos do Célculo Variacional.

No Capitulo 3, introduzimos os espacos de funcoes que sao necessarios para aplicarmos
o método direto do Calculo Variacional: a classe das func¢oes absolutamente continuas ou
os espago de Sobolev HMP(I). Investigaremos as principais propriedades destes espacos.
No Capitulo 4, obteremos as condi¢oes necessarias para funcionais integrais serem
sequencialmente semicontinuos inferioriormente e provaremos o resultado de existéncia

obtido por Tonelli.

No Capitulo 5, essencialmente provaremos o Teorema de regularidade parcial de

Tonelli.

No Capitulo 6, aplicaremos os resultados obtidos nos Capitulos 4 e 5, especialmente

no Problema de Sturm-Liouville.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas notagoes, defini¢oes, espagos funcionais e

resultados auxiliares que serao usados na dissertacao.

1.1 Notacoes e espacos funcionais

R representard espaco euclidiano N-dimensional.
N 1/2

|u|| = E u? é norma euclidiana de u € R".
i=1

I = (a,b) representara um intervalo limitado de R e I o seu fecho.

F(z,z,p) representara o integrando do funcional F(u) = /F(x, u,u') dx.
I

OF OF 0*F

As derivadas parciais de F' serdo representadas por F, = 5. Fy,= 2 e = —.
z p

1.1.1 Funcgoes continuas e Holder continuas

C(I) é o espago de Banach das fungdes f : I — R continuas. C°(I,RY) é o espago das
funcoes u : I — R continuas.
CO(I,RY) é o espaco de Banach das funcoes u : I — RY continuas que podem ser

continuamente estendidas a I.



O suporte de uma funcao f : I — R ¢é definido por

supp f = {z € I; f(x) # 0}.

Co(I) é o espago das fungoes f : I — R continuas com suppu C I compacto.

O suporte de uma funcao u : I — RY é definido por

suppu = {x € I; u;(z) #0,1 <i < N}.

Co(I,RY) é o espaco das funcoes de C(I,RY) com suporte compacto em 1.

A norma de C°(I) e C°(I,RY) sdo dadas, respectivamente, por

||f||0(7) = Sup | f ()], ||U||C(7;RN) = Sup |[u(z)]]-
xzel zel

C™(I) é o espago das fungdes f : I — R com derivadas até a ordem m continuas em [
com m > 0 um inteiro. C™(I) é o espaco das funcdes f : I — R com derivadas até a

ordem m continuas que podem ser estendidas continuamente a I.

Oy = (D) A ColT); C=(1) = (] C™(1)

C<(1) = () C™(T)s CR(I) = (1) M (D).

C™(I,RY) é o espaco das funcoes u : I — RY com derivadas até a ordem m continuas
em I com m > 0 inteiro. C™(I,RY) é o espaco das funcdes u : I — RY com derivadas
até a ordem m continuas que podem ser continuamente estendidas & I

De modo andlogo, definimos Ci(I, RY); C°°(I,RY), C5°(I,RY), etc.

A norma de C™(I) e C™(I,RY) sdo dadas, respectivamente, por

_ — m
ullom ) B Sup |D™u(x)],

_ — m
HuHCm(l;RN) 12%’;217) [ D™ u(x)]|.

Cl = CYI x RY x RY R) ¢ o espaco das fungoes F : I x RY x RY — R continuas com

derivadas parciais continuas em I x RY x R,

Lip(I,RN) é o espago de Banach das fungoes u : I — RY que satisfazem a condigao de

Lipschitz, isto é, existe uma constante k > 0 tal que

lu(@) —u@)l| < klz—yl, Voyel



Seja 0 < a < 1. C%(I,RY) é o espaco das fungdes Holder continuas u € CO(I,RY) com
a seguinte norma finita

o u(z) — uly
uf* = ez, + sup { 1D =001

z,yeT

TFY

Temos que Lip(I,RY) = C%Y(I,RY).

1.1.2 Elementos da Analise Funcional

Teorema 1.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espago normado e V um
subespago de X. Se L 1V — R € um funcional linear tal que |L(v)| < kl||lv||x para
k>0 eVYveV. Entio L pode ser estendido a um funcional linear F : X — R tal que
|F(x)] < El||lz||x, Vo € X.

Teorema 1.2. Se (X, || ||x) € um espago normado. Entdo eziste um espago normado
(X, |5), chamado completamento de X, tal que:
(i) Xc X

(ii) X € denso em X

(iii) O completamento ¢ inico no sentido que se X; e X satsifazem as condigoes (i) e

(i) acima, entdo existe uma tnica isométria U : X, — Xo.
Definicao 1.1. Seja X um espago normado e W C X.

(i) Dizemos que W ¢ sequencial relativamente compacto se, e somente se, cada

seqgéncia (x,) € W tem uma subseqiiéncia (x,,) convergente (ndo necessariamente em

w).

(i) Dizemos que W € sequencialmente compacto se, e somente se, cada sequéncia

(zn) € M tem uma subsequéncia (z,,) convergente em W.

(iii) Dizemos que W ¢ limitado se, e somente se, existe um niumeor real M > 0 tal

que ||z|| < M, Vr e W.



Observacao 1.1. Por simplicidade vamos abreviar a terminologia e usar “relativamente
compacto” e “compacto” em vez de “sequencialmente relativamente compacto” e “se-

quencialmente compacto”, respectivamente.

Definicao 1.1. Sejam X um espaco de Banach e T : X — R um funcional. Dizemos
que T € fracamente sequencialmente semicontinuo inferior no ponto xrqg € X se
para qualquer sequéncia {x,} em X tal que x, — xo tem-se

T(z) < lim inf T'(x,).

n—oo

Proposicao 1.1. (i) Um subconjunto W de um espag¢o normado X € compacto se, e

somente se, € relativamente compacto e fechado.

(ii) Todo conjunto relativamente compacto € limitado.

Teorema 1.3 (Riesz). Um espaco de Banach X tem dimensao finita se, e somente se,

a bola unitdria € compacta.

Este famoso resultado mostra que em espaco de Banach de dimensao infinita existem
sequéncias limitadas que nao tém subsequéncia convergente. Esta “perda de compaci-
dade” em espacgos de Banach de dimensao infinita é responsavel por muitas dificuldades
encontradas no Célculo Variacional e na Teoria das equagoes diferenciais parciais. O
seguinte resultado é fundamental na obtencao de teoremas de existéncia do Célculo Varia-

cional:

Teorema 1.4 (Eberlein). Toda sequéncia limitada num espago de Banach reflexivo tem

subsequéncia fracamente convergente.

Teorema 1.5 (Teorema de Arzela-Ascoli). Seja K C R compacto e {uy} uma familia
de fungoes em C(K,RY). Se {uy} sdo pontualmente limitadas e equicontinuas em K
entao

(1) {ur} sdo uniformemente limitadas;

(ii) existe uma subsequéncia {uy,} de {uy} que converge uniformemente.



1.1.3 Elementos de Medida e Integracao

Proposicao 1.1. Seja f : X — R wma funcdo mensurdvel ndo-negativa, entdo a funcdo

A E) dada por
= / fu
E

é uma medida absolutamente continua com relacao a medida p no sentido que se

ECX epn(F)=0, entao A\(E) = 0.

Teorema 1.6 (Egorov). Sejam E um conjunto mensurdvel, f uma fun¢ao mensurdvel e
{fn} uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis e . Se f, — f q.s em E entao {f,} converge

uniformemente para f em E.

Teorema 1.7 (Luzin). Sejam [a,b] compacto e f : [a,b] — R. f é p-mensurdvel se, e

somente se, Ve > 0 existe uma fun¢ao continua g : [a,b] — R tal que

u({s @) # g@)}) <€

1.1.4 Os espacos L”

LP(I) é o espago de Banach das (classes de) fungoes f : I — R mensurdveis (no sentido

de Lebesgue) e p-integrdveis (p > 1) com as seguintes normas finitas:

uller) — (/|f |pdx) 1<g<oo,

o) = ess sup )]

L?(I) é um espago de Hilbert com produto interno dado por

(f.9) = / f(x) g(x) de

LP (I) é o espago das fungoes f € LP(A) para A um conjunto aberto contido compacta-

loc
mente em I, ou seja, A C I e A é compacto.
LP(I,RN) é o espaco de Banach das fungoes u : I — RY cujas componentes u; € LP(I)

para 1l <17 < N.

Proposicao 1.2 (Desigualdades de Young e Holder).



Desigualdade de Young : Sea,b> 0 ep,q tais quept +q 1 =1com1l<p< oo
entao
a?  b?
ab< —+ —.
p q
Desigualdade de Holder : Se u € LP(I) e v € Li(I) tal que p* + ¢! = 1 para
1 < p < oo entao

/I\uv]dm < ullo|v]|zacn)-

Teorema 1.8 (Teorema de Riesz). O dual de L?, representado por (LP)', pode ser

1

identificado com L% parap~'+q¢ ' =1 el < p < 0o. Equivalentemente, para 1l < p < 00,

se p € (LP) entao existe um unico v € LY tal que
o) = [ vla)ula)da, Ve L e llpllay =l
I
Proposicao 1.3. Para 1 < p < o0, 0s espacos LP sao separdveis. Para 1 < p < o0,
0s espagos LP sao reflexivos, ou seja, o bidual de LP, representado por (LP)", pode ser

identificado com com LP.

Proposicao 1.4. Para 1 < p < 00, 0 espago C°(I) é denso em LP(I), ou seja, Ve > 0,
se f € LP(I) entao existe g € C3°(I) tal que ||f — g|r) < €.

Definigao 1.2. Sejam 1 <p<ococep l+qg ' =1.
Convergéncia forte: Dizemos que a sequéncia {u,} de LP converge (forte) para u em

LP, e representamos por u,, — u em LP, se
lim ||u, —u||z» = 0.
n—oo

Convergéncia fraca: Dizemos que a sequéncia {u,} de LP converge fracamente para u

em LP, e representamos por u, — u em LP, se

lim [ (un(z) —u(z)) e(x)de =0, Vo e LI(I).

n—oo I

Convergéncia fraca-x: Para p = oo, dizemos que a sequéncia {u,} de L> converge

*
fraca-* para u € L*°, e representamos por u, — u, se

lim | (up(z) — w(x)) p(z)dr =0, Vo € L'(I).

n—oo I

10



Teorema 1.9.
(i) Para1<p < oo, seu, — u em L™ entdo u, — u em LP;
(i) Para 1 <p < oo, seu, — u em LP entao ||uy||pe — ||ul|ze;

(ii) Para 1 < p < oo, se u, — u em LP entao entio {u,} € limitada e ||ul|pr <

. . ’ - ,7: *
lim inf ||u,||e. O resultado também é valido para p = oo e u, — u;
n—oo

(iii) Para 1 <p < o0, se u, — u em LP entdo existem uma subsequéncia {uy} de {u,}

e uma fungdo v € LP tais que up — u q.s e ||ug|| < g;

(iv) Para I um intervalo aberto e limitado e p > q > 1, LP(I) — LI(I) ¢é uma imersao

continua, ou seja, se u, — u em LP(I) entdo u, — u em LI(I).

Teorema 1.10 (Compacidade fraca). Para 1 < p < oo, se {u,} € limitada entao

existe uma subsequéncia {uy} de {u,} tal que u, — u em LP.

Definicao 1.3. Dizemos que um conjunto A C RY estd compactamente imerso no

conjunto aberto Q se A C Q e A é um compacto de RYN. Representamos A CC Q.

Nao é complicado verificar que A CC € se, e somente, se A é limitado e A esta

“longe” da fronteira de €2, ou seja, dist(A, 9Q2) > 0.

O seguinte resultado é uma importante caracterizacao dos conjuntos compactos de

LP:

Teorema 1.11 (Compacidade forte). Sejam Q € RY um aberto limitado e B C LP(Q),
p > 1. B érelativamente compacto em LF(Q), se, e somente se, as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas:

(1) B € limitado em L*(Q), isto ¢, sug ||u||Lr(o) < 005

(ii) as fungoes de B sao equiconm/n:fas na média, isto €, Yu € B, Ve > 0 existe § > 0
tal que, Vh € RY,

[|h]] <o :>/ lu(z + h) —u(z)]P < €
Q

para toda u estendida por zero fora de ).

11



O seguinte resultado, conhecido como Teorema de Dunford-Pettis e provado pela
primeira vez por Lebesgue, caracteriza os conjuntos limitados de L'(a,b), que sao se-

quencialmente fracamente compactos.

Teorema 1.12. Sejam 2 um aberto limitado RY e {u,} uma sequéncia em L*(Q). Se
(i) {un} € limitada, ou seja, sup ||u,||L1 () < 00;

(ii) o conjunto das fungoes E — / |un| dx com E C 2 € equiabsolutamente continuo,
E

ou seja, Ve > 0 existe 6 > 0 tal que, Vn,

u(E) < 5;»/ fup| da < e.
E

Entao, existe um subsequéncia {uy} de {u,} que converge fracamente em L'(Q).
Além disso, se {u,} converge fracamente em L'(Q) entao as condig¢oes (i) e (ii) sao

verdadeiras.

A hipétese de “limitacao” do Teorema 1.12 pode ser substituida por uma condicao

de “uniformemente integravel”:

Teorema 1.13. Seja £ um subconjunto de L'(Q2). Entao as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) & € sequencialmente fracamente compacto em L'(Q);

(ii) as fungoesu € & sao uniformemente limitadas em L'(Q) e o conjunto das fungoes
E— / |un| dx com E C Q eu € & € equiabsolutamente continuo;

(iii)E as funcoes u € £ sao uniformemente integrdveis, ou seja,

lim |u(z)|dx =0 wuniformemente em E.
€70 JzeQ; lu(z)|>c}

(iv) existe uma fungdo O : (0,4+00) — R (que pode ser considerada convera e cres-

cente) tal que

lim () = 00, sup/ O(|u]) dx < 0.
0

t—o00 t wes
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1.1.5 Convolucao e regularizagao

Teorema 1.14. Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < co. Entdo, para quase

todo x € RN, a funcao y — f(z —y)g(y) € integrdavel em RN e definimos
(f *g)(x) = /N fz=y)gly)dy.
R

Além disso, f+ge LP(RY) e ||f = g|lpo@yy < | fllm@y)ll9ll oo @y)-

Defini¢ao 1.4. Uma sequéncia regularizante (p.) € qualquer sequéncia de fungoes em

RY tal que

pe € C)(RY), suppp. € B(0,1/e), /pezl, pe >0 em RY.

Obtermos uma sequéncia regularizante fazendo p.(r) = CeV p(x/e) com C =

1
Ir

para
e/1eP=1) e |z <1
px) =
0 se |z > 1.
Considere o seguinte operador:
5.4 = (px la) = [ oo =) Sy (1)
RN

Teorema 1.15 (Operador regularizante). Sejam N > 1,  C RY um aberto nao vazio e
ferr(),1<p<ootal que f(r) =0 em RY — Q. Entao

(i) S.f € C=(RY) e IS fllimiey < IIfllsoy, Ve > 0

(ii) lim S.f = f em LP(Q);

e—0t

(iii) Se supp f C Q compacto, entao S.f € C§°(2) para todo 0 < € < ¢ com €y =
dist (092, supp f);

(iv) Se K C Q compacto e f € C(K) entao lim Sf = f uniformemente em K;

e—0

(v) Se p = o0, entao (i) é valida e lir(r)1+ Sef(x) = f(z) q.s em €.
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Capitulo 2

Método Indireto

Neste capitulo descrevemos a abordagem cldssica indireta para resolver problemas
variacionais. O método consiste em buscar condigoes necessarias e suficientes para

minimo de um funcional.

A principal condi¢ao necesséria é que a primeira variagao do funcional se anule em al-
guma fungao. Como consequéncia disso, qualquer funcao candidata regular deve satisfaz
a equacao de Euler-Lagrange. Para problemas variacionais unidimensional esta equacao

é uma equacao diferencial quasilinear de segunda ordem.

2.1 n-ésima variagcao de um funcional

Seja X um espago de Banach com norma || - ||x ¢ F : X — R um funcional.

Definigao 2.1. Uma §-vizinhanga de xo € X € o subconjunto Vs(zo) de X definido por
Vs(xzo) ={z € X; ||l — xo||x < 6}

Observe que, para h € X e x = x¢ + h tem-se entao Vs(zo) = {h € X ; ||h|| < §}.

Definigao 2.2. Sejam X wum espaco de Banach com norma || - ||x e F : X — R um
funcional. Dizemos que F tem minimo local em xy se, e semente se, existe uma O-

vizinhnea Vs(xg) de xq talque F(x) > F(xo), Yo € Vs(zo).

Sejam A C X um subconjunto aberto tal que, xo € Ae F: A — R. Para h € X fixo,
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considere a funcao

B(c) = Flwg + ch),

com € € R um parametro na vizinhanca de € = 0. Se zy é minimo de F em A entao

¢'(0) = 0 e temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1. A 1* variagao do funcional F(z) em xo na dire¢ao de h, representada

por 0F (zo, h), € definida por

5F (20 h) = LF@o+ en)] —timZ (o + €h) = Flxo)

2.1
de e=0 =0 € (2.1)

quando este limite existe para todo h € X e e € R.

Logo, a 1% variagao do funcional F é §F(xg, h) = ®'(0). Deste modo, podemos definir

a n-ésima variagao de F como segue:

Definigao 2.2. Definimos a n-ésima variagao do funcional F no ponto xy na direcao de
h por
§"F(xo,h) = @™ (0), n=1,2,...

Definicao 2.3. Dizemos que o funcional F tem ponto estaciondrio ou critico em xy Se

§F(zo,h) =0, Vh € X.

Podemos definir derivada de um funcional num sentido “mais forte” do que a 1°

variacao.

Definicao 2.3. O funcional F : X — R tem “derivada de Gateaux” mo ponto xgy, se e
somente se existe a 1* variagdo 0F (xg, h) para todo h € X e existe um funcinal linear e

continuo F'(xo) : X — R tal que
F'(xo)(h) = 0F (w9, h), VheX.

Representaremos a derivada de Gateaux por F'(xo).

A derivada de Gateauzr F'(yy) € chamada “derivada de Fréchet” se, e somente se,
Flao +h) = F(xo) = F'(wo)(h) + E(R)||h]]

para todo h € X numa vizinhang¢a de h =0 e HflLiHInoE(h) = 0.
—
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Um funcional F : X — R é chamado de “classe C'” se, e somente se, a derivada de

Fréchet F'(x) existe para todo x € X e o operador F' : X — X' é continuo.

Quando X é um espaco de Hilbert temos o seguinte resultado:

Exemplo 2.1. Se F : H — R é um funcional diferencidvel em xo entio F'(xo) é um
funcional linear e continuo. Pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um unico
¢ € H tal que F'(zo)(h) = ({,h), Yh € H. Usando a notagiao { = VF(xg), podemos
escrever F'(xg) = VF(xg). Chamamos VF(zy) de gradiente de F em xq.

No seguinte apresentaremos condicoes necessdarias e suficientes para extremo local.

Teorema 2.1. Sejam X um espaco normado, A C X wum aberto tal que o € A e

F: A= R

(i) Condicao necessaria: Se xy € um minimo local de F, entdao xo € ponto critico

de F, isto €, se existe d.F (xg, h) para cada h € X entao
d0F(xg,h) =0, VheX. (2.2)

(ii) Condigao suficiente: Se xy € um minimo local de F entao:
(a) A condi¢do necessdria € satisfeita;
(b) Eziste a 2% variagio 6*F(z,h) para todo x € V(x) e todo h € X e existe uma

constante C' > 0 tal que
6*F(xz,h) > C||h||?>, VheX.

(¢) Dado e, > 0, existe n(er) > 0 tal que, Va,h € X,

|z = @ol| < n = |0°F(x,h) — 6°F(o, h)| < er|B][*.

Demonstracao: (i) Seja ®(e) = F(zo + €h) com € € R um parémetro na vizinhanca
de ¢ = 0. Entéo a funcdo real ® tem minimo em ¢ = 0, ou seja, ®'(0) = 0 e temos a

condigao (2.2).

(ii) Como @'(0) = 0, pelo Teorema de Taylor classico, temos

Fla+h) = Flao) = 9(1) — 6(0) = 56"(0) = 30 F(wo + 0h. ).
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com 0 <6 <1eVhe X. Usando que
62 F(wo + Oh, h) = 6°F (20, h) + (6*°F (20 + Oh, h) — 6> F (0, h)).

tem-se

1 C C
Flan-+ 1) = Fao) 2 3 (€= 5 ) InlP = TP,

C
para todo h € X tal que ||h]| < 777 |

2.2 Equacao de Euler-Lagrange

Nesta secao caracterizaremos a condigao necessiria dada em (2.2) para minimo de

funcionais integrais.

Especificamente, para F € C'(IxRYxRY R) e u € C'(I,R") queremos minimizar o

seguinte funcional:
b
F(u):/ F(x,u(z),u (z)) dz. (2.3)

Observe que o integrando em (2.3) é a composigao da fungao F(x, z, p) com a aplicacao
x — (x,u(x),u(x)). A funcdo F(z,z,p) é usualmente chamada Lagrangeano do
funcional F definido por (2.3). Como F € C' e u € C*(I,R") temos que (2.3) estd bem
definido.

2.2.1 Caso N =1

Por simplicidade vamos considerar primeiro o caso N = 1. Assim, queremos obter
uma funcio u € C'(I) que satisfaz as condicdes de fronteira u(a) = o e u(b) = 3 e

minimize o funcional
b
F(u) = / F(z,u,u')dz (2.4)
a
com F(x,u,p) uma funcdo com derivadas parciais até 2% ordem continuas.

Seja K(a,8) = {u € CY(I); u(a) = o, u(b) = B}. Vamos calcular a 1% variagao de

F. Para isto, seja u € K(«, 3) o minimo local de F. Entao

b
F(u+eh) :/ F(x,u+ eh,u' + €h') du, (2.5)
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para toda h € C3°(I). Logo,

b
OF (u, h) = % </ F(x,u+eh,u’+eh')dm,)

[ (e oy,
=0 J, \Oude Ou de '
Note que para efetuar os calculos acima usamos a continuidade de F'. Assim,

b
OF (u, h) = / Fu(x,u, v )h(x) + Fu(z,u,u ) (z) dz.
E a condigao necessaria 0.F (u, h) = 0 torna-se
b
/ Fu(z,u, v )h(x) + Fy(z,u,u )W (x) de = 0. (2.6)

Note que até agora as exigéncias de regularidade do minimo u(x) é que pertenga a
classe C*(I). Por esta razdo, a formulacio (2.6) é chamada formulacdo fraca e u € C*(I)
satisfazendo (2.6) chamado extremal fraco de F.

Considere n(x) = /I F.(s,u(s),u'(s)) ds e observe que n € CY(I), pois u € C*(I).
Efetuando a seguinte inategra(;éo por partes no primeiro termo de (2.6) obtemos

a

/ Fuh(r) do = (o) - / () B (x) da.

a

Como h(a) = h(b) = 0 e n(x) é continua tem-se h(z)n(z)| =0 e (2.6) torna-se

b
b
/ (Fy(x,u,u’) —n(x))h' (x)dx = 0. (2.7)

para toda h € C§°(I).

Para finalizar vamos usar o seguinte Lema, chamado Lema de Dubois- Raymund.

Lema 2.1 (Lema de Dubois-Raymund). Sejam ¢ € C(I) e h € C}(I). Se

b
/ P(x) W' (x)dx =0, Vh.
Entdo, existe uma constante ¢ tal que ¥(x) = ¢ para todo x € 1.

1 b
Demonstracao: Para ¢ = v a / ¥(x) dr tem-se

/ (c—¢(x))dr =0. (2.8)
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Escolhendo h(z) = / (c —1(s))ds obtemos h € CJ(I). Usando a hipitese e esta

particular h temos
[ @@ s = [ 0@ (- o) de =0, (29)

Multiplicando (2.8) por ¢ e (2.9) por (—1) e somando o resultado obtemos

c/( dx—/¢ (¢ — (x)) dz = 0.

/ab(c (@) = 0.

Como (¢ — ¥ (z))? > 0 em [a, b], segue que ¥(z) = c em [a, D] |

o que implica

Aplicando o Lema 2.1 em (2.7) concluimos que
Fe =) =c= Fu = [ Fu(su(s)(s)ds +c

o que resulta na seguinte equacao diferencial de 2a ordem

OF d (OF
ST <%) = 0. (2.10)

Em resumo,

Teorema 2.2. Seja F(x,u,p) uma fun¢ao continua com derivadas parciais de 1% e 2%
ordens continuas. Sejau = u(x) uma funcdo de classe C*(I) tal que u(a) = a e u(b) = 3.

Se u(x) € um minimo do funcional

entdo u(x) satisfaz a formula¢iao (2.6) para toda h € C§(I) e a equagdo diferencial

(2.10).

A equacao (2.10) é chamada equagao de Euler-Lagrange em homenagem ao mate-
matico suico Leonard Euler (1707-1783) e ao matemadtico frances Josep Louis Lagrange
(1736-1813). Foi obtida pela primeira vez por Euler em 1744 por um processo de apro-
ximagao. Em 1755, aos 19 anos, Lagrange obteve a mesma equagao por um método que

é essencialmente o mesmo método apresentado acima.
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Em geral, a equacao de Euler-Lagrange é uma equacao diferencial ordinaria quasi-
linear de 2% ordem, mas nem sempre o extremo ¢ uma fungao de classe C%(I). De fato,

considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2. Considere o problema de minimizar o funcional
1
F(u) = / u?(2r — ') dx
~1

sugeito as condigoes de fronteira u(—1) =0 e u(1) = 1.

Observe que F(u) > 0, e logo, seu valor minimo é 0. Além disso, a fungao

0 se —-1<z2<L0
u(z) =
2?2 se 0<ax<1

é o minimo do funcional F em K(1,—1) = {u € C*([-1,1]); u(—1) =0, u(1) = 1}. De
fato, u satisfaz a equacao de Euler-Lagrange de F, pois F,(z,u,u') = 0e Fy(z,u,u’) = 0.

Além disso,

Flu) = /1 42 (20 — 22)* dx = 0.

0

Mas, nao existe u”(0), e logo, u & C*([—1,1]). |

Para apresentarmos o argumento de Lagrange, efetuaremos uma integragao por partes
no segundo termo de (2.6). Assim,

/ab Fuli(z) da / P

usando que h(a) = h(b) = 0 e a continuidade de F,/, obtemos

b b d
Fyh (z)dx = — —Fu/h dx
| Patt@yas == [ L Fubia)

/ab (aé?_i - % (g_f)) M) de =0 (2.11)

Para concluirmos vamos aplicar o seguinte resultado, conhecido como Lema Funda-

e (2.6) torna-se

para toda h € C§°(I).

mental com Cdlculo Variacional:
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Lema 2.2 (Lema fundamental). Sejam ¢ € C(I) e h € C}(I). Se

b
/ Y(z)h(z)dr =0, Vh.
Entao, ¢ (x) = 0 para todo = € [a,b].

Demonstragao: Suponha, por contradigdao, que existe xy € [a,b] tal que 1(xq) # 0.
Entao podemos assumir sem perda de generalizade que 1(zg) > 0. Como 9 (z) é continua
em [a, b] pelo Teorema da conservagao do sinal temos que existe uma d-vizinhanga Vs(xg)

de x¢ tal que ¢(z) > 0, Vo € Vy(xg). Seja

(x—29—0)*(x — 2o+ 6)* se z € Vs(xo)

h(z) =
) 0 se x ¢ Vs(xo)

Entao, h € C'[a, ] tal que h(a) = h(b) = 0. Para esta escolha de h(x) temos que
b x0+6
/ W(x) h(zx) d:U:/ V() (x — 39 — 8)* (T — 39 + 6)? dx > 0,
a xo—0
o que contradiz a hipdtese. Portanto, ¢(z) = 0 para todo z € [a, b]. [ |

Portanto, para aplicarmos o Lema fundamental do Célculo Variacional em (2.11)

devemos garantir a continuidade da funcao
oF d (0F
ou dr \ou' )’

Para isto, observe que

2 2 2
d <8F> O°F | F , OF , (212)

— =)= + U+ s

dx \ Ou Ozou’  Ou'du ou?
Deste modo, assumindo que as derivadas parciais da F' sdo continuas e v’ € C([a, b])
entdo para garantirmos a continuidade do termo dado em (2.12) devemos exigir que u”
exista e seja continua em [a, b]. Portanto, u(z) deve ser uma fungao de classe C?(]a, b]).

Por esta razao, a formulagao (2.11) é chamada formulacdo variacional (forte).

Exemplo 2.3. Existem casos particulares em que a equagao (2.10) é uma EDO de 1*

ordem. Por exemplo, quando F' depende apenas de u e u'. De fato, se F' = F(u,u’) entdo

OF d(@F) OF  *F , *F

u  dz \ou') " ou  owou- _8y’8u’u'

2.13
ou dx ( )
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Multiplicado (2.13) por u' obtemos

Uou T awan” " awowt T @ \F " Yau

JOF  *F , 0*F d( ,aF)

Portanto, neste caso, a equagao de Euler-Lagrange tem solucao geral dada por

JOF

Fou=— =
“au'

C
com C uma constante. |

Euler foi criticado por Lagrange pela “falta” de rigor do seu método. Porém, a
deducao de Lagrange também foi incompleta, pois ele usou sem provar o Lema funda-
mental do Calculo Variacional. Em sua resposta a Lagrange, Euler argumentou que tal
afirmacao nao era ébvia e precisava ser demonstrada. Esta prova foi dada por Dubois-
Raymond, e por esta razao o Lema 2.2 também é conhecido como Lema de Dubois-

Raymond.

Exemplo 2.4. Consirede o seguinte problema variacional:

A equacao de Euler-Lagrange do problema acima é dada por

oF _ 2u aF—Qu’:> oF _ d (OF =u"+u=0
ou oo ou drx\oy /) o
Sabemos que a solucao geral da equacao diferencial ordinaria de 2% ordem u” +u = 0
é u(z) = ¢1 cosx + casenz. Usando as condigoes de fronteira obtemos ¢; =0 e co = 1 e,

logo, a funcdo candidata a extremo de F é u(x) = senx.
2

au/2

Observe que (r,y) =2#0eu € C*([0,7/2]). |

2.2.2 Caso N >1

Nesta secao buscaremos solucio u(x) na classe C*(I,RY). Em algumas situacoes,
vamos considerar F' somente numa vizinhanca de u. Nestes casos, basta assumir que

F € CY(U) com U um conjunto aberto em I xRY xRY tal que U C G, com G, =
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{(z,u(x),v/(x)); x € I}. Chamaremos U uma vizinhanca de G, = {(x,u(z),v' (z)); v €
I}. Deste modo, F(v) estd bem definido em Vs(u) = {v € CY(I,RY); |lu — v o1 rvy <
6}. Portanto, para ¢ € C*(I,RY) e || < €y com €9 = §/¢0]|c1(1 rny, & funcdo
O(e) = Fu+ ep) (2.14)
estd bem definida, é de classe C'(—¢, ¢9) e ®'(0) é dada por
b
®'(0) = / Fu(x,u,u) - o+ Fy(z,u,u’) - ¢ de. (2.15)

Definicao 2.4. Dizemos que u € C*(I,RY) é um minimo fraco de F se existe 0 < § <

1 tal que
F(u) < Fu+t ), Vo€ C(LRY); [@llcrrryy <. (2.16)
Definigao 2.5. Dizemos que a func¢io u € C1(I,RY) é um extremal fraco do funcional
F se
/b Fu(z,u,v) - o+ Fu(z,u,u') - o' de =0, Ve Or(,RY). (2.17)
Se u € um e;l:tremal em CHI,RYN) entio (2.17) € equivalente a 6F (u,¢) = 0, Vo €
Cso(I,RY).
Em outras palavras, extremais fracos de F na classe C'(I,R") sdo pontos esta-
cionérios de F em todas as direcoes regulares ¢ € C5°(I,RY).
Em resumo,

Proposicao 2.1. Se u € CY(I,RY) é um minimo fraco de F entdo u é um extremal

fraco de F.

Note que ,
OF (u,p) = / [Fu(x,u, u) o+ Fy(z,uu) - | de (2.18)
é um funcional linear com relacdo a ¢ para o € C*(I,RY).
Além disso, observe que extremais (solugoes da equacao de Euler-Lagrange) nao sao
necessariamente minimos de funcionais. Por exemplo, minimos locais e pontos de sela

também podem ser solugoes.

Como no caso N = 1, podemos mostrar que extremais fracos de classe C?(I, RY)
satisfazem a equacao de Fuler-Lagrange. Para isto, vamos considerar a seguinte versao

mais regular do Lema fundamental:
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Lema 2.3 (Lema fundamental). Se f € C(I) satisfaz

/f(m)n(m) de =0, VneC;(I). (2.19)
I

Entao f(x) =0 para todo x € 1.

Demonstracao: Sejam § > 0 e yg a funcao carecteristica de algum intervalo I, =

(xg — 8,20+ ) C I. Como C§°(I) é denso em L*(I) e xo € L?*(I), existe uma sequéncia
Xn € C(I) tal que, x, — xo em L*(I). Por (2.19) temos

/I F(@)xa(w) dz = 0,

o que implica 0 = lim /f(x)xn(x) dr = /f(x)XO(x) dx.
Portanto, [ f(x)dx = /f(:c)XO(x) dr = 0. Logo,
Io I

1 I0+5

% L f(z)dx =0.

Fazendo 6 — 07 obtemos f(zq) = 0 para todo zg € I. [

O Lema 2.3 vale sob condig¢oes menos regulares de f, com mostra o seguinte resultado:
Lema 2.4. Se f € L'(I) e satisfaz (2.19) entao f(z) =0 ¢.s. em I.

Proposigao 2.2. Sejam U uma vizinhanca de G, e v : I — RY. Suponha que u é um

extremal fraco de F e F € C*(U). Se u € C*(I,RN) entao u satisfaz

C%Fu/(:c,u(x),u’(x)) — Fu(z,u(z), v/ () =0 em I. (2.20)

Demonstracao: Integrando por partes (2.17) obtemos

b
d
/ [Fu(:r,u,u') — %Fu/(a:,u, u’)] co(z)dr =0, Ve Or,RY).

Escolhendo ¢ = (¢!, ..., oY), com oF =0 se k # i, o' =1 com n € C(I), obtemos

b
/ [Fui(:p,u,u') - %Fu;(a:,u,u')}n(x) de =0, VneCF).

Aplicando o Lema fundamental 2.3 temos que

Fo (z,u(x), v (z)) — %Fu;(x,u(x),u’(x)) =0 em I, 1<i<N. (2.21)
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Deste modo, a Proposicao 2.2 garante que qualquer extremal fraco de classe C%(1, RY)
de F com um lagrangeano de classe C? necessariamente satisfaz a equacao de Euler-

Lagrange.
Observe que o sistema (2.21) é satisfeito para qualquer extremal v = (uy,...,uy) de

classe C?(I,RY) e é um sistema de N equagoes quasilineares de 2% ordem.

Podemos combinar as Proposicoes 2.1 e 2.2 para obter

Proposigao 2.3. Suponha que F € C?, u é um minimo fraco de F e u € C*(I,RN) N
CY(I,RN). Entdo u satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange (2.20).

Definigao 2.6. Toda solugio u € C*(I,RY) da equacio de Euler-Lagrange é chamado

extremal de F.

Para ilustrar apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Considere N = 1, o lagrangeano F(z,z,p) = w(x,z)y/1+ p? com

w(z,z) > 0 e o seguinte funcional integral
b
F(u) = / w(z,u)vV1+u?de.

Entao,

U/

V1+u?

e a equacao de Euler-Lagrange correspondente é dada por

Fu(z,u,u') = wy(x,u)V1+ u'?

Fu(z,u,u’) = w(z,u)

d u’
i |0 g e VTR =0
d u
ou na forma kwv'1+ v? = w, — v'w, com k = — (— a curvatura do grafico de
dx /1 + u/2>

Exemplo 2.2. Considere N = 3, m > 0 uma constante, V(z) uma funcao de classe

C'(R3), o lagrangeano F(z,v) = %H v||* — V(z) e o funcional integral

= [ SR - V)]

t1
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Na mecanica F(z) representa a a¢ao do movimento x = x(t), para t € [t1, t5], de uma
particula de massa m num campo de for¢as conservativo —V, com V' a energia potencial
el = %i:2 a energia cinética do movimento z(t). A equagao de Euler-Lagrange da agao
F é a equacao de Newton

mi = —V,(x).

Pela Proposicao 2.3, minimos fracos de F com lagrangeano F de classe C? sao ex-
tremais de F se sao de classe C?(I,RY). Note que um minimo fraco de F de classe
CY(I,RY) nao pertence necessariamente a classe C*(I, RY), como ilustra o seguinte ex-

emplo.

Exemplo 2.3. Considere N = 1, [ = (—1,1), F(x,z,p) = 2%(2z — p)? e o seguinte
funcional

F(u) = / w?(2) (22 — u'(2))* d.

1

Entdo, a funcdo u € C*(I) dada por

0 se ze[-10]
u(r) =
z? se x€[0,1]

é um minimo de F em C = {v € CY(I,R); v(—1) = 0,v(1) = 1}. Mas u”(0) ndo existe,

e, logo, u & C*(I,R).

Trataremos mais detalhadamente a questao de regularidade para extremais fracos e

minimos no Capitulo 5.

Embora um extremal fraco de F nao seja necessariamente de classe C?(I, RY), pode-
mos mostrar, como no caso N = 1, que a equagao de Euler-Lagrange ¢ satisfeita quando
F,(z,z,p) é apenas continua. Para isto, precisamos da seguinte versao do Lema de

DuBois-Reymond:

Lema 2.5 (Lema de DuBois-Reymond). Se f € L'(I) e satisfas

/If(w)n’(x) de=0, VneC;(). (2.22)

Entao existe uma contante ¢ € R tal que f(x) =c q.s. em I
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Proposicao 2.4. Se u € CY(I,RY) um extremal fraco de F. FEntdo existe um vetor

constante ¢ € RN tal que
Fu(z,u(z),u' () = c+ /I F.(t,u(t),u'(¢t))dt, Vzel. (2.23)
Demonstracao: Integrando por partes (2.17) tem-se
/b Fu(z,u,u') - p(x)de = — /b (/x Fu(t,u(t),u(t)) dt) - (z) dx
para toda p € C5°(1,RY). Logo,

[ |petetar vy - [ Runoya] - dwa =0 veecrur),

(2.24)

Aplicando o Lema 2.5 em (2.24) obtemos (2.23). |
Note que a fungao

P(x) = c+/ Fo(t,u(t),u'(t))dt (2.25)

é de classe C1(I,RY), o que implica F (-, u(x),u/'(z)) € CY(I,RY). Derivando (2.23)

com rela¢ao a « obtemos (2.20). Em resumo,

Corolério 2.1. Qualquer extremal fraco u de F tal que u € C*(I,RY) satisfaz

%Fu/(x,u(x),u’(x)) — F(z,u(x),d'(x)) =0 q.s I.

Observe que nao podemos aplicar a regra da cadeia para derivar F (z,u,u’) em

relacdo a x, pois u é apenas de classe C'(I,R").

A equagao (2.23) é conhecida como equagdo de DuBois-Reymond ou equagao de Euler-

Lagrange na forma integral.

Usando os mesmos argumentos podemos mostrar o seguinte resultado:

Proposigao 2.5. Seu € Lip(I,RY) é um extremal de F entdo existe um vetor constante

c € RN tal que

Fu(z,u(z),u(x)) = C+/ Fu(t,u(t),'(t))dt, q.s. em I.
Além disso,

%Fu/(x,u(x),u’(x)) — Fy(z,u(x),d' () =0, ¢s em I.

27



2.3 O problema da Braquistécrona

O problema da Braquistocrona consiste em achar a trajetéria de uma particula que
desliza, a partir do repouso, sem atrito, e acelerada unicamente pela gravidade, de um
ponto (num plano vertical) no menor tempo possivel. Este problema variacional foi for-
mulado, em 1638, por Galileu que, erroneamente, deu como solucao um circulo. Em 1696,
Johann Bernolli apresentou o problema da Braquistécrona como um desafio lancado aos
maiores matematicos do seu tempo. Cinco deles resolveram o problema: Newton, Jacob

Bernoulli (irmao de Johann), Leibnitz, L’Hospital, além do préprio Johann Bernoulli.

Vamos supor que a particula de massa m parta do repouso, do ponto inicial A = (0, 0),

e deslize sem atrito pela curva u(z) até o ponto B = (x1, uq).

Seja x = s(t) o deslocamento da particula. Fazendo F(z,t) = s(t) — x e observando
oF
que i s'(t) # 0, podemos concluir, pelo Teorema da Fungao Implicita, que ¢ =

u(z) = u(s(t)). Este tempo é chamado “tempo invertido”. Assim, derivando o tempo

invertido obtemos

du 1
ds — ds  w(t)
dt

o que implica

v ds
/ —ds = / ds
o v(u)
para 0 < x < x;. Mas ds é comprimento de arco e, logo, é dado por /1 + w2, entao

1 1 12
t:/ YU e (2.26)

Para escrevermos a velocidade v(z) como fungao de u(x) usaremos conservagao de energia.

Para isto, considere que o eixo y tem sentido positivo para baixo e pela conservacao de

energia tem-se

mu?

= _ =0
5 mgu ,

o que implica v = y/2g u. Substituindo em (2.26), obtemos o seguinte funcional

1 2
/ U (2.27)

2gu

Portanto, o problema da Braquistécrona consiste em minimizar o funcional (2.27) tal

que u(0) = 0,u(x1) = uy. Logo, u deve satisfazer a equacao de Euler-Lagrange (2.20),
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ou seja,

u(l+u?) = ¢ (2.28)

com ¢ uma constante. Para resolvermos a equagao diferencial (2.28) faremos a mudanga

de varidveis u/(z) = cotgz. Deste modo, (2.28) torna-se

€1 €1 1
= = = —(1 —cos2z).
u(z(z)) [T a2 1+ cotgl 2( cos 2z)
Usando a regra da cadeia tem-se
dudr d 9 dz ca d 9
T = = — = — .
dx dz dz(clsen ?) dz  cotgzdz (sen’z)

Logo,
dr  csenz dz 9
i (2senz cos z) = 5= 2¢ysen”z = ¢ (1 — cos 2z).

Integrando obtemos

2
(2) = o <z B ser21 Z) 4y = %(23 —sen2z) + co.

Poranto, as equacoes paramétricas da curva sao dadas por

x(z) —cy = %(22 —sen2z),
u(z) = 2—1(1 — cos22).
Fazendo 6 = 2z obtemos
T—cy = %(0 — senf),
u = %(1 — cosf).

Portanto, a Braquistocrona é dada pelas equagoes paramétricas acima que represen-

tam uma cicldide.
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Capitulo 3

Espacos de Sobolev

Neste capitulo, trataremos do espaco das funcoes abolutamente continuas. Existem
dois modo de introduzirmos este espago: a abordagem cléssica devido a Vitali e Tonelli
e em termos dos chamados espagos de Sobolev. Neste trabalho trataremos dos espagos
de Sobolev H'?(I), p > 1 unidimensionais.

Um estudo detalhado dos espacos de Sobolev para o caso N-dimensional pode ser
encontrado em [1]. Relacionaremos estes espagos com as fungoes absolutamente continuas

introduzidas por Viltali.

3.1 O principio de Dirichlet

Nesta secao apresentaremos o problema que motivou o aparecimento dos espagos de
Sobolev.

Em 1857, B. Riemann assumiu, sem provar, um principio que utilizou como base da
sua teoria sobre as fungoes complexas, por ele chamado Principio de Dirichlet. Este

principio afirma que o problema:

Minimizar // (uf + ul — 2gu)dxdy (3.1)
Q

tem sempre solugao no espago C = {u € C1(Q);u = ur em 9N} com Q C R2. Podemos
mostrar (consulte [7]) que a equacdo de Euler-Lagrange deste problema variacional é a

equacao de Laplace Au = 0.
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Estudando o trabalho de Riemann, Weierstrass percebeu uma incoeréncia no principio
de Dirichlet. Em 1870, ele construiu um contra-exemplo mostrando que a existéncia de

solugao de problemas variacionais nao ¢ trivial.

Weierstrass considerou o seguinte problema variacional:

Exemplo 3.1. Mininizar o funcional

Flu) = /_ (@ ()P e, ueC (3.2)
com C = {u € CY([-1,1]); u(—1) =0, u(l) =1}.

1 | arctg(nz) arctg(na:)
2 Qarctg(n)
u, € C. Além disso,

Seja u,(r) = ,n=123,.... Entdo, u,(=1) = 0 e ul) = 1 e, logo,

1 ! n-w
n) — d
) 2n? arctg(n) /1 (14 n2a?)? v

1 /n 32
= ds
2n?arctg(n) J_,, (1+ s?)?

1 /oo 82
—_— ——ds.
2n? arctg(n) J_o (14 s2)?

Entao, lim F(u,) — 0 e, logo F(u) > 0 para toda u € C, o que implica

n—o0

inf F(u) =

ueC
isto é, (u,) é uma seqiiéncia minimizante.
Suponha que u, é uma solugao do problema (3.2), entao F(u,) = 0 e u, € C e, logo
zul(x) = 0, para todo = € [—1,1], o que implica v/ (x) = 0 em [—1, 1], ou seja, u.(x) é

constante. Mas, isso contradiz o fato da solucao satisfazer u(—1) =0 e u(1) = 1. n

Portanto, Weierstrass mostrou que, em geral, o problema variacional (3.3) nao tem
solugdo no sentido cléssico, isto é, em C = {u € C'(Q); u = 0 em 0N}. Este fato causou

enorme espanto nos matematicos do século XIX.

Muitos matematicos tentaram “salvar o trabalho de Riemann”, desenvolvendo métodos
especiais para resolucao da equagao de Laplace, sem usar do principio de Dirichlet. Entre

eles, citamos Schwarz, Neumann e Poincaré.
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Para melhor compreensdo, considere o caso unidimensional do problema (3.1) com
g =0 e o espaco C munido da seguinte norma

1/2

1
lulls = ( I |u'|2da:) ,
0
1 1/2
D(u) = (/ |u'[2dx)
0

Deste modo, podemos interpretar o problema (3.1) do seguinte modo:

ou da norma equivalente

Minimizar D(u), u € C (3.3)

com C = {u € C'([0,1]), [| - [l2);u(0) = e, u(1) = B}.
Claramente, 0 < II€1£D(U) < ~00.

Seja {ug} é uma sequéncia minimizante, ou seja, ux € C tal que D(uy) — inED(u).
ue

Como o espago (C'([0,1]),] - |l2) ndo é completo, em geral, (u,) nao converge em
C, portanto, o problema (3.3) nao possui solugdo em C. Porém, se considerarmos o
completamento de (C'([a,b]),]|| - ||2), representado por H'?(a,b) e chamado espaco de

Sobolev, podemos provar que o problema variacional generalizado
Minimizar D(u), u € C

tem uma tnica solucdo u em C = {u € H"*(a,b); u(0) = o, u(1) = }.

3.2 Os espagos H'"(I) e Hy"(I)

Seja I C R um intervalo aberto e p € R, p > 1. Considere C'(I) munido com a

norma finita

1
b P

O espago (C'(I), || - ||zriw(ry) néo é completo, entdo pelo Teorema do completamento 1.2

temos a seguinte definicao.

Definicao 3.1. O espaco de Sobolev H'?(I) € o completamento de (C*(1), || - ||mr(r))-
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Por definigao, espacos de Sobolev sao espacos de Banach com a norma (3.4). Seus
elementos sdo classes de equivaléncia de sequéncia de Cauchy em C*([).
Claramente H'2(I) é um espaco de Hilbert, pois neste caso a norma (3.4) é induzida

pelo produto interno
b b
(U, 0)prr2(r) = / uvdx+/ u' v da.
a a

Como consequéncia da definigao de H'?(I), temos o seguinte resultado

Proposigao 3.1. CY(I) € denso em H'P(I), isto é, se u € HYP(I) entdo existe uma

sequéncia (u,) em CY(I) tal que lim [ju, — ul oy =0 € lm  |Ju, — wp|| 1oy = 0
n—00 n,M—00

Como ||uy, — up, || o(r) < ||tm — Un || ey temos que (u;,) é uma sequéncia de Cauchy
em LP(I). Mas LP(I) é um espago normado completo, e logo, existe g € LP(I) tal que
w, — g em LP(I).

Deste modo, podemos caracterizar H'P(I) como o conjunto das fungoes v € LP(I)

tais que existem g € LP(I) e uma sequéncia (u,) em C'(I) satisfazendo
. - . r _
lim [~ ull iy =0, Tim [, — gllzn) = 0. (35)

Observe que nao podemos afirmar que g = u/, pois u € H"?(I) e nao sabemos qual
é o sentido de “derivada” em H'P(I). Porém, se u € H"P(I) N CY(I), ou seja, u tem
derivada no sentido classico, entao g é a derivada classica de u. De fato, como u,, — u
em HP(I) e ||u, — u|| o1y < ||ty — ul| 10, € logo, ul, — v’ em LP(I) e pela unicidade
do limite g = u'.

Isso motiva entendermos a func¢ao g dada em (3.5) como uma certa generalizagao do

conceito de derivada para fungoes de H'P(I).

Definicao 3.2. Seja u € LP(I), p > 1. Dizemos que a funcio g € LP(I) é a derivada
generalizada (ou derivada no sentido forte) de u se existe uma sequéncia {u,} em C*(I)
tal que

T [, = ullsy = 0. Jim [, = glliv) = 0. (36)

Proposicao 3.2. O limite g € unicamente determinado por u e independe da escolha da

sequéncia u, € C1(I).
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Demonstracao: A defini¢ao de g independe da sequéncia {u,} , pois duas sequéncias
de Cauchy determinam o mesmo limite. Suponha, por contradicao, que exista outra
derivada generalizada w € LP(I) de u tal que g # w. Entao, existem sequéncias {u, }
e {v,} em € CY(I) tais que v/, = g e v/, = w. Fazendo z, = u, —v, e 2/, = u, — v,

tem-se que z, — 0, e 2/, = g — w.

Usando integracao por partes obtemos
b b
/ 2 dr = —/ 2lodr, Vo e CF(I). (3.7)

Tomando o limite em (3.7) e usando que

b v b
lim [ z,0 dx=0, lim / Zlpdr = / (9 — h)pdz.
n—oo a a

n—oo a

obtemos
b
[a-wpar=o0. voecrm,

Aplicando o Lema 2.3 concluimos que g = w q.s. [

Podemos introduzir uma outra nogao de derivada conhecida como derivada fraca.

Definigao 3.3. Seja uw € LP(I), p > 1. Dizemos que a fun¢ao g € LP(I) € a derivada

fraca de u se g satisfaz

b b
/ugp’dx:—/ gedx, Yo e Ce(I). (3.8)

Definigao 3.4. O espagco WHP(I), p > 1, € 0 espaco das fungoes u € LP(I) tal que existe
a derivada fraca g de w e g € LP(I).

Pelos argumentos da prova da Proposicao 3.2 temos que se g ¢ a derivada generalizada
de u entao g é a derivada fraca de u. A pergunta natural é se a reciproca também
é verdadeira. A resposta é sim, como mostraremos no proximo teorema, e logo, as
duas definigoes sao equivalentes. Para provarmos este resultado precisamos do seguinte

resultado:

Teorema 3.1. Sejam I um intervalo aberto e limitado e f € L} (I), 1 < p < co. Se a

derivada generalizada f’ existe e f' € L} (I) entao

(i) Ve >0eVx e[ tal que [z —a| > €e |x —b| > € tem-se (S.f) (z) = S f'(x);
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(ii) Se A C I mensuravel entao lirraL 1(Sef) = F'llzoay = 0;
e—0
(iii) Se K C I é compacto e f' € C(I) entdo lim+ 1(Sef) = f'llzr(a) = O uniforme-
e—0

mente em K.
Teorema 3.2. Sejam I um intervalo limitado de R e u € WP(I). Entao

(i) Existe uma fungdo v € WP(R) tal que v = u em (a, b);
(ii) w e HY(I).
Demonstragao: (i) Sejam o’ e V' tais que a < o’ <V < b, e seja n € C'(R) tal que,

0<n<l1

1 se z€(—o00,d)
n(x) =
0 se xe (b,00)

Para u € W'?(I) escrevemos u = nu + (1 — n)u.

Observemos que nu € LP(a,00) e (1 —n)u € LP(—o0,b), assim como suas respectivas

derivadas fraca. De fato, para toda ¢ € C§°(a,0), obtemos
[e's) b b
/ nug' dr = / nug' dv = / U<(n<p)’ - n’cp) dx
‘ o b b b
= / u(ne) — / un'pdr = —/ u'ng —/ un'p dz

= —/ (u'n —un')pdz.

Portanto, (nu) = u'n +un’ € LP(a,c0).
Analogamente, tem-se que (1 —n)u € LP(—00,b).
Agora, estendemos por zero a fun¢ao nu a (a,00) e depois a R por reflexdo (em a).

Deste modo, obtemos uma fungao v; € W?(R) tal que
o1l[Ley < Cllullzey, [Jvillwrem) < Cllullwrem.

Do mesmo modo, estendemos por zero a fungao (1 —n)u a (—o0, b) e depois a R por

reflexdo (em b). Deste modo, obtemos uma fungao v, € W1P(R) tal que
vallr@y < Cllullzey, lvallwir@) < Cllullwira).

Entao v = vy 4 vy satisfaz as condigoes desejadas.
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(ii) Consideremos a convolugao p, * v. Entao, p, * v — v em HYP(I). Logo,

v € HYP(I), e consequentemente u € H'P(I). |

Exemplo 3.1. Considere a fungao u : (—1,1) — R dada por |z|. Entao, a derivada fraca
de u é a fungao w(x) dada por
-1 se —1<ax<0,
w(x) =1 ¢ se x=0,
1 se O0<z<1

com ¢ uma constante qualquer.

De fato, integrando por partes, para Vo € C§°(—1,1), tem-se

1 0 1
/ up' dr = / ugp’dx—l—/ u' dx
-1 1 0

= —/ u’gpdx—/o u pdr —u(—1)p(=1) + u(1)p(1)

-1

1
= —/ wpdr,
—1

pois ¢(£1) = 0. |

No seguinte resultado, mostraremos que as funcoes de HP(I) sao fungoes continuas.

Mais precisamente, a classe de equival éncia u € H'P(I) tem um representante continuo.

Teorema 3.3. (i) Toda fungao em HY'(I) é uniformemente continua em I. Em parti-

cular HY(I) € C(I) e tem-se

1
sup |u| < b al |u| dx +/ [u'| dz. (3.9)

xel

Além disso, Teorema Fundamental do Cdlculo € vdlido, ou seja,

xT

u(z) —uly) = /u’(t) dt, Vax,yel.

1
(ii) Sew e HY"(I), p> 1, entao u € C**(I) com o =1 — — e tem-se
p

1 b % b %
sup|uyg(b—/ |u|pdx) +(/ |u’|pdx) (b— )" (3.10)
z€l —aJg a

Além disso, para todo z,y € I temos

Ju() — u(y)| < ( [ dx); 2~ 2.
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Demonstracgao: Sejam u € H'?(I) e z,y € I. Entdo existe uma sequéncia de Cauchy
(u,) em C'(I) tal que u,, — uw em H'?(I). Queremos aplicar o Teorema de Arzela- Ascoli

1.5. Para isto, vamos provar que (u,) é equicontinua e uniformemente limitada em C(T).

Como u,, € C*(I), Vn, tem-se

Un () — up(y) = /JU w,, (t) dt (3.11)

o que implica

[un () = un(y)] <

/yz ! (0] dt' , (3.12)

()] < [un(y)] + / ! ()] dt. (3.13)

Integrando (3.13) com relacao a y em [ tem-se
1 b b
up ()] < b—/ | dt +/ | dt. (3.14)
—a Jg a

Portanto, devemos mostrar que, para £ C I, a familia de fungoes

E
é equiabsolutamente continua, ou seja, Ve > 0 existe § > 0 tal que

w(E) <= / lul|dx <€, VneN. (3.15)
E

De fato, usando (3.15) em (3.12) temos que (u,) é equicontinua em C(I). Além disso,
como u,, — uem LP(I), logo, é uma sequéncia limitada na norma ||-||»(5). Este resultado
combinado com (3.15) e (3.14) mostram que (u,) é uniformemente limitada C'(T).

Para provarmos (3.15), usaremos a propriedade continuidade absoluta da integral de
Lebesgue (veja Proposicao 1.1), ou seja, Ve > 0 existe dp > 0 tal que

€

w(E) < 6 = / lu'| dz < 1 (3.16)
E
Da convergéncia u,, — u em H'P(I) temos que existe ng = ng(e) € N tal que

n>ng = ||u, — ullgrea) <

YIS

Mas |lu;, — ||y < ||tn — ul|g1a(ry, 0 que implica

b
n>n0:>/ lul, — /| dx <
a
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Logo,

4

/|un|da:</|u —u'|dx+/|u|dx. (3.18)

Combinando (3.16), (3.17) e (3.18) obtemos

b
n>ny= ]u;—u’|dx§/ lul, — | dz < < (3.17)
E a

Mas,

w(E) < dg, n > ng = / lup | do < % (3.19)
E
Usando novamente a propriedade (3.16) da integral de Lebesgue temos que existem d,, > 0
tais que, para §* = min(dq, da, . .., O, ),
M(E)<5*:/ |u;|dx<§, Vn=12...n. (3.20)
E

Escolhendo § = min(dy, 0*) e combinando (3.19) e (3.20) obtemos
u(E)<(5=>/ luy| de <€, ¥ neN,
E

o que prova (3.15).

Portanto, podemos aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli 1.5 e obter uma subsequéncia
(ug) de (u,) uniformemente convergente, ou seja, existe w € C(I) tal que u; — w em
C(I) o que implica u = w q.s.

Agora, passando o limite em (3.11) e (3.14) para k — oo, obtemos o Teorema funda-

mental do Célculo e a estimativa (3.9). E a prova de (i) estd completa.

Para provarmos (ii) aplicamos a desigualdade de Holder em (3.12) e (3.14) para obter

lae] < ([ ar) oo
y y
S
([ rae) o=y
1 b % 1 1 b % 1 1
sup ju| < —— (/ |u\pd:1:> (b—a) »+ (/ ]u'|pd:c) (b—a) »
z€l b—a a a
1 > b L
Pd NP d b— p,
<b—a/1|u| x) —l—(/a |u/| x) (b—a)

Observe que o Teorema 3.3 garante que existe uma fun¢ao continua em I que pertence

u(z) —u(y)] <

IA

hSA

IN

a classe de equivaléncia [u], ou seja, se u € [u] entao u é continua quase sempre. Portanto,
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para I = (a,b) e u € H'*?(I) podemos definir u(a) e u(b) do seguinte modo:

u(a) = a:lchLlJr u(z), wu(b) = ;,}g?— u(z).

3.2.1 O espago H,"(I)
Defini¢ao 3.5. Hy”(I) € fecho de CL(I) em HY(I) com relagio a norma (3.4) .

Claramente H,”(I) é subespaco fechado de H%P(I). O seguinte resultado caracteriza

as funcoes de HyP(I):
Proposigao 3.1. Hé’p(I) =~ fu e HY(I); u(a) = u(b) = 0}.
Demonstragao: Seja u € H'"(a, 3) com (a, ) C I entao a fungao
B u(z) em («,f),
u(r) =
0 em [—(a,f).

pertence a Hy”(I). Por outro lado, se I € I, u € H"(I), v € H"(I) e u —v € Hy"(I)

entao a funcao

pertence a HP(I). Além disso, U —u € Hy’(I) e U' =v' em [ e U' =v' em I —1. W

Exemplo 3.2. Considere [a,b] um intervalo compacto e u : [a,b] — R uma fungao

continua com derivada classica continua por partes. Entao,

(a) Se w é a derivada fraca de u, entdo w = «’ com v’ a derivada classica de u em
(a,b);

(b) u e H"*(a,b)

(c) u € Hy?*(a,b) se, e somente se, u(a) = u(b) = 0.
Demonstracao: Para mostrarmos (a), subdividimos o intervalo [a,b] nos intervalos

[z, %j41] com x; os pontos de descontinuidade da derivada cléssica de u e integramos por

parte em cada um destes subintervalos do mesmo modo como no Exemplo 3.1.

(b) Como u é continua e w = v’ é continua por partes e limitada tem-se

b b
/ u? dr < oo, / u? dr < oo.
a a
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Logo, u € H"?(a,b).

(c) Seu € HS’Q(a, b) entao u(a) = u(b) = 0, pela Proposi¢ao 3.1. Reciprocamente,
seja u(a) = u(b) = 0. Pela regularidade de u em x = a e x = b vamos construir uma
fungdo v € C'([a, b]) que se anula numa vizinhanga dos pontos de fronteira x = a ez = b

e tal que
lu = vl[m2@e < n”

para algum 7 > 0. Para isto, considere o operador regularizante

vo= [ ey oty dy.

Logo, ve € C§°(a,b) e lim+ ve = v em L*(a,b). Diferenciando e integrando por partes
e—0

obtemos
b b
o = / Az — ) oly) dy = / P — ) v'(y) dy.

Portanto, lim v/ = v' em L?(a,b). Em resumo, para ¢ > 0 suficientemente pequeno e
e—0t

ve € C§°(a,b) tem-se
| = ve|l 2@y < 1w —v||lmrz@e + [[v —ve||lmr2@y <1

Fazendo € = 1/n e u, = v, temos que u, — u em H"“?(a,b) com u, € C5(a,b), Vn.

Logo, u € Hy*(a,b). [

Precisamos do seguinte lema para provarmos o proximo teorema:

Lema 3.1. Se p € L'(R) ev € H'"?(R) com 1 < p < oco. Entio pxv € H'P(R) e
(pxv) =pxv.

Teorema 3.4. Hy”(R) = H"*(R) para p > 1.

Demonstragao: Vamos mostrar que C}(R) é denso em H'P(R), e logo, Hy”(R) =

H'P(R). Para isto, usaremos “a técnica de convolugao” (que torna as fungoes C™) e a

“técnica de corte” (que torna seus suportes compactos).

Fixemos a funcdo ¢ € C3°(R) tal que 0 < ¢ <1 em R e satisfaz

1 se |z| <1,

0 se |z]>2.
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Para cada n € N*, considere a sequéncia

&ale) = (=)
Como ¢ € C§(R) tem-se &, € C°(R) e
&n(x) =1 em (—n,n), supp&, C (—2n,2n) e 0 < ¢, < 1. (3.21)

Observe que, se v € LP(R), 1 < p < oo, entao v — v em LP(R). De fato, por (3.21)
temos

ILm & (z)v(z) —v(x)]P =0 g.s em R.

Logo,
[En(z)v(z) —v(@)]P < [o(@)[P|€n(2) — v(@)[” < Ju(2)].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se

lim / Eu@)oe) —v(@)P do =0 = Tim &0 — vl ey = 0. (3.22)
R n o

n—o0

Agora sejam v € H'P(R) e (p,) uma sequéncia regularizante. Afirmamos que a

sequéncia u, = &,(p, * u) converge para u em H'P(R). De fato, escrevendo
un—u:gn(pn*u_u)+(§nu_u)
obtemos

|un —uller@y < &n(pn * u — w)||r@) + [[(§nt — u)|| Lo (r)

IN

[lon * w = ull o) + llpnu — ul| o)
Usando o Teorema 1.14 e (3.22) tem-se
lim |ju, — u||Lp(R) =0.
n—oo
Aplicando o Lema 3.1 obtemos
Uy, = & (pn * w) + Ea(pn * u),
e usando que &, = ¢'/n tem-se

1
etz = vl oy < 1 |zoo@ | on * oy + 1€ (pn * 1 = W)lray + (160" = 'l]oy-
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Usando que [|pn |1 ry = 1, Vn € N e ||p, * ul| o) < [|pnllnr @) ||e] o) tem-se
/ / 1 / !/ / !/ /
i, = wllzo@y < N e llull oy + llon * " = wll o) + [18n" — o) — 0

quando n — oo, e portanto, u, — u em H“P(R). [

Corolério 3.1. Seu € H'*(R), 1 < p < co. Entdo

Demonstragao: Sejam H'P(R) e (u,) uma sequéncia em C§°(R) tal que u,, — u. Entao

a fungao |u, [P~ 'u, € C3(R) e (|un|P " u,)’ = plu,|P~'ul,. Portanto, para x € R temos

u(@)Pu(z) = / C plun(t) PN () dt.

—00

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos

|un ()]

' | sl dt\ <o [ TP o)l
< [ Junl? e < el e
R

Assim,
-1
[un(@)” < pllunll e lunllom, Vo e R. (3.23)
Aplicando a desigualdade de Young com a = ||u,| ’i;(lR) e b= ||u,||Lrr) tem-se

p—1

IN

[ e [ [P len oy + 2l o e

[unllZoey + Nl o @y = lunllEs: (3.24)

IN

Usando (3.24) em (3.23) obtemos
1
un(2)| < prllunlgre@), Vo eR,

o que implica

SUp [un (2)| < pv |un e ). (3.25)

Portanto, (3.25) vale para toda u € H'"P(R). Mas ||u, — u||gro®) — 0 ¢, logo, Ve > 0

podemos escolher n suficientemente grande tal que sup |u, () — u(z)| < e.
R
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Por outro lado, u,, € C§°(R), e logo, | l‘im un(z) = 0, portanto existe A > 0 tal que
T|—00

|z] > A = |u(x)| <sup|u,(z) —u(x)| <e.
R

No que segue, vamos tratar de duas importantes propriedades dos espacos de Sobolev:

separabilidade e reflexividade.

Teorema 3.5. O espaco H'P(I) € separdvel para 1 < p < oo e reflevivo para 1 < p < oo.

Demonstragao: Seja X = LP(I)xLP(I) e consideremos a aplicagao T : H"P(I) — X,

dada por Tu = (u,u’). Definimos a seguinte norma em X
1
ol = (el + w2l )™ w0 = (wr,2) € X

T ¢ claramente linear e Yu € H"P(I) tem-se

[

1Tl = (lullyoy + 1 Eniry)” = Nl

Logo, T ¢ uma isometria, ou seja, H"P(I) e W = T(H"“(I)) sao isometricamente
isomérfos e podemos identificar H'?(I) e W.

Como H'P(I) completo temos que W é um subespago fechado em X. Mas, X é
separavel para 1 < p < oo e reflexivo para 1 < p < oo pois é produto cartesiano de dois
espagos separaveis e reflexivos, e logo, sabemos que as propriedades de separabilidade e
reflexividade sao propriedades herdadas por subespacos fechados de espacos de Banach.

Logo W é separével e reflexivo. Portanto H'?(I) também ¢é separdvel e reflexivo. |

Uma consequéncia de H'?(I) ser separdvel para 1 < p < oo é que podemos encontrar

uma sequéncia de subconjuntos Vi de HYP(I) tal que qualquer u € H'P(I) pode ser

oo
escrita na forma u = g apr com oy € R e Yy € V.
k=1

Teorema 3.6 (Desigualdade de Poincaré). Sejam I = (a,b) um intervalo limitado e
u € HyP(I). Entio

Jull ey < (b= a)|lu'|| Lo (2.

b 1
p
fully = ( [ 1P as)
a
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¢ uma norma em Hy"(I) equivalente a || - || gp.

Demonstracao: Se u € Hy”(I), entdo

u(@)| = [u(z) - u(a)] =

/ u' dx §/|u'[dx.
a 1

Pela desigualdade de Holder tem-se
u(@)] < (b—a)' 7| oy,

e logo,

u(@)P < (b—a)" [/l 75 . (3.26)
Integrando (3.26) com relacao a x obtemos o resultado desejado. [
Teorema 3.7. Se I é um intervalo limitado, entao a sequinte imersao é compacta:

HY (1) — CO(I), 1<p<oc.

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia limitada em HP(T), isto é, existe M > 0 tal

que ||tn || oy < M, ¥n € N. Pelo Teorema 3.3 tem-se

n() = un(y)] < ( / |u;rpdx)p w— g} Vayel
I

Logo,
[tn () — un(y)| < M|z —y|' ">, Va,yel

o que implica ser (u,) equicontinua. Entao, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli 1.5 existe

uma subsequéncia (uy,) de (u,) que converge uniformemente em C(7). |

Teorema 3.8. Seja I um intervalo limitado. Entao a sequinte imersao é compacta:
HY(I) — LY(I), 1<q< 0.

Demonstragao: Seja (u,) uma sequéncia limitada em H'(I), isto é, existe uma con-
stante ¢ > 0 tal que

|tn || gy < ¢, ¥n €N,
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Mostraremos que (u,) tem uma subsequéncia que converge forte em L9([). Para isto,
lembremos que um subconjunto E de um espaco métrico completo X é relativamente com-

pacto se, e somente se, para todo € > 0, existe um conjunto finito de pontos {xge), cee ng)}

S
tais que E C UBE (xz(e)). Vamos um conjunto finito de pontos satisfazendo estas
i=1

condigoes.

Seja ¢(I) = b — a a medida do intervalo I. Para € > 0 fixo, considere uma subdivisao

de I dada por uma familia de subintervalos I, ..., I tal que
o1 €y 1<j<
(j)—(7<(£) para 1 <j<s

e int(I;) Nint(1,) = 0 para j # n.

Seja
1 .
Up; = — | updx, Vn, Vj.
o I
Entao,
gl < 2 [ puadar <23 [ jua
Unr| < = Uy | de < — Uy, | dx
’ g J; S
1 1 c
< = [ lenlde < Zuallnagn < .
oJ; o o
Considere a familia G de funcoes simples do tipo
g(x) = njexy + ... + ngexs
c
com nyq, ..., ns, inteiros em (=M, M), M > — e x; a funcdo caracteristica de I;.
€0

Mostraremos que existe g € G tal que

|t — gllr(r) < €

Para isto, definimos a funcgao

n
* —
'LLn = un’[j Xj'
=1

45



Pela desigualdade de Poincaré e pela relagao (3.9) obtemos

S
/I]un—uqux < Z/[ |, — w)|? dx
j=1 /1
S
= Z/I U, — Un,1;|? d
=171

S
Z sup|un un1]> /|un Up,1;| d
=1

Z / U — Un, 1, \dw—ir/ \un\dx> a/ lul | dx
j=1 I

- 1 /! / ) /

Z —a/ \un\d:c—l—/ \un\daﬁ> a/ lul | dx

= \7 1 I I;

s g1

3 2/ |u;|dx> o—/ | da

=1 j 1

029 1 (/ \un|dx>

< o207t (/|un|dx) < 0217 e,

Por outro lado, pela definicao de G encontramos g € G tal que

IN

IN

IN

IA

IN

l9(x) — uj(2)] < 2;1 Vo eI,

Portanto,

lun = gllay < Nun — |z + vy — gllzo
1
1 q q
< et () o)
I \2l4
< 2co1 +

AN
[\

o
VR
| —

W
) |"’
—_
Q|
~_
E)
+
[\-}
< |
Q[
o~
Q|

IA

Veremos agora uma outra caracterizagao dos espagos de Sobolev.
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Teorema 3.9. Sejap > 1 eu € LP(I). Entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) we H'(I);
(ii) Ewiste uma constante ¢ tal que

/ ' dw
I

(iii) Pwiste uma constante c tal que para todo intervalo aberto J C J C I com J com-

<cllellany, Y€ Cy(), q¢= pTl;

pacto e todo h € R com |h| < dist(J,1°), I° =R — I, tem-se
[u(z + h) = w(@)| ozy < clhl-
Além disso, podemos tomar ¢ = |[u'|| 1o 7).
Demonstragao: (i)=(ii) Se v € H"P(I) entao v’ € LF(I) e satisfaz
/ugo'dx = —/u'gpdx, Ve Cgo(I).
I

I

Como ¢ € LI(I), pela desigualdade de Holder, tem-se
/ ' dw / updr
I I

(ii)=-(i) Considere o funcional linear f : C§® C LY(I) — R dado por

< / ol dz < oo,
I

com ¢ = ||u]| o (1)

1) = [ug'te

De (ii) segue-se que |f(¢)| < c||¢||La(r), logo f é continuo.

Pelo Teorema de Hahn-Banach 1.1, o funcional f pode ser estendido a um funcional
linear continuo F' definido em L%(7), e pelo Teorema da representagao de Riesz 1.8 existe
g € LP(I) tal que

F(p) = /1 g dz.
Em particular,

/w’dfcz/gwdfc, Ve Gy (1),
I I

Portanto, pelo Teorema 3.2 temos que u € HYP(I).
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(i)=(iii) Para todo x € I tem-se

x+h 1
w(x + h) —u(z) = / o' (t) dt = h/ u'(z 4 sh) ds.
T 0
Pela desigualdade se Holder obtemos
1
(e + ) — ulz)P < |h|”/ o (x + sh)|? ds
0
e integrando sobre I tem-se

1
/|u(x +h) —u(x)Pde < |h|p/dm/ |/ (x + sh)|P ds
i i Jo

1
< |h\p/ ds/|uf<x+sh)|pds.
0 1

Para 0 < s < 1 tem-se

[l sshpa= [ wpds< [pd.
I I+sh I

e, logo,

Jiuta+0) -t e < ( [1wpay).

lu(z +h) = u(@)]| ey < cfh]

Portanto,

com ¢ = [t (1
(iii)=(ii) Sejam ¢ € C5*(I) e J C J C I com J compacto tal que suppu C J. Para
h € R com |h| < dist(J, I) tem-se
Ju@lote—m = gl de = [fute +1) ~ u(@)p(o) do

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos

< lulz + h) — w(@)| e |2l Lo

/ w(@)ple — h) — pla)] de

I

e portanto,

< clhflllloqy.

/ oz — 1) — p(a)Jux) dz

I

Fazendo h — 0 obtemos

/ wp' dw
I

e a prova esta completa. [ |

< dlellrany, Yo e Ce).

48



3.2.2 Compacidade fraca em H'!(I)

Uma consequéncia da reflexividade de H'?(I) para 1 < p < oo e do Teorema 1.4 é
que toda sequéncia limitada em H'?(I) tem subsequéncia fracamente convergente. Como
HY(I) nao é reflexivo, a pergunta natural é: existe um critério de compacidade fraca
para HY1(a,b)?. Para respondermos precisamos dos resultados de compacidade fraca em

L'(a,b), dado no Teorema 1.13.

Teorema 3.10. Seja {u,} uma sequéncia em H"'(a,b). Suponha que:
(i) {un} € uniformemente limitada, ou seja, sup ||u,|| g1 (ap) < 0.
(ii) o congunto das fungoes E — /|u;(x)|dx, E C (a,b), é equiabsolutamente
E
continuo.

Entdo, eriste um subsequéncia {uy} de {u,} fracamente convergente em H''(a,b).
Reciprocamente, se {u,} converge fraco em H%'(a,b) entio as condigoes (1) e (ii) sdo
satisfeitas.

Além disso, as condigoes (1) e (ii) sao satisfeitas se, e somente se, {u,} € uniforme-

mente limitada em L'(a,b) e existe uma funcio © : (0, +00) — R tal que

lim @ = 00, sup/ O(|uy,(z)|) dx < oo.
Q

n

Demonstracao: Por (i) e o Teorema 3.3 concluimos que {u,} (passando para uma
subsequéncia se necessario) converge forte em L!(a,b) para alguma u € L'(a,b). De fato,

usando que a imersao compacta
H"*(a,b) — L'(a,b)

temos por (i) (passando a subsequéncia se necessario) que (u,) converge forte em L'(a,b),

isto é, existe u € L'(a,b) tal que
u, —u em L'(a,b).
Por (ii), Ve > 0 existe § > 0 tal que se £ C (a,b)

m(E) <d = / lul | dx < e. (3.27)
E
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Note que Vz,y € [a,b], tem-se

)= ) = [

Y Yy
/ u, dr| < / |ul | dz.
X X

Y
ly — 2] <6 = Jun(y) — wn(2)] < / | dz < e.

Portanto

[un(y) — un(z)] =

Usando (3.27) obtemos que

Logo (uy,) é equicontinua. Pelo teorema de Arzela-Ascoli 1.5, (u,,) tem uma subsequéncia
que converge uniformemente para u. Pelo Teorema 1.12 (passando a subsequéncia se

necessdrio) existe w € L'(a,b), tal que
ul, —w em L'(a,b).

Por outro lado, para ¢ € Cl(a,b) tem-se

b b
/ Up ' dr = —/ ul pd.

Como
b b
/ u;gpdas—>/ we dx
obtemos
b b
/ ungo'dx—>—/ we d.
Mas,

b b
/ up’ dz —>/ ' dw
a a

e pela unicidade do limite obtemos

b b
/ugp/dx——/ wodr, Yo € Cy(a,b).

Assim v’ = w no sentido fraco, e portanto, u, — u em H!(a,b).

As outras afirmagoes sdo consequéncias do Teorema de compacidade fraca em L'(a, b)

e a prova esta completa. |
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3.2.3 Os espagos H'?(I,RY) e Hy"(I,R")

De modo analogo, definimos os espacos de Sobolev H'P(I,RN) e Hy”(I,RY) como

segue:

HY"(I,RY) = {u=(uy,...,un); u; € HP(I),i=1,...,N} = (H"(I))N,
HyP(ILRYY = {u=(uy,...,un); u; € HyP(I),i=1,...,N} = (Hy"(I))N.

Deste modo, os resultados obtidos para os espagos H'?(I) podem ser provados para

H'?(I,RY) considerando as componentes da fungio u : I — RY.

3.3 Funcoes absolutamente continuas

Como foi visto nas secoes anteriores, a ideia fundamental na definicao dos espacos
de Sobolev é a nocao de derivada fraca. Para funcoes regulares, a derivada fraca e a
derivada clédssica coincidem, mas para funcgoes que nao sao regulares, como por exemplo,
as fungoes que sao derivaveis quase sempre no sentido classico, estas duas derivadas sao

diferentes.

O principal objetivo desta Secao é investigar a relacao entre derivada classica q.s. e
derivada fraca. Isso sera feito através das funcgoes absolutamentes continuas, um

conceito introduzido por Vitalli e muito usado por Tonelli no Calculo Variacional.

Seja u € H"'(a,b). Sabemos que, para todo z,y € [a, b]

e logo,

u(z + h})L — u(y) _ % /:Jrh W (t) dt. (3.28)

Aplicando o teorema da diferenciagdo de Lebesgue em (3.28) concluimos que u ¢é

diferenciavel q.s em [a, b] no sentido cldssico, ou seja,

lim u(z + h) —u(y)
h—0

=/(z) q.sem [a,b]

Em resumo,
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Teorema 3.11. Se uw € H"'(a,b), entdo u é uma funcgao de classe C([a, b)), diferencidvel
q.s no sentido cldssico e sua derivada cldssica u' coincide q.s. com sua derivada fraca

w € L' (a,b). Além disso, vale o Teorema Fundamental do Cdlculo
ule) ~uly) = [ wlO)dt, Yoy € o]
Y
Agora vamos caracterizar as fungoes de H%(I) sem usar derivada fraca.

Definigao 3.6 (Fungoes absolutamente continuas). Dizemos que a funcgao f : (a,b) —

R ¢ absolutamente continua se para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que

n

d h—a)<s= Z 1£(b;) — flag)] < e (3.29)

i=1
para (a;,b;), 1 < i < n, intervalos disjuntos de (a,b). Representaremos o conjunto das

fungoes absolutamente continuas por AC(a,b).

Claramente, toda funcdo u € AC(a,b) é uniformemente continua em (a,b), e logo,

podemos estender u como uma fungao continua ao fecho de (a, b).

E claro também que toda fungdo u que é Lipschtz-continua em (a,b) pertence a

AC(a,b). De fato, se
|u(x) —u(y)] < klz—yl, Yo,y € (a,b)
entao (3.29) ¢ satisfeita para 6 = ¢/k.
Definigao 3.7. Definimos a variagdo total de uma fun¢do u : (a,b) — R por
V,(u) = sup i u(zi) — u(@i] (3.30)
i=1
com o supremo tomado para todo m e todas as escolhas de {x;} tais que
A< Tp< T < <Xy, <.
Proposigao 3.2. Se u € AC(a,b) entio V'(u) < oo.

Demonstracao: Como u € AC(a,b) temos que (3.29) ¢ satisfeita. Tomemos € = 1 e
d > 0. Sejam yp < y; < --+ < yg pontos de (a,b) tais que yo = a, yp =be y; —y;—1 < 9.

Se {z;}j2, sao pontos de (a,b) tais que

a<rog<xT1 < <Xy <Db,
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represente por {#;}7; a familia finita de pontos de (a,b) obtida adiciondo os pontos
{z;}7L, aos pontos {y; *1 Entdo, n <m+k — 1 e a familia {#;}?, forma k grupos de
intervalos consecutivos com cada grupo cobrindo um intervalo de comprimento menor ou
igual a §, Portanto, (3.29) implica

D uwi) —ulwia] < fule:) — wlwia| < k.

i=1 i=1

Escolhendo k <14 (b—a)/d e tomando o supremo sob todas as familias {z;}, obtemos

X/ab(u)§1+b_7a<oo

e a prova esta completa. [

Lema 3.2. Se u € C'(a,b), entdo V?(u) < oo se, e somente se,

b
/ |u'| dz < oo.
a

b
Vab(u)—/ |u/| dx.

Neste caso, temos

Demonstracao: Seja {z;} uma familia em (a,b), com a < xy < z1--- < zy < b. Entao

/ J u'(z) dw

j—

para todo 7 =1,..., N, temos

[u(zy) —u(zja)| =

g/J ()] da.

j—1

Logo,
N N z; TN b
> lutey) ~ a0 <3 [ lde = [T wlde< [ s
i=1 i=1 V-1 o “

Tomando o supremo sobre todas as familias {z;}, obtemos por definicdo de variagao

total,
b
Vi) < [ fuld,
a
Agora vamos provar a desigualdade oposta. Fixemos a’ > a e V/ < b. Como u € C'(a,b),

entdo v’ é uniformemente continua em [a’, '], isto é, dado € > 0, existe 0 > 0, tal que

[z —y| <= |u'(x) —u'(y)l <e Va,yeldb]
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Sejam zg < x1 < --- < xy pontos em [@/, V'] tais que z;—x;_1 < 0, paratodoj =1,..., N,

entdo para todo x € [z;_1, ;] temos

uu»—wﬁqwa/”w@ﬂyz/%@mw—w@»@+«w—%4wwﬁ

-1 j—1
daf
A : 1 z;
W) = u(l’]) U(I]_l) + / W) — o d
)= T | W =) dy
Logo,

/ ‘u(xj> B u(xjfl)’ 1 /zj / /
u(z)] < + u(x) —u d
Wil < TR o [ ) )l dy

lu(r;) — u(z;1)|

Tj— Tj-1

+ €.

<
Integrando sobre [z;_1, z;] obtemos

| 1o < Jutwy) = aley-)| + s = 1)
Ti—1

Tomando o somatério para 7 =1,..., N, temos
TN N
[ wlde <3 fute) - ulaye)| + et - a)
0o ]:1

< VIu)+elb—a).
Tomando o supremo sobre todas as familias {z;} em [d/, }'], temos
b/
/ | dr < VE(u) + e(b— a).
Agora tomando o supremo sobre todos a’ > a e b’ > b, obtemos
b
/ [W'| dz < V2(u) +e(b—a) Ve>0,

e portanto,

b
[ wlar < v,

Lema 3.3. Seja u € C'(a,b). As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(i) u e AC(a,b);
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(i) VP(u) < oo;
b
(iii) / [u'| dz < oo;
(iv) o conjunto das fungoes E +— / [u'| dz com E C (a,b) mensurdvel, é absoluta-
B

mente continuo, ou seja, Ve > 0 existe d > 0 tal que
W(E) <6 = / W) d < e.
E

Demonstracao: As implicagoes (i)=-(ii) e (ii)=-(iii), seguem da Proposi¢ao 3.2 e do

Lema 3.2. (iii)=(iv) Suponhamos que

b
/ |u| dx < oo.
a

Entao u' € L'(a,b), e pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue, dado € > 0,

existe 6 > 0, tal que se F C (a,b) mensuravel,

b
m(E) < 5:,/ | de < e

(iv)=-(i) Suponhamos que, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que para todo F C (a,b)

mensuravel

b
m(E)<5:>/ || dz < e.

Seja {(a;, b;)}Y, uma familia de segmentos disjuntos em (a, b), entao

bi N bi
u' dz| < / v/ do = / lu'| dx
/ai 121 a; Uilil (aiﬂ bi)

N
Se Z(bl —a;) < 6, entdo definimos F = U(ai, b;), e logo,

i=1 =1

Z(bz- —a;) =m(E) <§ = Z u(b;) — ula;)| < /E /| dx < e.

N

Z|u —uazl—z

=1

Definicao 3.8. Uma famila de funcoes absolutamente continuas é chamada equiabso-
lutamente continua se, Ve > 0 existe 6 > 0 tal que (3.29) € satisfeita para todos os

elementos da familia.
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Lema 3.4. Se u € AC(a,b) entio existe uma sequéncia de funcoes {u,} em C'(a,b) N
AC(a,b) que sdo equiabsolutamente continuas e convergem uniformemente para w. Além

disso, a sequéncia {u.,} converge fracamente para u' em L'(a,b).

Demonstragao: Como AC(a,b) C C(a,b) e C*(a,b) é denso em C(a,b) com relagao a
norma do supremo. Entao se u € AC(a,b) existe uma sequéncia (u,) C C'(a,b) tal que

u, — u uniformemente. E pelo Lema 3.3, (u,) é equiabsolutamente continua. [

No préximo resultado, caracterizaremos as funcgoes de H'!(a,b) usando as fungoes

absolutamente continuas.

Teorema 3.12.

AC(a,b) = H" (a,b).
Demonstragao: Se u € H"!(a,b) entdo pelo Teorema 3.3 tem-se
b;
u(b;) — u(a;) = / u'(t) dt
para toda familia {(a;, b;)}, de segmentos disjuntos em (a,b). Logo

uv) ~ ula)| < [ o) ae.

i

Portanto

N N b;
S futt) ~ula)| < Y [ pldt= [ o julds
i=1 i=1 v Uit (as, by)
N
Seja £ = U(ai, b;). Como, v’ € L'(a,b) entdo pela continuidade absoluta da integral de
i=1
Lebesgue, dado € > 0 existe 6 > 0, tal que

N N
m(E) =3 b —ai < 6= 3 Julb:) — ulas)| < / | d < €.
i=1 i=1 E

mostrando que u € AC(a,b), e assim, H"!(a,b) C AC(a,b).
Reciprocamente, se u € AC(a,b) entao pelo Lema 3.4, u € H"!(a,b), e portanto,
AC(a,b) C H"(a,b). |
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Capitulo 4

Resultados de existéncia

Neste capitulo aplicaremos o método direto para encontrar o minimo de funcionais in-

tegrais no espaco de Sobolev H'!(a, b) ou na classe das fungoes absolutamentes continuas.

Primeiro, investigaremos quais condicoes o lagrangeano F' deve satisfazer para tornar
o funcional integral F fracamente sequencialmente semicontinuo inferior e com tais resul-
tados e adequadas hipdteses de coercividade provaremos alguns resultados de existéncia,

em particular o Teorema de existéncia de Tonelli, usando o método direto.

4.1 Condicoes para semicontinuidade

Considere o funcional integral

F(u) = /F(;E,u(a:),u/(x))dx (4.1)

I

com I = (a,b) C R um intervalo limitado e F': I x RY x RY — R uma funcao continua.
A primeira pergunta é: F estd bem definido para u € H'?(a,b), p > 1 e F € C?
Para respondermos esta pergunta, provaremos o seguinte resultado:
Lema 4.1. Seja h: RY x RF — R uma funcdo tal que
(i) =~ h(z,y) € mensurdvel, V y € R¥;
(i) y = h(z,y) é continua para x € RN ¢.s.
Se w : RN — R¥ € uma fungdo mensurdvel entio x — h(x,w(x)) é uma funcdo

mensuravel.
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Demonstracao: Como w ¢é mensurdvel existe uma sequéncia (¢;) de funcoes simples

tal que w(z) = lim ¢;(x) q.s. em R". Como (y,) sdo fungdes simples entdo sao da forma
J—00
1.

J
w;(z) = Z AiX4, para Ay, ..., A;; conjuntos mensurdveis disjuntos.
i=1
Como V s € R temos

{x € R"; h(z,p;(z)) > s} = LIJJ ({x e R h(z,\;) > s}tN AZ->
i=1
concluimos que h(z, p;(x)) é mensuravel e pela continuidade de h(x,y) em y obtemos
h(z,pj(x)) = h(z,w(x)) g.s. em R".
Logo, h(z,w(x)) é mensuravel. [
Como consequéncia do Lema 4.1 temos

Proposicao 4.1. Seja F' ndo-nagativa ou limitada inferiormente por uma funcao em L.

Seuw e H"(I),p>1 entdo o funcional integral F(u) dado em (4.1) estd bem definido.

A Proposicao 4.1 também ¢ vélida quando F(z,u,p) é mensurdvel em x e continua

em (u,p) para quase todo x € I. Além disso, F pode ser ilimitado, ou seja, F(u) = oo.
Agora, podemos investigar a principal questao desta secao:

(P): Quais condigoes o lagrangeano F(x,u,p) deve satisfazer para garantirmos que o
funcinal F seja sequencialmente semicontinuo inferior com relagao a convergéncia fraca
em HY(I),p > 17

Para compreendermos melhor o problema vamos considerar o caso simples F : [a, b] —

R com [a, b] compacto e F continua. Entao, existe ¢ € [a, b] tal que F(zp) = min F(x).

z€[a,b]
De fato, seja {z,,} uma sequéncia minimizante de F em |a, b], ou seja,
inf F(x)= lim F(x,). (4.2)
z€[a,b] n—00
Observe que para conjuntos mais gerais M pode acontecer i/I\l/(f F(x) = —o0 se M nao for

inferiormente limitado.

Pela compacidade de [a,b] temos que existe uma subsequéncia {zx} de {z,} e 2o €

la, b] tais que x; — . Usando a continuidade de F obtemos F () — F(zo) ¢ por (4.2)
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tem-se

F(xg) = inf F(z). (4.3)

z€[a,b]
Ressaltamos que, na discussao acima, a seguinte propriedade, “mais fraca” do que a

continuidade de F, é suficiente para obtermos o resultado desejado:

Flao) < lim inf Fzy). (4.4)

k—o0

De fato, combinando (4.2) e (4.4) obtemos (4.3). A propriedade (4.4) é chamada semi-

continuidade inferior.

Alem disso, g ¢ também um minimo local de F se

F(a) > inf F(z), F(b) > inf F(x). (4.5)

z€(a,b) z€(a,b)

Agora, considere X um espaco de Banach e F : X — R um funcional. E natural
indagarmos se um procedimento similar ao acima é vélido se substituirmos [a, b] por um

conjunto M fechado e limitado de X e (4.5) por

ST = BT

Infelizmente a resposta, em geral, é nao e a razao é que a compacidade de [a,b] é a
propriedade essencial. E fato que poderiamos fazer uma prova similiar e obter o seguinte
resultado:

(A): Se F é um funcional semicontinuo inferior no espago compacto K C X entao F

tem um minimo em K.

Porém, este resultado é muito restrito, pois a bola unitaria fechada de X nao é com-
pacta. Por esta razao, devemos considerar outra topologia em X em vez da induzida pela
norma. Uma topologia na qual qualquer conjunto limitado M C X seja relativamente
compacto. Portanto, com a semicontinuidade inferior do funcional F com relacao a esta
topologia provaremos a afirmagao (A) acima substituindo K por um conjunto fechado e
limitado com relagao a esta topologia. A topologia adequada é a da convergencia fraca.

Ressaltamos que, trataremos de semicontinuidade sequencialmente fraca de funcionais
e nao de semicontinuidade fraca (que sao conceitos diferentes). A razao é essencialmente
pratica, pois nas aplicacoes semicontinuidade sequencialmente fraca é a propriedade mais

facilmente obtida.
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Retornando a pergunta (P), observe que se {u, } é uma sequéncia de fungdes Lipschitz
com constantes de Lipschtz equi-limitadas que converge uniformemente para a funcao u
entao {u,} é fracamente convergente para u em H“P(I),p > 1. Como consequéncia deste
resultado obtemos a seguinte condigao necessaria para o funcional F(u) dado em (4.1)

ser semicontinuo inferior, cuja prova pode ser encontrada em [5, Teorema 3.3, p. 105]:

Teorema 4.1. Se F(u) € sequencialmente semicontinuo inferior com relagao a con-

vergéncia uniforme de funcoes equi-lipschitz, ou seja,

F(u) < lim inf F(u,)

n—oo

para toda u, com sup ||ul|Lip < 00 € u, — u uniformemente.
Entao,
/F(xmuo,pO +¢'(x)) dz = (b — a) F(zo, uo, po)
I

para todo xg € I, ug € RY, pg € RY e para toda ¢ € C°(I,RY).

Em particular, F(x,u,p) é convexo em p para todo x € I fizo e u € RY.

O proximo resultado mostra que a convexidade de F' em p é uma condicao suficiente

para semicontinuidade de F(u).
Teorema 4.2 (Teorema de semicontinuidade de Tonelli). Sejam I um intervalo
aberto e limtado de R e F(x,u,p) um lagrangeano satisfazendo as sequintes condigdes:
(i) F e F, sao continuas em (x,u,p);
(ii) F € ndo-negativa ou limitada inferiormente por uma fungdo L';
(iii) F € convezo em p.
Entao, o funcional F(u) dado em (4.1) € sequencialmente fracamente semicontinuo

inferior em HY(I,RN), p > 1, ou seja, se u, — u em HYP(I,RN) entdo

F(u) < lim inf F(uy,). (4.6)

n—oo

Equivalentemente, se u, — u uniformemente e {ul} é uniformemente limitada em

LY(I) entao (4.6) € satisfeita.

Demonstracao: E suficiente provar somente o caso p = 1, pois para [ limitado temos
que se {u,} converge fracamente para u em H'(I,R"), entdo convergird fracamente

para u em HYP(I,RY), para p > 1.
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Seja u, — uem HYY(I,RY). Como a imersao H™ (I, RY) — LI(I,RY), 1< q < oo,
é compacta existe uma subsequéncia de (ug), que representaremos novamente por (u,),
tal que u, — u em LI(I,RY). Logo, u,(z) — u(x) q.s. em I.

Suponhamos que F(u) < oo, isto é, F(z,u,u’) € L'(I). Para qualuer € > 0 podemos
encontrar um subconjunto compacto K C I, com u(l — K) < ¢, tal que u,, — u uni-
formemente em K, pelo Teorema Egorov e u,u’ sdo continuas em K, pelo Teorema de

Luzin (veja Teoremas 1.6 e 1.7).

Além disso, como F(x,u,u') € L*(I) entao, pela continuidade absoluta da integral de

Lebesgue, tem-se / F(x,u,u')dx <€, o que implica
I-K

/K F(z,u,u') de > / F(z,u,0) dz — e. (4.7)

1

Por outro lado, pela nao negatividade e convexidade de F' em p obtemos

Fluy) > /F(x,un,u;l)dx
K

> / F(z, uy,,u) da:—i—/ Fy(x, up,u')(u;, — u') dzx
K K

> /K F(x,up,u") de + /K Fy(z,u,u')(u, — u') dx
+ / (Fy(a, up, o) — ()| (o, — o) . (4.8)

Como u, — u uniformemente em K e F(x,u,u’) é uniformemente continua em K

entdo F(x,uy,,ul) — F(z,u,u) uniformemente em K, e logo

n—o0

lim [ F(z,u,,u) = / F(x,u,u). (4.9)
K K
Como F,(z,u,u’) é limitada em K e u/, —u' — 0 em L'(I) temos

lim [ F,(z,u,u)(u, —u')=0. (4.10)

n—o0 K

Além disso, como Fj(z,u, ') é uniformemente continua em K entdo F'(z,u,,u') —
F,(z,u,u’) uniformemente em K. Assim, usando que (u, — ') é limitada em L'(I)

n

obtemos

lim [ [F,(z,un,u') — Fp(x,u,u)|(u, —u") = 0. (4.11)

n—oo K
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Portanto, combinando (4.7), (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) concluimos que

liminf}"(un)E/F(x,u,u’)dx2/F(:c,u,u’)d:v—e, Ve >0
K

n—o0 I
e logo

lim inf F(u,) > F(u).

n—oo

1
Por outro lado, se F(u) = co podemos assumir que F(u) > — em K. Portanto,
€

1
/ F(z,u,u')dz > -, Ve > 0.
X €

Assim,
1
F(u) > /F(x,u,u')dx > / F(z,u,u')dx > =, Ve > 0.
I K €
Logo,
lim inf F(u,) > oo = F(u).
n—oo
E a prova esta completa. [

As hipéteses do Teorema 4.2 podem ser “enfraquecidas”. Um resultado com F'(x, u, p)
convexo em p e semicontinuo inferiormente em (u, p) pode ser encontrada em [5, Teorema
3.6, p. 101} e um resultado que considera F'(z,u,p) um funcdo de Carathéodory (F
mensuravel em z, para (u,p) fixos e continua em (u,p) para quase todo z fixo) foi
provado por E. De Giorgi em 1968 em [9]. Em 1977, A. D. Ioffe e C. Olech [10, 12],
independentemente um do outro, generalizaram do Teorema 4.2 para o caso somente

semicontinuo inferiormente em (u, p).

4.2 Resultados de Existéncia

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Tonelli para existéncia para minimo
de funcionais integrais. Devido a importancia, tanto matematica quando histérica do

resultado, faremos um breve resumo historico do trabalho de Tonelii.

4.2.1 As ideias de Tonelli

As ideias de D. Hilbert para justificar o principio de Dirchlet foram bastante de-

senvolvidas pela matematico italiano Leonida Tonelli (1885-1946). O procedimento de
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construir uma sequéncia minimizante e mostrar que existe subsequéncia convergente é a

esséncia do trabalho de Tonelli.

Em 1900, D. Hilbert apresentou uma prova direta da existéncia de minimo para a
integral de Dirichlet, mas nesta prova ele usou propriedades “especificas” das funcoes
harmonicas. Em 1905, Baire introduziu o conceito de semicontinuidade para fungoes
reais e provou que, em dominios compactos, fungoes semicontinuas inferiormente atingem

minimo absoluto.

Tonelli entendeu que os argumentos de campacidade do Terema de Arzela-Ascoli e
a propriedade de semicontinuidade de Baire eram as ferramentas necessarias para uma
prova direta de existéncia de minimos dos funcionais do Célculo variacional. Isso significa
que para provar a existéncia de minimo absoluto de um funcional F(u) definido na classe
C deve-se

(i) mostrar que F ¢ limitado inferiormente em C, e portanto, tem infimo finito;

(ii) mostrar que o funcional F é sequencialmente semicontinuo inferior com relagao
a algum tipo de convergéncia, para a qual é sequencialmente compacto. Em outras
palavras, prova-se que existem em C uma sequéncia minimizante {u;} convergindo para

ug € C e deste modo tem-se
inf F < F(up) < lim inf F(uy) < inf F,
C k—o0 C
o que implicard F(ug) = ilclf F.
O tipo de convergéncia nao foi especificada, mas por muitos anos a convergéencia usada
foi a convergéncia uniforme.

Em 1911, ainda muito jovem, Tonelli provou a existéncia de minimo absoluto para
integrais regulares positivas (e gerais) do Célculo variacional em curvas retificdveis,
parametrizaveis e continuas do R2?. A regularidade era uma forma forte de convewi-
dade e esta hipotese implicava na semicontinuidade inferior com relacao a convergéncia

uniforme. Hoje em dia, estas condicoes sao dadas pela continuidade e convexidade.

Em 1914-15, Tonelli provou existéncia de minimo para curvas nao parametrizaveis
do R?. Para este caso, atualmente, as condicoes de Tonelli sao obtidas das condicoes de

continuidade, convexidade e coersividade.

Em 1921-23, depois da primiera guerra mundial, Tonelli publicou uma completa teoria
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sobre existéncia de minimo de funcionais numa monogragria [13] de 1150 paginas.

4.2.2 O Teorema de Tonelli

Definigao 4.1. Sejam I = (a,b) um intervalo limitado e uma fungdo F : [ x RN x RY —

R. Dizemos que I tem crescimento superlinear se eziste uma funcao 6 : RY — R

tal que
(i) F(x,u,p) > 0(p), ¥V (z,u,p) € I x RN x RY;
(ii) lim o) _
Ipl—oo |[p]|

Definicao 4.2. Dizemos que a funcio F : I x RV x RY¥ — R tem crecimento polino-

mial m se existem constantes positivas cg, c1,co € uma constante m > 1 tais que
eollpl™ < F(z,u,p) < allp|™ + e V(z,y,p) € I x RY xRV (4.12)

Observe que, se F' tem crescimento polinomial com m > 1 entao F' tem crescimento

superlinear.

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 4.2 e do critério de

compacidade fraca em H'!(a,b) dado no Teorema 3.10:

Teorema 4.3 (teorema de existéncia de Tonelli). Suponha que o lagrangeano F(z,u, p)

satisfaz as sequintes condigoes:
(i) F(z,u,p) e F,(x,u,p) sao continuas em (x,u,p);
(ii) F(x,u,p) € convexo em p;
(iii) F(x,u,p) tem crescimento superlinear.

Entao existe um minimo do funcional F(u) dado em (4.1) na classe
C(e, B) = {u € H"'((a,b),R"); u(a) = a, u(b) = B}
com a, 3 vetores fizos em RY.

Demonstragao: Por (i), (ii) e (iii) temos que as hip6teses do Teorema 4.2 sao satis-
feitas, e portanto, F ¢é limitado inferiormente e sequencialmente fracamente continuo

inferior em H%!(a,b). Logo, inf F(u)> —oc.
ueH1:1(a,b)
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Seja (u,) uma sequéncia minimizante em C(«, ), isto é,

lim F(u,) = inf F(u).

n—»00 ueC(a,B)

Queremos mostrar que existe uma subsequéncia de (u,) fracamente convergente em

H"''(a,b). Para isto, aplicaremos o Teorema 3.10.

Como F' tem crescimento superlinear temos que
/H(u;) dr < /F(x,un,u;) de = F(u,) <C, VneN
I I

para alguma C' > 0. Logo,
sup/@(u;) dr < oco. (4.13)

n 1

Usando novamente que F' tem crescimento superlinear temos que

9</u) dr — 0o
[[u/|[ 21

b
lim F(u) > || lim/

|lul|—o0 |[uf|—o0

com ||u|| = ||u||gr1.1(ap)- Logo, existe R > 0 tal que, para v € H"!(a,b) fixa,
ullriaapy > R = F(u) > F(v), Yue H"(a,b). (4.14)

Considere o conjunto nao vazio B = {u € C; ||u||g11(ap < R}. Entao, por (4.14), cada
solugao u do problema modificado

min F(u)

ueB

também é solugao do problema

min F(u).

ueC
Observe que B é fechado, limitado e convexo. Seja {u,} uma sequéncia minimizante
em B. Logo, {u,} ¢ limitada. Combinando este resultado e (4.13) temos que as hipdteses
do Teorema 3.10 sdo satisfeitas. Portanto, existem uy € H!(I,RY) e uma subsequéncia

(ug) de (u,) tais que ug(a) = a, ug(b) = e

u, — ug em HYY(IRY),

ur — ug uniformemente em 1.

Logo u, € C(a, ) e pelo Teorema 4.2 tem-se

F(ug) < liminf F(uyg).
k—o0
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Portanto,

inf < < liminf = inf :
A, 00 < Fluo) < lipinf F) = inf | Fla)

E a prova esta completa. [

Note que se F' tem crescimento polinomial m > 1, entao o minimo obtido no Teorema
4.3 é de classe HV™(I,RY). Assim, uy € C é um minimo de F se, e somente se, ug ¢ um

minimo de F em
Cla, B) = {u € H™(1,RY);u(a) = a, u(b) = B},

Observe também que provar a existéncia de um minimo na classe C,,(«, ), e logo
em C(a,3), é mais ficil devido a propriedade de reflexiviadade dos espagos HV™(I),
m > 1. De fato, neste caso basta provarmos que a sequéncia minimizante é limitada e

nao precisamos aplicar o critério de compacidade fraca de H!(I,RY).

4.2.3 Aplicagoes do Teorema de Tonelli

Nesta secao, apresentaremos alguns exemplos para ilustrar a aplicabilidade do Teo-

rema de existéncia de Tonelli.

Exemplo 4.1. Considere o funcional F,, : H*'(0,1) — R dado por
1
Fop(u) = / W |Pde, a €Rep>1.
0
Buscaremos o minimo de F, , na classe
C={uec H"0,1); u(0) = a,u(1) = b} (4.15)

com a,b € Rea#b.

Weierstrass observou que para @ = p = 2 o problema (4.15) ndo admite solugao

sempre que a # b. De fato, tomando a sequéncia de funcoes

B arctan(nz)
un(z) =a+(b—a arctan(n)

tem-se que u,(0) = a e u,(1) = b.

66



Além disso,
 (b—a)? n
Faalu) = 2n arctan®(n) arctan(n) 1+n2/)"

Logo, lim Fys(u,) = 0, e portanto, in(fz Fao(u) = 0.
n—00 ue

Por outro lado, nao existe funcio u € HY'(0,1) com u(0) # u(1) de modo que
Fa2(u) = 0, pois isto implicaria que v’ = 0 g.s. em (0, 1), e portanto, u(0) = u(1).
No que segue, consideraremos o caso geral F,, com a > 0.

Primeiro, note que o lagrangeano F'(z, z) satisfaz as hip6teses do Teorema 4.3, por-
tanto o problema de minimizar F, , na classe (4.15) tem solugao Va,b € R. Além disso,

esta solucao ¢ unica, pois o funcional F, , ¢ estritamente convexo.
A equacao de Euler-Lagrange de F,, é dada por

d
EFU/(Z’, u') = 0.

Como F(z,u') = pr®|u/[P~! tem-se z%|u/|P~! = ¢ com ¢ uma constante. Logo, a solugao

¢é dada por

p—l—«

u(z) =a+ (b—a)x »1 .

E para a > 0, F,, ¢é sequencialmente fracamente semicontinuo inferior fraco em
H'(0,1), mas o integrando F(x,z) = z%|z|P, ndo verifica a condicao (iii) do Teorema

4.3. De fato, se isso ocorresse teriamos

0(2)

x%z|P > —% = o0 quando |z] = o0,

||
mas fizendo x — 0 tem-se x* — 0, pois a > 0, e logo

7
0> % — 00, quando |z| — oo
z

o que é uma contradicao.

Veremos que para certos valores de o e p podemos garantir a existéncia de solugoes

na classe (4.15). Mais precisamente, a solugao existe se, e somente se, p > a + 1. De
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fato, sejaqg e R, 1 < g < aLjrl entao pela desigualdade de Holder temos
1 1 » »
/ [W/|Tdx = / (|u']qx7) r v dx
0 0
1 g P % 1 g P %
(/ [!u’\"xﬂ ‘ dx) (/ [x—?] v d:c)
0 0
1 i I o
(/ % |P dx) (/ x e dx)
0 0

p—q

IN

Portanto, se para alguma sequéncia (u,) temos que (Fq(uy)) € limitado entdo esta
sequéncia serd limitada em H9(0,1), e logo, (u,) tem subsequéncia (ux) que converge
fracamente em H'*(0,1). Como F, , é sequencialmente fracamente semicontinuo inferior
existe solucao na classe (4.15). Além disso, a solugao é tinica e dada por

p—l—a

uwx)=a+ (b—a)x » 1 .

Por outro lado, para p < a+ 1 temos, como no caso do problema de Weierstrass, que
inf Fop, = 0. 4.1
2 Fes =0 (410

e assim, pelos mesmos argumentos usados anteriormente, o problema nao admite solucao
na classe (4.15) para a # b. De fato, como F,, > Fz, sempre que o < [ ¢ suficiente
mostrar (4.16) para o caso p = « + 1. Para isto, dado € > 0, consideremos a fungao

log (1 + f)

u(r) =a+(b—a tog (17 1)

Note que u. € H"'(0,1) e satisfaz as condigoes de fronteira u.(0) = a e u.(1) = b.

Além disso,

, 1 b—a
u(x) = e
€+ xlog(l+ ¢)
Portanto,
b—al ! R |
Faplue) = | CL|1 P / ( ; ) e

‘10g(1—|—;)| 0 \T+e€ T+ e

|b — al? | |b — al?

1\|P T = 1\ |p—1°
log(1+1)|" Jo = +e log(1+ 1)|
Logo lim F, ,(u.) = 0. |
e—0t

68



Exemplo 4.2. A hipétese (ii) do Teorema 4.3 nao pode ser eliminada. De fato, considere

o funcional
1
Flu) = / <(1 - |u'|2)2 + u2> dr.
0

Observe que o integrando F'(u,p) = ((1 —|p|?)? + u2> crescimento superlinear com
0(p) = p* — 2p?. Assim,F satisfaz as hipéteses do Teorema 4.3, exceto a convexidade em
p.

Afirmamos que o problema de miminizacao

min F(u). (4.17)

ueC
com C = {u € H"*(0,1); u(0) = u(1) = 0}, ndo tem solucao.
1 1

De fato, seja ¢(x) a fungao A [0, 1] estendida periodicamente em todo

R entao a sequéncia de funcoes
1
up(z) = —p(nz), neN
n

pertence a H'(0,1) e u,(0) = u,(1) = 0. Além disso, como |u/,| =1 q.s.
Portanto,

Flu) = [ (- @) () do= & [ 2wy do =
A )

n? J, T 1202

o que implica lim F(u,) = 0, e logo, in£ F(u)=0
ue

n—oo

Agora, suponha que wuq é solugao do problema (4.17) entao F(ug) = 0 e isso implica

que
1
/ utdr =0=uy =0 qs. em (0,1).

0

Logo,
1 ) 1
F(uo) :/ <(1 — |u?]) +u02) dx :/ de =1,
0 0

mas isso contradiz a hip6tese. Portanto, o problema (4.17) nao tem solugao. [ |

Exemplo 4.3. Considere
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Neste caso mostraremos que o problema de minimo

min F(u). (4.18)

uelC
comC = {u € H"(0,1); u(0) = a,u(1) = b}, admite solugao Va, b € R, mas o integrando
F(u,p) = (1 — [p|?)* + u ndo é convexo em p.

De fato, considere o funcional

com a fungao ¢ definida por

(L—1[pl*)?* se [p| =1,
o(p) =

0 se |p| < 1.

Note que, G(u,p) = ¢(p) + u é convexo em p.

De fato, como ¢ é convexa tem-se, Vt € [0, 1],

Gu,tp+ (1 =1)p) = ¢(tp+(1—1)p)+u

< te(p) + (1 —1)e() +u
< tHe(p) +u) + (1= t)((p) + u)
< tG(u,p) + (1 —t)G(u,p).

N

Além disso, G satisfaz as outras hipoteses do Teorema de existéncia, e logo, existe uma

solugao ug do problema de minimo

min G (4.19)

u€el
Por outro lado, pela equacao de Euler-Lagrangede G temos

d
EG%(uo,u’o) = Gy (uo,uy) q.s. em (0,1).

Logo, ¢(uj) = x+C q.s. em (0,1) com C uma constante. Como ¢'(p) =0 ¥p € (0, 1)

obtemos que |uj| > 1 ¢.s. em (0, 1), e portanto,
plup) = (1= lupl*)* s em (0,1).

Deste modo, F(ug) = G(up), e portanto, inf F < F(ug) = G(up) = minG < inf F e isto

mostra prova que ug é solugdo do problema (4.18).
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Além disso, a ug solucao é unica. De fato, basta provarmos que G é convexo.

Para isto, sejam uy,us € H»'(0,1) e t € [0, 1] entao
1
G(tuy + (1 — t)p(ug)) = / (p(tu) + (1 —t)uy)) + tug + (1 — t)us) de.
0
Como ¢ é convexa obtemos

Gltur + (1— t)p(un) < / (tp(e) + (1 — £)p (1) + tuy + (1 — t)uup) dt

IN

t / (o) + wr) da + (1 — 1) / (o (1) + o)
< 1G(w) + (1 — )G (uz).

o que prova a convexidade de G e logo, ug é tinica solu¢do do problema (4.18). [
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Capitulo 5

Resultados de regularidade

Neste capitulo vamos investigar condigoes sobre o lagrangeano para as quais os mini-
mizantes de funcionais integrais sao mais regulares. Primeiro traremos o caso que o
lagrangeano tem crescimento polinomial e mostraremos que os minimizantes sao tao
regular quanto o lagrangeano. Em particular, pertencerao a classe C* se o lagrangeano

também pertencer a esta classe.

Em seguida, provaremos o Teorema de reqularidade parcial de Tonelli que descreve a

regularidade dos minimizantes da classe das funcoes absolutamente continuas.

5.1 O caso regular

Nesta segao trataremos de funcionais integrais JF(u) cujos Lagrangeanos tém cresci-

mento polinomial de ordem m > 1.

Teorema 5.1. Sejam I = (a,b) um intervalo limitado de R e F(z,z,p) um lagrangeano

de classe C? definido em I x RN x RN, N > 1, satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) Ewistem constantes Cy, Cy > 0, tais que ¥V (z,y,2) € I x RN x RY
Collp||™ < F(x,2,p) < Ci(L+ [[pI™); (5.1)
(ii) Ewxiste uma fun¢ao M(R) > 0 tal que

1Ex(z, 2, p)[| + | Fp (2, 2, p) | < M(R)(1+ |[p[™) (5.2)
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V(z,2,p) €I x RN x RN tal que 2% + ||z||?> < R;
(ii) V(z,z,p) € I x RN xRN e V¢ € RY — {0} tem-se

ai-ﬁ-kF )
W(%%P)flfk > 0. (5.3)

Seja C = {v € H"(I,RY);v(a) = a,v(b) = B} e suponha que u é um minimo local

do sequinte problema:

b
minF(u):/ F(z,u,u)dz.

ueC
Entao v € C*(I,R") e satisfaz a equagio de Fuler-Lagrange.
Além disso, se F € de classe C*,2 < k < oo, entdo u € C*(I,RN). Se F é uma

funcao analitica entao u € uma funcao analitica.

Na demonstracao do Teorema 5.1 precisaremos dos seguintes Lemas auxiliares:

Lema 5.1. Seu € CY(I,RY) um extremal fraco de F, F, € CY(U) em alguma vizinhanca
adequada U da curva (z,u(z),u'(z)) e Fp,(z,u(z), v (x)) € inversivel para todo x € 1I.

Entio u € C?(I,RY).

Demonstragao: Como F,(r,u(r), v (x)) é inversivel, Vo € I, podemos considerar uma
vizinhanca U de {(z,u(z),v/ (x));x € I} tal que F,,(z, z,p) é inversivel V (z,2,p) € U.
Por outro lado, pela Proposicao 2.4 da Secao 2.2 do Capiluto 2 existe um vetor

constante ¢ € R tal que F,(z,u(z), v/ (x)) = (), YV € I com
¥(z) = / F(t u(t) /(1)) dt + c.

Por hipétese tem-se que F € C?(I x RN x RY) e u € CY(I,RY), o que implica
ser a aplicagio G : I x RN — RY dada por G(x,p) = F,(z,u(z),p) — 1 (x) de classe
CHI x RN, RY). Além disso,

Gp(x,u' () = Fpp(z,u(z),v'(x)), Vo el
Como F,(x,u(x),u (x)) é inversfvel, Va € I, temos que

det Gp(z,u'(x)) #0, Va el
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Por construgao da fungao G(-, -) temos que p = u'(x) é solugao da equagao G(z,p) = 0.

Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita tem-se que v’ € C1(I,R"). [ |

Se o lagrangeano F' é mais regular, entao pelo Teoremo da Fungao Implicita, temos

que u sera mais regular. Em resumo,

Lema 5.2. Sejau € C*(I,RY) um extremal fraco de F. Se F ¢ de classe C*, 2 < k < oo,
numa vizinhanca U de {(z,u(x),u'(z));x € I} e det F,(z,2,p) # 0, ¥(z,2,p) € U.
Entdo u € C*(I,RY), 2 < k < co. Além disso, se F' é uma funcdo analitica em U entdo

u € uma fungao analitica em U.

No que segue, queremos obter o resultado dado Lema 5.1 para um extremal fraco que
¢ uma funcao Lipschitz. Para isto, precisamos da hipdtese de F}, ser positiva definida,
pois na prova precisaremos da inversa global da aplicacao (z,z,p) — (x,z,y) com y =
F,(x,z,p). Esta hipétese é necessaria por que, neste caso, u/(x) nao ¢é continua, e logo,

nio podemos operar numa vizinhanca de py = u'(z), Voo € I.

Lema 5.3. Seja u € Lip(I,RY) um extremal fraco de F, F, € de classe C' em I x RY x

RN e F,,(z,2,p) € positiva definida em I x RN x RN, Entdo u € C*(I,R").

Demonstracao: Considere a aplicacio ¥ : I x RV x RN — T x RY x R definida por
U(x,z,p) = (2,2, Fp(z, 2,p)).

Como F ¢é positiva definida entao, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, ¥ é um C*-
difeomorfismo de I x RY x RN em sua imagem V = U(I x RY x RY). Assim, pela

Proposicao 2.5 da Secao 2.2 do Capitulo 2, existe um vetor constante ¢ € RY tal que
Fyfa,ul), ol (v) = () qs em I (5.4)
com
W(z) = / F(tu(t) /(1)) dt + c.
Note que ¢ € AC(I,RYN), (z) = F.(x,u(x),v'(z)) qs. em I e ¢ = F,(.,u,v) €
L>(1,RYN).

Agora, vamos considerar as seguintes funcoes auxiliares:

o(x) = (z,u(z),u'(z)), e(x) = (z,u(z),7(z)).
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Observe que, o(x) estd definida q.s. em I e e(x) estd definida Vo € I. E por (5.4)
tem-se

U(o(x)) =e(x) q.s. em I. (5.5)

Queremos mostrar que Ut (z,u(x),7(x)) = ¥ l(e(x)) estd bem definido Vo € 1.
Para isto, devemos provar que e(z) € V, Yz € I. Isso ndo é tdo evidente, pois por (5.5)

temos e(x) € V q.s. em .

Como u € Lip(I,RY) existe uma constante k > 0 tal que
lu(z) = w(@)|l < klz — €|, Vo,el.
Logo,
v/ (z)|| <k q.s. em I. (5.6)

Considere o conjunto K = {¥(z,u(x),p); (z,u(z)) € I x RY ||p| < K}. Observe que, K
é um subconjunto compacto de V, pois é fechado e limitado em I x RN x RV,

Agora, por (5.5) e (5.6) temos e(z) € K q.s. em I. Como e(x) é continua em I temos

que e(r) € K C V, Vx € I. Portanto, a fungao

estd bem definida e é continua. Mas, por (5.5) tem-se
(2, u(z), (2)) = 0(x) = U (e(x)) = (3, u(z), v()) qs. em I,

e logo, /() = v(z) q.s. em I. Entao,

o que implica u € C*(I,R"), e pela Proposi¢do 5.1 obtemos u € C%(I,RY). [ |

Agora, podemos provar o Teorema 5.1.
Demonstracao do Teorema 5.1:

Primeiro, observe que o funcional integral F(v) estd bem definido em C. De fato,

para v € C e por (5.1) temos

/F(a:,v(x),v'(m)) de < C4 /(1 + ||V (x)|™) dx < .

I I
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Sejam ¢ € Lip(I,RY) tal que ||p(z)|| < kem I e ||¢'(2)|| <k qgs. em I eec€R tal

que |e| < € para algum 0 < ¢y < 1 fixo. Entéo existe R € R tal que
2* + |lu(z) + ep(z)||* < R, Vaxel.
Além disso,

I +edI™ < 27 ([l 1™ + leel™) < 27 (k™ + llell™)

< 2m(Jl I+ ET).
Agora, considere a seguinte a sequéncia de fungoes:
Ve(z) = F(z,u+ep,u' + €0') - o+ Fp(x,u+ep,u' +€p) - ¢
Como F é de classe C? em I x RY x RM obtemos

lim . (z) = Yo(x) q.s. em [

e—0

com Yo(z) = Fy(z,u,v') - o+ Fp(z,u,u) - p.

Usando (5.2) e a desigualdade de Schwarz tem-se

lec@)ll < 1P u+ep,u + ) gl + I By, u+ ep,u’ + e
< BMR)(IE.(0,u+ e, + )| + | Byl u+ e, ol + )]
< RMR)(1+ '+ e'|")
< EM(R)(142m7 (||l ||™ + E™)).

Logo (1) ¢ limitada superiormente por uma fungiao L' e podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter ¢y € L' e

/I¢€(x) dx = /Iz/zo(x) dz.

Logo, a fungao ®(e) = F(u + ep), isto é,

O(e) = /F(a:,u+egp,u’+eg0’)dm
I

é de classe C''(—¢, €9).
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Mas, v é um minimo local de F em C, e portanto ®(0) < ®(¢) em (—ep, €y). Logo,

¢ = 0 é minimo local da fungao ®, o que implica ®'(0) = 0. Portanto,

®'(0) = /Fz(x,u,u') co+ Fy(z,u, ) - de =0, Yo e CF(I,RY), (5.7)

I

e concluimos que u € AC(I,RY) com v’ € L™(I,RY) é um extremal fraco de F na classe
H'™(I,RY).

Além disso, pela hipétese (5.2), temos
/HFZ(JE,u,u’)H dr < /M(R)(l + [/ ||™) dz < oo.
I I

Portanto, F,(-,u,u') € L'(I,RY).
Entdo podemos mostrar que existe um vetor constante ¢ € RY (veja a prova das

proposicoes 2.4 e 2.5 do Capitulo 2) tal que
Fy(, u(@), ' (2)) = ¥(2) as. em I

com ¥(z) = / Rt u(t), (1) i+ c.

O resto d; demonstracao segue como na prova do Lema 5.3, pois a imagem da
aplicacdo e : I — R x RY x R estd contida na imagem de W. De fato, a hipdtese
(iii) implica que F,(x,z,RY) = RY, pois V = I x RN x RY. Deste modo, obtemos
u € C%(I,RY) e pelo Lema 5.2 seguem-se as outras afirmagoes.

E a prova do Teorema 5.1 esta completa. [

Usando os mesmos argumentos podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 5.2. Se u € HY™(I,RY) é um ponto critico de F, mais precisamente, um
extremal fraco em HY™(I,RN), ou seja, 0F(u, ) = 0, Vo € C&(I,RY). Entdo u €
C*(I,RM).

Se as hipoteses do Teorema 5.1 sao satisfeitas entao u satisfaz a equacdo de Fuler-
Lagrange. Além disso, se F' € de classe C*, 2 < k < oo, entio u € C*. Se F ¢é uma

funcao analitica entao u € funcao analitica.

Concluiremos esta Secao com trés exemplos. Os dois primeiros ilustram o fato que a

condicao [}, > 0 é necesséria e o terceiro mostra que o Teorema 5.1 nao ¢ 6timo.
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Exemplo 5.1. Toda funcao lipschitz uo em (0,1) com a propriedade de que w;, assume
1
somente valores 1 e —1 é obviamente um minimo do funcional / (u? —1)*dr em C =
0
{u € H(0,1);u(0) = uo(0), u(1) = uo(1)}.

Neste caso, temos F(p) = (p* — 1)?, logo, F,(p) = 12p* — 4. [ |

Exemplo 5.2. Uma solugao do problema

1
min/ w?(2r — u')? da

ueC 1

com C = {u € H"*(0,1),u(—1) = 0,u(1) = 1} é a fungao

0 se —1<2<0,
u(x) =
2?2 se 0<zx<1.

Note que u € C'([—1,1]), mas u ¢ C*([—1,1]), pois «/(0) nao existe.

2

Neste caso, temos F'(z,u,p) = u*(2x — p)?, o que imllica F,,(z,u,p) =2u*>0. N

b
Exemplo 5.3. Considere / (u* + 1 + €*)dr. Entdo, F(z,u,p) = u® + p? + e* ndo

satisfaz as hipdteses do Teorema 5.1. [

5.2 Regularidade parcial de Tonelli

Agora, discutiremos a regularidade de minimizantes de funcionais integrais mais
gerais, ou seja, F' nao tem necessariamente um crescimento polinomial. Por simplici-
dade, trataremos somente o caso escalar (o caso vetorial pode ser encontrado em [5,
capitulo 6]).

O principal resultado é o seguinte:

Teorema 5.3 (Teorema de regularidade parcial de Tonelli). Seja F(z,u,p) um

lagrangeano de classe C* tal que Fy(x,u,p) > 0, V(z,u,p).

Se u € AC(a,b) é um minimo local forte do funcional

f(u):/ F(z,u,u)dz (5.8)
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na classe

C(a,b) = {u € AC(a,b); u(a) = o, u(b) = S}.

Entao u tem derivada cldssica u'(x) (possivelmente infinita) em [a,b].

Na demonstracao do Teorema 5.3 usaremos alguns resultados classicos da solubili-
dade local da equagao de Euler-Lagrange associada a F. As ideias principais da prova
sao: se em algum ponto os quocientes das diferencas de u sao uniformemente limitados
podemos resolver uma equacao diferencial ordinaria de 2% ordem, considerando u como
dado de fronteira (um problema de Dirichlet de contorno cldssico) numa vizinhanga deste
ponto. Além disso, podemos garantir que a solugao v deste problema de contorno é um
minimizante de F, e logo, v = u neste vizinhanca. Em particular, v é regular nesta
vizinhanga. Logo, u ¢é diferenciavel q.s. no sentido classico e podemos concluir que os

quocientes das diferengas sao limitados q.s., e portanto u é regular num aberto A.

Para simplificar a exposi¢ao, reuniremos, no seguinte Lema, alguns resultados classicos

da Teoria das Equagoes Diferenciais Ordinéarias que serao usados posteriormente.

Lema 5.4. Sejam A C R* um aberto e limitado, F(z,z,p) um lagrangeano reqular tal

que F,, >0, M >0 e d > 0 constantes.

Considere a equagao de Euler-Lagrange

d
—%Fp(x, u, ') + F(x,u,u’) = 0. (5.9)

Se (xo,up) € A, |a] < M, |5 < M entao existem € > 0 e uma unica solug¢ao cldssica
u(z; o, B), definida em |v — xo| < €, da equagao de Euler-Lagrange (5.9) satisfazendo as
condigoes iniciais

U(l’o;aaﬁ) = Ug + «Q, u'(xo;a,ﬁ) :B (510>

Além disso,

(a) u eu sao funcoes de classe C1(S) com
S =A@, o, f); |x — zo| <e o] <M, |B] < M}

(b) Para (x,c, ) € S temos
W' (z; 0, 8) — Bl < 6 (5.11)
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0 .0 .
a—Z(xo; a, ) >0, agna—Z(x; a, f) = sign(x — zo) (5.12)

com sign(x) a fun¢ao sinal.

Demonstracao: Como F,, > 0 entdo resolver (5.9) é equivalente a resolver a equacao

diferencial ordinédria de segunda ordem
" /
u' = f(z,u,u)

com
Fz_pru_Fpm
Fpp .

Pela hipéteses, temos que f € C1(R?), e logo, as afirmacoes de existéncia, unicidade, con-

f(x7u7p> =

tinuidade, incluindo a dependéncia continua dos dados iniciais, segue da Teoria classica

das Equagoes Diferenciais Ordinérias.

Por outro lado, como

0 0 ou’

a-Z(I’o;Oé,ﬁ)Zl, a_g(x(];a7ﬁ) :07 %(‘x(ﬁoﬁﬁ):l
entao podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que as condigoes em (b) sejam
validas. ]

Lema 5.5. Sejam m, p, My contantes positivas. Entao existe € > 0 tal que (xo,z1) C
[a,b], 0 < xy —xo <€ |ugl| <m e

Uy — Up

< M,.

r1 — Zo

E existe uma tnica solu¢io u € C*([xg,x1]) de (5.9) satisfazendo u(zo) = u(xy),
w(zy) =uy e

max |u(x) — up| < p.
z€[xo,21]

Além disso, u € o unico miminizante de

F(u; (xg,21)) = /I1 F(z,u,u) dx

o

no conjunto

A= {u € H" (2o, 21); u(zo) = up;u(r1) = vy, max |i(z) — ug| < p} :

T€[x0,71]
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Demonstracao: Seja 7 = m + p, A = (a,b)x(—7,7) e tomemos M > max(M;,2p),
0 <0 < M — M. Entao, podemos tomar € > 0 como no Lema 5.4 e supor que 3Me < p.

Integrando (5.11) temos que, para x € [xg, 1],

/x(U’(t; a, B) = B) dt‘ < /: 5 dt,

xo
ou seja,

|u(z; o, B) — u(zo; o, B) — Bz — 0)| < 5(x — x0).

Pela estimativa acima e (5.10) obtemos
lu(z; o, B) —upg — o — Bl — )| < 0(x — xp) (5.13)

Como 0 < x — xg < €, por hipotese tem-se

U1 — U

< M.

r — X
Assim,

ug — Ml(l' — IL‘[)) S U1 S Uo + Ml(ZL‘ — I’Q).

De (5.13) tem-se
ug+a+ (8 —08)(z—x) Sulr;a,8) <up+a+ (B8+ a)(z — x)
e portanto

w(zy;0, M) > ug + Mi(xy — xo) + (M — My — 6)(x1 — z9) > wy

U(LEl;O, —M) < Uy — M1(111 — Io) — (M — M1 — (5)(13 — x(]) < Ujp.

9,
Como %(xl;o,ﬁ) > 0 para f € [—M,M] podemos aplicar o Teorema do valor

intermediario e concluir que existe um unico 3y € [—M, M] tal que u(z1;0, By) = u;.

Entao, definimos
u(z) = u(z; 0, Bo).

Fazendo x = 29, a =0 e f = [y em (5.13), obtemos

|ug — up — B(x — x0)| < 6(z — 20).
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Portanto,

lJur — ua| — |Bo(x1 — 22)|| < 8(w1 — 20) = |ur — ua| — |Bol|z1 — w0| > —0(21 — 20).

Logo,
Uy — Ug
|Bo] <6+ = |Bo] < 6+ M. (5.14)
Tr1 — X
Para = € [xg, x| temos, por (5.13), que
u(z) —uo| = |u(x;0,8) —uo — Bo(xr — w0) + oz — T0)|
< Ju(w;0, By) — uo — Bo(x — 0)| + |Bol|z — 20
< 0z — x) + |Bol(z — x0) < (64 |Bo|)(x — x0) < (20 + M)e
< 3Me < p.

Assim, IFaX ] |a(x) — ug| < p. Agora, suponha que v € C?%([xg,r1]) é também uma
TE|T1,T2

solugao de (5.9) satisfazendo v(zg) = ug, v(z1) = uy e

max |v(z) — ug| < p.
z€[z1,72]

Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe T € (z1, ) tal que

v(xy) — v(z2) _ Uy — U
Ty — T2 T1 — o

V'(T) =
e (z,v(7)) € A.

Portanto, pelo Lema 5.4 (em particular (5.11)) substituindo (o, ug) por (Z,v(Z)) e 8

por v'(T) temos, para x € [xg, 1],

v'(z) — < 4.
Tr1 — X
Em particular,
0/ (w0)] < |01 4+ 6 < M, +6 < M.
1 — X

Em resumo, existe um unico Sy € [—M, M] tal que a solugao de (5.9) com valores
iniciais u(xg) = By e u'(xg) = By tem valores u(z;) = u;. Logo, v'(x¢) = 5y 0 que implica
v =u.

Para mostrar que @ é um minimizante de F(u; (zg, 1)) em A, considere a familia de

um-parametro de solugoes {u(-; «, 5y), |a| < M}.
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Por (5.13) e (5.14) temos, para = € [xg, x1],

u(x; M, o) —up > M+ Bo(x — x0) — d(x — o)
> M+ (By— 0)(x — o)
> M — (20 + My)e >2p—p=p,
uw(x; =M, By) —ug < —M + Bo(x — xo) + d(x — z0)
< =M+ (Bo+6)(x — w0)
< =M+ (20 + My)(z — x9)
< —2p+p=-—p.

ou
Como a—(x, a, By) > 0 temos que @ esta imerso num campo de extremais que cobrem
«

a regiao [xg, 1] X [ug — p,up + p]. Como F,, > 0, entdo pelo Teorema de Weierstrass

(consulte [5, p. 31] tem-se
F(u; (zg, 1)) > F(u; (x9,71)), Yue A
com igualdade valida se, e somente se, u = . [ |

Demonstracao do Teorema 5.3: Seja u € C(a,b) um minimo relativo de F. Entao,

existe 6 > 0 tal que

max |u(z) —v(z)| < 6 = F(u) < F(v), Yv e CC(a,b).

z€[a,b]

Seja T € [a, b tal que

M(Z) = liminf
Tr—x
z#T, z€[a,b]

< 0 (5.15)

M?:;@w

Suponhamos que T # b e tomemos T; > T com (T; — T) suficientemente pequeno tal
que

§
max |u(z) — u(T)| < —.
T€[T, 7] 2

Isso é possivel, pois u € AC(a,b).
Escolhendo M; > M(T) entao, por (5.15), podemos aplicar o Lema 5.5 com xy = 7,
uy = u(T), p=91/2, uy = u(ry) com x; € (T,T;) satisfazendo

uz) — u(T)

< M,.

r1 — T <€,
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Sejam @ a correspondente solu¢do da equagao de Euler e 4 € C(a,b) definida por

u(x) sex € [T, xq]

u(z) outros casos.

Entao
max |4(z) —u(z)] < max |a(r) —u(Z)|+ max |u(zr) — u(T)|
z€a,b] z€(T,x1] z€[T,z1]
o 6
S
S 5 + 7 1
e logo,

F(u) — F(u) = F(u; (71, 21)) — F(u, (T1,21)) > 0.

Isso mostra que u é minimo de F(-, (x1,22)) em A e como @ é tinica temos que 4 = u
e portanto u € C%([T, x1]).

De modo andlogo, como T # a tem-se u € C?*([x,T|) para algum 7y < T. Em
particular, u é Lipschitz numa vizinhanga de T € [a,b] com M (Z) < oo e pelo Lema 5.3
tem-se que u é C'*° numa vizinhanga de todo T.

Como u ¢é diferenciavel q.s. em [a,b] temos que Qy = {z € [a,b]; M(z) < oo} é um
aberto em [a, b] com medida ©(y) > 0 e u € C(Qy).

E a prova do Teorema 5.3 estd completa. [ |

Com consequéncia do Teorema 5.3 temos o seguinte resultado:

Teorema 5.4. Seja F(x,u,p) um lagrangeano reqular com crescimento superlinear, ou
seja,
F(z,u,p)

lIpll—o0 [P

tal que F,, > 0. Seja u € AC(a,b) um minimo local forte do funcional F dado por (5.8)
na classe

C(a,b) ={u € AC(a,b); u(a) = o, u(b) = S}.

Se F,(-,u,u') € L'(a,b) ou F,(-,u,u') € L'(a,b) entdo u € reqular e satisfaz a equagdo
de Fuler-Lagrenge e a equacao de DuBois-Raymond

d

%<F(x,u, u') —u'(x) Fu (2, u, Ul)) = Fy(z,u, ).
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Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Problema de valor de fronteira

Considere o funcional

Flu) = /Ol(u'2+u2)dm—/01fudx (6.1)

N —

1
com f € L?*(0,1). Logo, F(x,u,p) = §(p2 +4?) — fu.

Mostraremos que F' satisfaz as hipoteses do Teorema de existéncia de Tonelli. De

fato,
A S N SN S S S N
F(x,u,p) = 2(p + u?) fU—Qp +5u fu
1 1 2 1
> 22 L 2> 2.2 g2
_2p+<2u f) f_2p f

Portanto, F' tem crescimento superlinear. Claramente F' e F), sao continuas. Além disso,

para todo t € [0, 1], tem-se

1 1
F(z,u, (1 —=t)p1 +tp2) = 5[(1 — t)p1 + tpo]® + 5“2 — fu
1 1
= 5[(1 —1)2p2 4 2t(1 — t)p1py + t2p3] + §u2 — fu
1 1 1
= (- £)%p} +t(1 = t)pipo + §t2p§ + §u2 — fu.
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Usando que p1ps < %(pf + p3) obtemos

1 1 1 1
Fe,u,(1=tpi+tpo) < 51— 1)1 + St = 6)(p] +p3) + 505 + 5u” = fu

2 2
1 1 1 1 1
< SU=0%+ 5t = Opy + 5 (1= Opy + 585 + 5u° — fu
1 1 1
< - t)pt + ?pg + §U2 — fu
1 1 1 1
< (1-1%) (§pf + §u2 - fu) +1 <§p§ + §u2 - fu)

S (1 _t)F(xauypl) +tF(x7uap2)

e logo, F' é convexo em p.

Pelo teorema de existéncia de Tonelli existe um minimo de (6.1) em H}(0,1). E pela

convexidade do funcional temos que esse minimo é tinico.
Além disso, a fungao F(u +ty) é diferencidvel com relagao a t, Vo € Hj(0,1) e logo,

u satisfaz a equacao de Euler-Lagrange

d
EJf(u +t0)|imo =0, Vo € H}(0,1)

0 que equivale a

1 1
/O(u/go’—i-wp)d:c:/o fodr Yo e Hy0,1). (6.2)

A regularidade do minimo u segue dos resultados apresentados no Capitulo 5. Mas,
neste caso, pode ser obtidos mais facilmente. De fato, por (6.2) vemos que u resolve (no

sentido fraco) o problema de valor de fronteira

—u" +u=f em (0,1) (6.3)

Observe que,

(i) Como f € L?(0,1) e u € H}(0,1) entao, por (6.3), segue-se que uv” € L?(0,1), ou
seja, u € H%(0,1). Ese f € H*(0,1) com k € N entao u € H*2(0,1);

(i) Se f € C([0,1]) e como toda fungao em H'(0,1) pertence a C([0,1]) temos que
u” € C([0,1]), ou seja, u € C?([0,1]).
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6.2 O problema de Sturm-Liouville
Definimos o operador de Sturm-Liouville L no intervalo limitado [a, b] por
Lu= —(pu') + qu

com p € C'([a,b]), ¢ € C([a,b]),p> B >0,3€Req>0.
Vamos investigar o problema de autovalor de Sturm-Liouville, com condicoes de

Dirichlet, dado por

—(pu') +qu = Au, NeR (6.5)

u(a) =u(b) = 0. (6.6)

Definigao 6.1. Os valores de A para os quais (6.5)-(6.6) tem uma solu¢do nao-trivial
sao chamados autovalores e uma solucao nao-trivial u correspondente a A € chamada

autofuncao.
Consideremos o problema generalizado

—(pu') +qu = Mdou, Ne€R (6.7)
u(a) =u(b) = 0, (6.8)

com o € C([a,b]) e 0 > 0, e p e ¢ satisfazendo as mesmas condigoes acima.

Proposigao 6.1. Seja V' um subespaco fechado de Hi(a,b), com V # {0}. Entao

b
F(u) = / (pu” + qu*) dz
assume seu infimo no conjunto
b
W=Vn {u € Hy(a,b); / ou’dr = 1} :
Demonstracao: Como p > 3 > 0e ¢ > 0 temos
b
Flu) = / (pu”* + qu®)dx >0 Vu € Hj(a,b).

Logo, F(u) é limitado inferiormente.
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Seja (u,) C W uma sequéncia minimizante, isto é,

F(u,) = A= inf F(u).

ueWw
Pela desigualdade de Poincaré tem-se
b
€2 Flua) = [ (u + qud) do 2 Bl 12 = Ol
a
Portanto, (u,) ¢ limitada em H}(a,b). Como H}(a,b) é um espago de Hilbert temos
que existem u € Hj(a,b) e uma subsequéncia, que representaremos por (u,,), fracamente
convergente, ou seja, u, — u em H}(a,b).
Por outro lado, a forma quadrética F(u) é uma forma bilinear, simétrica, continua
a(u,v) em H}(a,b), ou seja, F(u) = a(u,u) com
a(u,v) = /b(pu'v' + quv) dz.
a
Entao,
Fluy) = alup,un) = aluy, —u,u, —u) + 2a(u, uy,) — a(u, u)
> 2a(u,uy,) — a(u,u),
e portanto,

lim inf F(u,) > liminf[2a(u, u,) — a(u, v)] = 2a(u, u) — a(u,u) = a(u,u) = F(u).

n—00 n—00
Mas,
ligggf]—"(un) = nlg& Flu,) == ulgva F(u),
e logo,
Flu) < A (6.9)

Afirmamos que u € W. De fato, como V é convexo e fechado na topologia forte entao
V ¢ fechado na topologia fraca, portanto v € V. Como (u,) limitada em H{(a,b) e a
imersdao H}(a,b) = L?*(a,b) é compacta temos que existe v € L?(a,b) tal que u,, — v em

L?(a,b).

Mostraremos que u = v. De fato, para w € L*(a,b) temos que

(v = v, w2yl = (U, w)r2@p) = (Un, W)r20p) + (Un, W)r2@0p) — (v, W) L2 )]

IN

(U, W) r2(ap) — (U, W) 200 p)| + [(Un — V, W) L2(ap) ]

< (U, W) 2(ap) — (U, W) 20| + ([t — V] L2(@p) W] L2(ap)-
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Usando a continuidade do produto interno e o fato que a convergéncia fraca em

Hg(a,b) implica convergéncia fraca em L?(a,b) obtemos

(U, w)LQ(a,b) — (u, w)L?(a,b)-

Como (u,) converge forte em L?(a,b) para v temos que

0 < |[(u—v,w)r20ap)| < [(Un, W)r2(p) = (W W) L2ap) | + [[Un — V|20 |W| L2(a,8) = O

e portanto,

(u—v,w)2(0p) =0, Yw € L*(a,b).
Escolhendo w = u — v, tem-se

(u—v,u =)0 =0=u=n.

b b
/ ou? dr — / ou? dz.
a a

b
/ ouldr=1, VneN

b
/ oudr = 1.

Portanto, u € W e por (6.9) temos que

Assim,
Como u,, € W tem-se

e pela unicidade do limite obtemos

== i < <
ulélva]:(u) < Flu) <A

o que implica F(u) = . |

Agora vamos definir indutivamente uma sequéncia de subespagos fechados de H} (a, )

como segue:
b
Vi = Hy(a,b), Wi =V N {u € Hy(a,b); / ou? dx = 1} :
Aplicando a Proposicao 6.1 obtemos u; € W tal que

F(uy) = alug,uy) = Ay = inf{F(u); u e Wi}
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Em seguida, definimos V5 como o subspaco fechado das fungoes u € H}(a,b) que sao

o-ortogonais a uq, isto é,

b
VQZ{UGHS(CL,Z));/ auulda::()}

b
Wnggﬂ{uEHé(a,b);/ Ju2da::1}.

Novamente pela Proposigao 6.1 obtemos us; € Wy com
F(u) = alui,ug) = Ay = inf{F(u); u € Wa}.
Continuando este processo na n-ésima etapa temos o subspagco

b
V, = {uEH&(a,b);/ auuidx:(),izl,l...,n—l}

b
W, =V, N {u € Hy(a,b); / ou? dx = 1}

e encontramos u,, € W,, tal que
F(un) = a(un, uy) = N\, = inf{F(u); u e W,}.

Observe que

WiDWeDWsD - DW, D Wy D--

e portanto,

Além disso, por construcao, temos
b
/ OU UL AT = Op; COM Opp = (6.10)
a

Afirmacao: )\, e u,, n € N sao respectivamente os autovalores e as autofuncoes do

problema de autovalor de Sturm-Liouville.

De fato, se p; € Vi, e #0 e

b
/ o(u; + ep;) dr = 1
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entao pela definicao de minimo
F(ui + epi) > Ai.

Logo,
b
a(u; + €p;, u; + €p;) > )\i/ o(u; +eps)? dr, Yo, €V

Desenvolvendo em e obtemos

b b
2e [G(Ui, ©i) — Ai/ ou;p; dﬂﬁ} + ¢ [G(S% ©i) — /\i/ op; dx} >0, VeeR

e logo,
b
a(ug, @;) — )\i/ oup;de =0, Yo, €V,
e por (6.10) tem-se
e portanto,
b
a(u;, o) — )\i/ ougpdr =0, Yo € Hy(a,b). (6.12)
Logo, u; é solugao fraca de (6.7) para A = ;.

Assim, provamos que a seqiiéncia de problemas de minimizacao

b
min {/ (pu 4 qu?) dz; u € Wn}

define uma sequéncia (\,,u,) de autofungoes u,, e autovalores \,,.

Agora vamos mostrar que o sistema de (\,, u,,) é completo no sentido de que se (A, u)
é uma solugao de (6.7) com u # 0 entdo A = \; para algum ¢, e u deve ser um miltiplo

de u;, ou seja, A é um autovalor simples.

Provaremos primeiro que

lim A, = +o0. (6.13)

n—oo
De fato, suponha por absurdo, que ()\,) é limitada entdo (u,) ¢ limitada em H}(a,b) e

como H}(a,b) — L?*(a,b) é compacta existe u € L?(a,b) tal que u,, — u em L*(a,b).

b
/ oudr = 1.

Além disso
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Logo,
b
/ o(u— uy)? — 0.

Mas, por (6.10), para k # n, temos

b b b b
/U(uk—un)zdx—/ auidw—Z/ Uukundx—i-/auidx—Z

e portanto

b b
/ o(u—u,)? = lim [ o(up —u,)*dz =2, ¥n

o que é uma contradigao.

Agora vamos mostrar que toda v € H}(a,b) tem uma expansao em o-série de Fourier,

ou seja,
oo
v = E C;U;
i=1

com ¢; 0s o-coeficientes de Fourier de v com relagao a u;, ou seja,

b
ci:/ ovu; dx.
a

n
Up — E Cil;.
i=1

Para isto, definimos

Note que,
b
/J(v—vn)uidx:O, Vi=1,...,n,
a

e logo v — v, € V,,41. Pela propriedade de minimo de A, ; temos que

b
a(v =V, v —Uy) > A1 / o(v—uv,)?dx.

As propriedades (6.10) e (6.12) implicam que

b b n b b
/ o(v—uv,) dr = / ov?dx — E = / ov?dx — / ov? dz,
a a i=1 a a

a(v — vy, v —vy,) = alv,v) — Z Nic? = a(v,v) — a(vy, v,).
i=1

Mas, por (6.13), existe N tal que A, > 0, para todo n > N. Assim, por (6.14) e

obtemos

b
0< / o(v—wv,)tdr < a(v,v).

n+1
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Logo,
b
/ o(v—v,)?dr — 0 (6.18)

b b
/ ov?dr — / ov?dx
a a

b 00
/ ovidr = Z c:. (6.19)
a i=1

e (6.15) implica

ou equivalentemente

Agora, por (6.16) obtemos

n
a(vp,vy) = Z Nic? < a(v,v).
i=1

o0

Logo, a série 5 \ic2 é convergente. Portanto, para n > m e n,m — oo tem-se
i=1

b n
/J(vn—vm)de = Z cd =0,

i=m-+1

n
a(Vy — Uy Uy — Up) = Z Aic? — 0.

i=m-+1

E pela coercividade de a(u,v) existe C' > 0 tal que
Cllon — vl g3 (@) < @V — Vmy v — V) = Z N2 < a(v,v).
i=1

Logo (v,) é uma sequéncia de Cauchy em H}(a,b) e portanto converge em H}(a,b).
E por (6.18) concluimos que v, — v em H;(a,b).

Além disso,

a(v,v) = Z €2
i=1

Finalmente, considere uma solugao qualquer (A, u) de (6.7). Entao

b b
>\/ ouu; dr = a(u,u;) = /\i/ ou;udx.

Logo,
b
(N — )\Z)/ ouu;dr =0, Vi.
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Consequentemente, se A # \;,, Vi, temos, por (6.19), que

b
/ ou?dr = 0.

Logo, u = 0. Portanto, A\ = \; para algum 1.
Para provar que todos \; sao autovalores simples, suponhamos que A corresponde a

dois autovalores da sequéncia (\,,). Entao existem duas fungoes lineramente independente

Uy e Uy associadas ao autovalor A e toda combinacao linear
ciuy + CQUQ 7& 0
¢é também uma autofuncao correspondente a A\. Agora, escolhemos cq, ¢y tais que

Clﬂ1<a)+02ﬂ2(a) =0

ety (a) 4+ coiy(a) = 0

e pela unicidade de solucao do Problema de Cauchy concluimos que c;u; + coig = 0, 0

que contradiz o fato de @; e Uy serem L.I. Portanto, o sistema (\,, u,) é completo.

Em resumo,

Teorema 6.1. Os autovalores do problema (6.7) formam uma sequéncia (\,) nao-decrescente,
tal que A, — 00. Uma sequéncia completa (A, u,) de autovalores N\, e autofun¢oes u,
com A < Ay < --- < N\, — 00 pode ser obtida resolvendo recursivamente os problemas
de minimizagao
b
min {}"(u) = / (pu? + qu®) da; u € Wn}

com ,

W, =V, N {u € H}(0,1); / ou?dr = 1} :

Vi= H&(CL, b)7

b
Vn:{ueHé(O,l);/ Uuuidx:O,izl,...,n—l}.
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Consideracaes finais

Nesta dissertagao investigamos os resultados de existéncia e regularidade para minimo
de funcionais integrais desenvolvidos por L. Tonelli. Destacamos os seguintes aspectos

do trabalho:

(1) A técnica usada para obtengao da solugao do problema de minimo é a conhecida

como métodos direto do calculo das variacoes, acoplado com argumento de compacidade.

(ii) O estudo dos problemas variacionais por sua importancia tedrica, numérica e sua
aplicacao em diversos modelos de controle 6timo. Particularmente, a analise matemética

que envolve espacos funcionais especiais, teoria de distribuicao para funcoes vetoriais etc.

(iii) O estudo de problemas diferenciais através de problemas variacionais .
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