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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções positivas para o problema do tipo

Kirchhoff dado por:

(
a+ λ

∫

IRN

|∇u|2 + λb

∫

IRN

u2
)
[−∆u+ bu] = f(u),

em IRN , onde N ≥ 3, a, b constantes positivas e λ ≥ 0 um parâmetro.

Usaremos métodos variacionais sem requerer condições usuais que permitem que sequências

Palais-Smale para o funcional associado seja limitada. Para contornar tal dificuldade usa-se

uma função corte para obter um funcional truncado e um resultado denominado “monotonicity

trick”devido a Struwe [17].

Palavras-chaves:Problema do tipo Kirchhoff, métodos variacionais.
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Abstract

In this work we study the existence of positive solutions to Kirchhoff type problem given by:

(
a+ λ

∫

IRN

|∇u|2 + λb

∫

IRN

u2
)
[−∆u+ bu] = f(u),

in IRN , where N ≥ 3, a, b are positive constants and λ ≥ 0 is a parameter.

We use variational methods does not require usual conditions that imply Palais-Smale

sequences for the associated functional is bounded. To overcome this difficulty is utilized a

cut-off function to obtain a modified functional and result called “monotonicity trick”due to

Struwe [17].

keywords: Kirchhoff type problem, variational methods.
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Introdução

Um considerável esforço tem sido feito nos últimos anos para estudar o problema não-local

do tipo Kirchhoff dado por:





−(a+ b

∫

Ω

|∇u|2dx)∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

como pode ser visto nos artigos [2], [6], [7], [11], [14], [18], [19], [21] e em suas referências.

A denominação não-local decorre do fato do termo

∫

Ω

|∇u|2dx que aparece na equação

não ser calculado pontualmente. Tal classe de problemas é o caso estacionário da equação de

Kirchhoff dada por,
∂2u

∂t2
−M(‖u‖2)∆u(x) = f(x, u(x)),

a qual é uma generalização daquela introduzida por Kirchhoff [10] em 1883, dada por

ρ
∂2u

∂t2
−
(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
2

dx|
)
∂2u

∂x2
= 0.

Essa equação é uma extensão da Equação Clássica da Corda Vibrante, proposta por D’Alembert,

considerando os efeitos das mudanças no comprimento da corda durante a vibração.

Os parâmetros nesta equação têm os seguintes significados:

L é o comprimento da corda,

h é a área da seção transversal da corda,

E é o módulo de Young do material do qual a corda é feita,

ρ é a densidade de massa,

P0 é a tensão inicial.

Por isso, essa classe de problemas é chamado não-locais do tipo Kirchhoff.

1



Nesta dissertação estudamos o artigo Existence of a positive solution to Kirchhoff type

problems without compactness conditions devido a Yuhua Li, Fuyi Li e Junping Shi [11]. Nesse

artigo os autores mostraram a existência de solução para o problema,

(
a+ λ

∫

IRN

|∇u|2 + λb

∫

IRN

u2
)
[−∆u+ bu] = f(u) em IRN , (1)

onde N ≥ 3, e a, b constantes positivas, λ ≥ 0 um número real. As hipóteses sobre a função f

são dadas por:

(H1) f ∈ C(IR+, IR+) e |f(t)| ≤ C(|t| + |t|p−1) para todo t ∈ IR+ = [0,+∞) e algum p ∈ (2, 2∗),

onde 2∗ =
2N

N − 2
para N ≥ 3.

(H2) lim
t→0

f(t)

t
= 0.

(H3) lim
t→∞

f(t)

t
= ∞.

Sob essas hipóteses os autores provaram os seguintes resultados:

Teorema 0.1. Suponhamos que N ≥ 3, a, b constantes positivas e λ ≥ 0 um número real. Se

as condições (H1), (H2) e (H3) são satisfeitas, então existe λ0 tal que para todo λ ∈ [0, λ0) a

equação (1) possui pelo menos uma solução positiva.

Corolário 0.1. Suponha que N ≥ 3 e b uma constante positiva. Se as condições (H1), (H2) e

(H3) ocorrem, então o problema

−∆u+ bu = f(u), em IRN , (2)

possui pelo menos uma solução positiva.

A principal dificuldade dos autores foi a falta de compacidade nas imersões de Sobolev,

onde não temos a garantia da existência de uma sequência Palais-Smale limitada, a qual

seria suficiente para encontrarmos soluções do problema (1). Para contornar tal dificuldade os

autores utilizaram um funcional truncado e neste funcional utilizaram o resultado denominado

“monotonicity trick”devido a Struwe [17].

Para facilitar a leitura, dividimos esta dissertação da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, faremos um estudo inicial sobre o espaço das funções radiais e demonstraremos

um resultado de compacidade devido a Strauss [20].
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No Caṕıtulo 2, faremos um truncamento no funcional associado ao problema (1). Provaremos

algumas propriedades sobre sequências Palais-Smale para esse funcional truncado. O resultado

principal deste trabalho será demonstrado no Caṕıtulo 3.

No Apêndice A, provaremos que os funcionais estudados nesta dissertação são de classe C1.

No Apêndice B, relembraremos e relacionaremos alguns resultados clássicos usados nesta

dissertação, indicando as referências onde elas poderão ser encontradas.

3



Notação

Nesta dissertação usaremos as seguintes notações:

B(y, δ): Bola de raio δ e centro y.

| · |q: Norma usual no espaço Lq(IRN).

�: Fim da demonstração.

→: Convergência forte.

⇀: convergência fraca.
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Caṕıtulo

1

Espaço das funções radiais

Neste caṕıtulo faremos um estudo sobre o espaço das funções radiais e provaremos que esse

espaço está imerso compactamente em Lq(IRN), 2 < q < 2∗. Tal resultado é devido a Strauss

[20].

Definição 1.1. O operador A : IRN → IRN é dito ortogonal quando existe uma base ortonormal

α ∈ IRN , tal que a matriz de A em relação à base α seja ortogonal.

Definição 1.2. Definimos o conjunto dos operadores lineares A : IRN → IRN que preservam o

produto interno por:

O(N) = {A ∈ L(IRN , IRN); 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉}.

Definição 1.3. Um grupo topológico é um espaço topológico (G, τ,+) munido de uma

operação “+” que torna G um grupo (“τ” topologia de G), tal que

i) a aplicação + : G×G→ G definida por +(g, h) = g + h é cont́ınua;

ii) a função I−1 : G→ G definida por I−1(g) = g−1 é cont́ınua.

Observação 1.1. O conjunto O(N) munido com a operação produto de matrizes é um grupo

topológico.

Definição 1.4. Uma ação de um grupo topológico G sobre um espaço vetorial normado H é

uma aplicação cont́ınua G×H → H, (g, u) = gu satisfazendo as seguintes condições:

i) g : H → H, é linear;

ii) (gh)u = g(hu);
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iii) 1u = u.

Se |g(u)| = |u|, então g é uma isometria.

Definição 1.5. Um subconjunto Ω ⊆ IRN é dito radialmente simétrico se é mensurável e

satisfaz a seguinte propriedade:

para x0 ∈ Ω e |x| = |x0| então x ∈ Ω.

Exemplo 1.1. São exemplos de conjuntos radialmente simétricos o IRN , B
R(0) e as regiões

anulares.

Definição 1.6. (Forma Anaĺıtica) Sejam Ω ⊆ IRN um conjunto radialmente simétrico

e u ∈ L1
Loc(Ω). Dizemos que u é uma função radial ou radialmente simétrica se existe

f : [0,+∞) → IR tal que u(x) = f(|x|) para quase todo x ∈ Ω.

Definição 1.7. (Forma Algébrica) Sejam Ω ⊆ IRN um conjunto radialmente simétrico e

u ∈ L1
Loc(Ω). Dizemos que u é uma função radial ou radialmente simétrica se, para cada

tranformação linear ortogonal A : IRN → IRN , a igualdade u(Ax) = u(x) vale para quase todo

x ∈ Ω.

Proposição 1.1. As Definições 1.6 e 1.7 são equivalentes.

Demonstração. ⇒) Vamos mostrar que a Definição 1.6 implica na Definição 1.7. Dada qualquer

transformação linear ortogonal isométrica A : IRN → IRN , temos

u(Ax) = f(|Ax|) = f(|x|) = u(x), para quase todo x ∈ Ω.

⇐) Seja u ∈ L1
loc(IR

N) uma função radial. Estendemos u ao IRN , fazendo u(x) = 0 para

x ∈ IRN/Ω. Usando o Teorema B.5, temos que

u(y) = lim
δ→0+

1

|B(y, δ)|

∫

B(y,δ)

u(x)dx, para quase todo y ∈ IRN . (1.1)

Seja y0 ∈ IRN fixado, para qual a Definição 1.7 seja válida. Dado y ∈ IRN com |y| = |y0|, seja
A(y, y0) : IR

N → IRN uma transformação linear ortogonal que leva y a y0. Temos que A(y, y0) é
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uma isometria, portanto leva B(y, δ) a B(y0, δ) para qualquer δ > 0. Pelo Teorema B.7 e pela

Definição 1.7, temos

u(y0) = lim
δ→0+

1

|B(y0, δ)|

∫

B(y0,δ)

u(x)dx

= lim
δ→0+

1

|B(y, δ)|

∫

B(y,δ)

u([A(y, y0)](x))|[A(y, y0)′](x)|dx

= lim
δ→0+

1

|B(y, δ)|

∫

B(y,δ)

u(x)dx.

Seja f : [0,+∞) → IR tal que f(r) = u(yr). Se existir yr ∈ IRN satisfazendo (1.1) e |yr| = r,

então f(r) = 0. Caso contrário, temos

u(y) = lim
δ→0+

1

|B(y, δ)|

∫

B(y,δ)

u(x)dx = f(|y|),

para quase todo y ∈ IRN .

✷

Seja H1(IRN) o espaço de Sobolev usual induzido pelo produto interno dado por:

(u, v) =

∫

IRN

(∇u∇v + buv)

e cuja norma associada é dada por ||u|| = (u, u)1/2. Denotamos por H = H1
r (IR

N) o subespaço

de H1(IRN) que contém apenas as funções radiais dado por:

H = {u ∈ H1(IRN); u(Ax) = u(x) para todo A ∈ O(N)}.

Teorema 1.1. H é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Devemos mostrar que H é subespaço vetorial normado de H1(IRN) e é completo

com a norma || · ||.
Usando a Definição 1.7. Temos 0 ∈ H, e dados u1, u2 ∈ H, A ∈ O(N), α ∈ IR e para quase
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todo x ∈ IRN , temos

(u1 + αu2)(Ax) = u1(Ax) + αu2(Ax) = u1(x) + αu2(x) = (u1 + αu2)(x).

Sejam {un} uma sequência de Cauchy em H e u ∈ H1(IRN) o limite dessa sequência, pois

H1(IRN) é Hilbert. Desde que a imersão H1(IRN) →֒ L2(IRN) é cont́ınua, então un → u

em L2(IRN). Assim, do Teorema de Vainberg (ver Teorema B.3 no Apêndice B) existe uma

subsequência {un} tal que un(x) → u(x), para quase todo x ∈ IRN . Dada uma tranformação

linear ortogonal A : IRN → IRN , temos

u(Ax) = lim
n→∞

un(Ax) = lim
n→∞

un(x) = u(x),

para quase todo x ∈ IRN , u ∈ H. Logo H é Hilbert.

✷

Definição 1.8. Seja G um subgrupo de O(N), y ∈ IRN e r > 0, definimos

m(y, r, G) = sup{n ∈ IN: ∃ g1, g2, · · · , gn ∈ G; j 6= k ⇒ B(gjy, r) ∩B(gky, r) = ∅}.

Definição 1.9. Um subconjunto aberto Ω ⊂ IRN é invariante se gΩ = Ω para toda g ∈ G. Um

subconjunto invariante Ω ⊂ IRN é compat́ıvel com G se, para algum r > 0, temos

lim
|y|→+∞

dist(y,Ω)≤r

m(y, r, G) = ∞.

Definição 1.10. Sejam G um subgrupo de O(N) e Ω um subconjunto invariante aberto de IRN .

A ação de G em H1
0 (Ω) é definida por

gu(x) = u(g−1x).

8



O subespaço de funções invariante é definido por

H1
0,G(Ω) = {u ∈ H1

0 (Ω); gu = u, ∀g ∈ G}.

Teorema 1.2. Se Ω é compat́ıvel com G, a seguinte imersão é compacta

H1
0,G(Ω) →֒ Lp(Ω), 2 < p < 2∗.

Demonstração. Sejam {un} uma sequência limitada em H1
0,G(Ω). Desde que H

1
0,G(Ω) é reflexivo,

passando a uma subsequência, temos que un ⇀ u em H1
0,G(Ω). Note que, vn = un − u ⇀ 0,

mostremos que vn → 0 em Lp(Ω). Para cada n ∈ IN, temos

m(y,r,G)∑

j=1

∫

B(gjy,r)

|vn|2dz =

∫
⋃m(y,r,G)

j=1 B(gjy,r)

|vn|2dz.

Tomando z = g−1
j x, ou seja, x = gjz. Pelo Teorema B.7 e da Definição 1.10, temos

∫

B(gj ,r)

|vn(x)|2dx =

∫

B(y,r)

|vn(gjz)|2|g′j|dz

=

∫

B(y,r)

|g−1vn(z)|2dz

=

∫

B(y,r)

|vn(z)|2dz.

Assim,

m(y,r,G)∑

j=1

∫

B(gjy,r)

|vn|2dz =
m(y,r,G)∑

j=1

∫

B(y,r)

|vn|2dz = m(y, r, G)

∫

B(y,r)

|vn|2dz.

Portanto,

∫

B(y,r)

|vn|2dz ≤
sup
n∈IN

|vn|22
m(y, r, G)

. (1.2)

Como Ω é compátivel com G, temos m(y, r, G) → ∞, quando |y| → ∞. Por (1.2), temos para
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cada ε > 0, existe R = R(ε) > 0, tal que

sup
|y|≥R

∫

B(y,r)

|vn|2dz ≤ ε, ∀n ∈ IN. (1.3)

Pelo Teorema B.6, temos ∫

B(0,R+r)

|vn|2dz → 0.

Em particular, existe n0 = n0(ε) ∈ IN, tal que

∫

B(y,r)

|vn|2dz ≤
∫

B(0,R+r)

|vn|2dz ≤ ε, se |y| ≤ R e n ≥ n0. (1.4)

De (1.3) e (1.4), obtemos

sup
y∈IRN

∫

B(y,r)

|vn|2dz → 0, quando n→ ∞,

Do Lema B.3, vn → 0 em Lp(Ω), então un → u em Lp(Ω).

✷

Corolário 1.1. Seja Nj ≥ 2, j = 1, 2, · · · , k,
k∑

j=1

Nj = N e

G = O(N1)×O(N2)× · · · ×O(NK).

Então a seguinte imersão é compacta

H1
G(IR

N) →֒ Lp(IRN), 2 < p < 2∗.

Demonstração. Primeiramente mostraremos que G = O(2) é compátivel com IR2. De fato,

dados n ∈ IN e r > 0, sejam

xj = R

(
cos

(
2jπ

n

)
, sen

(
2jπ

n

))
, R > 0

10



e gj : IR
2 → IR2 uma transformação linear ortogonal que leva (R, 0) a xj, j = 0, 1, · · · , n. Logo

|xj+1 − xj|2 = R2

[(
cos

(
(j + 1)

2π

n

)
− cos

(
j2π

n

))2

+

(
sen

(
(j + 1)

2π

n

)
− sen

(
j2π

n

))2
]

= R2

[
2− 2cos

(
(j + 1)

2π

n

)
cos

(
j2π

n

)
− 2sen

(
(j + 1)

2π

n

)
sen

(
j2π

n

)]

= 2R2

[
1− cos

(
2π

n

)]
→ ∞, quando R → ∞.

Para R > 0 suficientemente grande, temos que se |y| ≥ R, j1, j2 ∈ {1, · · · , n} e j1 6= j2, então

|xj1 − xj2 | ≥ 2r, de modo que B(gj1y, r) ∩ B(gj2y, r) = ∅,

m(y, r, O(2)) ≥ n, sempre que |y| ≥ R.

Pelo Teorema 1.2 a imersão H1
G(IR

2) →֒ Lp(IR2) é compacta, 2 < p < 2∗.

Agora, mostraremos que G = O(M) é compátivel com IRM . Dado y ∈ IRM com |y| ≥ R,

se R suficientemente grande, obtemos g1, · · · , gn ∈ O(M), tais que B(gj1y, r) ∩ B(gj2 , r) = ∅,
sempre que j1, j2 ∈ {1, · · · , n} e j1 6= j2. Portanto, se |y| ≥ R, então

m(y, r, O(M)) ≥ n.

No caso geral, dado y = (y1, · · · , yk) ∈ IRN1 × · · · × IRNk , com |y| ≥ R
√
k > 0, existe

i ∈ {1, · · · , k}, tal que
|yi| ≥ R.

Assim, obtemos g1, · · · , gk ∈ O(Nj), tais que B(gj1yi, r) ∩ B(gj2yi, r) = ∅, sempre que

j1, j2 ∈ {1, · · · , n} e j1 6= j2, temos

m(yi, r, O(Nj)) ≥ n.

Portanto, se |y| ≥ R
√
k, então

m(y, r, G) ≥ m(yi, r, O(Nj)) ≥ n.

11



✷

Corolário 1.2 (Strauss). Seja N ≥ 2. Então a seguinte imersão é compacta:

H1
O(N)(IR

N) →֒ Lp(IRN), 2 < p < 2∗.

Demonstração. Pela Definição 1.7 temos que H = H1
O(N)(IR

N). Aplicando o Corolário 1.1 para

N1 = N conclúımos a demonstração.

✷

12



Caṕıtulo

2

Resultados preliminares

Neste caṕıtulo definiremos o funcional associado ao problema (1). Faremos um truncamento

neste funcional e provaremos alguns resultados relacionado a este funcional.

Definimos para todo parâmetro λ ≥ 0 o funcional Jλ associado ao problema (1) no espaço

H, por

Jλ(u) =
1

2
a||u||2 + 1

4
λ||u||4 −

∫

IRN

F (u), u ∈ H.

No Apêndice A, mostraremos que o funcional Jλ ∈ C1 e que

(J ′
λ(u), v) = a(u, v) + λ||u||2(u, v)−

∫

IRN

f(u)v, u, v ∈ H.

Definição 2.1. Sejam H um espaço de Banach e Jλ : H → IR um funcional de classe C1. Se

existirem c ∈ IR e {un} ⊂ H tais que:

Jλ(un) → c

e

J ′
λ(un) → 0,

dizemos que {un} é uma sequência Palais-Smale (PS) no ńıvel c para Jλ. Se tal sequência

possui uma subsequência convergente, diz-se que Jλ satisfaz a condição Palais-Smale no

ńıvel c.

Para contornar a falta de imersão compacta de H1(IRN) em Lq(IRN) e mostrar que sequências

(PS) para o funcional Jλ são limitadas, vamos definir um truncamento para o funcional Jλ do

13



seguinte modo:

Considere uma função ψ ∈ C∞(IR+, IR) com as seguintes propriedades;





ψ(t) = 1, t ∈ [0, 1],

0 ≤ ψ(t) ≤ 1, t ∈ (1, 2),

ψ(t) = 0, t ∈ [2,∞),

||ψ′||∞ ≤ 2.

Para cada T > 0 definimos hT (u) = ψ
(

||u||2

T 2

)
e o seguinte funcional modificado JT

λ : H → IR

dado por

JT
λ (u) =

1

2
a||u||2 + 1

4
λhT (u)||u||4 −

∫

IRN

F (u), u ∈ H.

No Apêndice A mostraremos que o funcional JT
λ é de classe C1 e

((JT
λ (u))

′, v) = a(u, v) + λhT (u)||u||2(u, v) +
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4(u, v)−

∫

IRN

f(u)v, u, v ∈ H.

Para T > 0 suficientemente grande e para λ suficientemente pequeno, poderemos encontrar um

ponto cŕıtico do funcional JT
λ tal que ||u|| ≤ T , e por fim esse ponto cŕıtico u também será um

ponto cŕıtico do funcional Jλ.

Vejamos um resultado muito importante devido a Struwe [20], o “monotonicity trick”que

essencialmente nos garante a existência de uma sequência (PS) limitada para uma famı́lia de

funcionais.

Teorema 2.1. Seja (X, || · ||) um espaço de Banach e I ⊂ IR+ um intervalo. Considere a famı́lia

de funcionais Φµ de classe C1 em X satisfazendo,

(1) Φµ(u) = A(u)− µB(u), µ ∈ I,

(2) B não negativo,

(3) ou A(u) → ∞ ou B(u) → ∞, quando ||u|| → ∞,

(4) Φµ(0) = 0.
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Para cada µ ∈ I, definimos o conjunto

Γµ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0,Φµ(γ(1)) < 0}.

Se para todo µ ∈ I o conjunto Γµ é não vazio e

cµ = inf
γ∈Γµ

max
t∈[0,1]

Φµ(γ(t)) > 0,

então para quase todo µ ∈ I, existe uma sequência {un} ⊂ X, tal que

(i) {un} é limitada,

(ii) Φµ(un) → cµ,

(iii) Φ′
µ(un) → 0 no dual X−1 de X.

Demonstração. Pela existência de cµ existirá uma sequência {un} em X, tal que Φ(un) → cµ,

provando assim o item (ii).

Provaremos agora o item (i), suponha por contradição que {un} não seja limitada, então

existe uma subsequência de {un} também denotada por {un}, tal que ||un|| → +∞. Pelo item

(1) ou A(un) → +∞ ou B(un) → +∞, em ambos os casos teriamos Φ(un) = A(un)−µB(un) 9

cµ, que é uma contradição. Logo {un} é limitada.

Agora suponhamos que o item (iii) não ocorra, então existe δ > 0, tal que

||Φ′
µ(un)|| ≥ 2δ.

Pelo Lema de Deformação Clássica (ver Lema B.1 no Apêndice B), existe M ∈ ]0, δ[ e um

homeomorfismo η : X → X, tal que

η(un) = un se |Φµ(un)− cµ| ≥ δ, (2.1)

Φµ(η(un)) ≤ Φµ(un), para todo un ∈ X (2.2)

e

Φµ(η(un)) ≤ cµ −M para todo un ∈ X, (2.3)
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satisfazendo

||un|| ≤ β e Φµ(un) ≤ cµ +M.

Seja a sequência {γm} ⊂ Γµ obtida na Proposição B.1, onde a escolha de ε = cµ > 0 é feita.

Pela Proposição B.1 (ii) escolhemos k ∈ IN suficientemente grande, tal que

max
t∈[0,1]

Φµ(γk(t)) ≤ cµ +M. (2.4)

Por (2.1) e (2.2), η ◦ γk ∈ Γµ. Se un = γk(t) com Φµ(un) ≤ cµ − cµ(µk − µ). Então (2.2) implica

Φµ(η(un)) ≤ cµ − cµ(µk − µ). (2.5)

Por outro lado, se un = γk(t) com Φµ(un) > cµ − cµ(µk − µ), então da Proposição B.1 e da

desigualdade (2.4) implica que u é tal que ||u|| ≤ β com Φµ(un) ≤ cµ +M . De (2.3) e (2.5),

temos

max
t∈[0,1]

Φµ(η ◦ γk(t)) < cµ,

o que contradiz a definição de cµ.

✷

Usaremos este resultado considerando, X = H e a seguinte famı́lia de funcionais:

JT
λ,µ(u) =

1

2
a||u||2 + 1

4
λhT (u)||u||4 − µ

∫

IRN

F (u), u ∈ H

e sua derivada dada por

((JT
λ,µ)

′(u), v) = a(u, v) + λhT ||u||2(u, v) +
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4(u, v)− µ

∫

IRN

f(u)v, u, v ∈ H.

Lema 2.1. Γµ = {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0, JT
λ,µ(γ(1)) < 0} 6= ∅ para todo µ ∈ I = [δ, 1], onde

δ ∈ (0, 1) é uma constante positiva.

Demonstração. Escolhemos φ ∈ C∞
0 (IRN) com φ ≥ 0, ||φ|| = 1 e supp(φ) ⊂ B(0, R) para algum
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R > 0. Pela condição (H3), temos que para qualquer C1 > 0 com C1δ

∫

B(0,R)

φ2 >
a

2
, existe

M > 0, tal que

|f(t)| ≥ C1|t|, ∀ |t| > M.

Portanto,

F (t) ≥ C1|t|2, ∀ |t| > M. (2.6)

Temos também, que existe C2 > 0, tal que

−F (t) ≤ |F (t)| ≤ C2, t ∈ [0,M ].

Portanto,

F (t) ≥ −C2, t ∈ [0,M ]. (2.7)

De (2.6) e (2.7), temos

F (t) ≥ C1|t|2 − C2, t ∈ IR+. (2.8)

Então para t2 > 2T 2, temos

JT
λ,µ(tφ) =

1

2
a||tφ||2 + 1

4
λψ

( ||tφ||2
T 2

)
||tφ||4 − µ

∫

IRN

F (tφ)

=
1

2
at2||φ||2 + 1

4
λψ

(
t2||φ||2
T 2

)
t4||φ||4 − µ

∫

IRN

F (tφ)

=
1

2
at2 +

1

4
λψ

(
t2

T 2

)
t4 − µ

∫

IRN

F (tφ)

=
1

2
at2 − µ

∫

IRN

F (tφ)

≤ 1

2
at2 − µ

∫

IRN

(C1|tφ|2 − C2)

≤ 1

2
at2 − δ

∫

IRN

C1t
2|φ|2 + δ

∫

IRN

C2

≤ 1

2
at2 − δC1t

2

∫

B(0,R)

φ2 + C3

= t2
(
1

2
a− δC1

∫

B(0,R)

φ2

)
+ C3.
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Escolhendo t̃ > 0 suficientemente grande, temos que JT
λ,µ(t̃φ) < 0.

Assim definimos

γ : [0, 1] → H

t 7→ γ(t) = tt̃φ.

Temos γ(0) = 0 e JT
λ,µ(γ(1)) = JT

λ,µ(t̃φ) < 0, portanto γ ∈ Γµ, logo Γµ 6= ∅.

✷

Lema 2.2. Existe uma constante c > 0 tal que cµ ≥ c > 0 para todo µ ∈ I.

Demonstração. Da condição (H2), temos que, dado ε > 0, existe δ > 0,tal que

|f(t)| < εb|t|, t ∈ (0, δ). (2.9)

Da condição (H1) e para |t| > δ, temos

|f(t)| ≤ C
|t|p−2

|t|p−2
|t|+ C|t|p−1

=

(
C

|t|p−2
+ C

)
|t|p−1

≤
(

C

δp−2
+ C

)
|t|p−1 = Cε|t|p−1.

Então

|f(t)| ≤ Cε|t|p−1, |t| > δ. (2.10)

De (2.9) e (2.10), temos

|f(t)| ≤ bε|t|+ Cε|t|p−1. (2.11)

Agora, para µ ∈ I e para ε ∈
(
0,
a

2

)
, temos
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JT
λ,µ(u) =

1

2
a||u||2 + 1

4
λhT (u)||u||4 − µ

∫

IRN

F (u)

≥ 1

2
a||u||2 −

∫

IRN

∫ u

0

f(t)dt

≥ 1

2
a||u||2 −

∫

IRN

∫ u

0

(εb|t|+ Cε|t|p−1)

=
1

2
a||u||2 −

∫

IRN

(
1

2
εbu2 +

Cε

p
|u|p
)

≥ 1

2
a||u||2 − 1

2
εb

∫

IRN

|u|2 − Cε

p

∫

IRN

|u|p.

Pelo Corolário B.1, temos que a imersão H1(IRN) →֒ Lq(IRN) é cont́ınua para q ∈ [2, 2∗].

Portanto,

JT
λ,µ(u) ≥ 1

2
a||u||2 − 1

2
ε||u||2 − Cε

p

∫

IRN

|u|p

≥ 1

2
a||u||2 − 1

4
a||u||2 − Cε

p

∫

IRN

|u|p

≥ 1

4
a||u||2 − Cε

p
||u||p.

Assim, existe ρ > 0 tal que, para todo u satisfazendo 0 < ||u|| ≤ ρ temos JT
λ,µ(u) > 0. Se

||u|| = ρ, existe c > 0, tal que

JT
λ,µ(u) ≥ c > 0.

Pela definição do conjunto Γµ, temos JT
λ,µ(γ(1)) < 0 com ||γ(1)|| > ρ. Pelo Teorema do Valor

Intermediário existe tγ ∈ (0, 1) tal que ||γ(tγ)|| = ρ. Portanto, para qualquer µ ∈ I

cµ ≥ inf
γ∈Γµ

JT
λ,µ(γ(tγ)) ≥ c > 0,

logo

cµ ≥ c > 0.

✷
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Vejamos que com os Lemas 2.1 e 2.2, temos todas as hipóteses do Teorema 2.1, pois para

A(u) =
1

2
a||u||2 + 1

4
λhT (u)||u||4 e B(u) =

∫

IRN

F (u), o funcional JT
λ,µ pode ser escrito como

JT
λ,µ(u) = A(u) − µB(u). Por f ser não-negativa temos que B(u) é não-negativo. A(u) é

coercivo para n → ∞ e também que JT
λ,µ(0) = 0. Pelo Lema 2.1, temos Γµ 6= ∅ e do Lema 2.2

cµ > 0. Portanto, temos que existe uma sequência (PS) limitada para o funcional JT
λ,µ.

Lema 2.3. Para todo µ ∈ I e λ > 0 suficientemente pequeno, cada sequência (PS) limitada do

funcional JT
λ,µ admite uma subsequência convergente.

Demonstração. Seja µ ∈ I e {un} uma sequência (PS) limitada do funcional JT
λ,µ. Pelo Teorema

1.2, temos que a imersão H →֒ Lq(IRN) é compacta para q ∈ (2, 2∗). Portanto, passando

eventualmente uma subsequência, existe u ∈ H tal que

un ⇀ u, em H,

un → u, em Lp(IRN),

un → u, quase sempre em IRN .

Usando (2.11), temos

∣∣∣∣
∫

IRN

f(un)(un − u)

∣∣∣∣ ≤
∫

IRN

|f(un)||un − u|

≤
∫

IRN

[(εb|un|+ Cε|un|p−1)|un − u|

=

∫

IRN

[εb|un||un − u|] +
∫

IRN

[Cε|un|p−1|un − u|]

≤ εb

∫

IRN

[|un||un − u|] + Cε

∫

IRN

[|un|p−1|un − u|]

≤ εC||un||||un − u||+ Cε|un|p−1
p |un − u|p

≤ εC||un||||un − u||+ Cε||un||p−1|un − u|p.

Por ||un|| ser limitada e un → u em Lp(IRN), temos

∫

IRN

f(un)(un − u) → 0.
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Assim,

o(1) = ((JT
λ,µ)

′(un), un − u)

= a(un, un − u) + λhT (un)||un||2(un, un − u)

+
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||un||4(un, un − u)− µ

∫

IRN

f(un)(un − u)

=

(
a+ λhT (un)||un||2 +

λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

)
(un, un − u),

temos

∣∣∣∣a+ λhT (un)||un||2 +
λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

∣∣∣∣ ≥
∣∣a+ λhT (un)||un||2

∣∣−
∣∣∣∣
λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

∣∣∣∣ ≥ a− λ

T 2
k > k1 > 0,

pois, hT (un) ≥ 0 e

∣∣∣∣ψ
′

( ||un||2
T 2

)∣∣∣∣ < 2. Assim,

(
a+ λhT (un)||un||2 +

λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

)
(un, un − u) → 0.

Portanto (un, un − u) → 0, pela definição de convergência fraca, obtemos un → u em H.

✷

Do Lema 2.3, garantimos a existência de ponto cŕıtico para o funcional JT
λ,µ e para cada

µ ∈ I temos uµ ponto cŕıtico do funcional JT
λ,µ.

Lema 2.4. Para todo µ ∈ I, existe uµ ∈ H, com uµ 6= 0 tal que (JT
λ,µ)

′(uµ) = 0 e JT
λ,µ(u

µ) = cµ.

Demonstração. Pelo Teorema 2.1 obtemos que, para todo µ ∈ I, existe uma sequência {uµn} ⊂ H

limitada tal que

JT
λ,µ(u

µ
n) → cµ,

(JT
λ,µ)

′(uµn) → 0.

21



Pelo Lema (2.3) existem uµ ∈ H e uma subsequência de {un}, tal que uµn → uµ em H. Por

continuidade

JT
λ,µ(u

µ
n) → JT

λ,µ(u
µ),

pela unicidade do limite, temos

JT
λ,µ(u

µ) = cµ.

E pela continuidade de (JT
λ,µ)

′, temos

(JT
λ,µ)

′(uµ) = lim
n→+∞

(JT
λ,µ)

′(uµn) = 0.

✷

De acordo com o Lema anterior, existem sequências {µn} ⊂ I com µn → 1 e {un} ⊂ H

sequências de pontos cŕıticos do funcional JT
λ,µ.

Lema 2.5. Se u ∈ H é uma solução fraca de

(
a+ λhT (u)||u||2 +

λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4

)
(−∆u+ bu) = µf(u), em x ∈ IRN , (2.12)

onde N ≥ 3, então

(
N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 + Nb

2

∫

IRN

u2
)(

a+ λhT (u)||u||2 +
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4

)
= µN

∫

IRN

F (u).

(2.13)

Demonstração. Considere u ∈ H uma solução fraca de (2.12). Por um argumento do tipo

bootstrap, temos que u ∈ H2

loc(IR
N) ∩H1(IRN). Seja

g(u) =
µf(u)

a+ λhT (u)||u||2 + λ
2T 2ψ′

(
||u||2

T 2

)
||u||4

− bu.

Então u ∈ H é também uma solução de

−∆u = g(u).
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Pelo Lema B.2, temos
N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 = N

∫

IRN

G(u), (2.14)

onde G(t) =
∫ t

0
g(s)ds. Note que (2.14) é uma identidade de Pohozaev (ver Lema B.2 no

Apêndice B). Portanto

N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 = N

∫

IRN

G(u) = N

∫

IRN

∫ u

0

g(s)ds.

Assim,

N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 = N

∫

IRN

∫ u

0


 µf(s)

a+ λhT (s)||s||2 + λ
2T 2ψ′

(
||s||2

T 2

)
||s||4

− bs


 ds

= N

∫

IRN



∫ u

0

µf(s)

a+ λhT (s)||s||2 + λ
2T 2ψ′

(
||s||2

T 2

)
||s||4

ds−
∫ u

0

bsds




= N

∫

IRN


 µF (u)

a+ λhT (u)||u||2 + λ
2T 2ψ′

(
||u||2

T 2

)
||u||4

− b

2
u2




=
Nµ

a+ λhT (u)||u||2 + λ
2T 2ψ′

(
||u||2

T 2

)
||u||4

∫

IRN

F (u)− Nb

2

∫

IRN

u2.

Portanto,

N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 + Nb

2

∫

IRN

u2 =
Nµ

a+ λhT (u)||u||2 + λ
2T 2ψ′

(
||u||2

T 2

)
||u||4

∫

IRN

F (u),

De onde conclúımos

(
N − 2

2

∫

IRN

|∇u|2 + Nb

2

∫

IRN

u2
)(

a+ λhT (u)||u||2 +
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4

)
(2.15)

= µN

∫

IRN

F (u)

que é uma identidade do tipo Pohozaev.

✷
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Usaremos a identidade de Pohozaev para mostrar que ||un|| ≤ T , e assim {un} será uma

sequência de pontos cŕıticos para o funcional Jλ,µ, definido como

Jλ,µ(u) =
1

2
a||u||2 + 1

4
λ||u||4 − µ

∫

IRN

F (u).

Lema 2.6. Seja un um ponto cŕıtico de JT
λ,µ no ńıvel cµn

. Então para T > 0 suficientemente

grande, existe λ0 = λ0(T ) tal que para todo λ ∈ [0, λ0) temos ||un|| ≤ T para todo n ∈ N , a

menos de subsequência.

Demonstração. Primeiramente, desde (JT
λ,µ)

′(un) = 0 pelo Lema 2.4, un satisfaz a seguinte

identidade de Pohozaev

(
N − 2

2

∫

IRN

|∇un|2 +
Nb

2

∫

IRN

u2n

)(
a+ λhT (un)||un||2 +

λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

)
(2.16)

= µnN

∫

IRN

F (un).

Usando JT
λ,µ(un) = cµn

, temos que

1

2
aN ||un||2 +

1

4
λNhT (un)||un||4 − µnN

∫

IRN

F (un) = cµn
N. (2.17)

Portanto, por (2.16) e (2.17), obtemos que

1

2
a

∫

IRN

|∇un|2 ≤
(
a+ λhT (un)||un||2 +

λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||4

)∫

IRN

|∇un|2 (2.18)

= cµn
N +

1

4
λNhT (un)||un||4 +

λN

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||6.
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Pela definição do Nı́vel do Passo da Montanha, do Lema 2.1 e da desigualdade (2.8), temos

cµn
≤ max

t
JT
λ,µ(tφ)

= max
t

{
1

2
||tφ||2 + 1

4
λψ

( ||tφ||2
T 2

)
||tφ||4 − µn

∫

IRN

F (tφ)

}

= max
t

{
1

2
at2 − µn

∫

IRN

F (tφ)

}
+max

t

{
1

4
λψ

(
t2

T 2

)
t4
}

≤ max
t

{
1

2
at2 − γC1t

2

∫

B(0,R)

φ2 + C3

}
+max

t

{
1

4
λψ

(
t2

T 2

)
t4
}

= C3 + A1(T ).

Se t2 ≤ 2T 2, obtemos ψ ≤ 1. Então

A1(T ) = max
t

1

4
λψ

(
t2

T 2

)
t4 ≤ λT 4.

Se t2 ≥ 2T 2, então ψ
(

t2

T 2

)
= 0, assim, temos que

A1(T ) ≤ λT 4.

Fazendo da mesma forma, se ||un||2 ≤ 2T 2 ou ||un||2 ≥ 2T 2, temos

1

4
NhT (un)||un||4 ≤ λNT 4.

Para a terceira parcela, se ||un||2 ≤ 2T 2 e desde que ||ψ′||∞ ≤ 2, temos que

λN

2T 2

∣∣∣∣ψ
′

( ||un||2
T 2

)
||un||6

∣∣∣∣ ≤ λN

2T 2
2(2T 2)3 ≤ 8λNT 4.

Se ||un||2 ≥ 2T 2, então ψ é constante e por consequência ψ′ = 0. Logo

λN

2T 2

∣∣∣∣ψ
′

( ||un||2
T 2

)
||un||6

∣∣∣∣ ≤ 8λNT 4.
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Da desigualdade (2.18), temos

1

2
a

∫

IRN

|∇un|2 ≤ N(C3 + A1(T )) + λNT 4 + 8λNT 4

≤ NC3 + λNT 4 + λNT 4 + 8λNT 4

= NC3 + 10λNT 4.

Conclúımos que,

|∇un|2
∗

2 =

(∫

IRN

|∇un|2
) 2∗

2

≤
(
2

a

) 2∗

2

(NC3 + 10λNT 4)
2∗

2 .

Da condição (H2), temos que dado ε > 0, existe δ > 0, tal que

|f(t)| < bε|t|, t ∈ (0, δ). (2.19)

Da condição (H1), para |t| ≥ δ, temos

|f(t)| ≤ C
|t|2∗−2

|t|2∗−2
|t|+ C

|t|2∗−p

|t|2∗−p
|t|p−1

≤ |t|2∗−1

(
C

|t|2∗−2
+

C

|t|2∗−p

)

≤ |t|2∗−1

(
C

δ2∗−2
+

C

δ2∗−p

)
= Cε|t|2

∗−1.

Então,

|f(t)| ≤ Cε|t|2
∗−1, |t| > δ. (2.20)

De (2.19) e (2.20), temos

|f(t)| ≤ bε|t|+ Cε|t|2
∗−1. (2.21)

Por outro lado, por (JT
λ,µ)

′(un) = 0 e do crescimento (2.21), temos que
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a||un||2 + λhT (un)||un||4 +
λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||6

= µn

∫

IRN

f(un)un ≤ µn

∫

IRN

(bε|un|2 + Cε|un|2
∗

)

= µn

[
bε

∫

IRN

|un|2 + Cε

∫

IRN

|un|2
∗

]

≤ bε|un|22 + Cε|un|2
∗

2∗

≤ ε||u||2 + Cε|un|2
∗

2∗ .

Assim, pela Desigualdade de Sobolev, Gagliardo e Nirenberg (ver Teorema B.1 no Apêndice

B), temos

(a− ε)||un||2 ≤ Cε|un|2
∗

2∗ −
λ

2T 2
ψ′

( ||un||2
T 2

)
||un||6

≤ C4|∇un|2
∗

2 + 8λT 4

≤ C5(NC3 + 10λNT 4)
2∗

2 + 8λT 4.

Tomando T 2 ≥ 1

(a− ε)

[
C5(NC3 + 10λNT 4)

2∗

2 + 8λT 4
]
, temos ||un|| ≤ T .

✷
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Caṕıtulo

3

Demonstração do principal resultado

Neste caṕıtulo, demontraremos a existência de soluções positiva para o problema (1).

Sejam T , λ0, obtidos no Lema 2.6 e un um ponto cŕıtico para JT
λ,µn

no ńıvel cµn
. Do Lema

2.6 podemos assumir que

||un|| ≤ T.

Assim,

JT
λ,µn

(un) =
1

2
a||un||2 +

1

4
λ||un||4 − µn

∫

IRN

F (un).

Desde que µn → 1, então

JT
λ,µ(un)− Jλ(un) =

1

2
a||un||2 +

1

4
λ||un||4 − µn

∫

IRN

F (un)

−
(
1

2
a||un||2 +

1

4
λ||un||4 −

∫

IRN

F (un)

)

= (−µn + 1) = o(1),

assim, Jλ(un) → cµn
. Pelo mesmos racioćınio, temos

((JT
λ,µ)

′(un)− J ′
λ(un))v = a(un, v) + λ||u||2(u, v)− µn

∫

IRN

f(un)v

−
(
a(un, v) + λ||u||2(u, v)− µn

∫

IRN

f(un)v

)

= (−µn + 1)

∫

IRN

f(un)v = o(1).

Então J ′
λ(un) → 0.
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Portanto, temos que a sequência de pontos cŕıticos {un} é uma sequência (PS) limitada para

o funcional Jλ. Pelo Lema 2.3 existe uma subsequência convergente {un} tal que, un → u em

H. Desde que Jλ ∈ C1, temos

J ′
λ(un) → J ′

λ(u).

Pela unicidade do limite temos J ′
λ(u) = 0, logo u é ponto cŕıtico do funcional Jλ.

Vejamos que u é positiva. Seja u = u+ − u−, onde u+ = max{u, 0} e u− = max{−u, 0}.
Desde que u é ponto cŕıtico, temos que para todo v ∈ H

a(u, v) + λ||u||2(u, v) =
∫

IRN

f(u)v.

Escolhendo v = u−, temos

a(u, u−) + λ||u||2(u, u−) =
∫

IRN

f(u)u−.

Assim,

a||u−||2 + ||u||2||u−||2 = 0.

Portanto, ||u−||2 = 0. Assim, u = u+ ≥ 0, segue do Principio do Máximo (ver [9], Teorema 10.2,

página 32) que u > 0. Logo u é uma solução positiva do problema (1).

Observação 3.1. Note que, se ao considerando λ = 0 no Teorema 0.1 resultará no Corolário

0.1. O mesmo resultado tem sido obtido nos trabalhos [3], [5], [12] e [16].
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Apêndice

A

Funcionais diferenciáveis

Neste caṕıtulo mostraremos que os funcionais Jλ e JT
λ são de classe C1.

1.1 Diferenciabilidade de funcionais

Definição A.1. Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X → IR, dizemos que I

possui Derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T ∈ X ′ tal

que

lim
||v||→0

I(u+ tv)− I(u)− Tv

||v|| = 0, ∀v ∈ X.

Definição A.2. Se a derivada de Fréchet de I existe e é cont́ınua em X, dizemos que o funcional

I ∈ C1(X, IR).

Definição A.3. Dado um Espaço de Banach X e um funcional I : X → IR, dizemos que I

possui Derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional linear T0 ∈ X ′ tal

que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0, ∀v ∈ X.

Proposição A.1. Se I tem derivada de Gateaux cont́ınua em X então I ∈ C1(X, IR).

Demonstração. Sejam w ∈ X e DI(w) a derivada de Gateaux de I em w. Do teorema do Valor

Médio, existe θ ∈ (0, 1), tal que

|I(w + v)− I(w)−DI(w)v| = |DI(w + θv)v −DI(w)v|

= ||DI(w + θv)v −DI(w)v||X′ ||v||. (A.1)
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Como I possui derivada de Gateaux cont́ınua em X, então dado ε > 0, existe δ > 0, tal que,

para qualquer ||v|| < δ, temos

||DI(w + θv)v −DI(w)v||X′ < ε.

Por (A.1), temos

|I(w + v)− I(w)−DI(w)v| < ε||v||.

Assim conclúımos que I possui derivada de Fréchet cont́ınua.

✷

1.2 Jλ ∈ C1

Nesta seção mostraremos que Jλ ∈ C1.

Jλ está bem definido em H e é de classe C1, pois, considerando os funcionais Jλ1(u) =
1
2
||u||2,

Jλ2(u) = 1
4
||u||4 =

(
1
2
||u||2

)2
= (Jλ1(u))

2 e Jλ3(u) =
∫
IRN F (u)dx com Jλ(u) = aJλ1(u) +

λJλ2(u)− Jλ3(u).

Seja |∇u| ∈ L2(IRN), para todo u ∈ H. Portanto,

Jλ1(u) =
1

2
||u||2

=
1

2

∫

IRN

[|∇u|2 + bu2]dx

=
1

2

∫

IRN

|∇u|2dx+ b
1

2

∫

IRN

u2dx <∞.

Temos também,

Jλ2(u) = (Jλ1(u))
2 <∞.

Sabemos que,

∫

IRN

F (u)dx ≤
∣∣∣∣
∫

IRN

F (u)dx

∣∣∣∣ ≤
∫

IRN

|F (u)|dx ≤
∫

IRN

∣∣∣∣
∫ t

0

f(s)ds

∣∣∣∣ dx.
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Por (H1), temos

∣∣∣∣
∫ t

0

f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0

|f(s)|ds

≤
∫ t

0

C(|s|+ |s|p−1)ds

≤ C

∫ t

0

|s|ds+
∫ t

0

C|s|p−1ds

= C

(
1

2
|t|2 + 1

p
|t|p
)
.

Da imersão cont́ınua H1(IRN) →֒ Lq(IRN), com q ∈ [2, 2∗], temos

∫

IRN

F (u)dx ≤
∫

IRN

[
C

(
1

2
|u|2 + 1

p
|u|p
)]

dx

≤ C
1

2

∫

IRN

|u|2dx+ C
1

p

∫

IRN

|u|pdx <∞.

Agora, calculemos a Derivada de Gateux DJλ1 .

Jλ1(u+ tv)− Jλ1(v)

t
=

1

2

∫

IRN

[|∇(u+ tv)|2 + b(u+ tv)2]− 1

2

∫

IRN

[|∇u|2 + bu2]

t

=
1

2t

[∫

IRN

[|∇(u+ tv)||∇(u+ tv)|+ b(u2 + 2utv + t2v2)]

−
∫

IRN

|∇u|2 −
∫

IRN

bu2 ]

=
1

2t

[
2t

∫

IRN

[∇u∇v + buv] + t2
∫

IRN

[|∇v|2 + bv2]

]
.

Assim,

DJλ1(u)v = lim
t→0

[∫

IRN

[∇u∇v + buv] +
t

2

∫

IRN

[|∇v|2 + bv2]

]

=

∫

IRN

[∇u∇v + buv]

= (u, v).

Seja {un} uma sequência em H, tal que un → u em H. Para cada v ∈ H com ||v|| ≤ 1, temos
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|[DJλ1(un)−DJλ1(u)]v| =

∣∣∣∣
∫

IRN

[∇un∇v + bunv]−
∫

IRN

[∇u∇v + buv]

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

IRN

[∇(un − u)∇v + bv(un − u)]

∣∣∣∣
= |(un − u, v)|.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Lema B.4 no Apêndice B), temos

|[DJλ1(un)−DJλ1(u)]v| = |(un − u, v)| ≤ ||un − u||||v|| ≤ ||un − u||.

Portanto

||DJλ1(un)−DJλ1(u)|| = sup
||v||≤1

|[DJλ1(un)−DJλ1(u)]v| ≤ ||un − u||.

Mostrando que DJλ1 é cont́ınuo. Pela Proposição A.1, temos Jλ1 ∈ C1.

Pela definição da derivada da função composta, temos:

DJλ2(u)v = 2

(
1

2
||u||2

)
DJλ1(u)v = ||u||2(u, v)

e portanto Jλ2 ∈ C1.

Agora, calculemos a derivada de Gateaux de Jλ3 . Para cada t ∈ IR, com 0 < |t| < 1, para

cada u, v ∈ H, consideremos a função h : [0, 1] → IR dada por h(s) = F (u + stv). Observe que

h′(s) = f(u+ stv)tv, h(1) = F (u+ tv) e h(0) = F (u).

Desde que h é cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), do Teorema do Valor Médio, existe

γ ∈ (0, 1) tal que

h(1)− h(0) = h′(γ),

assim, ∣∣∣∣
F (u+ tv)− F (u)

t

∣∣∣∣ = |f(u+ γtv)||v|.
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Da condição de crescimento sobre a função f e tomando K = max{2p−1, γp−1|t|p−1}, obtemos

|f(u+ γtv)||v| ≤ C(|u+ γtv|+ |u+ γtv|p−1)|v|

≤ C[|u|+ γ|t||v|+ 2p−1(|u|p−1 + γp−1|t|p−1|v|p−1)]|v|

≤ C|u||v|+ C|v|+K|u|p−1|v|+K|v|p ∈ L1(IRN).

Para uma sequência |tn| → 0, temos

f(u+ γtnv)v → f(u)v.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.2 no Apêndice B)

DJλ3(u)v = lim
t→0




∫

IRN

F (u+ tv)−
∫

IRN

F (u)

t




= lim
n→∞

∫

IRN

f(u+ γtnv)v

=

∫

IRN

f(u)v.

Seja uma sequência {un} em H tal que un → u em H. Assim, das imersões cont́ınuas,

un → u em Lq(IRN), com 2 ≤ q ≤ 2∗.

Do Teorema de Vainberg (ver Teorema B.3 no Apêndice B), existe {unj} ⊂ {un} e g ∈ Lq(IRN),

tal que

unj → u quase toda parte em IRN ,

|unj| ≤ g quase toda parte em IRN .

Por f ser uma função cont́ınua, temos

[f(unj)− f(u)]
p

p−1 → 0, quase toda parte em IRN ,
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Da condição (H1) sobre a função f , obtemos

|f(unj)− f(u)|
p

p−1 ≤ k(g + g
p

p−1 ) ∈ L1(IRN).

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.2 no Apêndice B),

conclúımos que

|f(unj)− f(u)| p
p−1

→ 0.

Para todo v ∈ H, tal que ||v|| ≤ 1, temos

|[DJλ3(unj)−DJλ3(u)]v| ≤
∫

IRN

[|f(unj)− f(u)||v|].

Pela Desigualdade de Hölder (ver Teorema B.8 no Apêndice B), temos

|[DJλ3(unj)−DJλ3(u)]v| ≤ |f(unj)− f(u)| p
p−1

|v|p.

Das imersões cont́ınuas, temos

|[DJλ3(un)−DJλ3(u)]v| ≤ |f(unj)− f(u)| p
p−1

||v||

≤ |f(unj)− f(u)| p
p−1
.

Portanto,

||DJλ3(un)−DJλ3(u)|| = sup
||v||≤1

|[DJλ3(unj)−DJλ3(u)]v|

≤ |f(unj)− f(u)| p
p−1
.

Implicando que DJλ3 é cont́ınuo. Da Proposição A.1, temos Jλ3 ∈ C1. Portanto Jλ ∈ C1.

Assim, para todo λ ≥ 0 temos,

(J ′
λ(u), v) = a(u, v) + λ||u||2(u, v)−

∫

IRN

f(u)v, u, v ∈ H.
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1.3 JTλ ∈ C1

Mostraremos que JT
λ ∈ C1.

Temos,

JT
λ (u) =

1

2
a||u||2 + 1

4
λhT (u)||u||4 −

∫

IRN

F (u),

onde podemos escrever da forma JT
λ (u) = aJλ1(u)+λhT (u)Jλ2(u)−Jλ3(u). Como já foi visto na

seção anterior Jλ1 , Jλ2 e Jλ3 ∈ C1, o que falta verificar se hTJλ2 ∈ C1. Como hT ∈ C∞, temos

hT · Jλ2 ∈ C1. Assim JT
λ ∈ C1. Pela regra de derivada do produto, temos para todo v ∈ H

((JT
λ (u))

′, v) = a(u, v) + λhT (u)||u||2(u, v) +
λ

2T 2
ψ′

( ||u||2
T 2

)
||u||4(u, v)−

∫

IRN

f(u)v.
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Apêndice

B

Resultados importantes

Neste apêndice mostraremos os resultados utilizados nesse trabalho.

Teorema B.1 (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 ≤ p ≤ N , então

W 1,p(IRN) ⊂ Lp∗(IRN),

onde p∗ é dado por
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, e existe uma constante c = c(p,N) tal que

||u||p∗ ≤ ||∇u||p,

para todo u ∈ W 1,p(IRN).

Demonstração. Ver [4], página 278.

✷

Corolário B.1. Seja 1 ≤ p < N . Então a seguinte imersão é cont́ınua:

W 1,p(IRN) ⊂ Lq(IRN),

para todo q ∈ [p, p∗].

Demonstração. Ver [4], página 281.

✷
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Teorema B.2 (Convergência Dominada de Lebesgue). Seja A um conjunto mensurável do IRN

e seja (fj) uma sequência de funções mensuráveis tal que

fj(x) → f(x) quase em toda parte em A,

onde f é uma função mensurável. Se existir uma função g ∈ L1(A) tal que

|fj(x)| ≤ g(x) quase em toda parte em A,

então

lim
j→∞

∫

A

fj(x)dx =

∫

A

f(x)dx.

Demonstração. Ver [4], página 90.

✷

Teorema B.3 (Vainberg). Sejam (fj) uma sequência de funções em Lq(Ω) e f ∈ Lq(Ω) tais

que

fj → f em Lq(Ω).

Então, existe (fjk) ⊂ (fj) e uma função g ∈ Lq(Ω) tal que

|fjk(x)| ≤ g(x) quase em toda parte em Ω,

fjk(x) → f(x) quase em toda parte em Ω.

Demonstração. Ver [4], página 94.

✷
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Lema B.1 (Lema de Deformação). Sejam X um espaço de Banach, I ∈ C1 e c ∈ IR, ε > 0. Se

||I ′(u)|| ≥ 4ε,

para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]), então existe η ∈ C(X,X) tal que

(i) η(u) = u, ∀u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(ii) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε,

onde

Id := I−1(]−∞, d[).

Demonstração. Ver [20], página 11.

✷

Teorema B.4 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaço de Banach e I ∈
C1(X, IR) com I(0) = 0. Suponha que existem α, ρ > 0 tais que

(i)

I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X : ||u|| = ρ,

existe e ∈ X tal que ||e|| > ρ.

(ii)

I(e) < 0.

Então, para cada ε > 0, existe uε ∈ X, tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε,

(b) ||I ′(uε)|| < 4ε,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
[0,1]

I(γ(t)),

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.
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Demonstração. Primeiramente provemos que c é finito. De fato, desde que γ(0) = 0 ∈ Bρ(0),

γ(1) = e ∈ X Bρ(0) e γ([0, 1]) é conexo, temos que

γ([0, 1]) ∩ ∂Bρ(0) 6= ∅.

Logo, da hipótese (i), temos

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α,

implicando que c ≥ α > 0.

Suponha agora, por contradição, que para algum ε > 0 as condições (a) e (b) não ocorram,

ou seja,

(c) c− 2ε < I(u) < c+ 2ε, ∀u ∈ X,

(d) ||I ′(u)|| ≥ 4ε, ∀u ∈ X.

Desde que c > 0 e diminuindo ε se necessário, temos

I(e) ≤ I(0) = 0 < c− 2ε. (B.1)

Dos itens (c) e (d), e do Lema de Deformação B.1, existe η ∈ C(X,X) tal que

(I) η(u) = u se u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(II) η(Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Da definição de c, existe γ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c+ ε.

Conseideremos γ̂ : [0, 1] → X definido por γ̂(t) = η(γ(t)). Observemos que

γ̂(0) = η(γ(0)) = η(0) = 0,

γ̂(1) = η(γ(1)) = η(e) = e.
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Por (B.1), temos 0, e 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Do Lema de Deformação B.1, η(0) = 0 e η(e) = e. Portanto

γ̂(0) = 0,

γ̂(1) = e,

mostrando que γ̂ ∈ Γ. Do Lema de Deformação, para qualquer t ∈ [0, 1], encontramos

γ̂(t) = η(γ(t)) ∈ Ic−ε.

Assim,

c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ̂(t)) ≤ c− ε.

O que é um absurdo, provando o teorema.

✷

Observação B.1. As hipóteses (i) e (ii) são chamadas, respectivamente, 1a geometria e 2a

geometria do Passo da Montanha.

Lema B.2 (Identidade de Pohozaev). Seja Ω um domı́nio do IRN , g : IR → IR uma fução

cont́ınua e u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2

loc(Ω) uma solução fraca do problema





−△u = g(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

Então
N − 2

2

∫

Ω

|∇u|2 + 1

2

∫

∂Ω

|∇u|2x.η(x)dSx = N

∫

Ω

G(u),

onde, G(s) =
∫ s

0
f(s)ds com G ∈ L1(Ω) e η(x) é um vetor normal exterior no ponto x ∈ ∂Ω.

Se Ω = IRN , então
N − 2

2

∫

Ω

|∇u|2 = N

∫

IRN

G(u).

41



Demonstração. Temos que

0 = (△u+ g(u))x · ∇u.

Temos também,

g(u)x∇u = div(xG(u))−NG(u),

∆ux∇u = div

(
∇ux · ∇ − x

|∇u|2
2

)
+
N − 2

2
|∇u|2.

Integrando por partes, obtemos

∫

∂Ω

[
xG(u) +∇ux · ∇u− x

|∇u|2
2

]
ηdSx =

∫

Ω

[
NG(u)− N − 2

2
|∇u|2

]
.

Mas em ∂Ω, u = 0, então

G(u) = 0, ∇u = ∇η · η.

Implicando que
1

2

∫

∂Ω

|∇u|2x · ηdSx =

∫

Ω

[
NG(u)− N − 2

2
|∇u|2

]
.

Assim
N − 2

2

∫

Ω

|∇u|2 + 1

2

∫

∂Ω

|∇u|2x.η(x)dSx = N

∫

Ω

G(u).

✷

Teorema B.5 (Diferenciação de Lebesgue). Se ψ ∈ L1
loc(IR

N), então

lim
δ→0+

1

|B(y, δ)|

∫

B(y,δ)

ψ(x)dx = ψ(y).

Para quase todo y ∈ IRN .

Demonstração. Ver [15], página 140.

✷
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Lema B.3 (Lions). Sejam r > 0, 2 ≤ 2 < 2∗ e N ≥ 2. Se {un} é limitada em H1(IRN) e se

sup
y∈IRN

∫

B(y,r)

|un|qdz → 0, quando n→ ∞,

então un → 0 em Lp(IRN), 2 < p < 2∗.

Demonstração. Ver [20], página 16.

✷

Teorema B.6 (Rellich-Kondrachow). Sejam N ≥ 2, e Ω um domı́nio limitado. Então H1(Ω)

está imerso compactamente em Lp, p ∈ [1, 2∗).

Demonstração. Ver [1], página 144.

✷

Teorema B.7. Suponha que:

i) X ⊆ V ⊂ IRk, V é aberto, T : V → IRk cont́ınua;

ii) X é Lebesgue mensurável, T é injetiva e diferenciavle em X;

iii) m(T (V −X)) = 0.

Então, fixando Y = T (X), temos

∫

Y

fdm =

∫

X

(f ◦ T )|JT |dm,

para toda fução mensurável f : IRk → [0,∞], onde |JT | é o determinate jacobiano de T .

Demonstração. Ver [15], página 153.

✷
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Proposição B.1. Para todo ε > 0 existe uma sequência de caminhos {γn} ⊂ Γµ tal que para

m ∈ IN suficientemente grande

(i) ||γn(t)||22 ≤ c′µ + 3ǫ onde

Φ(n(t)) ≥ cµ − ε(µn − µ), (B.2)

(ii) max
t∈[0,1]

Φµ(γn(t)) ≤ cµ + (c′µ + 2ε)(µn − µ).

Escolhendo ε = cµ > 0 , quando (B.2) ocorre, temos

||γn(t)||2 ≤ β2.

Demonstração. Ver [8], página 657.

✷

Teorema B.8 (Desigualdade de Hölder). Seja f ∈ Lp e g ∈ Lp′ com 1 ≤ p ≤ ∞, onde
1

p
+

1

p′
= 1. Então fg ∈ L1 e

∫
|fg| ≤ ||f ||p||g||p′ .

Demonstração. Ver [4], página 92.

✷

Lema B.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados x e y no IRN , temos

|〈x, y〉| ≤ ||x||||y||.

Demonstração. Ver [13], página 15.

✷
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