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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes positivas para o problema do tipo

Kirchhoff dado por:

<a+)\/]RN \Vu\z—l—)\b/]RN u2> [—Au + bu] = f(u),

em IRV, onde N > 3, a, b constantes positivas e A > 0 um parametro.

Usaremos métodos variacionais sem requerer condigoes usuais que permitem que sequéncias
Palais-Smale para o funcional associado seja limitada. Para contornar tal dificuldade usa-se
uma funcao corte para obter um funcional truncado e um resultado denominado “monotonicity
trick”devido a Struwe [17].

Palavras-chaves:Problema do tipo Kirchhoff, métodos variacionais.



Abstract

In this work we study the existence of positive solutions to Kirchhoff type problem given by:

(C“LA/]RN |Vu|2+>\b/]RN u2> [—Au + bu] = f(u),

in RN, where N > 3, a, b are positive constants and A > 0 is a parameter.

We use variational methods does not require usual conditions that imply Palais-Smale
sequences for the associated functional is bounded. To overcome this difficulty is utilized a
cut-off function to obtain a modified functional and result called “monotonicity trick” due to
Struwe [17].

keywords: Kirchhoff type problem, variational methods.
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Introducao

Um consideravel esforco tem sido feito nos tltimos anos para estudar o problema nao-local

do tipo Kirchhoff dado por:

—(a+ b/ \Vul?dz)Au = f(z,u) em €,
Q

u = 0 sobre 02,

como pode ser visto nos artigos [2], [6], [7], [11], [14], [18], [19], [21] e em suas referéncias.
A denominac@ao nao-local decorre do fato do termo / |Vu|?dr que aparece na equacdo

Q
nao ser calculado pontualmente. Tal classe de problemas é o caso estacionario da equacao de

Kirchhoff dada por,
0%u )
S = M([ulP)Au(z) = (o, u(@)),

a qual é uma generalizacao daquela introduzida por Kirchhoff [10] em 1883, dada por

2
0*u

Essa equacao é uma extensao da Equacgao Classica da Corda Vibrante, proposta por D’Alembert,

ou

ox

d%u P0+E L
Poz ~\n " 2L,

considerando os efeitos das mudancas no comprimento da corda durante a vibracao.
Os parametros nesta equagao tém os seguintes significados:
L é o comprimento da corda,
h é a area da secao transversal da corda,
E é o modulo de Young do material do qual a corda é feita,
p ¢ a densidade de massa,
P, é a tensao inicial.

Por isso, essa classe de problemas é chamado nao-locais do tipo Kirchhoff.



Nesta dissertacao estudamos o artigo Fxistence of a positive solution to Kirchhoff type
problems without compactness conditions devido a Yuhua Li, Fuyi Li e Junping Shi [11]. Nesse

artigo os autores mostraram a existéncia de solucao para o problema,

(a+)\/ﬂ{N |Vul? +Ab/]RN u2> [—Au +bu] = f(u) em RY, (1)

onde N > 3, e a, b constantes positivas, A > 0 um nimero real. As hipoteses sobre a funcao f
sao dadas por:

(Hy) f € C(RY,IRY) e |f(t)| < O(|t| + |t|P~1) para todo t € IR" = [0, +00) e algum p € (2,2*),

N
onde 2* = 5 para N > 3.
. f@)
(H) i == =0.
t
t—soo t

Sob essas hipdteses os autores provaram os seguintes resultados:

Teorema 0.1. Suponhamos que N > 3, a, b constantes positivas e A > 0 um numero real. Se
as condigoes (Hy), (Hy) e (Hs) sdo satisfeitas, entdo existe Ay tal que para todo A € [0, o) a

equagao (1) possui pelo menos uma solugdo positiva.

Corolario 0.1. Suponha que N > 3 e b uma constante positiva. Se as condi¢oes (Hy), (Hs) e

(H3) ocorrem, entao o problema
—Au+bu = f(u),emRY, (2)

possut pelo menos uma solucao positiva.

A principal dificuldade dos autores foi a falta de compacidade nas imersoes de Sobolev,
onde nao temos a garantia da existéncia de uma sequéncia Palais-Smale limitada, a qual
seria suficiente para encontrarmos solugoes do problema (1). Para contornar tal dificuldade os
autores utilizaram um funcional truncado e neste funcional utilizaram o resultado denominado
“monotonicity trick”devido a Struwe [17].

Para facilitar a leitura, dividimos esta dissertacao da seguinte maneira:

No Capitulo 1, faremos um estudo inicial sobre o espaco das fungoes radiais e demonstraremos

um resultado de compacidade devido a Strauss [20].
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No Capitulo 2, faremos um truncamento no funcional associado ao problema (1). Provaremos
algumas propriedades sobre sequéncias Palais-Smale para esse funcional truncado. O resultado
principal deste trabalho sera demonstrado no Capitulo 3.

No Apéndice A, provaremos que os funcionais estudados nesta dissertacao sao de classe C*.

No Apéndice B, relembraremos e relacionaremos alguns resultados classicos usados nesta

dissertacao, indicando as referéncias onde elas poderao ser encontradas.



Notacao

Nesta dissertagao usaremos as seguintes notacoes:
B(y,d): Bola de raio § e centro y.
|- |4+ Norma usual no espago L¢(IRY).
[J: Fim da demonstracao.
—: Convergéncia forte.

—: convergéncia fraca.



Capitulo

1

Espaco das funcoes radiais

Neste capitulo faremos um estudo sobre o espaco das funcoes radiais e provaremos que esse

espaco estd imerso compactamente em L(IRY), 2 < ¢ < 2*. Tal resultado é devido a Strauss

[20].

Definicao 1.1. O operador A : IRY — RY € dito ortogonal quando existe uma base ortonormal

a € RY, tal que a matriz de A em relacdo a base o seja ortogonal.

Definicao 1.2. Definimos o conjunto dos operadores lineares A : RY — IRY que preservam o

produto interno por:
O(N) = {A € L(R",RY); (Az, Ay) = (z,y)}.

Defini¢ao 1.3. Um grupo topoldgico é um espaco topoldgico (G,T,+) munido de uma
operacao “+7 que torna G um grupo (“r” topologia de G), tal que

i) a aplicagao + : G X G — G definida por +(g,h) = g+ h € continua,

ii) a fungao I7': G — G definida por I7'(g) = g~ € continua.

Observacao 1.1. O conjunto O(N) munido com a operagdo produto de matrizes é um grupo

topoldgico.

Definicao 1.4. Uma ag¢ao de um grupo topolégico G sobre um espaco vetorial normado H €
uma aplica¢ao continua G X H — H,(g,u) = gu satisfazendo as sequintes condigoes:

i) g: H— H, ¢ linear;

i) (gh)u = g(hu);



iii) lu = u.
Se |g(u)| = |u|, entdo g é uma isometria.

Definicao 1.5. Um subconjunto Q C RY ¢ dito radialmente simétrico se é mensurdvel e

satisfaz a sequinte propriedade:
para To € § e |x| = |xg| entdo x € Q.

Exemplo 1.1. Sio exemplos de conjuntos radialmente simétricos o IRY, B(0) e as regices

anulares.

Defini¢do 1.6. (Forma Analitica) Sejam Q C IRY um conjunto radialmente simétrico
eu € L} (Q). Dizemos que u é uma funcio radial ou radialmente simétrica se existe

f:]0,400) = R tal que u(z) = f(|x|) para quase todo z € Q.

Definig¢do 1.7. (Forma Algébrica) Sejam Q C RY um conjunto radialmente simétrico e
u € Ly, (Q). Dizemos que u € uma funcio radial ou radialmente simétrica se, para cada
tranformacdo linear ortogonal A : RY — RY, a igualdade u(Az) = u(x) vale para quase todo

x € Q.
Proposicao 1.1. As Definicoes 1.6 ¢ 1.7 sao equivalentes.

Demonstra¢ao. =) Vamos mostrar que a Definigao 1.6 implica na Definigao 1.7. Dada qualquer

transformacdo linear ortogonal isométrica A : RV — IRY, temos
u(Azx) = f(|Az|) = f(|z]) = u(z), para quase todo x € Q.

<) Seja u € L} (IRY) uma funcio radial. Estendemos u ao IRY, fazendo u(xr) = 0 para
z € RV /Q. Usando o Teorema B.5, temos que

u(y) = 615(1;1+ |B il / . x)dx, para quase todo y € RY. (1.1)

Seja o € RV fixado, para qual a Definicio 1.7 seja valida. Dado y € IRY com |y| = |yol, seja

A(y, o) : RY — IRY uma transformacio linear ortogonal que leva y a . Temos que A(y, o) é



uma isometria, portanto leva B(y,d) a B(yo,0) para qualquer 6 > 0. Pelo Teorema B.7 e pela

Definicao 1.7, temos

= 1
U(y0> 51}%& |B y(), |/ Blyo.s)

= i / A @) 300 d

li
I 5o |/ »

Seja f : [0,400) — RRtal que f(r) = u(y,). Se existir y. € IRY satisfazendo (1.1) e |y.| = r,

entdo f(r) = 0. Caso contrario, temos

) = Jim sy [ wtde = s

para quase todo y € IRV.

O
Seja H 1(RV) o espago de Sobolev usual induzido pelo produto interno dado por:
(u,v) = / (VuVov + buv)
IRN
e cuja norma associada ¢ dada por ||u|| = (u,u)*?. Denotamos por H = H!(IRY) o subespaco

de H'(IRY) que contém apenas as funcoes radiais dado por:
H = {u € H(R"); u(Az) = u(z) para todo A € O(N)}.

Teorema 1.1. H ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstracao. Devemos mostrar que H é subespaco vetorial normado de H 1(]R{V) e é completo
com a norma || - ||.

Usando a Definigao 1.7. Temos 0 € H, e dados uy, us € H, A € O(N), a € Re para quase



todo z € IRV, temos
(u1 + aug)(Ax) = uy (Az) + aug(Azx) = uy(x) + auz(z) = (u1 + aug)(x).

Sejam {u,} uma sequéncia de Cauchy em H e u € H'(IRY) o limite dessa sequéncia, pois
H'(IRY) é Hilbert. Desde que a imersiao H'(IRY) — L*(RY) é continua, entdo u, — u
em L*(IRY). Assim, do Teorema de Vainberg (ver Teorema B.3 no Apéndice B) existe uma
subsequéncia {u,} tal que u,(z) — u(z), para quase todo x € IR". Dada uma tranformacao

linear ortogonal A : IRY — IRY, temos

u(Az) = nh_)r{)lo un(Az) = nh—{Eo un(x) = u(x),

para quase todo € RY, u € H. Logo H é Hilbert.

Definigdo 1.8. Seja G um subgrupo de O(N), y € RY e r >0, definimos
m(y,r, G) =sup{n € N: 3 g1,99,--- , 9, € G;j # k = Blgy,) N Blgry,r) = 0}.

Definigao 1.9. Um subconjunto aberto Q C RY € invariante se gQ = Q para toda g € G. Um

subconjunto invariante Q C IRY € compativel com G se, para algum r > 0, temos

lim  m(y,r,G) = co.
ly[—+o0
dist(y,Q)<r
Definigao 1.10. Sejam G um subgrupo de O(N) e Q um subconjunto invariante aberto de IRY.
A agio de G em H(Q) € definida por

gu(r) = u(g'z).



O subespaco de funcoes invariante € definido por
Hy () = {u € Hy(Q); gu = u,¥g € G}.
Teorema 1.2. Se ) é compativel com G, a sequinte imersdo € compacta
Ho(Q) — LP(Q), 2 < p < 2",

Demonstragdo. Sejam {u,} uma sequéncia limitada em Hj 4(Q2). Desde que Hj () é reflexivo,
passando a uma subsequéncia, temos que u, — u em H&G(Q). Note que, v, = u, —u — 0,

mostremos que v, — 0 em LP(S2). Para cada n € IN, temos

m(y,r,G

)
Z / ’Un|2d2 = / v, |2d .
j=1 B(gjy,r) U;n:(%’r’c) B(gjy,r)

Tomando z = gj_lx, ou seja, v = g;z. Pelo Teorema B.7 e da Definicao 1.10, temos

/ o (2)|2dr = / ]vn(gjz)|2|g;-|dz
B(gj,r) B(y,r)
= [ lgtulaPd:
B(y,r)
:/ v, (2)2d.
B(y,r)

Assim,
m(y,r,G) m(y,r,G)
S [ pde= > [ ld=mrn ) [l
j=1 B(gjy,r) j=1 B(y,r) B(y,r)
Portanto,
su]%]”un]g
|| ?dz < S (1.2)
\/B(y,r) m(yv T, G)

Como 2 é compétivel com G, temos m(y,r,G) — oo, quando |y| — oco. Por (1.2), temos para



cada € > 0, existe R = R(e) > 0, tal que

sup / v, |dz < &,¥n € IN.
ly|=R J B(y,r)

Pelo Teorema B.6, temos

/ |v,[2dz — 0.
B(0,R+r)

Em particular, existe ng = ng(e) € IN, tal que

/ v, |2dz < / lv.2dz < g, se |y| < Ren > ny.
B(y,r) B(0,R+r)

De (1.3) e (1.4), obtemos
sup / v, |?dz — 0, quando n — oo,
B(y,r)

yeRNY

Do Lema B.3, v, — 0 em L?(Q2), entdo u,, — u em LP(Q).

k
Corolario 1.1. Seja N; > 2,7 =1,2,--- ’k’ZNj =Ne
j=1

G = O(Nl) X O(Ng) X e X O(NK)
Entao a sequinte imersao é compacta

HL(RY) — LP(RY), 2 < p < 2*.

(1.4)

Demonstrag¢do. Primeiramente mostraremos que G = O(2) é compétivel com IR. De fato,

dados n € INe r > 0, sejam

10



eg;: IR? — IR? uma transformacéo linear ortogonal que leva (R,0)az;,j=0,1,--- ,n. Logo

2 2 : 2 52\ . 2w 2r\\°
|21 —x;]° = R* || cos (j—i-l)? —cos (T~ + { sen (]—1—1)7 —sen { =~
2 2 2 2
= R? {2 — 2cos ((] + 1)—7T) Cos (ﬂ) — 2sen <(] + 1)—7T) sen (‘u)]
n n n n
9 2m
= 2R |1 —cos| — || — oo, quando R — oc.
n
Para R > 0 suficientemente grande, temos que se |y| > R, ji,jo € {1,--+,n} e j1 # j2, entao

|z, — x5,] > 2r, de modo que B(gj;,y,7) N B(g;y,r) =0,
m(y,r,0(2)) > n, sempre que |y| > R.

Pelo Teorema 1.2 a imersio HL(IR) — LP(IR?) é compacta, 2 < p < 2*.
Agora, mostraremos que G = O(M) é compativel com IRY. Dado y € R com |y| > R,
se R suficientemente grande, obtemos gy, -+, g, € O(M), tais que B(g;,y,r) N B(gj,,r) = 0,

sempre que ji,jo € {1,--- ,n} e j; # jo. Portanto, se |y| > R, entao
m(y,r,O(M)) = n.

No caso geral, dado y = (y1,--- ,yx) € R x --- x RY, com |y| > RVE > 0, existe
ie{l, -k}, tal que
lyil > R.

Assim, obtemos g¢i,---,g9x € O(N;), tais que B(g;yi,7) N B(g;yi,7) = 0, sempre que

j17j2 € {17 e an} € jl 7& j27 temos
m(y;, 7, O(N;)) > n.
Portanto, se |y| > RvVk, entdo

m(y,r,G) > m(y;,r, O(N;)) > n.

11



Corolério 1.2 (Strauss). Seja N > 2. Entao a sequinte imersdo é compacta:
Hppy(RY) — LP(RY), 2 < p < 27

Demonstracao. Pela Definicao 1.7 temos que H = Hé(N)(RV). Aplicando o Corolario 1.1 para

N1 = N concluimos a demonstracao.

12



Capitulo

2

Resultados preliminares

Neste capitulo definiremos o funcional associado ao problema (1). Faremos um truncamento
neste funcional e provaremos alguns resultados relacionado a este funcional.
Definimos para todo parametro A > 0 o funcional J, associado ao problema (1) no espago
H, por
1 2 1 4
Ia(u) = sallul]” + ZA[Jul|" = | F(u), u e H.

No Apéndice A, mostraremos que o funcional Jy € C! e que

(J5(u),v) = a(u,v) + M|u|[*(u, v) — /]RN flu)v, u,v € H.

Definicao 2.1. Sejam H um espaco de Banach e Jy : H — IR um funcional de classe C*. Se

existirem ¢ € R e {u,} C H tais que:

Ia(up) = ¢

J3(un) = 0,

dizemos que {u,} € uma sequéncia Palais-Smale (PS) no nivel ¢ para J,. Se tal sequéncia
possut uma subsequéncia convergente, diz-se que Jy satisfaz a condi¢ao Palais-Smale no

nivel c.

Para contornar a falta de imersio compacta de H'(IRY) em L¢(IRY) e mostrar que sequéncias

(PS) para o funcional J, sao limitadas, vamos definir um truncamento para o funcional J, do

13



seguinte modo:

Considere uma funcio 1 € C*(IR", IR) com as seguintes propriedades;

(

Wity =1, t €[0,1],
0<%(t) <1, te(l,2),
() =0, t € [2,00),

| Y]l < 2.

Para cada T' > 0 definimos hr(u) = ¢ (”;ﬂ—|2|2> e o seguinte funcional modificado J{ : H — R

dado por

1 1
T ) = gellll + gl = [ P, we

No Apéndice A mostraremos que o funcional J{ ¢é de classe C*' e

() 0) = atuo) 4 Ml P o) + e (E) ity = [ oo e m

Para T' > 0 suficientemente grande e para A suficientemente pequeno, poderemos encontrar um
ponto critico do funcional JI tal que ||u|| < T, e por fim esse ponto critico u também serd um
ponto critico do funcional Jy.

Vejamos um resultado muito importante devido a Struwe [20], o “monotonicity trick” que
essencialmente nos garante a existéncia de uma sequéncia (PS) limitada para uma familia de

funcionais.

Teorema 2.1. Seja (X, |]-]|) um espago de Banach e I C IRY um intervalo. Considere a familia

de funcionais ®,, de classe C* em X satisfazendo,
(1) ®u(u) = A(u) — pB(u), p € I,

(2) B ndo negativo,

(3) ou A(u) — oo ou B(u) — oo, quando ||u|| — oo,

(4) ©u(0) = 0.

14



Para cada p € I, definimos o conjunto
I',={yeC(0,1],X) : v(0) =0,P,(v(1)) < 0}.
Se para todo pn € I o conjunto I, € nao vazio e

Cp = 71€an” trg[(z)% Q,(~(t)) >0,

entdo para quase todo p € I, existe uma sequéncia {u,} C X, tal que
(1) {u,} € limitada,

(ii) D, (un) — ¢y,

(i) @), (un) = 0 no dual X" de X.

Demonstragao. Pela existéncia de ¢, existird uma sequéncia {u,} em X, tal que ®(u,) — ¢,
provando assim o item (ii).

Provaremos agora o item (i), suponha por contradi¢do que {u,} nao seja limitada, entao
existe uma subsequéncia de {u,} também denotada por {u,}, tal que ||u,|| — +oo. Pelo item
(1) ou A(u,) — +o0 ou B(u,) — 400, em ambos os casos teriamos ®(u,) = A(u,) —puB(u,) -
¢, que é uma contradicao. Logo {u,} é limitada.

Agora suponhamos que o item (iii) ndo ocorra, entao existe d > 0, tal que
|12}, (un)|| = 20.

Pelo Lema de Deformacao Cléssica (ver Lema B.1 no Apéndice B), existe M € ]0,0[ e um

homeomorfismo 7 : X — X, tal que

N(un) = up, se [Py (un) —cul > 6, (2.1)
@, (n(u,)) < ®,(uy,), para todo u, € X (2.2)

e
P, (n(uy,)) < ¢, — M para todo u, € X, (2.3)

15



satisfazendo

lunll < B e ®u(un) < ¢, + M.

Seja a sequéncia {7, } C I', obtida na Proposi¢do B.1, onde a escolha de ¢ = ¢, > 0 é feita.

Pela Proposi¢ao B.1 (ii) escolhemos k& € IN suficientemente grande, tal que

max @, (v (t)) < ¢, + M. (2.4)

t€[0,1]

Por (2.1) e (2.2), oy, € I'y. Se wy, = i(t) com ,(u,) < ¢, — cu(pr — ). Entao (2.2) implica
©u(n(un)) < € = culpn = ). (2.5)

Por outro lado, se u,, = (t) com ®,(u,) > ¢, — ¢, (pu; — 1), entdo da Proposigao B.1 e da
desigualdade (2.4) implica que u é tal que ||u|| < 5 com ®,(u,) < ¢, + M. De (2.3) e (2.5),

temos

) t)) <
%a’lﬁ p(mo(t)) < ey,

o que contradiz a definicao de c,,.

Usaremos este resultado considerando, X = H e a seguinte familia de funcionais:

1 1
TEu0) = gallll + phbr(llal = | Pl.ue

e sua derivada dada por

)\ 2
((Jiu)'(u),v) = a(u,v) + MNop||u|*(u, v) + ﬁ@/}’ (H;—g) | |* (e, v) / f(uw)v,u,v € H.

Lema 2.1. T, = {y € C([0,1], H) : 7(0) = 0, J{ ,(y(1)) < 0} # @ para todo p € I = [5,1], onde

d € (0,1) € uma constante positiva.

Demonstragio. Escolhemos ¢ € C°(IRY) com ¢ > 0, ||¢|| = 1 e supp(¢) C B(0, R) para algum
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R > 0. Pela condigao (Hjs), temos que para qualquer C; > 0 com 015/ ¢ > g, existe
B(0,R)
M > 0, tal que
[F)] = Ciltl, ¥ [t] > M

Portanto,

F(t) > Ci|t)*, Y |t] > M. (2.6)

Temos também, que existe Cy > 0, tal que
—F(t) < |F(t)] < G, t € [0, M].

Portanto,

F(t) > —Cy, t € [0, M]. (2.7)

De (2.6) e (2.7), temos
F(t) > Ci|t]* — Cy, t € R, (2.8)

Entao para t? > 272, temos

2
T (t9) = 1oL||t<zs||2+1w(”w)” Yl = [ Fieo
= L+ S (P19 o
= el + o (SED ) el - [ Fe)

I t? 4
= 2at+ )\w( )t ,u/IRNF(w)

1
= Eat2—u/]RNF(t¢)

1

< gof—u [ (GiltoP ~C)

< latz—(S/ Clt2|¢|2—|—5/ Cy
1

< —at2—601t2/ ¢* + Cs
2 B(O,R)

1
= 2 (—a — 501/ ¢2) + Cj.
2 B(0,R)
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Escolhendo ¢ > 0 suficientemente grande, temos que J/{#(fqﬁ) < 0.

Assim definimos

v:[0,1] — H

t = () = te.

Temos v(0) = 0 e J{ ,(v(1)) = J{,(i¢) < 0, portanto y € T, logo T, # 0.

O
Lema 2.2. Ewiste uma constante ¢ > 0 tal que ¢, > ¢ > 0 para todo p € I.
Demonstrag¢ao. Da condigao (Hs), temos que, dado £ > 0, existe § > 0,tal que
|f(t)] < eblt], t € (0,0). (2.9)
Da condicao (H;) e para [t| > d, temos
‘t|p—2 p—1
0] < O+
C
_ p—1
= (]t|1’_2 —|—C’) |t]
C _ _
- (W + O> 1 L= Celt]? L
Entao
[f()] < CltP= Jt] > 6. (2.10)
De (2.9) e (2.10), temos
[f(#)] < belt] + Ceftfr~. (2.11)

a
Agora, para € [ e para € € (O, 5), temos
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1 1
Taw) = gallulf+ Pl = [ P
]_ u
galtull = [ [ s
RN Jo
1 u
> gallul = [ [+ i)
2 RN Jo
— 1 2 1 2 CE P
= gale = [ (Geme + S
1 1 C.
§a||u||2—§5b/ |u|2—_/ l?.
RN P JrY

Pelo Coroldrio B.1, temos que a imersio H'(IRY) «— LI(IRY) é continua para ¢ € [2,2*].

v

v

Portanto,

1 1 C
T > SallulP - SeflulP = < [ qup
1 1 C
> Lo - Lajp - & / P
1 C
> ZalulP — julp.

Assim, existe p > 0 tal que, para todo u satisfazendo 0 < [[u|| < p temos J (u) > 0. Se
l|ul| = p, existe ¢ > 0, tal que

Jy,(u) >¢>0.
Pela defini¢do do conjunto Iy, temos J§ ,(v(1)) < 0 com ||y(1)|| > p. Pelo Teorema do Valor

Intermediario existe ¢, € (0,1) tal que ||v(¢,)|| = p. Portanto, para qualquer p € I

cy > 'yienl‘fu Ji(v(ty) = ¢ >0,

logo

c, > c¢>0.
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Vejamos que com os Lemas 2.1 e 2.2, temos todas as hipoteses do Teorema 2.1, pois para

1 1

Au) = §a||u||2 + Z/\hT(U)HU||4 e B(u) = / F(u), o funcional Jy , pode ser escrito como
RY ’

Ji,(u) = A(u) — pB(u). Por f ser nao-negativa temos que B(u) é nao-negativo. A(u) é

coercivo para n — 0o e também que J{M(O) = 0. Pelo Lema 2.1, temos I';, # 0 ¢ do Lema 2.2

¢, > 0. Portanto, temos que existe uma sequéncia (PS) limitada para o funcional J;CM.

Lema 2.3. Para todo p € I e X\ > 0 suficientemente pequeno, cada sequéncia (PS) limitada do

funcional J/\Tu admite uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja pu € I e {u,} uma sequéncia (PS) limitada do funcional J}ju. Pelo Teorema
1.2, temos que a imersao H — Lq(]RN) é compacta para ¢ € (2,2%). Portanto, passando

eventualmente uma subsequéncia, existe u € H tal que

U, — u, em H,
P N
u, — u, em LP(IRY),

u, — u, quase sempre em IR".

Usando (2.11), temos

f () (U — )

< / | ()t —

IRN
/ [(eblutn] + Clotnl? ) —
IR,N

= [ ebtuallun =l + [ (Colunl? o — ul
RN RN

b / [ttt — ul] + C: / [Pt — ]
RN RN

< Cllunllllun — ull + Celunlp™ |un — ul,

‘]RN

IN

IN

< Cllunllllun — ull + Celfun| P~ 1y — ul,.

Por ||u,|| ser limitada e u,, — u em LP(IRY), temos

" f(up)(uy —u) — 0.
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Assim,

o(1) = ((J3,.) (un), tn — u)

= a(tp, Uy — 1) + Mg ()| [tin| | (U, U — )

by 2
gt (L0 ol =) = [ ) =)

_ Y 2 A / Hun||2 4 .
= ((@ =+ Mo ()l + 750" (25 ) Htal[*) (a0 =),

temos
A [
2 / n 4 >
a-+ Mo (un) || + 5759 ( Zom ) I >
A [ A
2 n 4
|a+)\hT(un)HunH | — ‘QTQw/ ( T HunH > a— ﬁk > ki > 0,

pois, hy(u,) > 0e < 2. Assim,

2
¢/<|I@;2|| )

A a2
(a+)\hT(un)||un||2 + 2T2¢/ (Hu I ) ||un||4) (U, Uy, — 1) — 0,

Portanto (u,,,u, —u) — 0, pela definicdo de convergéncia fraca, obtemos u,, — v em H.

Do Lema 2.3, garantimos a existéncia de ponto critico para o funcional J;\Fu e para cada

w € I temos u* ponto critico do funcional J/\TM.
Lema 2.4. Para todo i € I, existe u* € H, comu* # 0 tal que (J3 )" (u*) =0 e J ,(u") = c,.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.1 obtemos que, para todo p € I, existe uma sequéncia {u”} C H
limitada tal que

J:{,M(UZ) - C,U’

(Jx,) (u) = 0.
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Pelo Lema (2.3) existem uw* € H e uma subsequéncia de {u,}, tal que u# — u* em H. Por
continuidade

Tau(uh) = T3, (),

pela unicidade do limite, temos
J;F’#(u”’) =cy.

E pela continuidade de (J5 ,)’, temos

(Jiu) () = Tim (J3,) (uh) = 0.

n—-+o0o

De acordo com o Lema anterior, existem sequéncias {yu,} C I com p, — 1 e {u,} C H

sequéncias de pontos criticos do funcional J/\T#.
Lema 2.5. Seu € H ¢ uma solucao fraca de

A

2
(a + Ahp(u)]|ul|” + 57"

ot (LB ) (800 = ), emoe w212

onde N > 3, entao

N -2 2, ND 2 2y [Jul|? 4 /
(552 [owur 5 [ o) (o dbrtoll + o (U ) ) = v

Demonstragao. Considere u € H uma solugao fraca de (2.12). Por um argumento do tipo

bootstrap, temos que u € HfOC(IR,N) N H'(IRY). Seja

(2.13)

pf (w)

g(u) = — bu.

@t M ()l + 2’ (5 ) fhul*

Entao u € H ¢ também uma solugao de

—Au = g(u).
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Pelo Lema B.2, temos
N -2 9
—_— |Vu| =N G(u), (2.14)
2 IRN

onde G(t fo s)ds. Note que (2.14) é uma identidade de Pohozaev (ver Lema B.2 no
Apéndice B). Portanto

%/IRN|Vu|2:N/]RNG(u):N/]RN/Oug(s)ds

Assim,

N -2 b
T/ V] = N/ / 4f(e) 2 —bs| ds
- RS0 |t Mhr(s)lIsl + e (5 sl

= N / 1f(s) . ds—/ bsds
oot M) llslE + g (B sl o

= N ILLF(U) 2 _gUZ
R | @t M) Jul|? + e (L)

- - ol /F@—%/u?
a+ M (w)l[ul? + v (Y ) ljulj me Y

Portanto,

N -2 Nb N
S v 5[ - S S T
RO ot M ()l 4 g () o e

De onde concluimos

(%/ [Vul? + ]Zb/mu) (aHhT( Ml + 5 g ("“”2)u ||4) 2.15)

=pN | F(u)
RN

que é uma identidade do tipo Pohozaev.
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Usaremos a identidade de Pohozaev para mostrar que ||u,| < T, e assim {u,} serd uma

sequencia de pontos criticos para o funcional Jy ,, definido como

1 1
Tud) = gellulP+ Ml = [ o)

Lema 2.6. Seja w,, um ponto critico de J;:u no nivel c,,,. Entao para T' > 0 suficientemente
grande, existe \g = \o(T') tal que para todo \ € [0, o) temos ||u,|| < T para todo n € N, a

menos de subsequéncia.

Demonstragdo. Primeiramente, desde (J§ ,)'(u,) = 0 pelo Lema 2.4, u, satisfaz a seguinte

identidade de Pohozaev

N —2 5,  Nb 9 ) A HunH2 )
( 5 /]RN 1V, +7/]RN un) (a+)\hT(un)HunH + 2T2¢'( = [t (2.16)

= pu, N F(uy).
IRN

Usando J ,(un) = c,,, temos que
1 1
—aN||un| > + AN by ()| [un][* — unN/ F(u,) = ¢, N. (2.17)

Portanto, por (2.16) e (2.17), obtemos que

1 2 2 A Nual? 4 / 2
— < .
QG/IRN |[Vu,|* < (a—l—AhT(un)HunH + 2T2¢ ( T ||| » |Vu,|* (2.18)

1 AN Un|[?
= N+ AN () [+ w/(” ” )HunHﬁ.

277
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Pela definigdo do Nivel do Passo da Montanha, do Lema 2.1 e da desigualdade (2.8), temos

IN

Cu

n

T
HltaX ‘])\ M (t¢)

2
= mae{ 5lroll + o (40 ) ot — /}R F(tcb)}
= Ly F(tp) ¢ + M/J t*
= m?X 2@ Un - mtax
< max{lat2 —vCth/ ¢2+C'3} —i—max{ A (tQ) 4}
t (2 B(0,R) t

Se t2 < 272, obtemos ¥ < 1. Entao
t2
Ay(T) = max - w ( ) th < AT
Se t2 > 272, entao 1 (;—2) = 0, assim, temos que
A(T) < AT

Fazendo da mesma forma, se ||u,||? < 2772 ou ||u,||* > 2772, temos

1 4 4

ZNhT(Un)HUnH < ANT™.
Para a terceira parcela, se ||u,||? < 272 e desde que [|¢/]]|o < 2, temos que

P
o () i

Se ||u,||? > 2T?, entao 1) é constante e por consequéncia ¢’ = 0. Logo

W (I\unW)

AN
2772

AN
< Z2(2T%)2 < 8ANT™.

AN
272

< SANT™.
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Da desigualdade (2.18), temos

2

= NOC;+ 10ANT™.

Concluimos que,

9%

Vo2 = (/ |Vun|2)
IR,N
2\ ? 42"
< (2) (NCy+ 10ANTY %
a

Da condicao (Hz), temos que dado € > 0, existe § > 0, tal que
()] < belt], t € (0,0).

Da condicao (Hy), para [t| > ¢, temos

|t 2%—2 |t 2% —p

SO < Ol + O

< 2*—1 C O
— |t| ’t‘2*72 + |t|2*7p

. C C
2*—1 <52*2 + m) = C&“t

[t~

2% 2 2*_p

S ‘t 2*—1'

Entao,

[F(®)] < CJt|* ]t > 4.

De (2.19) e (2.20), temos

2*—1

|f@)] < belt] + Cclt

Por outro lado, por (J{ ,)'(u,) = 0 e do crescimento (2.21), temos que

26
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—a/ |Vu,|> < N(Cs+ A (T)) + ANT* + 8ANT*
]RN

< NC3+ ANT* 4+ ANT* + 8A\NT*

(2.19)

(2.20)

(2.21)



Assim, pela Desigualdade de Sobolev, Gagliardo e Nirenberg (ver Teorema B.1 no Apéndice

B), temos

Tomando 72 >

IN

IN

(a—&)|lun|”

(a—e)

2\ 4 A, ||Un||2 6
alfunl” + A (un )| [un| " + 559 ||

o [ Flw)un < o / (belun? + Celun )
RN RN

L [be/ |un|2—|—C’€/ |y, 2*}
RN RN

be|un|3 + Celun 5

el ul]* 4 C.lun 3.

IN

Celuy,

A (Ml
2= ot (L)l
Ca|Vu, |3 + 8AT*

IN

< O5(NCs + 10ANTY) T + AT,

C5(NCy + 10ANT") + 8XT" |, temos ||ul| < T.
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Capitulo

3

Demonstracao do principal resultado

Neste capitulo, demontraremos a existéncia de solugoes positiva para o problema (1).
Sejam T', Ay, obtidos no Lema 2.6 e u,, um ponto critico para J;‘Cun no nivel ¢,,. Do Lema
2.6 podemos assumir que

[|unl| < T

Assim,

1 1
Thul) = gl + gl =g | Fla)

Desde que p,, — 1, entao

1 1
Thulua) = D) = allunll+ Al = s [ P

1 2 1 4
= (GollwlP + Pt = [ )

assim, Jy(u,) — ¢,,. Pelo mesmos raciocinio, temos

((TX) (wn) = S (ua))v = a(un, v) + Mul*(u, v) = pin - f(un)v

= (o) + NP0 < [ sl
= D) [ o= o)

Entao J}(u,) — 0.
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Portanto, temos que a sequéncia de pontos criticos {u, } é uma sequéncia (PS) limitada para
o funcional Jy. Pelo Lema 2.3 existe uma subsequéncia convergente {u,} tal que, u,, — u em
H. Desde que Jy € C!, temos
T () = T4 ().

Pela unicidade do limite temos J}(u) = 0, logo u é ponto critico do funcional Jj.
Vejamos que u é positiva. Seja u = ut — u~, onde ut = max{u,0} e u~ = max{—wu,0}.

Desde que u é ponto critico, temos que para todo v € H

a1, v) + Al P, v) = /IRN Flu).

Escolhendo v = u~, temos

oty 1) + Al 2w, u™) = /IRN Fluyu—.

Assim,

allu”|* + [ful*fJu”|[* = 0.

Portanto, ||u~||? = 0. Assim, u = u™ > 0, segue do Principio do Mdximo (ver [9], Teorema 10.2,

pégina 32) que u > 0. Logo u é uma solucao positiva do problema (1).

Observagao 3.1. Note que, se ao considerando X\ = 0 no Teorema 0.1 resultard no Coroldrio

0.1. O mesmo resultado tem sido obtido nos trabalhos [3], [5], [12] e [16].
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Apéndice

A

Funcionais diferenciaveis

Neste capitulo mostraremos que os funcionais Jy e J{ sao de classe C'.

1.1 Diferenciabilidade de funcionais

Definicao A.1. Dado um FEspaco de Banach X e um funcional I : X — IR, dizemos que [
possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional linear T € X' tal

que

Definicao A.2. Se a derivada de Fréchet de I existe e € continua em X, dizemos que o funcional

IeCYX, R).

Definicao A.3. Dado um Espaco de Banach X e um funcional I : X — IR, dizemos que [
possui Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existe um funcional linear Ty € X' tal

que
lim I(u+tv) — I(u) — Ty
t—0 t

=0, Vv e X.
Proposicao A.1. Se I tem derivada de Gateauz continua em X entio I € C*(X,R).
Demonstragao. Sejam w € X e DI(w) a derivada de Gateaux de I em w. Do teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0, 1), tal que
|[[(w+v)—I(w) — DI(w)v] = |DI(w+ 6v)v — DI(w)v
= ||DI(w + 6v)v — DI(w)v||x||v]|. (A1)
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Como [ possui derivada de Gateaux continua em X, entao dado € > 0, existe 6 > 0, tal que,

para qualquer ||v|| < §, temos

||DI(w + 6v)v — DI(w)v||x < e.

Por (A.1), temos
[I(w + v) — I(w) — DI(w)v] < €||v]].

Assim concluimos que I possui derivada de Fréchet continua.

O
1.2 Jyel 1
Nesta secao mostraremos que J, € C*.
Jy estd bem definido em H e ¢ de classe C*, pois, considerando os funcionais Jy, (u) = 3||u|[%,

To(u) = Hullt = Glull?)” = (Jnw)? e Jy(u) = [ Fu)dz com Jy(u) = aJy,(u) +
)\J)\Q(u) — J)\3<u>.
Seja |Vu| € L*(IRY), para todo u € H. Portanto,

1
Tulw) = Sllull

1
_ —/ [Vul + bu?de
2 RN
1 , 1 ,
= = |Vul|*dx + b= u’dr < oo.
2 RN 2 RN

Temos também,

J/\2(u) = (‘]>\1 (u))2 < 0.

Sabemos que,

/]R Plu)dr < ‘ /]R Plu)ds da.

l[f@%

< [ WPlar< [
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Por (H;), temos

< [l
[ ctst+ s

¢ ¢
C’/ |s|ds—|—/ C|s|P~'ds
0 0

1 1
C st + =t ) .
(312 + 31er)

Da imersdo continua H'(IRY) < LY(IRY), com ¢ € [2,2*], temos

1 1
/ Flu)ds < / lc (-|u|2 + -yuv’ﬂ du
RN RN 2 p
1 , 1
< C-= |u|*dx + C— |u|Pdr < oo.
2 Jry P Jmy

Agora, calculemos a Derivada de Gateux D.Jy,.

IN

IN

1 2 2 _1/ 2 2
T (u+to) = Ty, (v) 2/RN”V<“”“)’ Folut )] =3 | VUl bu]
t B t
1

Y |:/IRN[|V<U + 1) ||V (u + tv)] + b(u? + 2utv + t*0?)]

— / |Vul? —/ bu? |
RY RN
1

= — {275/ [VuVv + buv] +t2/ [[Vo|? +bv2]] :
2t RN RN

Assim,

t—0

DJy,(u)v = lim [/ [VuVu + buv] + E/ (Vo] + bvg]]

= / [VuVu + buv]
]RN

= (u,v).
Seja {u,} uma sequéncia em H, tal que u,, — u em H. Para cada v € H com [|v|| < 1, temos
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[[DJy, (uy) — DJy, (w)]v] = '/IRN [Vu, Vv + bu,v] — /]RN [VuVv + buv]

— '/}RN [V(u, — u)Vv + bu(u, — u)]
| (um

— u,v)l.
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Lema B.4 no Apéndice B), temos
(DI, (un) = Dy, (w)]o] = |(un — w,0)| < [lup — ul||[o]] < [Jun —ul].

Portanto

1Dy, (un) = DIy (w)|| = sup [[DJy, (un) = Dy, (u)]o] < [Jun — ul].

[lv]|<1
Mostrando que D.Jy, é continuo. Pela Proposi¢ao A.1, temos Jy, € C*.

Pela definicao da derivada da funcao composta, temos:
1
D)o =2 (Il ) Do (w)o = uluv)

e portanto Jy, € C*.

Agora, calculemos a derivada de Gateaux de J,,. Para cada t € IR, com 0 < |t| < 1, para
cada u,v € H, consideremos a fungao h : [0,1] — IR dada por h(s) = F(u + stv). Observe que
h'(s) = f(u+ stv)tv, h(1) = F(u + tv) e h(0) = F(u).

Desde que h é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), do Teorema do Valor Médio, existe

v € (0,1) tal que

assim,
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Da condigao de crescimento sobre a fungao f e tomando K = max{2~! A?~1|¢|P~!} obtemos

|flu+tv)|lo] < C(lu+~tv| + [u+ytoP)|v]

AN

Cllul +ltllo] + 277 (Jul=" + A7 e o[P~ ]|

< Clullv| + Clv| + KulP~v| + K|v|P € L*(IRY).
Para uma sequéncia |t,,| — 0, temos
flu+~tpv)v — f(u)v.

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.2 no Apéndice B)

DJy(uw)o = lim /IRF (u+tv) - /}R F(u)

t—0 t

= lim flu+~t,v)v
n—oo IRN
= f(u)v.
IRN
Seja uma sequéncia {u,} em H tal que u, — u em H. Assim, das imersoes continuas,

U, — uwem LYRY), com 2 < ¢ < 2%

Do Teorema de Vainberg (ver Teorema B.3 no Apéndice B), existe {u,;} C {u,} e g € LY(IRY),
tal que

Unj — u quase toda parte em RV,
lunj| < g quase toda parte em IRY.

Por f ser uma funcao continua, temos

[f (Unj) — fw)]7 1 — 0, quase toda parte em RY,
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Da condi¢ao (H;) sobre a funcao f, obtemos
[ (tns) = F)|7T < k(g +g77) € L'(RY).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.2 no Apéndice B),

concluimos que

|f(unj) - f(U)|L1 — 0.

p—

Para todo v € H, tal que |[v|| < 1, temos

[[D s (unj) = D xg (w)v] < /]RNHf(unj) — f(w)][ol]
Pela Desigualdade de Holder (ver Teorema B.8 no Apéndice B), temos

(D (ung) = Dy, (w)]o] < [f (ung) = f(u)]_e; [v]p.
Das imersoes continuas, temos

[DJxs (un) = Dxs (w)o] - < [f (ung) — f ()] 2 [[v]]

< 1 utng) = Sz
Portanto,
1D Jxs (un) = DIy (w)]| - = HSHEIHDJAS(unj) — Dy ()]l

< 1) = S0 ey

P

Implicando que DJy, é continuo. Da Proposigao A.1, temos Jy, € C'. Portanto J, € C.

Assim, para todo A > 0 temos,

(J5(u),v) = a(u,v) + \||u|[*(w,v) — /]RN f(u)v, u,v € H.
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1.3 JL et

Mostraremos que J{ € CL.

Temos,

1 1
T3 ) = gallul+ gAbr(llell = [ (.

onde podemos escrever da forma Ji (u) = aJy, (u) 4+ Mg (u)Jy, (u) — Jy, (u). Como j4 foi visto na
secao anterior Jy,, Jy, e Jy, € C', o que falta verificar se hyJy, € C'. Como hy € C*, temos

hr - Jy, € C'. Assim JI € C'. Pela regra de derivada do produto, temos para todo v € H

(U )'0) = afu o)+ el ) + e’ (L0E) it = [ e

36



Apéndice

B

Resultados importantes

Neste apéndice mostraremos os resultados utilizados nesse trabalho.

Teorema B.1 (Desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < N, entao

WP(RY) c L (RY),

1 1 1
onde p* € dado por — = — — —, e existe uma constante ¢ = c(p, N) tal que

p p N’

[lullp- < [[Vul]p,

para todo u € WP (IRY).

Demonstragao. Ver [4], pagina 278.

Corolario B.1. Seja 1 < p < N. Entao a sequinte imersao é continua:
WHP(IRY) c LY(IRY),

para todo q € [p,p*|.

Demonstragao. Ver [4], pagina 281.
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Teorema B.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja A um conjunto mensurdvel do RY

e seja (f;) uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que
fi(xz) = f(x) quase em toda parte em A,

onde f é uma fungdo mensurdvel. Se existir uma funcio g € L'(A) tal que
|fi(x)] < g(x) quase em toda parte em A,

entao

tim [ e = [

Demonstragao. Ver [4], pagina 90.

Teorema B.3 (Vainberg). Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes em Li(2) e f € LU(Q) tais
que

fi = f em LI(Q).

Entao, existe (fjr) C (f;) e uma funcdo g € L9(Q) tal que
|fie(®)| < g(z) quase em toda parte em (2,

fix(x) = f(z) quase em toda parte em Q.

Demonstragao. Ver [4], pagina 94.
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Lema B.1 (Lema de Deformagao). Sejam X um espaco de Banach, I € C' ec € R, e > 0. Se
1 (w)]] = 4e,

para todo v € I7Y([c — 2¢, ¢ + 2¢]), entao existe n € C(X, X) tal que
(i) n(u) = u,Yu & I~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]),

(i) n(1°7=) C 1%,

onde

I := 1] — 0o, d|).

Demonstragao. Ver [20], pagina 11.

Teorema B.4 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espa¢o de Banach e I €
CHX,IR) com I(0) = 0. Suponha que existem «, p > 0 tais que
(i)

I(u) > a >0 para todo u € X : ||ul| = p,

existe e € X tal que |le|| > p.
(i)
I(e) < 0.

Entao, para cada € > 0, existe u. € X, tal que
(a) c —2e < I(u.) < c+ 2,

(0) || 1" (ue)|] < e,

onde

0 < ¢ = inf max I(y(t
<= infmax (v(2)),

D = {y € C([0,1], X) : 5(0) = 0,7(1) = e}.
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Demonstragao. Primeiramente provemos que c é finito. De fato, desde que v(0) = 0 € B,(0),

v(1) =e € X B,(0) e v([0,1]) é conexo, temos que

7([0,1]) N 0B,(0) # 0.

Logo, da hipétese (i), temos

I(v(t)) >
max I(y(t)) 2 a,

implicando que ¢ > a > 0.
Suponha agora, por contradigao, que para algum £ > 0 as condicoes (a) e (b) nao ocorram,
ou seja,
(c)c—2e<I(u) <c+2, VYuelX,
(A) |[I'(u)]] > 4, Vue X.

Desde que ¢ > 0 e diminuindo € se necessario, temos

I(e) <I(0)=0<c—2e. (B.1)

Dos itens (c) e (d), e do Lema de Deformagao B.1, existe n € C(X, X) tal que
(D) n(u) =useug I [c—2¢e,c+ 2],
(I1) n(I¢+) C I,

Da definigao de c, existe 7 € I" tal que
max [(¥(t)) < c+e.

te(0,1]

Conseideremos 7 : [0, 1] — X definido por 7(t) = n(5(t)). Observemos que
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Por (B.1), temos 0, e & I7!([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
Do Lema de Deformagao B.1, (0) = 0 e n(e) = e. Portanto

mostrando que 7 € I'. Do Lema de Deformacao, para qualquer ¢ € [0, 1], encontramos

V() =n(y(1) € 17,

Assim,

< IAF(t) <c—e.
¢ < max (V) <c—e¢

O que é um absurdo, provando o teorema.

Observacgao B.1. As hipdteses (i) e (ii) sao chamadas, respectivamente, 1% geometria e 2°

geometria do Passo da Montanha.

Lema B.2 (Identidade de Pohozaev). Seja Q um dominio do RY, g : R — IR uma fucdo

continua e u € HY(Q) N HE (Q) uma solugdo fraca do problema

—Au = g(u) em
u =0 sobre 0f).

Entao
N -2 1
—/\Vu\z—i——/ ’Vu|2x.77(a:)d5x:N/G(u),
2 Ja 2 Joo Q

onde, G(s) = [, f(s)ds com G € LY(Q) e n(x) é um vetor normal exterior no ponto x € 0.

Se Q =TRY, entdo

u/ |Vul* = N G(u).
2 Ja

IRN
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Demonstracao. Temos que

0= (Au+g(u))x - Vu.

Temos também,

g(w)zVu = div(zG(u)) — NG(u),

2 N -2
AuzVu = div(Vux-V—x’v;’ )+ 5 |Vul?.

Integrando por partes, obtemos

2 N -2
/ {xG(u)%—VUm-Vu—x‘vu‘ }ndsx:/ [Na(u)——wuf]
o0 2 Q 2

Mas em 02, u = 0, entao

G(u) =0, Vu=Vn-n.

Implicando que

N -2
1 |Vul?z - ndS, = / [NG(U) — —\Vu\2] :
2 Joa Q 2

Assim

N —2 1
—/ \Vu\Q—l——/ ’Vu|2m.77(x)d5x:N/G(u).
2 Ja 2 Joo 0

Teorema B.5 (Diferenciacio de Lebesgue). Se v € LL. (IRY), entdo

loc

1
lim ————— dr = .
Y To] /B W)w(x) z = 1(y)

Para quase todo y € RY.

Demonstragao. Ver [15], pagina 140.
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Lema B.3 (Lions). Sejam r > 0,2 <2< 2" ¢ N >2. Se {u,} € limitada em H*(IR) e se

sup / |un|?dz — 0, quando n — oo,
yeRY J B(y,r)

entdo u, — 0 em LP(RY), 2 < p < 2*.

Demonstracao. Ver [20], pagina 16.

Teorema B.6 (Rellich-Kondrachow). Sejam N > 2, e Q um dominio limitado. Entao H'(S2)

estd imerso compactamente em LP, p € [1,2%).

Demonstragao. Ver [1], pagina 144.

([
Teorema B.7. Suponha que:
i) X CV CIR, V ¢aberto, T:V — IR continua;
ii) X € Lebesgue mensurdvel, T € injetiva e diferenciavle em X ;
iii) m(T(V — X)) =0.
Entao, firando Y = T(X), temos
/fdm:/(fOT)]JT\dm,
Y X
para toda fucdo mensurdvel f : IR" — [0, 00|, onde |Jp| € o determinate jacobiano de T.
Demonstragao. Ver [15], pagina 153.
O
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Proposicao B.1. Para todo ¢ > 0 existe uma sequéncia de caminhos {v,} C I, tal que para
m € IN suficientemente grande
(i) 1n(0)I3 < €, + Be onde

(1) = ¢ — e(pn — 1), (B.2)

(i) max 0,(7(8)) < ¢, + (¢ +22) gt = 10

Escolhendo € = ¢, > 0 , quando (B.2) ocorre, temos

(O] < 5%

Demonstragao. Ver [8], pagina 657.

Teorema B.8 (Desigualdade de Holder). Seja f € LP e g € LP com 1 < p < oo, onde

1 1
—+]7:1. Entdao fge L' e

p
[ 1531 < 17 lgl
Demonstragao. Ver [4], pagina 92.
O
Lema B.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados = e y no RY, temos
[z, y)| < [l=([ly]l.
Demonstracao. Ver [13], pagina 15.
O

44



Bibliografia

[1] Adms, R. A., Sobolev Space, Academic Press, 1975.

2] Alves, C.O., Corréa F.J.S.A. e Ma, T.F., Positive solutions for a quasilinear elliptic equation
of Kirchhoff type, Comput. Math. Appl., 49(2005)85-93.

[3] Berestycki, H. e Lions, P.L., Nonlinear scalar field equations. I. Existence of a ground state.

Arch. Ration. Mech. Anal., 82 (1983) 313-345.

[4] Brezis, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer,

2011.

[5] Ding, W.Y. e Ni. W.M., On the existence of positive entire solutions of a semilinear elliptic

equation. Arch. Ration. Mech. Anal., 91 (1986) 283-308.

[6] Figueiredo G. M., Existence of positive solution for a Kirchhoff problem type with critical
growth via trucation argument, J. Math. Anal. Appl. 401 (2013), 706-713.

[7] He, X. e Zou, W., Existence and concentration of positive solutions for a Kirchhoff equation

in IR. JDE, 252 (2012) 1813-1834.

[8] Jeanjean, L., Local condition insuring bifurcation from the continuous spectrum. Math. Z.,

932, (1999) 651-664.
[9] Kavian, O., Introduction & la Théorie des Points Critiques, Springer, Vergales, 1993.
[10] Kirchhoff G., Mechanik, Teubner, Leipzig, 1883.

[11] Li, Y., Li, F. e Shi, J., Existence of a positive solution to Kirchhoff type problems without
compactness conditions. JDE, 253 (2012) 2285-2294.

45



[12] Li, Y., Wang, Z.Q. e Zeng, J., Ground states of nonlinear Schrédinger equations with
potentials. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Lonéaire, 23 (2006) 829-837.

[13] Lourédo, A.T., Oliveira, A.M. e Lima, O.A., Calculo Avancado, Eduepb, Campina Grande
- PB, 2010.

[14] Ma, T.F., Remarks on an elliptic equation of Kirchhoff type. Nonlinear Anal., Volume 63,
5-7 (2005) 1967-1977.

[15] Rudin, W., Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, 3 edigao, 1986.

[16] Strauss, W.A., Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm. Math. Phys., 55
(1997) 149-162.

[17] Struwe, M., Variational Methods Application to Nonlinear Partial Differential Equations
and Hamiltonian Systems, Springer, 3* edicao, vol. 34, 2000.

[18] Wang, J., On a quasilinear Schrédinger-Kirchhoff-type equation with radial potentials.
Nonlinear Anal. 83 (2013) 58-68.

[19] Wang, J., Tian, L., Xu, J. e Zhang, F., Multiplicity and concentration of positive solutions
for a Kirchhoff type problem with critical growth. JDE, 253 (2012) 2314-2351.

[20] Willem, M., Minimax Theorems, Birkhauser, vol. 24, 1996.

[21] Wu, X., Existence of nontrivial solutions and high energy solutions for Schrédinger-

Kirchhoff-type equations in IRY. Nonlinear Analysis, RWA 12 (2011) 1278-1287.

46



