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Resumo

Neste trabalho iremos estudar a existéncia de multiplas solugoes para o problema eliptico semi-

linear
—Au = Mul* 2u+ f(z,u),z € Q
(P)
u=20 ,x € 08,
onde Q C RY um dominio limitado, com fronteira suave, 2* = ]\2,—iv2 é o expoente critico de Sobolev e
A > 0.

Palavras chaves: problemas elipticos semilineares, expoente critico de Sobolev, Teorema do Passo

da Montanha, Lema de Concentragao de Lions.



Abstract

In this work study the existence of multiple solutions for semilinear elliptic problem

—Au = Mul* 2u+ f(z,u),z € Q
(P)

u=20 ,x € 08,
where Q C R is a bounded smooth domain, 2* = ]\27—]_\[2 is the critical Sobolev exponent and A > 0.

Key words: semilinear elliptic problems, crititical growth, Mountain Pass Theorem, Lema con-

centration of Lions.
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Introducao

Vamos estudar neste trabalho a existéncia de multiplas solugoes para o problema eliptico semi-

linear com crescimento critico dado abaixo

—Au = Mul|* 2u+ f(z,u),z € Q
(P)

u=>0 , T € 0,

2N

~—3 ¢ o chamado expoente

onde Q um dominio limitado do RY, com fronteira suave, A > 0, 2* =
critico de Sobolev e f: Q x R — R é funcao que satisfaz a condi¢ao de Carathéodory,
sup |f(x,s)| = f,, < oo, VM >0,
Qx[—M,M]

e ainda as condigoes abaixo

f(z,s)

2*—1

(fr) 1

= 0, uniformemente q.s. em €2;

|s|—>oo ’S

(f2) existem o € [0,2) e ay,ay > 0 tais que
1 g
§f(:1c,s)s — F(x,8) > —a; —az|s]”,V's € R, q.t.p. em

onde F(x,s) fo

(f3) existe uma constante B > 0 tal que F(z,s) > uk — B, Vs € R, q.t.p. em €
2F
(f1) hrn sup % = a(z) < p;, uniformemente q.t.p. em Q e a(x) # p; ,

onde f; sao autovalores de —A em Hj(f2) com a condigao de Dirichlet.
O estudo de equacoes dessa natureza comecou em 1983 com o trabalho pioneiro de Brezis e

Nirenberg [5], no qual obtiveram existéncia de solugao positiva para o problema
(BN) —Au= M u+u* u, 2€Q, ulx)=0 xcod,

com A € (0,11(2)). Este trabalho motivou um estudo profundo de problemas com essa natureza.

Em 2003 Silva e Xavier [16] obtiveram multiplas solugoes para o problema (P), a grande dificuldade
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para a obtenc¢ao de solugoes para os problemas (P) e (BN) esta na falta de compacidade da imersao
H}(Q) — L*¥ (), assim o funcional associado ao problema estudado por Brezis e Nirenberg nao sat-
isfaz a condi¢ao de Palais-Smale em todos os niveis, entretanto utilizando fungoes de corte adequadas
mostra-se que o nivel minimax esta abaixo do nivel critico para o qual a condi¢cao de Palais-Smale
é verdadeira. Nao podemos aplicar aqui a mesma técnica, pois o problema (P) com f(z,u) = u
¢ equivalente a obter solu¢ao de (BN) com A > 0 e suficientemente grande. Para obter multiplas
solucoes, Silva e Xavier fizeram uma abordagem variacional para o problema, utilizando uma versao
do teorema do passo da montanha com simetria [1, 2, 15|, além disso eles trabalharam com uma
condi¢ao mais fraca do que a de Ambrosetti e Rabinowitz. Para superar a falta de compacidade
utilizaram o lema de concentragao de compacidade de Lions [12, 13|

O principal resultado deste trabalho pode ser encontrado em [16] o qual enunciamos abaixo

Teorema 0.1 Considere o problema (P). Suponha que f(z,s) seja impar em s e satisfaga (f;),
(f2),(f3) e (f1). Entdo existe \; € (0,00] tal que (P) possui pelo menos k — j + 1 pares de solugoes
nao triviais para todo A € (0, \}).

As solugoes fracas de (P) sdo precisamente os pontos criticos do funcional Iy : H}(Q) — R, onde

I, € C* ¢ dado por

1 A
I,\(u):§/Q|Vu]2dx—§/ﬂ|u

Portanto para resolver (P) iremos utilizar métodos variacionais para mostrar existéncia de mul-

¥ da — / F(z,u)dz.
Q

tiplos pontos criticos para o funcional associado ao problema (P).

No Capitulo 1 vamos demonstrar uma versao do Teorema do Passo da Montanha com sime-
tria, esta demonstragao sera feita através de dois lemas de deformagao baseados na prova de Clark
em [6], no Capitulo 2 iremos demonstrar o Lema de Concentragdo de compacidade de Lions, este
lema descreve como ocorre a falta de compacidade da imersio H}(Q) — L?>'(Q), no Capitulo 3
demonstraremos o Teorema 1.1, para provarmos a condi¢ao de Palais-Smale utilizaremos (f1) e (f2),
resaltamos que a condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz [1] implica na condicao (f3), sendo assim ela é
uma condigao mais fraca, as condigdes (f3) e (f4) fornecem as condigbes geométrica para o teorema
do passo da montanha com simetria. No capitulo 5 provamos que o funcional associado ¢ de classe

C' e nos capitulos 4 e 6 apresentamos alguns resultados e defini¢des que foram usadas no decorrer

do trabalho.



Capitulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo trataremos da generalizacao da versao do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [1]. Seja E um espago de Banach real e I € C'(F,R) dizemos que [
satisfaz a condigdo de Palais-Smale no nivel ¢, e escreveremos que [ satisfaz (PS)., se qualquer

sequéncia (u,) C E que satisfaz
I(uy,) ¢ e I'(u,) >0 em E*

possui uma subsequéncia convergente.
Dizemos que [ satisfaz a condicao de Palais-Smale para sequéncias limitadas no nivel ¢, e es-

creveremos que [ satisfaz (PSB)., se qualquer sequéncia limitada (u,) C E que satisfaz
I(up) —>c e I'(u,) >0 em FE*

possui uma subsequéncia convergente.
Vamos agora enunciar o uma versao do teorema do passo da montanha com simetria que pode

ser encontrada em |2, 15] .

Teorema 1.1 Seja £ = V & X um espago de Banach real com dimV = k < oo. Suponha que

I € C'(E,R) seja um funcional par satisfazendo I(0) =0 e
I) Existe 7> 0 tal que I(u) >0, Yu € X N 0Bx(0);

1) Existem b > 0, m > k e uma variedade M = ¢(R™) C E, onde ¢ : R™ — M é um homeomor-

fismo impar satisfazendo | lﬁm llo(y)|| = oo , tais que sup I(u) < b < oo;
yll—=o0 ucM

I3) I satisfaz (PSB)g e (PS). para 0 < ¢ < b;



Entao I possui pelo menos [ = m — k pares de pontos criticos nao triviais fu,...,>u; tais que

I(u;) €10,b) para j =1, ..., 1.

Para demonstrar este teorema, apresentaremos dois lemas auxiliares e estabeleceremos algumas no-

tagoes. Definimos

K. = {ueE; I(u)=¢ I'(u) =0}
I° = {ueb; I(u) <c},

Ky = KonoB:0).
Para A C E, denotamos por Ns(A) a d-vizinhanca fechada de A, isto ¢,

Ns(A) ={ue E; |lu— Al <d}.

Definimos Ns(0) = () e para um conjunto X C R¥

la — X|| =inf {|la—z|| , ; z€X}.

1.1 Lemas de Deformacao

Definigao 1.1 . Seja I € C'(E,R) e E = {u € E : I'(u) # 0}. Dizemos que v € E é um vetor

pseudo-gradiente para [ em u € E se,
i) ol < 2[1"(u)]-
i) (I'(u),v) > | I'(w)]*.
Dizemos que h : E — Eéum campo pseudo-gradiente para I em u € E quando,
a) h é localmente Lipschitziana, Vu € E.

b) Para todo u € E h(u) é um vetor pseudo-gradiente para I em w.

Lema 1.1 Se I € C''(E,R) entao existe um campo pseudo-gradiente para I em E.
Demonstracao:

Por defini¢ao temos que.



1I'(v)|| = sup (I'(v), ), Vv € E.

zEE
ll=l|=1

Segue da defini¢io de supremo que, dados v € E e € > 0, existe z,, € E satisfazendo ||z,.|| = 1 e

1 ()| =& < {I'(v), z0.)-

Como I'(v) # 0, entdo para € = WT”)” > 0 obtemos

AN p0), ).

3[LI°C

Entao u, = % ¢ um vetor pseudo-gradiente para I em v € E. De fato,

)y = (1), A
= WO 10), )
3" ()[| 2] (v
S T T3
= |II'(w)|".

Sendo I € C'(E,R), a fungao norma continua e E aberto, existe uma vizinhanca aberta V, de v

contida em E tal que

Izl < 2 (w)ll, (1.1)
(I'(w), ) > |I'(w)]’ (1.2)
Para todo w € V,. Note que
V= {%}UEE



¢ uma cobertura aberta de . Como F é um espago métrico completo, entao é paracompacto (Ver

[11]). Da defini¢do de paracompacidade, existe uma cobertura aberta de E

U= {V;))\})\GZJ

localmente finita que refina V', ou seja, para cada A € ¥ existe v € E tal que

Vi C V4.
Logo, por (1.1) e (1.2) tem-se que
lu Il <2 ()], (1.3)
(I'(w),u,) = ')’ (1.4)

Yw € V,,.
Para cada A € X, definamos (), : E—R por

Ba(w) = d(w, E\V,, ).

Sabendo que, dado v € E arbitrario, existe V,, tal que v € V,, C V,,, podemos definir 5 : E—E

por

Ba(w)
h(w) = —— 2z |,
=2 S Gw)

onde uy = 2 - ||’ (vy) |20,

Como E C E entao

Ba(w) =0; w e E\va

5>\(w> = d(waE\\Vif)\); w e ‘/’UA'

Como U é localmente finito, entao dado w € E , existe apenas um namero finito p,, de indices



tais que A € X e fy(w) # 0, sendo assim temos que

Ba(w)
h(w) = — -2
) AZ > Bu(w)

LED

- i pfAk(w) A -
k=1 Z/BL(](/I‘U)

Note que

" =1.
LY B, (w)
Usando (1.4)
)l = [ 52,
Y B, (w)
< Sy
=Y B, w)
< 2w
e ainda
Canhw) = 3 [ rw), 2
LY B, (w)
= ()
pOL&A)
S )
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Portanto h(w) é um vetor pseudo-gradiente para I pem w. Note ainda que h é localmente
Lipschitziana. De fato, pela definicao de h vem que, localmente h é uma soma finita de fungoes
que sao localmentes Lipschitzianas, para uma determinada vizinhanca, pois a cobertura U de E &
um refinamento localmente finito de V' e as funcoes d, sao localmente Lipschitzianas. Sendo assim,
existe uma vizinhanga onde h ¢é localmente Lipschitziana. Portanto i é um campo pseudo-gradiente

para I em E o que conclui a nossa demonstracao. [ ]

Além disso, seja I € C'(E,R) com I par, entao I possui um campo pseudo-gradiente fmpar. De
fato, como acabamos de provar, existe um campo pseudo-gradiente para I. Denotemos por V' um
tal campo, definindo W : E — E dada por W (u) = s(V(u) — V(—u)), segue da defini¢do que W &

impar e localmente Lipschitzianas e

W@l = 5w - V(=)
< SIVEI+3IVEl
< 2w,
e ainda
P, W@) = (), V)~ V()
= vy + L, vy
-~ (1), V() + 5 (I'(~u), V(~u)
> SIP@IE + I,

2
E*’

= W)

Isto é, W é um campo pseudo-gradiente de I, onde W é fmpar. Note que quando escrevemos
(I'(u), =V (—u))) = (I'(—u),V(—u))) estamos usando o fato de I € C'(E,R) ser par. Mostremos
que (I'(—u),v)) = (I'(u), —v)), para todo u,v € E.



Da defini¢ao temos,

_ I(—u+tvt)—[(—“)+0t<1)
e LI BeY
X ](“_t?_l(“)wt(l)
Mt = oy
o Lt i) — I(w)
- Z’O(u),—v» t
Consequentemente,
7=l = sup [(7'(=w).0))
_ ”il”lgyu’(u),—v))I
_ ”_SBHIL\<I'(u),—v)>\
= '),

Lema 1.2 Seja E = V @ X um espaco de Banach real com dim V' < co. Suponha que I € C*(E,R)
satisfaga 1(0) = 0, (I;) e (PSB),. Entao dado § > 0, existem v > 0, r > 0, ¢ um homeomorfismo

n: E — FE, satisfazendo

(m) n(z) = z, para cada z € E\Br,.(0);
(m2) I(n(z)) > v >0, para cada z € IBx(0) N X\Né([?o);

(n3) n é impar, se I é par.

Demonstragao:

Primeiro faremos o caso Ky # (). Definimos

Ac={2€E: 2= 0B:0)NX||<e} {2 € E:|lz— Kol| > $}N{z € E: |[I(2)] <&},



Por (PSB)y, existe € > 0 tal que

11 (u)|| > E,Vu € A-. (1.5)

De fato, suponha que nao ocorre (1.5). Entao existe uma sequéncia &, — 0 tal que

1" (un) || < &nyun € A,

Como z, € A., entdo |I(z,)] < e, — 0, por (PSB)y a sequéncia (z,) possue uma subsequéncia
que converge em Ag, o que é um absurdo, pois Ag = ). Logo ocorre (1.5).

Note que vale (1.5) para qualquer € menor que . Consideremos ¢ € (0,), ¢ < 1. Dados dois
conjuntos A e B fechados disjuntos entdo existe 1) : RY — [0, 1] Lipschtz continua tal que 1(A) = {0}
e ¥(B) = {1} (veja [11]). Além disso, podemos argumentar como no ultimo lema e supor que v é

par. Tomemos fungdes pares e Lipschitz continuas f, g, : E — [0, 1] que satisfagam
f(z)=0,se ||z—0B(0)N X|| >,
f(z)=1,se ||z —0B(0)N X <¢,
9(2) =0, se I(z) ¢ [-E,2],
g(z) =1,se I(z) € [—¢,¢],
p(2) =0, se ||z = Ko < 4,

p(2) =1, se ||z — Ko| > 2.

Definimos W : F — E dada por

9(2)f(2)e()h(IV(2) [NV (2) ,z € E\K,
0, z e K,

W(z) =

sendo I como vimos podemos tomar um campo pseudo-gradiente (V') de I impar. Com h : [0, 00) — R
dada por h(z) = 1se z € [0,1] e h(z) = % se x > 1, por constru¢do se z € K entdo existe uma
vizinhanga V. tal que W é nula. Além disso, W restrita a intK e E\K é localmente Lipschtiz por

poder ser escrita como produto de funcoes localmente Lipschtiz. Portanto W é localmente Lipschitiz,
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e pelo que provamos W é impar, decorre da definicao de h e do fato de que as imagens de g, f e ¢

estarem em [0, 1] que 0 < ||W(2)|| <1, com z € E. Entao, para cada z € E o problema de Cauchy

%7](75, Z) - W(U(t> Z)),

n(0,z) = z,

(1.6)

possui uma tnica solugao 7(-, z) definida na reta e n € C([0,1] x E, E) e ainda 7(t,-) ¢ um homeo-
morfismo de £ em E, com t € [0, 1] (Veja [7]).

Como 7 é solucdo de (1.6) temos que 7(0,2) = z para todo z € E. Seja ty € (0, min{e, g}).
Afirmamos que n(z) = n(to, z) satisfaz as condi¢oes desejadas.

Mostremos (). Considere z € 9Bz(0) N X\Ns(Ko). Dividiremos em dois casos. Antes note que

se W(z) = 0 segue que 7(t, z) = z é solugao de (1.6). De fato,

An(t,z) =42 =0=W() = W(n(t2)),

1(0,2) = 2,
se W(z) # 0, entao z € E\K para t € [0, 1], assim n(¢,2) € E\K
Dai,

S10(t.2) = (It 2), nlt.)

dt )
= (I'(n(t, 2)), W(n(t, 2)))
gt 2)) f(n(t, 2)e(t, 2)) IV (n(t, )N (n(t, ),V (n(t, 2)))
g(n(t, 2))f (n(t, 2)en(t, 2DV (n(t, 2)) DIV (n(t, 2))]1*
0.

(
(

v

v

Logo, I(n(-,z)) : [0,1] — R & ndo-decrescente para z € E\K, sendo I(n(-, z)) é constante em K,
logo I(n(+, z)) e ndo-decrescente para z € E
Caso 1. Se para algum ¢ € [0, ¢] tivermos I(n(t, z)) > €, como I(n(.,z)) é ndo-decrescente, segue

que

e <I(n(t,2)) < I(n(to, 2)) = 1(n(2)),

fazendo e = v vale (1)

Caso 2. Se para todo t € [t, o] tivermos
I(n(t, 2)) <. (1.7)

11



Note que

Logo g(n(t,z)) = 1, para t € [0,%]. Usando o fato de |W(n(t, z))|| <1 e n(0,z) = z obtemos

In(t,2) =zl = lIn(t, 2) —n(0, 2)]]

- H/—nszdSH
oy / W (s, 2))ds]|

< / W (n(s. 2)) | ds

t
g/ds
0

=t
S t07
sendo ¢y € (0, min{e, 2}) vem que
In(t,z) — 2| <e. (1.8)

%mmzeaanm(XVWQEQJ%ongMEJ
Dai,

. 535
HML@—KN>5>5—®>5—Z:ia (1.9)

Pela defini¢ao de ¢ temos que ¢(n(t,2)) = 1, para todo t € [0,to]. Por (1.4), (1.5), (1.6) e (1)
temos que 7(t, z) € Az, para todo t € [0,tp]. Por (1.2) vem que

1 (n(t, 2)Il = &

e por (1.1),
%I(U(W)) > g(n(t, 2)).f(n(t, 2))e(n(t, 2)) AV (n(t, 2) DIV (n(t, )
> HI'(V(U(t,Z)Z)Hz
> ¢=min{?’, g} > 0,

12



de (1) e do Teorema do Valor Médio na reta, existe t; € (0,y) tal que

I(n(to,2)) —I(n(0,2)) d

- = S10n(.2)),
0 que equivale a
it ) - 1000.2) = (10002
> .

Entao,

I(n(to,2)) > @to+1(n(0,2))

> %ty >0,

fazendo €.ty = v, mostramos (7z).

Vamos mostrar (n1). Seja z € E\Br=z(0) arbitrario, logo ||z|]| > ¥+ &. Seja a € 0Bx(0) N X
qualquer, logo ||al| =7

Dali,
Iz = all = [|2]] = [lal] = || =7 >,

como a € 0B#(0) N X temos que f(z) = 0, segue da defini¢ao que W(z) = 0, como ja vimos, neste
caso v(t, z) é constante, logo
n(z) = n(to, z) = (0, 2) = z.

mostrando (7).
Da definigao de 1, vem que 7(t,-) é impar.

Note que no caso em que Ko = () as contas sio anélogas ao caso anterior, apenas fazendo
Ac={z € E:||z—-0B:(0) N X|| <¢;|I(2)] < e},

obtemos p =1 em F ety =-c. [ |

Lema 1.3 Seja £ um espaco de Banach real e I € C'(F,R). Suponha que a < 3 e que [ satisfaca
(PS). para ¢ € [, 5]. Entao dado £ > 0, existem ¢;, Ry > 0, € € (0,2), e um homeomorfismo

7:FE — FE tal que
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(1) 7(2) € I*7%, ¥z € IP\ Bg,(0);
(r2) I(7(2)) < I(2), Vz € E;

(73) I7(2) =zl < &1, V2 € E;

(14) T é impar se I é par

Demonstragao:

Primeiramente, observemos que existem ¢, > 0 e R > 0 tal que
1I'(2)]| > ¢ > 0,Vz € IPFer\ (1o7= UM). (1.10)
Do contrério, seria possivel construir sequéncias R,, — oo, ¢, — 0 e ¢, — 0 tais que
2y € 1750\ (1°75" U B, (0))

e [[I'(2)]| < cn.

Da condigao (PS). para ¢ € [«, ], concluimos que existe uma subsequéncia de (z,) que converge
para z € I°\(I* U E), o que ¢ um absurdo pois I°\(/®* U E) = (. Logo (1.10) ocorre. Note que
(1.10) vale ainda para qualquer constante positiva menor que g, ou seja, €1 € (0,&). Vamos supor
sem perda de generalidade, ¢ € (0,1) e €€ (0,e1).

Definimos,

= {zeFE:Izx)<a—-gatU{zeE:I(z2)>B+e},

= {:€E:a-8<I(z) <B+E}

Por construcao segue que A N B = (. Analogamente ao lema anterior podemos construir f, g :

E — 0,1 comg=0em A, g =1 em B, g par e localmente Lipschitziana e f de modo que f =0

em Bgp(R), f =1 em E\Bg(0), f par e localmente Lipschitziana.
Definimos agora W : E — E por

o= | TIRIERIVEDVG) 2 € B\

0, z € K,

onde K é o conjunto dos pontos criticos de I e h: [0,00) — R & dada por

M) = 1,z €l0,1]

1
;,LE>1,
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como no lema anterior, temos que W é localmente Lipschitziana em E, 0 < ||[W(-)|| < 1e W é impar
quando [ é par.

Para cada z € E dado, considere o seguinte problema de Cauchy

it z) = W(i(t, =),

n(0,2) =z

(1.11)

seja

(1.12)

Com argumentos anélogos aos usados no lema anterior temos a garantia que para cada z € F,
existe 7 € C([0,T] x E, E) que ¢é a tnica solugao de (1.11).
Definindo

77(15’ Z) = ﬁ(tT: Z)

segue que n € C([0,1] x E,E) e n(t,-) € um homeomorfismo de £ em E. Para cada t € [0,1],

definimos agora 7 : E — E por

Pelo lema anterior, sendo I par, entao n é impar. Consequentemente 7 é impar, o que acaba
mostrando (7).

Sendo 7(t, z) solucao de (1.11), 7(0,2) = z e ||W(-)|| < 1 segue que

(¢, 2) = 2l = In(t, 2) = n(0, )]

- ||/—nszds||
oy / W (7i(s, 2))ds|

< / W (n(s. 2)) | ds

t
S/ds
0

= .

15



= ||n(t,z)—z|| <t,Vze Eete|0,T] (1.13)
tomando ¢t = T temos
(T, 2) = 2| <TVz€E
mas

(T, 2) = n(1,2) = 7(2).

Portanto
|I7(z) = z|| < 1,Vz € E

onde ¢; =T, o que acaba mostrando (73).

Mostremos (73)

Note que se W(z) = 0 entao 7(t, z) é solugao de (1.11) e ainda 7(¢, z) é constante em K, onde
t €10,7] logo

nt,z)=n(T,z)=n(l,2) =z
sendo assim

I(1(2)) =1(2),z € K.

se W(z) # 0, segue z € E\K parat € [0,T], entao 1(t, z) € E\K

Dai,
CIG(t2) = (TG, 2), it 2)
= {IGilr, ), WGt 2)
= (it ) £ DRV G 2) DTGl =), Ve, )
< —g (it DGt DIV Gl DD I )P
< 0

Logo, para z fixo a t — I(n(t, z)) é ndo-crescente em [0, 7.

Dalf,

I(i)(t,2)) < 1(1(0,2))
= I(2),z€ E\K eVt €0,T]

16



fazendo t = T vem que

de onde concluimos (7).

Mostremos agora (71), note que
I\ Bp,(0) C I1*7F U{I°\I*"% U Bg,(0)}
afirmamos que (77) ¢ satisfeita para Ry > 2R + T. Tomemos z € I”\ Bg,(0) logo

z € [*FU{IP\I*F U Bg,(0)}.

Se z € 1% entdo I(z) < a — &, temos que
I(7(2)) < 1(z),V z € E,

em particular vale para z € I*¢ entdo

ou seja,
T(2) € [*7F
Se z € I°\I*F U Bg,(0).
Note que
Izl = [l = n(t, 2) + (¢, 2)]]

<z =a(t, 2)| + [, 2)|l

o que fornece

17(t, 2)] > 121l = Iz = n(t, 2)
por (1.13)
=~
> Izl —¢
pois tefo,T]
~~
> [zl = T

17



Como ||z|| > Ryp. De fato, caso ||z|| < Ry, vem que

2 € Bg,(0) C I°7F U Bg, (0)

absurdo, pois z € I°\I*~¢ U Bg, (0).

Entao
0,21 > =l =T
> Ry—T
> 2R
ou seja,

n(t,z) € E\Bygr(0),Vt € [0,T],
pela definicao da f temos que

F@(t,2)) = 1,¥¢ € [0, 7).

Afirmamos que

m(2) =n(l,2) =7(T, z) € I°°%.

Vamos supor, por contradi¢ao que nao ocorre (1.15), ou seja,

sendo I(7(-, z)) nao-crescente t € [0,7] entao

I(n(t, 2)) = I((T,z))

> a—g, Vtel0,T].

Como estamos tomando z € I°\1*¢ U Bpg,(0) segue que

[(z)<B<B+E

18
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por outro lado, como z € I? segue que

g+e > 1

logo 7(t, z) € B entao

g(n(t,z)) =1, Vt € [0, 7).

Note que sendo €1 > g, implica que I(7(t,z)) > o — & > a — €1, ou seja,

Wt 2) ¢ I°75, it € [0,T].

Por (1.14) tem-se 7(t, z) ¢ Bag(0), t € [0,T] segue de imediato que 7(t, z) ¢ Bgr(0), t € [0,T].
Entdo 7(t, z) ¢ I°=°1 U Bg(0), como tomamos z € I°\I*"¢ U Bg,(0) vem que I(z) < 3, e mais

I(n(t,z)) < 1(n(0,2))

< PHe, VEe|0,T]
isto é,
n(t, z) € I°71 vt € [0, 7]

logo

7(t, z) € I°T1\1*~°1 U By(0), Vt € [0, T].

19



Por (1.10)

1t 2)I = ¢ >0

—g((t, 2)) £ Git, 2)) AV (7t ) IDI @, )1

—02.

4 16, )

IN

IN

Veja
G ) = 1G0.2) = [ 16 2)ds
< /T —cds
= —*T,
logo
I(r(z)) = I(n(,2)
= I((T,2))
< 1(7(0,2)) — T
= I(z) — *T
< B — AT
por(1.12)
~— .
< o — €
isto é,
7(z) € [°7¢F

o que é um absurdo, pois supomos I(7(z)) > a — g, logo vale (1.15). Portanto
7(2) € I°7%, Vz € I°\I*° U Bg,(0)

de onde

7(2) € I°7%, Vz € I*FU{I°\I*° U Bg,(0)},

20



sendo 1%\ Bg, (0) C I*=S U {I°\I* U Bg,(0)} vem que
7(2) € I°7%, Yz € I°\Bg,(0)

sendo assim mostrando (7). |

Com a ajuda dos lemas anteriores ja provados, vamos provar o Teorema 1.1.
Vamos primeiro mostrar 0 ¢ Ky. De fato, caso contrario teriamos |[0] = 7 > 0 o que é um
absurdo.

Mostremos que [/(vo ¢ simétrico. Desde que I € C'(E,R) ¢ um funcional par, vem que

I(—u) = I(u) (1.16)

(I'(—u),v) = (I'(u), —v), (1.17)

Yu,v € E.

Seja u € I?O, logo

u€ Kye |ul]=T7.

Como u € Ky tem-se I(u) =0 e I'(u) =0, por (1.17)

(I'(=u),v) = (I'(w),—v)

Vv € FE, sendo assim

I'(—u) = 0.

De (1.16) temos que I(—u) = 0, entdo —u € K e ainda
I = ull = lfull =7
conclui-se que

—UEE,VUEE,
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ou seja,

Ky C —K,.

Analogamente se mostra a outra inclusao, sendo assim temos que K, é simétrico em relagao a
origem.
Agora mostremos que Ky é compacto.

Seja (uy,) C Ko logo
(un) C Ko e |lun|| =7
sendo (u,) C Ky vem que

I(u,)=0 e I'(u,) =0,Yn €N (1.18)

(up) € limitada em F, pois ||lu,|| = 7,Vn € N e pela hipotese de I, isto &, de verificar (PSB),

temos que existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) que converge em FE, isto é,

u, > u em F.

Como I € CY(E,R) temos que

(un,) = I(u)

I'(up,) — I(u) em E*.

Por (1.18) tem-se
Iup,) =0 e I'(uy)=0 (1.19)

e da unicidade do limite temos que

Iu)=0 ¢ I'(u)=0 (1.20)
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e da continuidade da fun¢do norma vem que |Ju|| = 7, isto nos da
u € KondB(0) = K,
entdo Ko é compacto (fechado). Sendo assim Ko € &, onde
E={AC E\{0},A éfechado em E e simétrico em rela¢ao a origem},
Veja no Apéndice C, que existe 6 > 0 tais que

Nos(Ko) € ¢ e (Nas(Ko)) = (o).

Para este ¢ acima, aplicamos o Lema 1.2, ou seja, existem v > 0, r > 0 e um homeomorfismo

impar n: £ — E onde

m) n(z) = z, para cada z € E\Bz..(0);

n2) I(n(z)) > v >0, para cada z € IB#(0) N X\N(;([A(B);

Pela condicao (I) escolhemos f tal que sup I(z) < § < b, podemos ainda supor sem perda de
zeM

generalidade que 0 < v < . Seja a € (0,v] e usando (/3) estamos nas condigdes do Lema 1.3,

portanto existem ¢, Ry, > 0 e um homeomorfismo impar 7 : £ — FE tal que
) 7(2) € I*F, ¥z € 1P\ Bg, (0);
) I(1(2)) < I(z2) >0,Vz € F;
73) [|[T7(2) = z|| <1, Vz € E.
tomando R; > max{Ro,7 + ¢; +r}, por (1) existe R > 0 tal que
16(y)|| > R, ¥y € OBgn(R) (1.21)

Definimos D = ¢(Bg),onde Bpm(R) = Br, G = {h € C(D,E): h éimpare h =171 em 0D}
e, com j=1,...mtem-se I'; = {h(D\Y): h € G,Y € £,4(Y) < m — j}, onde & esta definido em
(6.1) e os conjuntos I'; apresentam as seguintes propriedades (Veja [14]) :

)T #0,Vj=1,...,m;

(Iy) Ty Cy, ¥y =1,...,m—1;

(T's) Se ¢ € C(E, E) é impar ¢ ¢ = Id em I° ou em E\B,,,(0), entdo p(B) € I';, VB € I';;
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(I'y) Se Bel,, Zecey(Z)<s<j,entdo B\Z € I';_,.
Vamos definir uma sequéncia de valores minimax para o funcional I, onde
¢; = inf max/(z),

Bel'; zeB

comj=1,.. m.

Para todo B € 'y, B pode ser escrito como imagem de uma fungao fmpar, logo 0 € B, portanto
max [(z) > I(z),Vz € B

em particular temos

max [(z) > 1(0) =0
sendo assim

c1 = inf maxI(z) > 0.
Bel'y zeB

Por (I'y) segue que ¢j11 > ¢;, onde j = 1,...,m — 1. Por outro lado, como 7(D) € I',, e agora

usando (73) e (I3) temos que

Para concluirmos a demonstracao do Teorema 1.1 precisaremos dos lemas a seguir.
Lema 1.4 Se j > k=dimV, B el e v(f(?)) <q, ¢ > 0, entao
B (L),

onde L = X N 0Bx(0)\Ns(Ky).

Demonstragao:

Vamos por um momento afirmar que dado j > k para cada B € I'; tem-se que

BN X NoB:0) # 0. (1.22)
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Considere j > k, 7([/50) < g e B €T, usando n obtida no Lema 1.2 tem-se que ~' : F — E

é uma fun¢ao continua impar, e por (1;) segue que

nt=1d, em E\Bs..(0).

Sendo assim podemos usar (I's), para concluir que, ™' € I'; .

Usando o fato de I/(VO € & ser compacto segue que existe o > 0 tal que
Nos(Ko) € £ e 7(Nas(Ko)) = 7(K0)) < a,

note que agora estamos nas condigoes de (I'y), isto &,

n~HB)\Nos(Ko) € Ljrg—g = L.

De (1.22) temos que

11 (B)\Nas(Ko) N X N B0) # 0.

Usando o fato de

1~1(B)\Nos(Ko) € 17 (B)\N5(Ko),

entao
7 (B)\Nas(Ko) N X NOB:(0) € 17" (B)\Ns(Ko) N X N 9Bx(0)
= BN X NdB:(0)\Ns(Ko)
= BNL
= Bnn(lL)
ou seja,
Bnn(L) #0

como querfamos. Agora provemos que de fato vale (1.22). Dado B = h(D\Y) € I'; onde j > k,

considere os seguintes conjuntos

V={z€D:h(z) € Bp(r)} e Sp,={z¢€ D:h(z) € 90Bg(7)}.
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Seja z € D, como D = ¢(Bg) e da continuidade de ¢ tem-se que

oD = 96(Br) = 6(9Bp).

Logo, z € ¢(y) onde y € OBr = 0Bg, segue de (1.21)
Iz = ¢l > Ri, y € 9Bx

de (73) temos que ||7(2) — z|| < ¢, desde que Ry > 7+ ¢y +re h=7em 0D.
Dai,

[ = (I (2)]]
= |lz—z+7(2)|
= llz=(=7(=))
> |zl =z = (2l
> Ri—¢
> T4
> T,

entdo 0D N Y = () e ainda ¥ = ¢(A), onde A = (ho ¢p,) *(B#(0)) C R™ ¢ um conjunto aberto,
limitado e simétrico com respeito a origem. Como consequéncia do Teorema de Borsuk-Ulam tem-se

que Y(0A) = m, e usando o fato de ¢ ser um homeomorfismo segue que

7(00) = 7(9¢(A)) = v(¢(04)) =

e ainda
hO9) = h(Do(A)
= ho@(04)
= hod(d((hodp,) " (B:(0)))
= hoo((ho dn,) " (9BH(0))) C 9B;(0)
isto nos da

oY C S,,.
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Decorre das popriedades de género que

Y(h(SK\Y))

v
2

[V
= =2 =2 =2
S
|
2
=

v
2

Il
.

\%
e

Como codim X = k, segue que
h(S\Y) N X NOB:0) # 0
e sendo h(S,\Y) C B temos que
BNXNoB:0)#0

como queriamos.

Lema 1.5 Sen>kec, <..<cyy <v,q>0entao v(f(\;)) >q+ 1.
Demonstracgao:

Note que

Y(Ko) > q+1>q.

Vamos supor, por contradi¢ao, que nao vale a desigualdade acima, ou seja,

Y(Ko) < q.

Pelo lema anterior, dado B € I',4,, tem-se

Bnn(L) #0,
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isto é, existe zp € BN n(L), usando o fato de zy € n(L) logo por (12) segue que
I(Zo) >v>0

dai

max [(z) > I(zp) > v

zeB
onde B € I',4, entao
= inf I
R L
> v
o que ¢ um absurdo, pois pela hipotese tem-se c¢,4, < v, entao fy(f?o) >q+1. [ ]
Lema 1.6 Se j > kec;=..=cj4p =c> «,onde p> 0 entdo y(K.) >p+ 1.

Demonstracgao:

Desde que ¢ > o > 0 e I(0) = 0, temos que 0 ¢ K.. De fato, se 0 € K. vem que
0=1(0)=c

o que é um absurdo, pois ¢ > 0. Como ja provamos anteriormente K. é um conjunto fechado e

simétrico , segue que K. € £, da condigao (I3) temos que K, é compacto. Note que,

Y(K:) >p+1>p.

Vamos supor, por contradi¢do, que nao vale a desigualdade acima, ou seja, v(K,.) < p, vem das

propriedades basicas de género que existe § > 0 tal que

NS(KC) cee V(NS(KC)) = ’Y(Kc) <p.

Dividimos em dois casos,
Caso 1. Se p =0, segue que K. = N5(K.) = () o que é um absurdo, pois sendo K. # 0.
Caso 2. Se p > 0, fazendo ¥ = N3(K.) e £ = £, obtemos ¢ € (0,5) e ) € C(E, E) fmpar e

satisfazendo
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() 7(2) = z,8e I(2) ¢ [c — ;C_’_ g]’
(mz) M(Ite\Y) C I =.
Escolhendo B € I';4, de modo que

max [(z) <c+e. (1.23)

z€B

Desde que B € I'j4,,, N3(K.) € € e v(N3(K.)) < p entdo, por (I'y) segue que

B\U = B\N;(K,) € T}.

Note que
I(z) < a—¢
< ¢c—¢
- g
c__
2
ou seja
zg;‘]“g

De (771) temos que 7j(z) = z = Id(z) em I35 e consequentemente
n=1d, em I8,
sendo assim estamos nas condigoes de (I'3), ou seja,

n(B\Y) € T;.

De (1.23) temos que

c+e > I(2),Yz€B
= BcCI"

= B\Y C I\0.
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Mostremos que

B\0 C I°\0. (1.24)

Vamos supor, por contradigdo que nao vale (1.24), ou seja, existe b € B\ tal que b ¢ I°7=\0,

entdo existe uma sequéncia (b,) C B\? tal que
b, — b,

note que (b,) C B\¢ C I°T%\¥, ou seja

I(b,) <c+e

by — K| >3, pols b, ¢ = Ny(K.)
fazendo n — oo e usando o fato de I ser continuo, vem que
Ib)<c+e e |[b—K.| >0
ou seja
be I\
o que é um absurdo, pois estamos tomando b ¢ I°*\¢. Entao vale (1.24)
B\J C I**\9),

usando o fato de 77 ser continua tem-se que

1(B\0) C I\,

e por (7z)

n(B\Y) C 17,
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dai, Vz € 7j(B\¥) temos que

c—e > max I(2)

zen(B\9)
> _inf  max I(z)
n(B\®)€l'; zen(B\?)
o que é um absurdo. Portanto temos que
Y(Ke) > p+ 1.

Vamos agora, concluir a demonstragao do teorema. Vamos avaliar dois casos.

Caso 1. Consideremos v de modo que v < ¢x11 < ... < ¢, onde v > « vem que estamos nas
condic¢oes do corolario anterior, ou seja, existem infinitos pares de pontos criticos.

Caso 2. Consideremos v de modo que ciy1 < ... < Cppitg < Chiotg < oo < Gy, Onde G4y <
v < Cpyo4q, NOte que pelo Lema 1.5 fazendo n = k + 1 segue que v(lf(vo) > q+1. Se ¢ > 1 segue
que ha um ntmero infinito, porém enumeravel de pares de pontos criticos nao nulos, considerando
o nivel zero. Se ¢ = 0 segue que ”y([A(E)) > 1, ou seja, da Teoria de Género temos pelo menos um
par de pontos criticos nao nulo no nivel zero, e ainda pelo Lema 1.6 vem que v(K.,) > 1 onde
7 =k+2,...,m. Portanto temos que o funcional I possui pelo menos m — k pares de pontos criticos

nao nulos. n
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Capitulo 2

Lema de concentracao de compacidade

O principal resultado deste capitulo é devido a Pierre Louis Lions, cuja prova pode ser encontrado

em [12, 13|. A demonstragao sera feita por etapas. Inicialmente provaremos o lema a seguir.

Lema 2.1 Sejam p,v € MT(RY) tais que

( / !@\qdvy <af mpdu)p Vg € C(RY)

para uma constante Cyp > 0e 1 < p < ¢ < co. Entao
v o= Z Vilg,
jeJ

— P
K Z COpZyjq(SIj7
JjeJ
1

onde J ¢ finito ou enumeravel, (v;);e; C R} e (z;) € RY. Além disso, se v(RY)7 > C’ou(RN)%,

entao
V=05 € 1= Cy Y10y,

com vy >0 e xy € RV,
Demonstracgao:
Por densidade de C§°(RY) no espago das fungoes mensuraveis e limitadas, segue que para ¢

mensuravel e limitada existe (¢,) C C5°(RY) tal que

©on — p em CF°(RY).
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Logo,

(f1ea) <a( [ Ison|pdﬂ>;,
(/ !wlqu); <o lepdu); ,

V¢ limitada e mensuravel e limitada.

passando o limite, vem que

Pelo Teorema de Decomposigao de Lebesgue (ver [10]) temos que
p=gv+o,ondege L(v), g >0

onde v L o, isto ¢, existem conjuntos disjuntos A e B tais que AU B = RY ¢ o(A)

Fazendo 1 = gv e ¢ = x,1, como ¢ é limitada e mensuravel, ¢ também o é,

i(x) = [ di= [ gar

,u(X):/du:/ng—f—da.
X X

Dai,

[
S

(2.1)

v(B) = 0.



entao

(/AWI%ZV); < Cy (/A\w;pdﬂ);. (2.2)
/RN plPdp = /A!w\pdqu/BIMpdu

= /|XA¢|”du+/ I, |Pdp
A B

= /A!Wdu

= / [P (gdv + do)
A

/|¢Ip9dv+A|w|pda

/:\ / Y|P gdv

[ wrdn

E ainda, note que

e portanto
Pdp = | i 2.3
[ e [ tora 29
Veja que,
C pdN ’ = C pdN pdN »
0 (;A;N || /L) 0 (;/;|¢ﬂ M_+,/;‘d4 /L>
= G (/ |¢|pdﬁ+/ |w|pgdy)p
/:\ (/ Iw\pdu>
entao

e, |w|”du) ~aff |w|pdu) 2.
/RN |¢|qdu:A|¢|qdu+/glw|qdy:[1|¢|qdy, (2.5)
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Portanto, usando o resultado obtido em (2.4)

al [ wra) = o[ wra)
2~ Co (/RN|<P|de);

||>

bS]

Q
||}1
N
ot
=

X
=
Il
()
7 N N N N

Portanto
C Pdn ’ 9d ! . 2.6
0 </}RN |¢\ ,u> > (/R \1p| 1/) ( )

Dado E um conjunto de Borel do RY, fazendo x, = v, logo |[¢|P = [1|?7 = x,., por (2.6) temos

() = (o)

que

Sl

o que fornece

JUP | 1
Cop(E)r > v(E)s. (2.7)
Por (2.7) temos que v é absolutamente continua em relagao a i (Ver Apéndice A).
Tomemos v, = gﬁx[ggk]y, k € N.
() = [ o) g () 2:5)
be

Logo, para toda funcao mensurével e limitada, fazendo gﬁ X g<k]¥ = Y em (2.6) segue que

1 1
_1 _\P _1 q
Co ( / \gwx[ggwdu) z( / \gwx[ggkwlqu) . (2.9)
RN RN
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Por outro lado,

2o+l p ! _ P p Z
Co 9P X gk pPdv = G 977 X g<h ol gdv
RN RN

1 \?
= ( / !gq—f’x[ggk]wl”du)
RN

por(2.9) 1
= a
> ( 977 X g ]! dV)

q
= !s@!ng P Xg<ndv
por(2.8)
~

( |¢rqduk)

entao
i ( [ o5 anloran) = ([ et (2.10)
RN RN
e ainda
(/ |90|qu1<:) < (/ gt g<k]|‘;0|pd’/)
RN RN
= (/ 977 X gzi ol dl/)
]RN
B ( lplPg7-r pxg<k1d”>
RN
por(2.8) »
RN
logo

(/ Iso\qdvk)qéc‘o(/ !w!pdvk)p. (2.11)
RN RN

Mostremos que (2.11) implica que v pode ser escrita como a soma finita de massas de Dirac, isto

é, existem x1, ...,z € Ai, ..., A\, tais que

i=1

De fato, fazendo ¢ = x, onde E é um conjunto qualquer de Borel, logo
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Q=

() <6 )

que implica

3=

ve(E)s < Covg(E).

Caso Cy = 0 segue de imediato que v (F) = 0.
Caso Cy > 0 temos que v, (E) > C’O%Z =0>0.
Seja zy € RV, logo
vi({o}) = lim vy (B.(ao))

entao v, ({zo}) > d > 0 ou existe £ > 0 tal que vy (B.(z9)) = 0.
Definimos Ay, = {z € RY; 1, > 0}, note que Ay, é finito.

De fato, supomos que Ax nao é finito, ou seja, A = {1, 29, ...} C RY com z; # z; se i # j, dai

ve(T1, o, ..) < e (RY) < 00 | isto ¢,

j=1
26 < vg(xy) + vg(xg) + ... < 00
o que é um absurdo, mostrando que Ay, é finito. Se = ¢ Ay, logo existe e(z) > 0 tal que
Vi(Be()(2)) = 0.

Seja K C A,¢ compacto, da defini¢do de compacto, K é coberto por um namero finito de bolas
Be(z)(2), © ¢ Ay, com

K C U Be(z)(l’)

zeK

note que v <U Be() (az)) = 0, caso contréario, existiria pelo menos um z € K tal que
zeK

Vk(Be) () > 0,

entdo © € Ag, o que contradiz o fato de K ¢ A,Y, mostrando que vy (

U B.(2) (1:)) = 0, e ainda

zeK
ve(K) =0, como K C R¥\ S, com K compacto, segue que

Ve (RM\ Ap) = sup{u(K); K € RV\ A, K compacto}
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0 que nos da

Ve(RV\A;) = 0.

Fazendo

A= G Ay
k=1

S é um conjunto enumeravel, pois A, é finito.

Seja x € S, existe kg € N tal que x € Ay,, logo

vio({2}) = 9(2) 77 X gepov({2}) > 0

= v({z}) > 0,Vx € A.

Por sua vez, sendo v;(RV\ A;) = 0, segue que

0 = / de
RN\ 4,

= / g(x)ﬁx[gék’]dy
RN\ Ay

= / g(a) T dv
[9<k\Ag

isto implica que

g=0gqt.p.[v] em [g < k]\Ay.

Como 1t = gv = du = gdv vem que

0 :/ g(z)dv :/ dp
l9<k]\Ap [9<k]\Ap

= ji(lg < K\Ag) =0
por (2.7)
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3=

vy <K\AY) < [Cofilly < K\AWP]'

entao

v(lg < K]\Ay) = 0,k € N. (2.12)

Usando o fato de

Entao
SR\ 4) =V(QMSHM>+WMEHMM>
< vgjwsmx%>+wwz+mhm
pois A, C A _

oo
e ainda v (U g <k \Ak> = 0, caso contrario, existiria um k € N tal que
k=1

v (lo < FN\4z) >0
o que contradiz (2.12), e ainda sendo g € L'(v) vem que

v(lg = +0o0]) = 0.

Portanto,

v(RMA) < (U 9 < k] \Ak> +v([g = +oo]\A)

= 0.
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Logo,

V(E) = v(En{zy, .z} +ENRN\{z1, ..., 2,}))
= v(En{zy,....2,}) +v(EN (RY\{21,...,2,})
= v(ENn{zy,...,2,})
= v{zi}+ .. +r{z,}

= > vlxy), viz) =y

jed

= Z vjda; (E)

jeJ
entao
V= E Vjlq;
jeJ
como queriamos.

Por outro lado, usando (2.1) e fazendo ¢ = x, segue que

(/ XEdV)q < Co(/ XEdu)p
RN RN

= v({z;})7 < Cou({z;})7

que nos da
n({x;}) > CoPyje.
Portanto
S ul{a ) = Gy vyad,, (B). (2.13)
jeJ JjeJ
IjGE
Como

w(E) > p{z;/z; € B}

entao voltando em (2.13) concluimos que

= Co_pZVﬁ(ij

jeJ
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como queriamos.

Desde que v(RY)s > CO/J,(RN)% e por (2.7) temos que

Q=

V(RY)T = Cou(RN)?. (2.14)

Note que usando a desigualdade (2.1) segue

P

( / |so|‘1du)q < o[ leran
RN RN

= Co” / o[ Ldp
RN
des.de Holder a—p

= q -
< Co( leppdu) ( 1”du)

a—-P

or( ) ()"

P
q

=@ (o)

fazendo || = x, vem que

IS}
[
SIS

v(E)T = (/RN xEqu)q < CPu(®RY)'T - </RN XE"du) = CPu(®RY)'T - p(E)E,

logo

V(E) < Cop(RY) 7 - u(E).

Afirmo que

v(RY) = Co'u(®Y) 7 - p(RY). (2.15)
Vamos supor, por contradi¢do que nao vale (2.15), isto ¢, existe um conjunto F' C RY de Borel

tal que

V(F) < Co?pn(RY)™ - u(F). (2.16)
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Logo

(RY) 7 - u(F) + Co"u(RY)
(RY) 7 {u(F) + p(RV\F)}
Cou(RY) 7 - u(RY)
(R™)
(R™)

7 p(RY)”

4—p
P

- W(RV\F)

o que contradiz (2.14). Portanto vale (2.15) para toda ¢ mensuravel e limitada, usando (2.1) e (2.15)
e note que de (2.15) tem-se dy = C’O_qp,(]RN)_%du,

(/ |90!qu) < c(/ !@V’du>
RN RN

0 que nos da

- G um) 7 [ Jora)

= Co - Co%q 'M(RN)_”;Z ’ (/ ‘90|pdV>
RN
= G uRY) A (/ !w!pd”)
RN

—(a=p) _azp %
=) ([ era)
RN

—(g—p)

1
_ Cd vz - ]RN 3'7(25’”, P g
= o' - u(RY) |plPdv
]RN

1
_ C 95 . (RN o rdy )
= o - p(RY) lplPdv
RN

—(g—p)

= (Coq : u(RN)Z>q’;qp : (/RN |90|pdV) :
(] y@p»d,,)’l“

(], |so|pdu)’l’.

(2.17)



Por (2.7) podemos escrever v = Zz/jémj para algum n > 1, escolhende-se a; > 0, 1 <7 < n,
j=1
distintos e ¢ € Co(RY) tais que p(z;) = o; > 0.

Por (2.17), segue que

1 _a=p 1
n q n pq n P
E q. . E P,
;- v; < Vj ;- v
j=1 j=1 j=1
=4
1 q=p 1
n q n Pq n P
E q. . . E . DL,
;- Vj V; < ;b -V
Jj=1 Jj=1 Jj=1
~
1 1 _1 1
n q n P n q n P
o v |- vi| - v; < a? v,
J J J J = J J
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
~

1

Q=

N
3
o
o
S
X
S =
VRS
ft’j:
S
~
e

Jj=1 Jj=1 J=1
=
1 1
n q n P
q .. ..
§ :O‘J Vj E :O‘J Vj
=t < =

n

Jj=1 Jj=1

Note que
n
Z o - v "
j:1n :Z&jq. nyy
Z V; J=1 Z V;
j=1 j=1
Entao

Q=
LA

™
é?
-
*ls
IA
™
é?
bl
*ls
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Portanto

a2 < Sap (2.18)
= Doy = Dy
j=1 j=1

Vj

Note que Z —_ =1, fazendo —— = $3; voltando em (2.18)

—1 '
j=1 j=1

q

ia]’q : ﬂj S <i ijp : B]) ' (219)
j=1 j=1

Usando o fato da fungao f(x) = 2*, A > 1 ser estritamente convexa, vem que

f (Z o @-) <> B flag).
=1 =1

Mostremos que n = 1. De fato, se n > 1 e fazendo A = % > 1 segue que

S}

P

(o) - ()
j=1 j=1
< > Bj- flag?)
j=1
= > B ()7
Jj=1
— Zﬁj'%’q
J=1

que contradiz (2.19) entao temos que n = 1.

Dalf,

n
v o= E 2108
i=1
1

== Z Vjéxj

Jj=1
= Vlfsxl

= 7(5960’
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onde 11 =y e 0;, = 0g,, COMO queriamos.

Por outro lado, usando o fato de v = Cp? - ,u% segue que

que completa a demonstracao do lema.

45



Teorema 2.1 Seja (u,) C DP(RY), suponhamos que
u, — u em DWP(RY),

[Vitn|? = 1 em M*(RY),

U, [P — v em MT(RY),

Entao,

i) Existem .J um conjunto no maximo enumeravel, (v;);e; C R% e (2;) C RY tais que

vV = |u|p* + ZVJ‘(SCC].,

jeJ
onde ¢, é a massa de Dirac concentrada em z € RV.

ii) Ocorre também
p>[Vul +83 v d,,
jeJ

onde S = inf{HVUHIf’p;u e DY2(RY); |lu

imersao D'P(RY) — LF"(RY).

» = 1} é a melhor constante de Sobolev para a

iii) Se v € DYP(RY) e |V(u, +v)|P — € MT(RY), entdo 1 — p € L*(RY) e

B> (Vu+o)r+8Y v 0,

jer
iv) Seu=0e I/(RN)J%* > S*%M(RN)% entao

V=0, e = Sy 0y

com vy >0 e xp € RV,

Demonstracao:
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Vamos dividir a demonstragao em dois casos.

Caso 1. Se u =0, entdo u, — 0 em D'P(RY). Seja ¢ € C°(RY) logo

V(ou,)|[¥
{17 )
SOUTZ p*
IV (oun)llT,

e[

| ¥t
RN

L -
*

( / |soun|1’*dx)”
RN

S

Dai,

gt ( / \gpun|p*d1’) ’ ( / |V(<pun)|pdx> ’
RN RN

prop. do operador L
= </ leVu, + Vgoun|pdm)
RN

</ |g0Vun|pdac) "t (/ |thun\pdx)
RN RN

IA

Entao

1
=

v (/ |gaun|p*d93)p < </ |<qun|pd$> ’ + (/ |V<,0un|pdx) . (2.20)
RN RN RN

Como u = 0, entdo u,, — 0 em D'P(RY), segue pela imersiao compacta, a menos de subsequéncia

@5}
S

tem-se que
u, — 0, em LI (RY)
ou seja,

u, — 0, em LP(K)

onde K ccC RV.

Fixando ¢ € C5°(RY) tal que

u, — 0, em LP(suppy).
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Por hipotese temos que

lim |Vu,|Prhdr = / Ydu, Y € CP(RY)
N RN

n—oo R

n—o0

lim |un|P” pda = / pdv, Yo € CP(RY).
RN RN

Fazendo ¢ = |¢[?, ¢ = |¢|P" e usando (2.20) obtemos

a1 1 1
lim [Szl’ : </ |90un|p*dx)p ] < lim [(/ |90Vun’pdx>p + lim [(/ |V<Pun|pdx> ]
n—oo RN n—oo RN n—oo RN

Entao

(/ W*dy)” <5 (/ \@\pdu)p,
RN RN

sendo assim estamos nas condi¢oes do lema anterior. Logo

m

v o= Zl/j&c].

J=1

1% Z Szl/jp%éxj

jeJ
onde J & finito ou enumerével, (v;);c; C RY e (x;);es C RY.
Como u = 0 temos que |ul|P” = |[VulP = 0.

Entao

v = |u

m
P + E Vj(ng
j=1

p > |VulP + SZVjp%éxj.

jeJ
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1 1
E ainda, se v(RV)7 > S™#u(RV)7, fazendo S™» = Cy e pelo lema anterior temos

v = 7(5%0

p_
fo = 577 Oy,

v>0ex € RN
Mostrando (7),(ii) e (iv).

Caso 2. Tomenos u # 0, fagamos v,, = u,, — u, logo

vy = U, —u—0, em D"P(R"Y)
vp(z) = up(z) —u(x) =0, g.s. em R
Vo, — x4 em MH(RY)

P~ em MT(RY)

Pelo caso 1, temos que

Como u, — u em DY(RY), pelo Teorema de Banach-Steinhaus, vem que (u,) ¢ limitada em

DYP(RY). Entao, pelo Teorema de Brezis-Lieb e pela imersao DP(RY) — LP"(RY),

1 (2 gy = ttn = 0l oy ) = 0l
111 u * — Uy, — U * = U * .
n—soo \| 'LP"(RN) " Lr* (RN) LP*(RN)
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Seja ¢ € C°(RY). Logo

([ telllde = [ 1l = o)
RN RN

lim
n—oo

Pela hipotese temos que

lim
n—oo

lim
n—oo

Fazendo ¢ = ¢ = |¢|, entao

(/RN || hda — /RN ]vn]p*¢dx)

lim
n—oo

Pela unicidade do limite, segue que

lim lo|un|? dr — lim / lol|tn — ul?” da
()7 (1t — )" d
RN

(0)7 up |’ dz — lim
n—roo

lim
n—oo RN

i [(0) 0 gy — T ()7 (= )

n—o0

. * . *
nh_{IOlo o] |tn ip*(RN) - nh_{{.lo ||, — u‘ip* (RN)
. * *
Il Jim, <|“"|12P*<RN) = “'Izp*(RN))

|()0| |u|ip* (RN)

[ tellupdz
RN

[l e = [ v, 0 e CRY)

o pde = [ ¢dv', V¢ € CP(RY).
RN RN

lim |up|P pdx — lim / [vn |P” pda:
Ydv — | ¢dv
RN RN

[ el [ 1elav
RN RN

/ pllul?” dr = / ol — / ldP.
RN RN RN

Dai

/ pldy = / pldv + / ol[uf?" da.
RN RN RN
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Usando o fato de ¢ = p* — ¢~ e |¢| = ¢ + ¢~ entdo

/ ap+dy:/ gp+dﬁ—{—/ o |ul|P" da
RN RN RN
/ go_dyz/ gp‘dﬁ—l—/ @ |ul|P da
RN RN RN

fazendo (2.21) - (2.22) obtemos

/(pdyz/ @dﬁ—i—/ plul?" dz.
RN RN RN

Note que F(y¢) = /

R

(2.21)

(2.22)

godﬁ—i—/ olulP" dz, com ¢ € C*(RY), temos que F' é um funcional linear
N RN

positivo, entao pelo Teorema da Representacao de Riesz (Ver Apéndice A)existe uma tnica medida

de Radon 7 em RY tal que

Flp)= [ o0 Ve eCTF®Y)

Entao

/ gpdﬁ:/ godﬁ—k/ o|ulP" dz
RN RN RN

que implica

U= T+ |ulf
= |uf”" +) vid,,
j=1
o que mostra (7).

Por outro lado, sabendo que

1
3

st ([erran)” < ([ eban) ([ 19eltubar)” vo e crn
RN RN RN

Tomando ¢ € C°(RY) tal que 0 < p < 1, 0(0) = 1 e suppyp = B;(0).
Note que sendo suppy = B1(0) = B.(x;) = suppp, ¢(B.(z;)) = ¢(B1(0)) e ainda

/ BPdu = / PPdu
RN Bg(zj)
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[ wewpruwra= [ ve@per

1) entao
€

Usando (2.23) para 3(z) = p(*=2), com & > 0 e j € J, veja que V@(z) = L - Vio(
7ot o< ([ pwra) s ([ vaepeps)
]RN
_ / |de> +( / |va<m>\p|u<x>\pdx>
Be(z5)
Nt %
( ) i)+ / V3 () P lu(z) Pdz
Be (%)
) ( / W@(x)mu(x)\pdx)
Be(z5)

= u(Bo(ey))? + ( L. |va<x>\p|u<x>|f’dx)P

= MBS (/B()i ve (“22) pU(x)pdx);

= (Bl + - ( / |7 ( jﬂ') p |u<x>|pdx) g

IN
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. 1 1
Pela desigualdade de Holder com os expoentes % e %, onde — + — = 1 temos que

QQ@*‘H
n
Sl
IA

IN

IN

IA

onde, C' > 0.
Dai,

p(B(e))? + = ( L.

1

plBu(a;))? + - -

(Be(
(Be(x;))

1

IN

1Y/
Be(z5)

N p
p D

ve (2)
[/
(1., 7(
v (%)

p >
|u(x)|Pdx
%

&
|
S
<
~__
=
|z
QL
8
~__—
zfs
-~
5
Q)
=
&
s
= [%
oW
S

(

e—0 e—0

lim [/L(Bg(l'j))%] + lim | C - (/Be(w) lu(x)

p(lim Ba(xj))% +C - lim
e—0

e—0

u({z; )7 +C-0
u({z;})7.

hSA

53

B =

B =



Como

|~

*|
nn
S I
I
X
3=
N
S I

<.

limv? -
e—0 7

Entao

Portanto

P> 8y v,

jeJ

Por outro lado, como u,, — u em D*P(RY) e note que

gH/@WWM

onde ¢ € C°(RY), » > 0e p > 1. E uma fungio convexa continua, entio

lim inf/<p|Vun|pd:c > /gp\VuP”dx.

n—oo

Pela hipotese temos que

lim inf/gp\Vun]pdm = lim [ ¢|Vu,|’
n—o0

n—0o0

= / odt.
Entao

/WMZ/MVWM

ou seja

p=> [Vul’.

Note que |VulP L SZ I/jl’%(sxj. De fato, seja

jeJ
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A={z; eRY;je J} e B=RN\A,

onde AU B =R"Y | A e B disjuntos e ainda

/ SZUjPL*(ij(x) =0
B

jed

/ |Vul|Pdz = 0.
A

Entao

> | Vul? + SZV]-?%(S%.

jeJ
mostrando (ii).

Vamos mostrar (ii4), seja v € DYP(RY) e suponhamos que

|V (un +0)[" = pi.

Seja ¢ € C°(RY) com ¢ > 0 dai pela propriedade da norma,

- /@wdx)?

(/<p|V(un +v)|pdx>’1’ _ (/90|Vun]pdx);

Sendo assim,

(/¢|V(un+v>|pdm>’l’ _ (/¢|vun|pdx)’l" ~ lim </¢|vv|pdx>’l’

desde que v € DY (RY), tem-se que |Vv| € LP, ou seja, |Vo|P € L', fazendo h = |Vu|P > 0 segue

(o) () |- (1)

de onde concluimos que f1—p < LY, ou seja, i — u é absolutamente continua em relacao a medida

lim
n—oo

que

onde h € L*(RYN), h >0

de Lebesgue em RY entdo pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver [10]) temos i — pu € L'(RY) e

consequentemente
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o> |V(u+ )P+ SZVjPL*de,

jeJ

sendo assim mostrando (7i7). Portanto esta concluida a demonstragdo do Teorema.
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Capitulo 3

Existéncia de multiplas solucoes para um

problema semilinear

Vamos estudar neste capitulo a existéncia de multiplas solu¢oes para problema eliptico quasilinear

dado abaixo

—Au = Nul* 2u+ f(z,u),r € Q

u=0, x € 011,

onde 2 é um dominio limitado do RY, com fronteira suave, A > 0, 2* = ]3N2 é o chamado expoente

critico de Sobolev e f: Q x R — R é uma func¢ao que satisfaz a condi¢ao de Carathéodory,
sup |f(x,s)| = f,, < oo, VM >0,
Qx[—M,M]

e ainda as condigoes abaixo

f(z,s)

> = 0, uniformemente q.s. em €2;

(fr) 1

|s|—>oo |S

(f2) existem o € [0,2) e ay,ay > 0 tais que
1
§f(9c, s)s — F(z,s) > —ay — asls|”,V s € R,q.t.p. em €,
onde F(z,s) = [ f(
(f3) existe uma constante B > 0 tal que F'(x,s) > g |8| — B, Vs € R, q.t.p. em €;

2F
(f1) hm sup (f’ ) = a(x) < p;, uniformemente q.t.p. em Q e a(x) # u; ,
s

onde f1; sao autovalores de —A em Hj(f2) com a condigao de Dirichlet.
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Teorema 3.1 Suponha que f(z,s) seja impar em s e satisfaga (f1), (f2),(f3) e (f1). Entao existe
Ak € (0, 00] tal que (P) possui pelo menos k—j+1 pares de solugoes nao triviais para todo A € (0, Ax).

Antes de demonstrar este Teorema iremos pecisar enunciar e demonstrar alguns lemas e proposicoes.

Lema 3.1 Seja (u,) C H}(Q) uma sequéncia limitada tal que |u,|* dz — v fracamente no sentido

das medidas, isto é,

lim / |un|2*wdx:/¢dy, Vi e Cr(Q).
Q Q

n—oo
lim/|un2dx:/dl/.
n—r00 QO Q

Observe que v é restricio de uma medida 7 a Q com 7 = 0 em RV\Q.

Entao,

Demonstracao:

Tome ¢ € Co(RY) tal que 0 < p < 1lep=1em Q. Dai

Y dx

. * .
lim [ |u,/*dr = lim olun,
n—o0 Jo n—00 JpN

= / odv
RN

= odv + / wdv
Q RN\Q

= / dv + / odv
Q RN\Q

= / dv.
Q

Lema 3.2 Suponha que f satisfaga (f1) e seja (u,) C Hj(2) uma sequéncia limitada. Entao, existe

u € Hg(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

lim [ |f(x,u,)u, — f(x,u)u|dz = 0.

n—oo QO

Demonstragao:

Note que de (f1), dado € > 0 existe A. > 0 tal que
‘f(w, s)

|S 2*—1

—O‘<5, |s| > Ae

logo

P s| = ¢ls]*, se |s| > A..

|[f (2, 5)s| = [f(x, s)l]s] <els
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Por outro lado, como  sup |f(z,s)| = f,, < oo, para todo M > 0, entao existe K > 0 tal que
Qx[—M,M]

|f(z,8)| < K, se [s|]<M e xe

Tomemos M = A, entao

|f(z,s)s| = |f(z,s)||s]| < KM =KA. =C., se [s|]<A e xzel

Logo
|f(z,8)s] < C.+¢ls|*, Vs€R, qt.p. em €.
E ainda,
Faos) =1 [ et < [ 150l
0 0
Se |s| > A,
s 2% 2%
|F(z,s)| < / |t = els <C.+ els
; 2+ 2
Se |s| < A,
s 2*
|F(z,5)| < / K=Kl|s| <KA. =C.<C.+ ggl .
0
Entao
els*”
[F(z,s)| < Ce + TR Vs €R e q.t.p. em Q.

Desde que (u,) C H}(Q) é limitada, sendo Hj () Banach-Reflexivo, a menos de subsequéncia

tem-se
u, = uem H}(Q).
Como H} () esta imersamente compacta em L*(€2) com 2 < s < 2* entao (Ver [10]) existe
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up(z) = u(x) q.t.p. em Q.

E ainda, existe £ > 0 tal que

tnla- < klugl|,¥n € N

|ulas < KfJu]].

Como (uy,) ¢ limitada em HZ(Q), existe k > 0,

lunl| < k¥n €N

[ull < .

Dali,

2 < (kk)* =CVneN

|tn

2 < (kK)? = C.

lu

Sendo f Carathéodory segue que

flz,up)u, — f(x,u)u, q.t.p. em Q.

Dado € > 0 , pelo Teorema de Egorov existe 2. C Q tal que |2 — €| < &

f(z,up)u, — f(x,u)u, uniformemente em (..

Assim

lim |f(z,up)u, — f(z,u)ulde = 0.
n—oo
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Logo existe ng € N tal que

|f(z, up)un, — f(z,u)u|de < e, sempre que n > ng
Qe

Além disso

2%

/ |f (2, up)u, — f(z,u)ulde < / C. +elun|* + / C: +¢lu
O\Qe N\Qe NQ.
= 2eC + 20| — Q]

< 2e+2eC.

Entao, existe ng € N tal que se n > ng

/ @y un)un — f(oywulde = / (@ un)un — (o, w)ulda + / (s tn)un — (e, w)ulde
Q O\ Qe Qe

< 2eC 4+ 24 ¢

= (2C +3)e.

Portanto

lim [ |f(x,u,)u, — f(x,u)ulde = 0.

n—oo 0

Lema 3.3 Suponha que f satisfaca (f1), seja (u,) C H}(2) uma sequéncia limitada. Entéao, existe

u € H(Q) tal que a menos de subsequéncia,

f(z,un)v — f(z,u)v,em L*(Q), Yo € Hi(Q)

[ |* 2upv — |u)? 2uv,em LH(Q), Yo € Hi(Q)

Demonstracao:
Argumentando como acima podemos provar este resultado.

Vamos agora enunciar dois outros Lemas.
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Lema 3.4 Suponha que f satisfaca (f1), seja (u,) C H(€)) uma sequéncia limitada satisfazendo

I/ (u,) — 0 em (H())" quando se tem n — oo. Entdo, considerando v}, j € J, pelo Teorema 2.1,

S 2
temos que v; > <X) . Além disso o conjunto dos indices J é finito.

Agora enunciaremos e demonstraremos o resultado até entao mais importante deste capitulo.

Proposigao 3.1 Suponha que f satisfaga (f1) e (f2). Entao dado M > 0, existe A, > 0 tal que I,
satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ < M, sempre que 0 < A < A,.

Demonstracgao:

Dado M > 0, considere

A, = min S, 8—71
(N(M + A))e

onde S é a melhor constante de Sobolev para imersao de H}(Q2) em L* (), A = a;|Q| + a2/’ com

0= 22:" onde aq, as e 0 sao as constantes dada em (f5).

Desde que 0 < A < A, < 5§ vem que 1 < £ e logo

1< S 1 N>O
\ , Ppois 5 .

SN

g N1
Por outro lado, 0 < A < A\, < : - Y , sendo ¢ < 2 implica que w++ > 0 entdo
(M + A))s 278
N
)\%*% < s> T
(N(M + A))o
<~
%3 S%
1 < 1
Ao (N(M + A))o
=

(452 < ()

Dado ¢ < M, seja (u,) C H}(Q) tal que

L(u,) = ¢ e L/'(u,) =0, em (HYQ)).

Mostremos que (u,) é limitada, note que da convergéncia I)'(u,) — 0 temos que dado € > 0

existe nyg € N tal que



Fazendo £ = 2 segue que

1 1
_5-[)\/<un)un S 5 |I)\/(un)un|

1
S [

@)

< Nlunll, n=mng
usando o fato de I, (u,) — ¢, segue que dado € > 0 existe n; € N tal que
c—e<Iy(u,) <c+e n>n
fazendo € = 1 vem que
L(up) <c+1, n>n
tomando ny = max{ng,ny}, vem que

1
In(u,) — §IA’(un)un <c+ 14 |unll, n>no.

Por outro lado,

1
I)\(un) - §]A,(un)un -

A *
N/ [un)” der/{—al — aglun|” tdx
Q Q

A o / /
—|u,l5- —a dr —a Uy, |7 dx
ol = [ dz—a [ fu

A *
—|unl3 — a1|9 —az/ lu
N n|2 0 n

2*(179)dl_

ou seja

1
])\(un) — 5[,\'(un)un >
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= T 2*dac—/l*ﬁ(x,un)dx
— (/ |V, |*dr — /|un|2 da:—/f T, Uy, undx)

_ (5_5) /|un|2 dx+/{ fl@,up)un — F(z,up) Yda

5 —a1|Q| — ag/ || D d.
Q

(3.1)

(3.2)



Pela desigualdade de Holder aplicada com os seguintes expoentes 1% e % segue que

0
Q

. 2*.(1-6) 1-0 1 o
2 (1_9)d:15 < (/ |Un| -0 dl‘) . (/ 1edx)
Q Q
1-6
- ( / |un|2*dx) o

Voltando em (3.2) temos que
1 A
I(uy) — 51,\’(%)% > N — ]9 — a2|Q|9 2 “(1-0)

E ainda,

N
500 (1 g)1-0)

. 1 1
2*(1-0) ¢(1-6) - | . _p\(1-e
e <1—9><19>) (“ g 6<19>)’

2*(1 0)

= |un‘2 (-

= (Il

onde 0 = (m) desde que

20-0) s0-0) __1 4 _po-e _1
| |5 ) A= 0)00 ,(1—10) 500 > 0.
Segue da Desigualdade de Young aplicada com os expoentes ﬁ e %, que

|un

2*(1-6) _ (|Un
< (-0 (0000
—0
. 1 1-6 e
—_— —_ 2 . " —— —
_a @(m,? )0 (50)
540 AN
- ( 5 )

§:6+K57

1-6
— o
onde K6 =40 (%) .

2(1-0) sa-0). L\ [ g0 _1
2 g ) (020 )

_1
1—

+0 ((1 — )9 .
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Voltando em (3.3) segue que

]. )\ * *(1—
D) = 5 (nhen 2 S hinlfE = anf0] = aal8 - 30
A * *
= ylun 5 — a1]Q] = a2l - (H|unl3: - 0+ Ks)
* A
= |unl3- - (N — ay|Q)? - 6) — (a2|Q K5 + a1]]) .
Por esta ultima desigualdade e por (3.1) vem que
1 /
ct+ 1+ |uall > Ii(un) — 5],\ (U ) U,
. A
> up 3 - (N — ay|Q? - 5) — (a2| QK5 + a1]2])
-
0 o (A 0
e Lt g (I K+ ) 2 a3 (2wl -0

_ 2 A 0 by 0.5 _
COmo § = Frram vem que 5 —az|Q” -8 > 5 — 2a,|Q" -5 = 0.
Entao,

(c+ 1+ |Jun|| + a2|Q|6K5 + a1|Q|)

A
==

[ n (c+ 1+ Q" K5 + a1 Q)

A A
(o) (3

(c+ 1+ ao| QP Ks + a1]9)) (c+ 14 ao| QP Ks + a1]9)

A A
Gromr ) G

(c+ 1+ as|Q K5 + a1]2])
A
gEeD

9%
2*

|un

lunll +

fazendo C' = > 0 vem que

2 < O |un+C.

|,

Desde que I(u,) — ¢, vem que € > 0 existe ng € N tal que

c—e<Iy(u,) <c+e

2%

e sabendo que |F(z,s)] < C. + 5 - |s
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Dai,

c+e > [A (un)

dx—/ F(z,u,)dz
S nu? 2l - /QF@ un)da

~~ 1 )\ . .
2 Sl - Sl —/(mg Juaf? )
Q
2 )\ 2%
e N et R N
A€ .
= Gl —cuol+ (54 2—) (~fu )
por (3.4) . \
~~ £
S Gl - Gl + (54 5 ) (=0 - Clu).

Note que
1 A
§||un||2 C|Q|+( -I—;)( C—Clu) < c+e
=
A€ 9
2¢ + 2 +20.|Q| + 2 > T o (CH+Cllunll) > uall
=
A€ A€ 9
2042+ 20 +2( =4+ = ) Cr+2( =4+ = ) Cllunll > |uall
PANEVA 2*x 2
=
C+C uall > ual?
A
ondeC’—20+2€+26’|QH—2(2*+2*> C > 0.

Entao de
C +C - uall > llual?

temos que (u,) ¢ limitada em H} (). De fato, supomos por contradigao que (u,) nao é limitada em

Hi (), entdo a menos de subsequéncia temos que
[, || = o0,

desde que C' + C" - ||un,|| > ||lun, ||* segue que

!

C

e,

+C > [ 2n, |
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fazendo n — oo temos

/

C >

o que é um absurdo, portanto temos que (u,) ¢ limitada em H;}(€2).

Note que agora estamos nas condigoes dos lemas anteriores, isto é, existem u,v € Hj () tais que

(
/ | f (@, upn)uy — f(2, w)uldr — 0
Q
f(xvun)v — f(flf,U)’U em LI(Q)
[tn]? 2upv — |u* 2uv em  LY(Q)

|Un|2* — = |u|2*dx —+ Z Vj(;zj.

\ JjeJ

Mostremos que

vl

/de/< (%) : (3.5)

Afirmamos que ocorre (3.5). Vamos supor, por contradigdo que nao ocorre (3.5), ou seja

for= )

N
2

Como (%) > 1 segue que

/W>L (3.6)

Q

Usando os célculos feitos anteriormente temos que

1 A
I)\(un)_§[)\/(un>un 2 _|un

7 za-0 (3.7)

5 — a1|Q] — as|Q|” - |uy,

Usando o fato de

lim I\(u,) =c¢ , lim I\'(u,) =0

n—oo n—oo
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e o Lema 3.1 temos
lim/|un\2*d:c—/dy.
n—oo Q ﬁ

Sendo assim, fazendo n — oo em (3.7) temos

c—0 N/ V—al‘Q‘—CLQ‘Q‘H

v

(f)
v)

¢+ ar|Q + a2|Q|9 . (

: 1-6 1-6
< c- (/ du) + a1|Q] - ( du) + ay|Q)? (/ dl/)
Q Q Q

1-6
= (c+ a1]Q| + as)Q|?) - (/du)
O

1-60
< (M40 + a9 - (/d)
Q

- (M+A)-(/Qdy)1_9

[av < W.(/?d:)”
- [T ()
S ONRION
I
k/\) ] (/Qdy);a
- (L)



o que é um absurdo, pois supomos

vz

(§> < [

S
Entao, de fato ocorre (3.5), pelo Lema 3.4 temos que v; > (X) onde j € J(J finito) e

S

U, |? — v = |u|* dx + Z Via,,

jeJ
logo
(%) > /Qdy
= v(Q)
= 7|u\2*dx+ZVj5%.(ﬁ)
@ jeJ

Y
—
=
QU
8
+
VRS
>
N——
@Or)
2l

Mostremos que J é vazio. Se J é nao vazio, existe pelo menos um 5 € J, tal que 5303 = 1. Sendo

S >
A "

v

G = oo )

o que é um absurdo, portanto J = ). Sendo assim
lim / up | da = / lu|? d.

Desde que Iy/(u,) — 0 em (H}(Q)) segue que Iy/(u,)u, — 0 em R, sendo assim Iy'(u,)u, = o

logo

I (),
= /|Vun|2—)\/|un
Q Q

/ Y = A / a2 + / £ )t + o1,
Q Q Q
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ou seja,

lim |Vun|2 /|u|2*+/f(x,u)u, (3.8)
0 Q

n—oo
usando o fato de u,, = u e Iy € C(H}(Q),R) segue da definigao de convegéncia fraca,
I'\(up) = I'x(u), em  (Hg())

da unicidade de limite tem-se I’)(u) = 0 e por consequéncia I’y (u)u = 0.

Dalf,

I'\(u)u
_ /Qyw?—

—/Qf(x,u)u

entao,

/Q|Vu|2:>\/g|u]2*+/gf(:c,u)u

sendo assim, usando (3.8) tem-se que

lim |Vun|2 / [Vul?, (3.9)
Q

n—0o0

Por outro lado, note que sendo (H{(£2)) um espago de Hilbert, segue que a norma em questao é

induzida de um produto interno, ou seja,

() =l = [ Vul?
Q

Dai, sabendo que a fungdo (, ) é bilinear e continua, segue da definigdo de convergéncia fraca que
(tn,u) = (u,u) em (H&(Q))/

ou seja,

lim VunVu = / VuVu = / |Vul?, (3.10)

n—oo
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Entao,
||, — u||2 = (up — u,u, — u)

= Un,un - U’n7

= /\Vun]2—2/VunVu+/\Vu\2

fazendo n — oo e usando (3.9) e (3.10) segue que

|t —u|| =0 em H&(Q),

Antes de demonstrar os préoximos lemas, notemos.

Seja (u;) a sequéncia dos autovalores de —A em H}(€2) com a condi¢ao de Dirichlet. Decorre da
teoria espectral para operadores compactos que 0 < p; < ps < ... < p; < .... Chamemos de ¢; as
autofungoes correspondentes a y; onde ||p;|| = 1, fazendo p; < py, dados em (fs) e (fs), definimos
V um subconjunto fechado de Hy(Q), V = {0} caso j = 1 e V = span{ep1,...,p;_1} caso j > 1, e
W = span{ei, ..., pr} de modo que

H(Q)=V*+aV

Lema 3.5 Suponha que f satisfaga (f3). Entao existe M > 0, que ndo depende de A, tal que
maXI)\(u) < M.

ueWw
Demonstracgao:Note que

| LA
—é/g\Vu\ da:—z—

de—/F(.CIZ,U)d:E
0

se u € W entao

L) = /\w de— 2 /|u|2 dx—/ Flz, u)dz

< /|Vu| dx—/F(x u)dx

Q
A 1 2
< —/\Vu|2dx—/ (,uku —B) dx
2 Jq Q 2

1/|Vu|2d:10—'Iﬁ/quachB/dx
2 Ja 2 Ja 0

1 i
= Sl =S+ 12|

IA

1
Il + B,
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ou seja

1
Iy(u) < §||u||2+B|Q|. (3.11)

Desde que u € W\{0}, segue que existem a; € R, i = 1,..., k tal que

k
u = E a;P;,
i=1

sendo assim

k
el = I
i=1
Des .triang.

A~
S S allled

=1
Def. de w &
=D el = Ag

=1

entao existe Agy > 0 tal que [Jul| < Ay voltando em (3.11)

1
L(u) < Sllul®+BlQ|
1
< §(A(k))2 + B|Q|
= Mkv
onde M, = (Aw)? + B|Q| > 0, o que conclui a demonstragao. [

Lema 3.6 Seja a: 2 — R uma fungao mensuravel tal que a <2 p;. Entao existe 8 > 0 tal que,
/(|Vu|2 —atu?)dr > 6/ u’dr, Yu € Hy(Q) NV
Q Q

onde a™(x) = max{a(z),0}.
Demonstragao:
Vamos supor, por contradicao que nao vale a desigualdade acima. Entao para todo n € N,

existe (u,) C H} () tal que

1
/(|Vun|2 —atul)dr < / uldz.
Q nJo
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Sendo u,, nao-nula, tomemos v,, = ‘;‘—”b Logo
n

1
/(|an|2 —atv})dr < = / v2dz. (3.12)
Q n

Q

Lembremos a caracterizagao do autovalor p; dado por

pj = inf {/ |Vw|*dx;w € Hy(Q) N Vl;/wzda: = 1} : (3.13)
Q Q

Combinando (3.12), (3.13) e a < p; tem-se

pj < |V, |*dx

ou seja,
2 1
i < Noall” < gy +

donde concluimos que (v,) C H} () é uma sequéncia limitada. Logo, a menos de subsequéncia, (v,,)

converge fraco em H} (), ou seja,

v, = v, em H(Q).

Das imersoes compactas de Sobolev,vem que
v, — v, em L*(Q),
note que estamos sobre as condigoes do Teorema de Vainberg, isto é, a menos de subsequéncia tem-se

v(z) = v(z), q.t.p. em
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e existe h € LP(Q2) tal que

lvn(z)| < h(z), q.t.p.em Q e VneN.

Como tomamos (vy,), segue que |v,|2 = 1. Pela continuidade da fungao norma segue |v|, = 1. Por

outro lado, temos que
at(z)v,(z) = a™(x)v(z), q.t.p. em Q
consequentemente

at(z)vi(x) = at(2)v*(x), q.t.p. em
sabendo que a™(x) € L™ segue que

lat(z)va(x)] < at(z)h(x) € LYQ), q.t.p. em
estamos sob as condigoes do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, ou seja

lim [ a®(2)v?(2)dr = lim [ o (2)v*(z)dx

Como vimos anteriormente, temos

1
w< [ @t @) <+
Q

fazendo n — oo vem que

ou seja

| @iaa =
=yl

= vl
= uj/Ude
Q
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dai

/Q (1 — a* (2)o(x)dz = 0. (3.14)

Desde que H}(€) é um espago de Hilbert e v,, — v em H} (1), segue da definigdao de convergéncia

fraca que

/ Vo, de = (vn,v,) = (v,0) = / |Vo|*d,
Q 0

pois (,) € bilinear e continuo, e ainda

1
i < / [Von|de < pj + —
Q n

fazendo n — oo temos que

fj < / [Voldz < p
Q

ou seja

[ 1veliz =
Q

= /le
= vl

desta desigualdade, temos que v ¢ um autovalor associado a p;, ou seja, nao nula. Logo v? é positiva,

por (3.14),

-/ Lt @R+ |- et @y
= [ e+ [ -0
= /Q(Quj—a(:c))Ude.
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Como v? é nao-nula, para a igualdade ser valida temos que ter 2u; — a(x) = 0 q.t.p. em §, ou

seja, pj = (1(2—36) < a(x) q.t.p. em Q o que é um absurdo, pois a <2 ;. [

Lema 3.7 Suponha que f satisfaga (f1) e (f1). Entao, existem constantes p, v > 0 tal que
Iy(u) > a,Yu € 0B, N V+.

Demonstracao:

Por (f1) temos que para todo € > 0 existe M. > 0 tal que
|f(w,s)] < els]
2*

F <Ce+ ¢

quando |s| > M.

Por (fy) tem-se que € > 0 existe J. > 0 tal que

(a(x) +&)|sl?

F(z,s) < 5
quando 0 < |s| < 0., e usando o fato de  sup |f(z,s)| = f,, < oo, para todo M > 0 concluimos
e Qx [~ M, M]
Entao

2* 2
< Gl | (etal@))ls]

F

, Vs€eR eq.t.p. em Q. (3.15)

Considere 8 > 0 obtido no lema anterior, e agora escolhemos € > 0 de modo que 3 — al,uj > 0.

Desde que a <2 pu;, ou seja, a < p; ¢.t.p. em Q, segue que at < p; ¢.t.p. em Q, note que a™ > a.
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Dai,

/(|Vu|2 — au®)dx > /(|Vu|2 —atu?)dx
Q Q

1 /
= i/(|Vu|2 —atu?)dx
Q

1+e¢

1 T /

— , \V4 2 _ 4,2 do + / v 2 4,2 d:|

1T e /Q(\ ul® — a"u)dx €Q(| ul® —a"u)de
Lema 3.6 -
> T _5/Qu2dx—l—5l/g(\Vu\2—a+u2)dm}
po1s  p;>a* LT
N /

S 2 2 _ .2

> 7 _5/Qu dr +¢ /Q(\Vu\ it )d:v}
1 [ 2 ’ 2 / / 2

= d Vul|“dr — € p; d

1+€,_ﬁ/gu x—l—a/g[ ul*dr — € p; qu

1 [ / /

= 7 _(ﬁ—&tuj)/Qqu:c—i-e /Q(|Vu|2dx1
J

> -€ /\Vu\zdx.
+ 0

Entao,
1
2 — au? > *dx. 1
/Q(]Vu] au”)dx > 5= /Q]Vu] dx (3.16)
Por outro lado,
1 2 A 2
I(u) = — [ |Vul*de — — [ w’dx — | F(z,u)dz
2 Ja 2" Jo Q

por (3.15)

1 A ; 2% 2
//Z\ —/\Vu|2dx——/u2dx—/ Ceu +(5+a)u dx
2 /g 2 Jg o\ T2 2
1 A\ i 2% 2
= —/\Vu|2dx——/u2d:v—/ Clj dm—/mdx
Q o 2 Q 2
£ * 1
= —/\Vu|dx— /ud —g*/u2dx——/au2d:c—§/u2dx
Q 2" Jo 2 Ja 2 Ja
A€ C .
_ : 2 2 (N E 2, Le 2
= 5 (/(]Vu] )dx) (2*—1—2)/916 dx 5 /Qu dx

por (3.16) ) \ c
A~ *
> 6—,/ \Vul*dz — (= + E) / widr — — | u*dx
logo
€ Ce o
I 2 =) |ul? ul3e 3.17
A(U)_m+ )H ull® - ( +)uly = 5o lu (3.17)
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Desde que HE(2) estd imerso continuamente em L*(Q2) e L? (Q2), obtem-se C;, K > 0 de modo
que
uly < Cllull® e Jul3 < Kul*.
Voltando em (3.17) vem que
£ A€ KC .
I > — |ul|*-C(=+ = 2 ).
)2 g sl = O+ Dl = 5
Fazendo ||u|| = p segue que
£ A€ KC. ,.
I > 2 _ (X8 e 9
B £ s ON?  eCp*  KCp*
T oo1+e) T T 2 2
Vamos escolher A > 0 de modo que 2(164;5’)'02 — Cé\f 5N 4(164;5’)'02‘ Para que isto ocorra, tomemos
2+¢’
A< Wi&/) LOgO
g Ch\p*  eCp* KC.p*
I > 2_ — —
W) 2 e T 2 2
' Cp* KC.p*
> € . p2 _ eLp _ ep )
A1+¢) 2 2+
Agora escolhemos ¢ > 0 de modo que 4(1i€,) P — 602’) © > S(Iis/)pQ. Para que isto ocorra, tomemos
E:/
0<e< ———.
TS AC+e)
Logo
g eCp?  KC.p¥
I > 2 — —
£ KC.p*
> . L
8(1+¢) 2%



/ /

> £

2 _ KCEPQ*
16(1+a’)p

€ 2
8(1+a’)p 2=
1

Por fim, tomemos p > 0 de modo que . Para que isto de fato ocorra,

o*e’ 272
basta t O<p< . L
asta tomar P (16KCE(1 +€,)> 0go

I >
W) > Sy 2
> 0
Logo existe @ > 0 tal que
I(u) >a>0
onde u € 9B, N V=, m

Demonstracao do Teorema 3.1 :

Vamos aplicar o Teorema 1.1 com X = V+. Pelo Lema 3.7, onde X = V- temos que verifica
(I). Note que fazendo I; = ¢, onde I; : R¥ — R* identificando W = R* de imediato tem-se que
I; € um homeomorfismo impar e lim || I;(y)|| = oo tem-se que k > j e pela construgao de V' segue

llyll—o0

que dimV = j5 — 1, do Lema 3.5 tem-se

I M,
max au) < My,

ou seja, verifica (I3), por fim pela Proposigao 3.1 temos que [, satisfaz a condigao de (PS). VA €
(0, Ax), note que como vimos nesta mesma proposi¢ao se trata de sequéncias limitadas verifica também
(PSB)y sendo assim verifica a condigao (I3) sabendo que I,(0) = 0 e I, ¢ uma funcdo par estamos
nas condigoes do Teorema do Passo da Montanha, ou seja, o funcional I, possui pelo menos k—(j—1)
pares de pontos criticos ndo triviais para todo A € (0, \), isto ¢, (P) possui pelo menos k — j + 1

pares de solugdes nao triviais em A € (0, Ag). [
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Capitulo 4
Apéndice A

Vamos enunciar alguns resultados de medidas que foram utilizadas no decorrer deste trabalho.

Lema 4.1 (De Fatou) Seja 2 um conjunto mensuravel do RY e (f,,) ¢ uma sequéncia de fungoes

mensuraveis nao-negativas tais que

fnlz) = f(2)

quase sempre em () onde f é mensuréavel, entao

/f < lim fn()

Demonstracgao:ver [10]

Teorema 4.1 (Da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja € um conjunto mensuravel do RY e

seja (f,) uma sequéncia de fun¢des mensuraveis tais que

fn(z) = f(2)

quase sempre em €2, onde f é mensuravel. Se existir uma funcao h € L'(Q) tal que

|fn(z)| < h(z)

quase sempre em ), entao

| 5= [ s

Demonstracao:ver [10]
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Teorema 4.2 (De Vainberg) Sejam (f,,) uma sequéncia de fungdes em LP(Q2) e f em LP(Q2) tais que

ful@) = f(x)

em LP(Q2). Entao existe uma subsequéncia (f,,) C (f,) e uma fungao g € L*(Q) tais que

fur(x) = f(2)
quase sempre em ), e
| fri ()] < g(2)

quase sempre em §).

Demonstracao:ver [10]

Lema 4.2 (Lema de Brezis-Lieb) Seja €2 um subconjunto aberto de RN e (u,,) C LP(Q2), 1 < p < oo.
Se,

a) (up) € limitada em LP(Q);
b) Un(l') - U(l’), q.t.p. em Q;
entao

Y (Junl7o0) = [un = ulfoi0) = lulfo)

Demonstracao:

Como u,, € LP(Q), segue que u, € L*(f), ou seja
sup / |un|? < oo
Q
e |u,|P > 0 e usando (b) estamos nas condigoes do Lemma de Fatou, vem que

[u|rr(0) < im|un|re(q),

e portanto u € LP(€2).

Note que,

h_m<|un IZP(Q) — |un — u|§p(g)) = li_m|un|1£p(ﬂ) — lim|u,, — U|]£p(9)

Lim|u,[7, ) + lim|u,, — ulrr

v

h_nﬂun |ip(Q)

!U\ﬁp(g)-



Por outro lado, fixemos € > 0, segue que existe c. tal que
lla+ 0P — |al’| < elal? + c.[b]? (4.1)

Va,b € R, este resultado se deve a Holder.

Define-se,
£z =t ([[unl? = Jun — ulP — |uf?| = elup —ul) ™.
Dai,
fa = ([lanl? = = uf? = [u]?| = efu, —uf?) "
< | [[nl” =l = ul? = Jul?| = elun —ul |
Des.triangular
=
< ‘ “un]p — |uy, — u|p‘ + |ul? — elu, — ul? |
por (4.1)
=~
< | elun —ul” + clul? + ul?] — elu, — uf” |
= (1+ co)|ulP
entao
fe< (1 +c)|ul € LYQ). (4.2)

Note que, se u,(x) = u(z) q.t.p. em €, logo

lun(z)| = |u(z)| q.t.p. em Q,
|tn ()P — |u(z)P q.t.p. em £,
|un () — u(z)| = 0 q.t.p. em €,
|un () — u(x)|P — 0 q.t.p. em €,

entao
Fil@) = ([lun(@)P = [un(@) = u(@)]” = [u(@)P| = lun(x) = u(@)[P)" = 0= f(x) q.t.p. em O,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

in [ fil@) = [ i fi(o)

oo Jo
- [ r@
0.



Note ainda,

fo@) +elug —ul = ([Junl’ = up — u” = [ul?| — elu, — u|p)Jr + elun, — ul?

v

Hun]p — Ju, — ul? — |u|p‘ —eluy, — ul? + elu, — ul?

= lunl” = Jun = wf? = Jul”

Vn € N.
Logo,

JllaaP = tu =up =t < [ it [ =l
Q Q Q
= / fo telun = U‘ip(gy
Q
Sendo |, f5 < oo por (4.2) e sendo (u,) limitada em LP(€2),ou seja, existe K > 0 tal que
QOJIn
|un — ullpq) < K,Vn €N.

Dai,

/ et — Jt — ul” — Jul?| < oo.
Q

A sequéncia acima é limitada superiormente, logo podemos falar de limite superior, ou seja

m/||un|p—\un—u|p—yu|p\ < m/f;+a.K
Q Q
= ¢e.K,

fazendo ¢ — 0, segue que
m/ [tnl? — [t — uf? — [u]?| <.
Q
logo

m/ ||un|p — |up —ul? — |u|p} =0.
Q

Desde que ‘/g’ < / lg| segue que
Q Q

m/ P — un — uf? — Juf? < m/ [utal? = [t = ul? = Juf?| = 0
Q Q
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e ainda,
M/ [un|P — |uy —ul? —|ufP < 0
Q

iﬁ/!un]p—mn—u\p < lim [ [uf?
Q

= m(|un|‘2p(m - |un - u’iP(Q)) < |u|§,1’(9)

Dai
[ulf oy < m(|unlfpq) = un —ullyq) < Tm(lualfy ) = lun = ulfrg) < lulfo,
= Lim(Junlf ) = lun = ulfng) = Tm(unlfsg) = lun = ullsq).
Portanto,
Jim (Junfzo o) = [t = ulfai) = [ullsq)-

4.0.1 Medida de Radon

Definigcao 4.1 Diz-se que uma medida x em RY é de Radon se esta definida em uma o-algebra de

Borel e ainda para todo A C RY compacto tem-se

wu(A) < 0.

Definigao 4.2 O espaco das medidas finitas de Radon com sinal em RY denotaremos por M (RY).

Para v em M(R") definimos
V]l = IPI(RY)

com |v| é a soma das variagoes positivas e negativas de v, o subespago das medidas finitas de Radon

denotemos por M*(RY).
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Definigao 4.3 Dado z € RY e §, € MT(RY), dizemos que J, é a massa de Dirac concentrada em

T Se

lsex e FE,
(5w<E) =

Osex ¢ E
Defini¢ao 4.4 Seja (v,) C M(RY), dizemos que

v, — v em M(R"Y).

Se
lim gpdz/n—>/g0dl/, Vo € CRMRY).

n—oo

Definicao 4.5 Sejam u, A medidas de Radon. Dizemos que a medida A\ é absolutamente continua

em relacao a medida p se p(E) = 0 implicar que \(E) = 0 para E C RY e denotaremos por A < p.

Teorema 4.3 Seja ¢ um funcional linear continuo em (C°(RY),||.||). Entao existe uma tnica

medida finita de Radon com sinal em v em RY tal que

P(g) = /gdv, Vge CPRY)

e ainda

[0 = [1v a
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Capitulo 5

Apéndice B

5.1 Funcionais Diferenciaveis

Definicao 5.1 . Seja 2 C E, um aberto do espago de Banach F| seja
1:QCFE—R,

um funcional. Dizemos que T' € E’ é a derivada de Gateaux de I u € (2 se, para todo v € F,

lim Iu+tv) — I(u) — T(tw)

t—0 t

=0.

Notacgao: Denotamos a derivada de Gateaux em w por I'(u).

Definicao 5.2 . Seja 2 C F um aberto do espa¢o de Banach E, e
I:QCFE—>R,

um funcional linear. Dizemos que I tem derivada de Fréchet Ty € £/ em u € € se,

lim I(u+wv)—I(u) — Ty(v)

lof|—0 [|v]l

=0.

Notagao: Denotamos a derivada de Fréchet em u por DI(u).
Dizemos que I é de classe C'(E,R) se a derivada de Fréchet de I existe para todo u € F e a
aplicacdo u — DI(u) é continua em E.

Se = H é um espaco de Hilbert e I tem derivada de Gateaux em u € €2, segue que

(I'(w),v) := (VI(u),v)q.

Este elemento ¢é tnico devido ao Teorema da Representacao de Riesz.
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Proposicao 5.1 Sel: Q) C E — R é Fréchet diferenciavel em u € () entao I é Gateaux diferenciavel.
Demonstragao:
Como [ é Fréchet diferenciavel em u, segue que Ve > 0 existe Vo > 0 tal que,

[I(u+h) — I(w) = DI()(R)| _ _
7] |

sempre que ||h| < 6.

Dado v € Q ndo-nulo (caso v nulo é imediato), fazendo h = tv, com t € R logo,

|I(u+ tv) — I(u) — DI(u)(tv)]

<e,
[#]]
sempre que [t].||v]| = [[t.v]|| < 9.
Segue que [t < ﬁ,
I tv) — I(u) — DI(u)(t
- [t =10 - DI _
tomando 0, = HL’ tem-se V € = e.||v]| > 0 tal que,

all

N ‘I(u+tv) — 1(7:) — DI(u)(tv)

sempre que [t| < 0;. Mostrando que,

lim I(u+tv) — I(u) — DI(u)(tv) _0

t—0 t

Portanto existe a derivada de Gateaux de I em u, e ainda pela unicidade do limite obtemos,
DI(u) = I'(u).
Proposigao 5.2 Se I tem derivada de Gateaux continua sobre €2, entao I ¢ de classe C*(Q, R).
Demonstracao:

Seja u € Q e I'(u) a derivada de Gateaux de I em u. Segue do Terorema do Valor Médio que

existe 0 < A < 1 tal que,

I(u+h) — I(w) = I'(u+ N\R)(h).

Dali,
I(u+h)—I(u) —I'(u)(h) = I'(u+ A.h)(h) — I'(u)(h).
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Entao,

[I(u+h) = I(w) = I'(w) ()] = [I'(u+ Ah)(h) = I'(u)(h)]
= [(I"(u+Ah) = I'(u))(h)]
< M (u+Ah) = T'(@)]l 121,

logo

[H(w+h) = I(u) = ') ()] < [ (u+Ah) =T ()], 2] (5.1)

Desde que I possui derivada de Gateaux continua em (2, segue que Ve > 0 existe Vd > 0 tal que
11" (w+ Ah) = T'(w)],, <e, (5.2)
quando ||| < .

Combinando (5.1) e (5.2) segue que,

[L(u+h) = I(u) = I'(w)(h)|
17l

< €.

Mostrando que,

Da unicidade do limite segue que DI(u) = I'(u) e por conseguinte I possui derivada de Fréchet
continua em , ou seja, I € C1(Q,R).
Mostremos que o funcional associado ao problema (P) esta bem definido e ¢ de classe C'(H} (), R).

O funcional associado ao problema (P) é dado por

1 A
I(u) = 5/9]Vu]2da:— ;/ﬂ\u

2 dr — / F(x,u)dz,Yu € Hy(Q).
Q
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Note que I)(u) = Ij(u) — I(u) — I3(u) onde, I1(u) = L [ |Vul*dz , I(u) = & [, |ul*dz e
I(u) = [ F(x,u)dx
Mostremos que o funcional I, esta bem definido,

(a) Seja u € H(Q), segue que |Vu| € L*(Q), e portanto
1 2
Ii(u) == [ |Vu|*dzx < .
2 Ja

(b) Seja u € HL(Q), das imersoes segue que |u| € L* (Q)

Entao,

A .
L(u) = 5 /Q lu|* dr < co.

(¢) Note que por (fi) e por sup |f(z,s)| = f,, < oo, VM > 0 temos que
Qx[—M,M]

2%
Y

|F(z, )| <C’s+%s

Vs € R. Dado u € H (), segue que

]3(u):C'6/dI+%/ lul* dz < oco.
Q 2" Jo

Portanto de (a), (b) e (c¢) segue que I, esta bem definida.
Mostremos que o funcional I € C'(H}(Q),R).
Provemos que I, € C'(H}(Q),R).

Calculemos a derivada de Gateaux de I, seja u,v em Hj(f2) note que

Il(““;)_[l(“) :Qlt{/QyV(u+w>12—/vau|2}.
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Usando o fato de HJ(€2) ser um espago de Hilbert, vem que

[1(u+tv)—[1(u) . 1 / 2
: = 5 |V (u +tv)] |Vl
1
= — V(u+ tv).V(u+tv) — / Vu.Vu}
2t Q Q

= i{ Vu.Vu+2t/Vu.Vv+t2/Vv.Vv—/Vu.Vu}
2t (Ja Q Q
{2t/Vqu+t2/Vv Vv}

t

Entao,

I(utto) — I ¢
figg L t0) = Bi(w) lim{/VU.Vv—l——/Vv.Vv}
t—0 Q 2 Q

= / Vu.Vo.
Q

Entdo existe a derivada de Gateaux de I; em u e

[1/(14)1} — Lm [1(U+tv) Il(U)
t—0 t

= /Vqu

Mostremos que

’

1) HY(S) — (HY(Q)

é continuo.

Seja (u,) C HS’Z(Q) uma sequéncia tal que

u, — u em HJ(Q).

Seja v € HY(Q) com ||v]| < 1 segue que

|11 (un)v = I (u)v] - =

/Vun.Vv—/Vu.Vv
Q Q

(V(u, —u).Vou

/Q |V (u, —u).Vol.
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vem que,

L () — I (| < /Q IVt — ). V|

()

= fun = uH<H3<ﬂ>>'||U||<H3<m)

IA

isso nos da,

||un — UH(H(%(Q)) > Sulp |[1’(un)v — [1’<u)U|
1)6H0(Q)
vl[<1
o / U
= 0 () = B @)l g
Dali,
. / / .
r}glgo 1" () = o (u)ng(ﬂ))’ - T}EEO ln = uH(H&m))
=0
Entao
: / / o
Jim |5 (un) = DY@y 0 =00

mostrando que a derivada de Gateaux ¢é continua, pela proposigao 4.2 segue que I; € C'(H}(Q),R).
Provemos que I, € C'(H}(Q),R).
Considere ¢t € R tal que 0 < [t| < 1 e u,v € Hg(f2), definimos f : [0,1] — R dada por,

~Au+ st

fls) =

Pela definicao de f, vem que f ¢é continua em [0, 1] e derivavel em (0,1), do Teorema do Valor

Médio existe 6 € (0, 1) tal que,
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Entao,

Au+to]* Aul* .
ut tol” A = Mu + 0tv|* 72 (u + 0tv)tv,
2% 2%
logo
Mu+tv|2” . Mul?”
& ; 2 = Nu+ 0tv|* 72 (u + Otv)v.
Dai

Muttol N[>
lim —2 2 = limAu + 0tv]* 2(u + Otv)v
t—0 t t—0

= Mul* 2w

g.s. em ). E ainda,

Mu+to|2” Mul?”
2% L

= Mu+ 0tv]* “2u + 6tv|v|

t
= AMu+0tv]* H|v|

IN

Al + [o])* ~ol.

Desde que u,v € H}(Q), logo u,v € L?" (). Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes
* 2%
2% e 37 vem que

il el < (/Q|<ru\+\v\>2*)2;1.(/Qw*);*<oo.

Portanto A(|u] + |v])?> ~tv| € L}(€2). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

2

)\|u+tv|2* _ /\|u|2* lutto]2 Ju
2% 2% )\/ 2% 2%
Q

lim = lim
t—=0 Jqo t t—0 t

:)\/|u
Q

Entao existe a derivada de Gateaux de I, em u e

. Ly(u+ tv) — Ir(u)

2.

L’ = 1
2 (u)v 150 ¢
|u+tv]?” Ju[2”
= lim A 2 —A 2
t—0 t

*__
2 QUU.

Q

:)\/\u
0
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Mostremos que

’

1 HY(S) — (H(9)

é continuo.

Seja (u,) C H} () uma sequéncia tal que

u, — uem Hg(Q).
Logo, u, — uwem L? (). Pelo Teorema de Vainberg, a menos de uma subsequéncia (denotaremos
ainda por (u,)) existe h € L? () tais que

up(z) = u(z) g.s. em €

|un ()| < h(z) q.s. em Q, ¥n € N.

Seja v € H}(Q) com ||v]| < 1 segue que

I (up)v — L' (u)v| = ‘A/|un|2*_2unv—)\/|u|2*_2uv
Q Q

=3[ [,

< A/ etnl? 2 — [uf? 2] o],
Q

* * __
22, |u2 2

u)v

Pela desigualdade de Holder com os expoentes 2* e 57— segue que

2*—2

|L (un)v — L' (u)v] < )\/ > 2 un — [u* "ul o]
Q

A (/ Hun 2* 1> (/ |U‘2 )
Q
A (/ ||Un 2% 72un ’u|2* 2* 1> ’U| -
L2* )"

L
5%

IN

2*72un |2 72
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Da imersdo de H}(Q) em L?"(Q) segue que existe k > 0 tal que

2% -1
2\
I (uy)v — L' (w)v] < kA </Q |[wn|* 2w — u[* ?u 2*‘1) Alvll.

*—2

2* *
=271
2*71) oF

[\
&
S

—~

S~

=

3

=
g

- ‘u|2*72u

isso nos da,
y 2% 1
2%\ 2F
A (/ Hun 2 72“71 - |u|2*72u 2*1> 2 sup ’[2/(’&”)1} - I2I(u)U’
Q veH(Q)
llvl<1

= 12 (un) = I (u)]

@l

Desde que u,(z) — u(x) q.s. em ) segue que

ot ()22t () — u() ()77 5 0

q.s. em ) e

*

2*—2 2*—2u(l,)|2*27—1

|[n ()

IN

un () = Ju(z)

2755 { (un () (@) + (Jule) ) 77}
< 2 () + Ju))

q.s. em Qe Vn e N.
Como h?", |[ul* € LY(Q) entao 22*27:.(h2* + |ul*) € LY(Q). Pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue,

_2* * . « _2*
lim (k.\) T / I ul Pu|TT = (k:/\)221/ Hm || * 2w, — Jul* " 2u|
Tl—)OO Qn—>oo
- (k:.A)zf*l/o
Q
= 0.
Desde que,
2*2 1
o* E3
A (/Q enl? 2t — Juf? 2 2*1) > | (un) — I2l(u)”<H5<m>’
segue que
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2* *

lim |1 (un) — B'(w)| 7,0 < lim (k)T ] 2w, — [ul? 2|7
n—00 (Hq () n—o00 Q
= 0.
Entao
7}5{)10 115 (un) — Ir(u) i@y =0,
consequentemente
. / / o
T (15 () = (@), =0

mostrando que a derivada de Gateaux é continua, pela proposigao 4.2 segue que I, € C'(H}(Q), R).

Provemos que I3 € C'(H}(Q),R).
Considere ¢t € R tal que 0 < [t| < 1 e u,v € H} (), definimos g : [0,1] — R dada por,

g(s) = F(x,u+ stv).

Pela defini¢ao de g, vem que g é continua em [0, 1] e derivavel em (0,1), do Teorema do Valor

Médio existe 6 € (0, 1) tal que,

Entao,

F(z,u+tv) — F(z,u) = F'(x,u+ stv)
= f(z,u+ 0tv)tv,

logo

F(z,u+tv) — F(x,u)
t

= f(x,u+ Otv)v.

Usando o fato da fungao f ser de Carathéodory segue que,

F tv) — F
—

t—0 t
= f(z,u)v
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q.s. em €.

Note que da condicao de crescimento de f segue que

|f(x,u+ 0tv)v] = |f(x,u+ 0tv)].|v|

= (C.+elu+0tv)* ). |v]

IN

Celv| + 6\v|22*’1(|u -1 ]91511]2*’1)

< Cllu| 4+ 2% Mol juf T F 222 ol

onde C.|v| + 2% “Hol|u* 7t + 22"~ Hw|* € LY().

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim F(z,u+tv) — F(z,u) _ /limF(m,u+tv)—F(x,u)
o t—0 t

_ /Q £, u)o.

Entao existe a derivada de Gateaux de I3 em u e

t=0 Jq t

I3(u+ tv) — I3(u)

’ . .
I'(u)y = 11_1% ,
_ lim F(z,u+tv) — F(x,u)
t—0 t

_ /Q f(z,u)v.

Mostremos que

’

Is" : Hy(Q) — (Hy(9))

é continuo.

Seja (u,) C H}(2) uma sequéncia tal que

u, — u em Hy(Q).

Logo, u, — uem L?*(2). Pelo Teorema de Vainberg, a menos de uma subsequéncia (denotaremos

ainda por (u,)) existe h € L*(Q) tais que
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up(z) = u(z) g.s. em

|u,(z)] < h(z) q.s. em Q, Vn € N.

Seja v € HE () com |[v]| < 1 segue que

|5 (un)v = I"(w)v] - =

[ s - / F (s

[ (1) = Flae
< / @) — Fo 0o,

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

IEWMU—HWWIS(/V@ww—f@me

< { [ 11w - 1 >\2}§.{/Qrv12}%

= |f x un) f(x u)|L2(Q) | |L2(Q)

Da imersdo continua de Sobolev de H}(Q) em L?(2) segue que existe k > 0 tal que

|]3/(U,n>’u — I3l(U)U| - |f(x7 un) - f([E, u)|L2<Q)’|U|L2(Q)
= klf(z,un) = f(z,u)] o IV
< k’|f(33yun) _f($7u)‘L2(Q)

isso nos da,

Ff o) — f@u)l,an = sup 5 (un)o — ' (u)o]

veEH(Q)
lvlI<1

= s (un) = Is"(u)]

#HE @)

Desde que u,(z) — u(z) q.s. em Q e f ser Carathéodory segue que

£ (@, uae) — Flau(@)]? = 0
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q.s. em ) e pela condicao de crescimento de f vem que

F @, un (@) = Fu@)]P < {1 @ un(@)] + |z u@)]}
< O Jun (@) 4 O+ Ju(x) 1Y
< {20, 4 2h(x)* 1}
< 4(4C2 4 4h(x)*Y)
< 16(C.2 + h(x)** V)

onde 16(C.> + h(m)Q(z*_l)) e LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

tim (7o) = e, = Jm [ 1) — fo o)
= [l £ (o) = flau(@)
_ / 0
Q
= 0.

Dai,

’,}l_)né.lo |f(1:7un) - f(‘/'r’u)|L2(Q) = 0
Entao,

. 12 / .
nh_g.lo HI?) (un) — I3 (U)H(Hé(n))’ < knh_{{.lo ‘f(x>un) - f(x7u)’L2(Q)
= 0.
Portanto,
. !/ / —
T 15 )~ Il =0,

mostrando que a derivada de Gateaux ¢ continua, pela proposigao 4.2 segue que I3 € C'(Hj (), R).

Podemos concluir que I, = I, — I, — I3 € C*(Hj(Q),R) ]
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Capitulo 6
Apéndice C

Apresentaremos alguns resultados da teoria de género de Krasnoselskii, para mais detalhes veja
14, 8

Sejam E um espago de Banach real, defina
E={AcC E\{0}; A éfechado em E e simétrico na origem}. (6.1)

Definicao: Dado A € ¢, definimos o género de A por

i) v(A)=inf{n e N,3 p € C(A,R"\{0}) impar};

ii) 7(A) = oo se nao existe n € Ne p € C(A,R"\{0}) impar;
i) v(0) = 0.

Observagao: Note que dizer que y(A) = j equivale a dizer que j ¢ o menor nimero natural tal que

existe uma aplicacao fmpar ¢ € C(A,R/\{0})

Proposigao 6.1 sejam A € ¢ e  C R™ aberto, limitado, simétrico, onde 0 € . Se existir h €

C(A,09) tal que h é um homeomorfismo impar, entao y(A) = n.
Corolario 6.1 Seja £ =R" e 2 C R™ aberto, limitado, simétrico com 0 € , entao v(9€2) = n.
Corolario 6.2 Seja E = R" e considerando S*' = {z € R¥; |[jz| =1} C R", entdo y(S* ') = k.

Teorema 6.1 (Propriedades de Género)

Sejam A, B € &£, entao
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i) (Normalizagao)
v({z, —x}) = 1,Vo € E\{0}.
ii) (Propriedade para aplicagoes impares). Se existe f € C(A, B) impar, entao
7(4) <~(B).
ili) (Monotonicidade). Se A C B, entao
v(A) <(B).

iv) (Subaditividade).

(AU B) < ~(A) + v(B).

v) (Continuidade). Se K € £ é compacto, entdo v(K) < oo, e ainda, existe 6 > 0 tal que

Ns(K) ={z € E; [lx = K[| <0} €& e 7(N5(K)) =~(K)

vi) Seja A € £ e y(A) > 2, entdo A possui uma infinidade de pontos.
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