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Resumo

Neste trabalho iremos estudar a existência de múltiplas soluções para o problema elíptico semi-

linear

(P )

 −∆u = λ|u|2∗−2u+ f(x, u), x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN um domínio limitado, com fronteira suave, 2∗ = 2N
N−2

é o expoente crítico de Sobolev e

λ > 0.

Palavras chaves: problemas elípticos semilineares, expoente crítico de Sobolev, Teorema do Passo

da Montanha, Lema de Concentração de Lions.
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Abstract

In this work study the existence of multiple solutions for semilinear elliptic problem

(P )

 −∆u = λ|u|2∗−2u+ f(x, u), x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

where Ω ⊂ RN is a bounded smooth domain, 2∗ = 2N
N−2

is the critical Sobolev exponent and λ > 0.

Key words: semilinear elliptic problems, crititical growth, Mountain Pass Theorem, Lema con-

centration of Lions.
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Introdução

Vamos estudar neste trabalho a existência de multiplas soluções para o problema elíptico semi-

linear com crescimento crítico dado abaixo

(P )

 −∆u = λ|u|2∗−2u+ f(x, u), x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

onde Ω um domínio limitado do RN, com fronteira suave, λ > 0, 2∗ = 2N
N−2

é o chamado expoente

crítico de Sobolev e f : Ω× R→ R é função que satisfaz a condição de Carathéodory,

sup
Ω×[−M,M ]

|f(x, s)| = f
M
<∞, ∀M > 0,

e ainda as condições abaixo

(f1) lim
|s|→∞

f(x, s)

|s|2∗−1
= 0, uniformemente q.s. em Ω;

(f2) existem σ ∈ [0, 2) e a1, a2 > 0 tais que

1

2
f(x, s)s− F (x, s) ≥ −a1 − a2|s|σ,∀ s ∈ R, q.t.p. em Ω,

onde F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t)dt;

(f3) existe uma constante B > 0 tal que F (x, s) ≥ µk
|s|2
2
−B, ∀s ∈ R, q.t.p. em Ω;

(f4) lim
s→0

sup
2F (x, s)

s2
= a(x) ≤ µj, uniformemente q.t.p. em Ω e a(x) 6= µj ,

onde µj são autovalores de −∆ em H1
0 (Ω) com a condição de Dirichlet.

O estudo de equações dessa natureza começou em 1983 com o trabalho pioneiro de Brezis e

Nirenberg [5], no qual obtiveram existência de solução positiva para o problema

(BN) −∆u = λu+ |u|2∗−2u, x ∈ Ω, u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

com λ ∈ (0, µ1(Ω)). Este trabalho motivou um estudo profundo de problemas com essa natureza.

Em 2003 Silva e Xavier [16] obtiveram múltiplas soluções para o problema (P ), a grande dificuldade
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para a obtenção de soluções para os problemas (P ) e (BN) está na falta de compacidade da imersão

H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), assim o funcional associado ao problema estudado por Brezis e Nirenberg não sat-

isfaz a condição de Palais-Smale em todos os níveis, entretanto utilizando funções de corte adequadas

mostra-se que o nível minimax esta abaixo do nível crítico para o qual a condição de Palais-Smale

é verdadeira. Não podemos aplicar aqui a mesma técnica, pois o problema (P ) com f(x, u) = u

é equivalente a obter solução de (BN) com λ > 0 e suficientemente grande. Para obter multiplas

soluções, Silva e Xavier fizeram uma abordagem variacional para o problema, utilizando uma versão

do teorema do passo da montanha com simetria [1, 2, 15], além disso eles trabalharam com uma

condição mais fraca do que a de Ambrosetti e Rabinowitz. Para superar a falta de compacidade

utilizaram o lema de concentração de compacidade de Lions [12, 13]

O principal resultado deste trabalho pode ser encontrado em [16] o qual enunciamos abaixo

Teorema 0.1 Considere o problema (P ). Suponha que f(x, s) seja ímpar em s e satisfaça (f1),

(f2),(f3) e (f4). Então existe λ∗k ∈ (0,∞] tal que (P ) possui pelo menos k − j + 1 pares de soluções

não triviais para todo λ ∈ (0, λ∗k).

As soluções fracas de (P ) são precisamente os pontos críticos do funcional Iλ : H1
0 (Ω)→ R, onde

Iλ ∈ C1 é dado por

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
∫

Ω

F (x, u)dx.

Portanto para resolver (P ) iremos utilizar métodos variacionais para mostrar existência de mul-

tiplos pontos críticos para o funcional associado ao problema (P ).

No Capítulo 1 vamos demonstrar uma versão do Teorema do Passo da Montanha com sime-

tria, esta demonstração será feita através de dois lemas de deformação baseados na prova de Clark

em [6], no Capítulo 2 iremos demonstrar o Lema de Concentração de compacidade de Lions, este

lema descreve como ocorre a falta de compacidade da imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), no Capítulo 3

demonstraremos o Teorema 1.1, para provarmos a condição de Palais-Smale utilizaremos (f1) e (f2),

resaltamos que a condição de Ambrosetti-Rabinowitz [1] implica na condição (f2), sendo assim ela é

uma condição mais fraca, as condições (f3) e (f4) fornecem as condições geométrica para o teorema

do passo da montanha com simetria. No capítulo 5 provamos que o funcional associado é de classe

C1 e nos capítulos 4 e 6 apresentamos alguns resultados e definições que foram usadas no decorrer

do trabalho.
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Capítulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Neste capítulo trataremos da generalização da versão do Teorema do Passo da Montanha de

Ambrosetti e Rabinowitz [1]. Seja E um espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R) dizemos que I

satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c, e escreveremos que I satisfaz (PS)c, se qualquer

sequência (un) ⊂ E que satisfaz

I(un)→ c e I ′(un)→ 0 em E∗

possui uma subsequência convergente.

Dizemos que I satisfaz a condição de Palais-Smale para sequências limitadas no nível c, e es-

creveremos que I satisfaz (PSB)c, se qualquer sequência limitada (un) ⊂ E que satisfaz

I(un)→ c e I ′(un)→ 0 em E∗

possui uma subsequência convergente.

Vamos agora enunciar o uma versão do teorema do passo da montanha com simetria que pode

ser encontrada em [2, 15] .

Teorema 1.1 Seja E = V ⊕ X um espaço de Banach real com dimV = k < ∞. Suponha que

I ∈ C1(E,R) seja um funcional par satisfazendo I(0) = 0 e

I1) Existe r̂ > 0 tal que I(u) ≥ 0, ∀u ∈ X ∩ ∂Br̂(0);

I2) Existem b > 0, m > k e uma variedade M = φ(Rm) ⊂ E, onde φ : Rm → M é um homeomor-

fismo ímpar satisfazendo lim
‖y‖→∞

‖φ(y)‖ =∞ , tais que sup
u∈M

I(u) < b <∞;

I3) I satisfaz (PSB)0 e (PS)c para 0 < c < b;
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Então I possui pelo menos l = m − k pares de pontos críticos não triviais ±u1,...,±ul tais que

I(uj) ∈ [0, b) para j = 1, ..., l.

Para demonstrar este teorema, apresentaremos dois lemas auxiliares e estabeleceremos algumas no-

tações. Definimos

Kc = {u ∈ E; I(u) = c; I ′(u) = 0},

Ic = {u ∈ E; I(u) ≤ c},

K̃0 = K0 ∩ ∂Br̂(0).

Para A ⊂ E, denotamos por Nδ(A) a δ-vizinhança fechada de A, isto é,

Nδ(A) = {u ∈ E; ‖u− A‖ ≤ δ}.

Definimos Nδ(∅) = ∅ e para um conjunto X ⊂ RN

‖a−X‖ = inf
{
‖a− x‖

RN
; x ∈ X

}
.

1.1 Lemas de Deformação

Definição 1.1 . Seja I ∈ C1(E,R) e Ê = {u ∈ E : I ′(u) 6= 0}. Dizemos que v ∈ E é um vetor

pseudo-gradiente para I em u ∈ Ê se,

i) ‖v‖ ≤ 2‖I ′(u)‖.

ii) 〈I ′(u), v〉 ≥ ‖I ′(u)‖2.

Dizemos que h : Ê → E é um campo pseudo-gradiente para I em u ∈ E quando,

a) h é localmente Lipschitziana, ∀u ∈ Ê.

b) Para todo u ∈ Ê h(u) é um vetor pseudo-gradiente para I em u.

Lema 1.1 Se I ∈ C1(E,R) então existe um campo pseudo-gradiente para I em Ê.

Demonstração:

Por definição temos que.
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‖I ′(v)‖ = sup
x∈E
‖x‖=1

〈I ′(v), x〉, ∀v ∈ Ê.

Segue da definição de supremo que, dados v ∈ Ê e ε > 0, existe xvε ∈ E satisfazendo ‖xvε‖ = 1 e

‖I ′(v)‖ − ε < 〈I ′(v), xvε〉.

Como I ′(v) 6= 0, então para ε = ‖I′(v)‖
3

> 0 obtemos

2‖I ′(v)‖
3

< 〈I ′(v), xvε〉.

Então uv = 3‖I′(v)‖xvε
2

é um vetor pseudo-gradiente para I em v ∈ Ê. De fato,

‖uv‖ =
3‖I ′(v)‖ · ‖xvε‖

2
=

3‖I ′(v)‖
2

< 2‖I ′(v)‖

e

〈I ′(v), uv〉 = 〈I ′(v),
3‖I ′(v)‖xvε

2
〉

=
3‖I ′(v)‖

2
.〈I ′(v), xvε〉

>
3‖I ′(v)‖

2
.
2‖I ′(v)‖

3

= ‖I ′(v)‖2
.

Sendo I ∈ C1(E,R), a função norma contínua e Ê aberto, existe uma vizinhança aberta Vv de v

contida em Ê tal que

‖zv‖ ≤ 2‖I ′(w)‖, (1.1)

〈I ′(w), zv〉 ≥ ‖I ′(w)‖2 (1.2)

Para todo w ∈ Vv. Note que

V = {Vv}v∈Ê

5



é uma cobertura aberta de Ê. Como Ê é um espaço métrico completo, então é paracompacto (Ver

[11]). Da definição de paracompacidade, existe uma cobertura aberta de Ê

U = {Vvλ}λ∈Σ,

localmente finita que refina V , ou seja, para cada λ ∈ Σ existe v ∈ Ê tal que

Vvλ ⊂ Vv.

Logo, por (1.1) e (1.2) tem-se que

‖uv‖ ≤ 2‖I ′(w)‖, (1.3)

〈I ′(w), uv〉 ≥ ‖I ′(w)‖2 (1.4)

∀w ∈ Vvλ .

Para cada λ ∈ Σ, definamos βλ : Ê → R por

βλ(w) = d(w,E\Vvλ).

Sabendo que, dado v ∈ Ê arbitrário, existe Vvλ tal que v ∈ Vvλ ⊂ Vv, podemos definir h : Ê → E

por

h(w) =
∑
λ∈Σ

 βλ(w)∑
ι∈Σ

βι(w)
· zλ

 ,

onde uλ = 3
2
· ‖I ′(vλ)‖xvλ .

Como Ê ⊂ E, então  βλ(w) = 0; w ∈ Ê\Vvλ ,

βλ(w) = d(w, Ê\Vvλ); w ∈ Vvλ .

Como U é localmente finito, então dado w ∈ Ê , existe apenas um número finito pw de índices
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tais que λ ∈ Σ e βλ(w) 6= 0, sendo assim temos que

h(w) =
∑
λ∈Σ

 βλ(w)∑
ι∈p

βι(w)
· zλ



=

pw∑
k=1

 βλk(w)
pw∑
q=1

βιq(w)

· zλ

 .

Note que

pw∑
k=1

 βλk(w)
pw∑
q=1

βιq(w)

 = 1.

Usando (1.4)

‖h(w)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
pw∑
k=1


βλk(w)
pw∑
q=1

βιq(w)

· zλ



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
≤

pw∑
k=1

 βλk(w)
pw∑
q=1

βιq(w)

 · ‖uλ‖
≤ 2‖I ′(w)‖,

e ainda

〈I ′(w), h(w)〉 =

pw∑
k=1


βλk(w)
pw∑
q=1

βιq(w)

 · 〈I ′(w), zλ〉

= 〈I ′(w), uλ〉
por (1.4)︷︸︸︷
≥ ‖I ′(w)‖2.
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Portanto h(w) é um vetor pseudo-gradiente para I pem w. Note ainda que h é localmente

Lipschitziana. De fato, pela definição de h vem que, localmente h é uma soma finita de funções

que são localmentes Lipschitzianas, para uma determinada vizinhança, pois a cobertura U de Ê é

um refinamento localmente finito de V e as funções dλ são localmente Lipschitzianas. Sendo assim,

existe uma vizinhança onde h é localmente Lipschitziana. Portanto h é um campo pseudo-gradiente

para I em Ê o que conclui a nossa demonstração.

Além disso, seja I ∈ C1(E,R) com I par, então I possui um campo pseudo-gradiente ímpar. De

fato, como acabamos de provar, existe um campo pseudo-gradiente para I. Denotemos por V um

tal campo, definindo W : Ê → E dada por W (u) = 1
2
(V (u) − V (−u)), segue da definição que W é

ímpar e localmente Lipschitzianas e

‖W (u)‖ = ‖1

2
(V (u)− V (−u))‖

≤ 1

2
‖V (u)‖+

1

2
‖V (u)‖

≤ 2‖I ′(u)‖
E∗

e ainda

〈I ′(u),W (u)〉 = 〈I ′(u),
1

2
(V (u)− V (−u))〉

I′(u)linear︷︸︸︷
=

1

2
〈I ′(u), V (u)〉+

1

2
〈I ′(u),−V (−u))〉

Ipar︷︸︸︷
=

1

2
〈I ′(u), V (u)〉+

1

2
〈I ′(−u), V (−u))〉

≥ 1

2
‖I ′(u)‖2

E∗
+

1

2
‖I ′(−u)‖2

E∗

Ipar︷︸︸︷
= ‖I ′(u)‖2

E∗
.

Isto é, W é um campo pseudo-gradiente de I, onde W é ímpar. Note que quando escrevemos

〈I ′(u),−V (−u))〉 = 〈I ′(−u), V (−u))〉 estamos usando o fato de I ∈ C1(E,R) ser par. Mostremos

que 〈I ′(−u), v)〉 = 〈I ′(u),−v)〉, para todo u, v ∈ E.
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Da definição temos,

〈I ′(−u), v)〉 = lim
t→0

I(−u+ tv)− I(−u)

t

=
I(−u+ tv)− I(−u)

t
+ ot(1)

Ipar︷︸︸︷
=

I(−(u− tv))− I(u)

t
+ ot(1)

Ipar︷︸︸︷
=

I(u− tv)− I(u)

t
+ ot(1)

=
I(u+ t(−v))− I(u)

t
+ ot(1)

= lim
t→0

I(u+ t(−v))− I(u)

t

= 〈I ′(u),−v)〉.

Consequentemente,

‖I ′(−u)‖
E∗ = sup

‖v‖=1

|〈I ′(−u), v)〉|

= sup
‖v‖=1

|〈I ′(u),−v)〉|

= sup
‖−v‖=1

|〈I ′(u),−v)〉|

= ‖I ′(u)‖
E∗ .

Lema 1.2 Seja E = V ⊕X um espaço de Banach real com dimV <∞. Suponha que I ∈ C1(E,R)

satisfaça I(0) = 0, (I1) e (PSB)0. Então dado δ > 0, existem ν > 0, r > 0, e um homeomorfismo

η : E → E, satisfazendo

(η1) η(z) = z, para cada z ∈ E\Br̂+r(0);

(η2) I(η(z)) ≥ ν > 0, para cada z ∈ ∂Br̂(0) ∩X\Nδ(K̃0);

(η3) η é ímpar, se I é par.

Demonstração:

Primeiro faremos o caso K̃0 6= ∅. Definimos

Aε = {z ∈ E : ‖z − ∂Br̂(0) ∩X‖ ≤ ε}
⋂
{z ∈ E : ‖z − K̃0‖ ≥ δ

2
}
⋂
{z ∈ E : |I(z)| ≤ ε}.
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Por (PSB)0, existe ε > 0 tal que

‖I ′(u)‖ ≥ ε,∀u ∈ Aε. (1.5)

De fato, suponha que não ocorre (1.5). Então existe uma sequência εn → 0 tal que

‖I ′(un)‖ < εn, un ∈ Aεn .

Como zn ∈ Aεn então |I(zn)| < εn → 0, por (PSB)0 a sequência (zn) possue uma subsequência

que converge em A0, o que é um absurdo, pois A0 = ∅. Logo ocorre (1.5).

Note que vale (1.5) para qualquer ε menor que ε. Consideremos ε ∈ (0, ε), ε < 1. Dados dois

conjuntos A e B fechados disjuntos então existe ψ : RN → [0, 1] Lipschtz contínua tal que ψ(A) = {0}

e ψ(B) = {1} (veja [11]). Além disso, podemos argumentar como no último lema e supor que ψ é

par. Tomemos funções pares e Lipschitz contínuas f, g, ϕ : E → [0, 1] que satisfaçam

f(z) = 0, se ‖z − ∂Br̂(0) ∩X‖ ≥ ε,

f(z) = 1, se ‖z − ∂Br̂(0) ∩X‖ ≤ ε,

g(z) = 0, se I(z) /∈ [−ε, ε],

g(z) = 1, se I(z) ∈ [−ε, ε],

ϕ(z) = 0, se ‖z − K̃0‖ ≤ δ
2
,

ϕ(z) = 1, se ‖z − K̃0‖ ≥ 3δ
4
.

Definimos W : E → E dada por

W (z) =

 g(z)f(z)ϕ(z)h(‖V (z)‖)V (z) , z ∈ E\K,

0, z ∈ K,

sendo I como vimos podemos tomar um campo pseudo-gradiente (V ) de I ímpar. Com h : [0,∞)→ R

dada por h(x) = 1 se x ∈ [0, 1] e h(x) = 1
x
se x > 1, por construção se x ∈ ∂K então existe uma

vizinhança Vx tal que W é nula. Além disso, W restrita a intK e E\K é localmente Lipschtiz por

poder ser escrita como produto de funções localmente Lipschtiz. PortantoW é localmente Lipschitiz,
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e pelo que provamos W é ímpar, decorre da definição de h e do fato de que as imagens de g, f e ϕ

estarem em [0, 1] que 0 ≤ ‖W (z)‖ ≤ 1, com z ∈ E. Então, para cada z ∈ E o problema de Cauchy
d
dt
η(t, z) = W (η(t, z)),

η(0, z) = z,

(1.6)

possui uma única solução η(·, z) definida na reta e η ∈ C([0, 1] × E,E) e ainda η(t, ·) é um homeo-

morfismo de E em E, com t ∈ [0, 1] (Veja [7]).

Como η é solução de (1.6) temos que η(0, z) = z para todo z ∈ E. Seja t0 ∈ (0,min{ε, δ
4
}).

Afirmamos que η(z) = η(t0, z) satisfaz as condições desejadas.

Mostremos (η2). Considere z ∈ ∂Br̂(0) ∩X\Nδ(K̃0). Dividiremos em dois casos. Antes note que

se W (z) = 0 segue que η(t, z) = z é solução de (1.6). De fato,


d
dt
η(t, z) = d

dt
z = 0 = W (z) = W (η(t, z)),

η(0, z) = z,

se W (z) 6= 0, então z ∈ E\K para t ∈ [0, 1], assim η(t, z) ∈ E\K

Daí,

d

dt
I(η(t, z)) = 〈I ′(η(t, z)),

d

dt
η(t, z)〉

= 〈I ′(η(t, z)),W (η(t, z))〉

= g(η(t, z))f(η(t, z))ϕ(η(t, z))h(‖V (η(t, z))‖)〈I ′(η(t, z)), V (η(t, z))〉

≥ g(η(t, z))f(η(t, z))ϕ(η(t, z))h(‖V (η(t, z))‖)‖I ′(V (η(t, z)))‖2

≥ 0.

Logo, I(η(·, z)) : [0, 1]→ R é não-decrescente para z ∈ E\K, sendo I(η(·, z)) é constante em K,

logo I(η(·, z)) e não-decrescente para z ∈ E

Caso 1. Se para algum t ∈ [0, t0] tivermos I(η(t, z)) > ε, como I(η(., z)) é não-decrescente, segue

que

ε < I(η(t, z)) ≤ I(η(t0, z)) = I(η(z)),

fazendo ε = ν vale (η2)

Caso 2. Se para todo t ∈ [t, t0] tivermos

I(η(t, z)) ≤ ε. (1.7)
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Note que

ε ≥ I(η(t, z)) ≥ I(η(0, z)) = I(z)

por (I1)︷︸︸︷
≥ 0 > −ε.

Logo g(η(t, z)) = 1, para t ∈ [0, t0]. Usando o fato de ‖W (η(t, z))‖ ≤ 1 e η(0, z) = z obtemos

‖η(t, z)− z‖ = ‖η(t, z)− η(0, z)‖

= ‖
∫ t

0

d

ds
η(s, z)ds‖

= ‖
∫ t

0

W (η(s, z))ds‖

≤
∫ t

0

‖W (η(s, z))‖ds

≤
∫ t

0

ds

= t

≤ t0,

sendo t0 ∈ (0,min{ε, δ
4
}) vem que

‖η(t, z)− z‖ < ε. (1.8)

Sendo z ∈ ∂Br̂(0) ∩
(
X\Nδ(K̃0)

)
, logo z /∈ Nδ(K̃0).

Daí,

‖η(t, z)− K̃0‖ > δ > δ − t0 > δ − δ

4
=

3δ

4
. (1.9)

Pela definição de ϕ temos que ϕ(η(t, z)) = 1, para todo t ∈ [0, t0]. Por (1.4), (1.5), (1.6) e (I1)

temos que η(t, z) ∈ Aε, para todo t ∈ [0, t0]. Por (1.2) vem que

‖I ′(η(t, z))‖ ≥ ε

e por (1.1),

d

dt
I(η(t, z)) ≥ g(η(t, z))f(η(t, z))ϕ(η(t, z))h(‖V (η(t, z))‖)‖I ′(V (η(t, z)))‖2

≥ ‖I ′(V (η(t, z)))‖2

≥ c = min{ε2,
ε

2
} > 0,
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de (I1) e do Teorema do Valor Médio na reta, existe t1 ∈ (0, t0) tal que

I(η(t0, z))− I(η(0, z))

t0
=

d

dt
I(η(t1, z)),

o que equivale a

I(η(t0, z))− I(η(0, z)) =

(
d

dt
I(η(t1, z))

)
t0

≥ ct0.

Então,

I(η(t0, z)) ≥ c.t0 + I(η(0, z))

= c.t0 + I(z)

≥ c.t0 > 0,

fazendo c.t0 = ν, mostramos (η2).

Vamos mostrar (η1). Seja z ∈ E\Br̂+ε(0) arbitrário, logo ‖z‖ > r̂ + ε. Seja a ∈ ∂Br̂(0) ∩ X

qualquer, logo ‖a‖ = r̂

Daí,

‖z − a‖ ≥ ‖z‖ − ‖a‖ = ‖z‖ − r̂ > ε,

como a ∈ ∂Br̂(0) ∩X temos que f(z) = 0, segue da definição que W (z) = 0, como já vimos, neste

caso v(t, z) é constante, logo

η(z) = η(t0, z) = η(0, z) = z.

mostrando (η1).

Da definição de η, vem que η(t, ·) é ímpar.

Note que no caso em que K̃0 = ∅ as contas são análogas ao caso anterior, apenas fazendo

Aε = {z ∈ E : ‖z − ∂Br̂(0) ∩X‖ ≤ ε; |I(z)| ≤ ε},

obtemos ϕ = 1 em E e t0 = ε.

Lema 1.3 Seja E um espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R). Suponha que α ≤ β e que I satisfaça

(PS)c para c ∈ [α, β]. Então dado ε > 0, existem c1, R0 > 0, ε̂ ∈ (0, ε), e um homeomorfismo

τ : E → E tal que
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(τ1) τ(z) ∈ Iα−ε̂, ∀z ∈ Iβ\BR0(0);

(τ2) I(τ(z)) ≤ I(z), ∀z ∈ E;

(τ3) ‖τ(z)− z‖ ≤ c1, ∀z ∈ E;

(τ4) τ é ímpar se I é par

Demonstração:

Primeiramente, observemos que existem c, ε > 0 e R > 0 tal que

‖I ′(z)‖ ≥ c > 0,∀z ∈ Iβ+ε1\(Iα−ε1 ∪BR(0)). (1.10)

Do contrário, seria possível construir sequências Rn →∞, εn → 0 e cn → 0 tais que

zn ∈ Iβ+εn\(Iα−εn ∪BRn(0))

e ‖I ′(z)‖ ≤ cn.

Da condição (PS)c para c ∈ [α, β], concluímos que existe uma subsequência de (zn) que converge

para z ∈ Iβ\(Iα ∪ E), o que é um absurdo pois Iβ\(Iα ∪ E) = ∅. Logo (1.10) ocorre. Note que

(1.10) vale ainda para qualquer constante positiva menor que ε, ou seja, ε1 ∈ (0, ε). Vamos supor

sem perda de generalidade, c ∈ (0, 1
2
) e ε̂ ∈ (0, ε1).

Definimos,

A = {z ∈ E : I(z) ≤ α− ε1} ∪ {z ∈ E : I(z) ≥ β + ε1},

B = {z ∈ E : α− ε̂ ≤ I(z) ≤ β + ε̂}.

Por construção segue que A ∩ B = ∅. Analogamente ao lema anterior podemos construir f, g :

E → [0, 1] com g = 0 em A, g = 1 em B, g par e localmente Lipschitziana e f de modo que f = 0

em BE(R), f = 1 em E\BR(0), f par e localmente Lipschitziana.

Definimos agora W : E → E por

W (z) =

 −g(z)f(z)h(‖V (z)‖)V (z) , z ∈ E\K,

0, z ∈ K,

onde K é o conjunto dos pontos críticos de I e h : [0,∞)→ R é dada por

h(x) =

 1 , x ∈ [0, 1]

1
x
, x > 1,
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como no lema anterior, temos que W é localmente Lipschitziana em E, 0 ≤ ‖W (·)‖ ≤ 1 e W é ímpar

quando I é par.

Para cada z ∈ E dado, considere o seguinte problema de Cauchy
d
dt
η̃(t, z) = W (η̃(t, z)),

η̃(0, z) = z,

(1.11)

seja

T >
β − α + ε̂

c2
. (1.12)

Com argumentos análogos aos usados no lema anterior temos a garantia que para cada z ∈ E,

existe η̃ ∈ C([0, T ]× E,E) que é a única solução de (1.11).

Definindo

η(t, z) = η̃(tT, z)

segue que η ∈ C([0, 1] × E,E) e η(t, ·) é um homeomorfismo de E em E. Para cada t ∈ [0, 1],

definimos agora τ : E → E por

τ(z) = η(1, z).

Pelo lema anterior, sendo I par, então η é ímpar. Consequentemente τ é ímpar, o que acaba

mostrando (τ4).

Sendo η̃(t, z) solução de (1.11), η̃(0, z) = z e ‖W (·)‖ ≤ 1 segue que

‖η̃(t, z)− z‖ = ‖η̃(t, z)− η̃(0, z)‖

= ‖
∫ t

0

d

ds
η̃(s, z)ds‖

= ‖
∫ t

0

W (η̃(s, z))ds‖

≤
∫ t

0

‖W (η(s, z))‖ds

≤
∫ t

0

ds

= t.
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⇒ ‖η̃(t, z)− z‖ ≤ t,∀ z ∈ E e t ∈ [0, T ] (1.13)

tomando t = T temos

‖η̃(T, z)− z‖ ≤ T,∀ z ∈ E

mas

η̃(T, z) = η(1, z) = τ(z).

Portanto

‖τ(z)− z‖ ≤ c1,∀z ∈ E

onde c1 = T , o que acaba mostrando (τ3).

Mostremos (τ2)

Note que se W (z) = 0 então η̃(t, z) é solução de (1.11) e ainda η̃(t, z) é constante em K, onde

t ∈ [0, T ] logo

η̃(t, z) = η̃(T, z) = η(1, z) = z

sendo assim

I(τ(z)) = I(z), z ∈ K.

se W (z) 6= 0, segue z ∈ E\K para t ∈ [0, T ], então η̃(t, z) ∈ E\K

Daí,

d

dt
I(η̃(t, z)) = 〈I ′(η̃(t, z)),

d

dt
η̃(t, z)〉

= 〈I ′(η̃(t, z)),W (η̃(t, z))〉

= −g(η̃(t, z))f(η̃(t, z))h(‖V (η̃(t, z))‖)〈I ′(η̃(t, z)), V (η̃(t, z))〉

≤ −g(η̃(t, z))f(η̃(t, z))h(‖V (η̃(t, z))‖)‖I ′(η̃(t, z))‖2

≤ 0

Logo, para z fixo a t→ I(η(t, z)) é não-crescente em [0, T ].

Daí,

I(η̃(t, z)) ≤ I(η̃(0, z))

= I(z), z ∈ E\K e ∀t ∈ [0, T ]
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fazendo t = T vem que

I(τ(z)) = I(η(1, z))

= I(η̃(t, z))

≤ I(z),∀z ∈ E\K

de onde concluímos (τ2).

Mostremos agora (τ1), note que

Iβ\BR0(0) ⊂ Iα−ε̂ ∪ {Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0)}

afirmamos que (τ1) é satisfeita para R0 > 2R + T . Tomemos z ∈ Iβ\BR0(0) logo

z ∈ Iα−ε̂ ∪ {Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0)}.

Se z ∈ Iα−ε̂, então I(z) ≤ α− ε̂, temos que

I(τ(z)) ≤ I(z),∀ z ∈ E,

em particular vale para z ∈ Iα−ε̂ então

I(τ(z)) ≤ I(z) ≤ α− ε̂.

ou seja,

τ(z) ∈ Iα−ε̂

Se z ∈ Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0).

Note que

‖z‖ = ‖z − η̃(t, z) + η̃(t, z)‖

≤ ‖z − η̃(t, z)‖+ ‖η̃(t, z)‖

o que fornece

‖η̃(t, z)‖ ≥ ‖z‖ − ‖z − η̃(t, z)‖
por (1.13)︷︸︸︷
≥ ‖z‖ − t

pois t∈[0,T ]︷︸︸︷
≥ ‖z‖ − T.
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Como ‖z‖ > R0. De fato, caso ‖z‖ ≤ R0, vem que

z ∈ BR0(0) ⊂ Iα−ε̂ ∪BR0(0)

absurdo, pois z ∈ Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0).

Então

‖η̃(t, z)‖ > ‖z‖ − T

> R0 − T

> 2R

ou seja,

η̃(t, z) ∈ E\B2R(0),∀t ∈ [0, T ], (1.14)

pela definição da f temos que

f(η̃(t, z)) = 1,∀t ∈ [0, T ].

Afirmamos que

τ(z) = η(1, z) = η̃(T, z) ∈ Iα−ε̂. (1.15)

Vamos supor, por contradição que não ocorre (1.15), ou seja,

I(η̃(T, z)) > α− ε̂,

sendo I(η̃(·, z)) não-crescente t ∈ [0, T ] então

I(η̃(t, z)) ≥ I(η̃(T, z))

> α− ε̂, ∀t ∈ [0, T ].

Como estamos tomando z ∈ Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0) segue que

I(z) ≤ β < β + ε̂
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por outro lado, como z ∈ Iβ segue que

β + ε̂ > I(z)

= I(η(0, z))

= I(η̃(0, z))

≥ I(η̃(t, z))

> α− ε̂,∀t ∈ [0, T ]

logo η̃(t, z) ∈ B então

g(η̃(t, z)) = 1, ∀t ∈ [0, T ].

Note que sendo ε1 > ε̂, implica que I(η̃(t, z)) > α− ε̂ > α− ε1, ou seja,

η̃(t, z) /∈ Iα−ε1 , ∀t ∈ [0, T ].

Por (1.14) tem-se η̃(t, z) /∈ B2R(0), t ∈ [0, T ] segue de imediato que η̃(t, z) /∈ BR(0), t ∈ [0, T ].

Então η̃(t, z) /∈ Iα−ε1 ∪BR(0), como tomamos z ∈ Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0) vem que I(z) ≤ β, e mais

I(η̃(t, z)) ≤ I(η̃(0, z))

= I(z)

≤ β

< β + ε1, ∀t ∈ [0, T ]

isto é,

η̃(t, z) ∈ Iβ+ε1 , ∀t ∈ [0, T ]

logo

η̃(t, z) ∈ Iβ+ε1\Iα−ε1 ∪BR(0), ∀t ∈ [0, T ].
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Por (1.10)

‖I ′(η̃(t, z))‖ ≥ c > 0

e

d

dt
I(η̃(t, z)) ≤ −g(η̃(t, z))f(η̃(t, z))h(‖V (η̃(t, z))‖)‖I ′(η̃(t, z))‖2

≤ −c2.

Veja

I(η̃(T, z))− I(η̃(0, z)) =

∫ T

0

d

ds
I(η̃(s, z))ds

≤
∫ T

0

−c2ds

= −c2T,

logo

I(τ(z)) = I(η(1, z))

= I(η̃(T, z))

≤ I(η̃(0, z))− c2T

= I(z)− c2T

≤ β − c2T
por(1.12)︷︸︸︷
< α− ε̂

isto é,

τ(z) ∈ Iα−ε̂

o que é um absurdo, pois supomos I(τ(z)) > α− ε̂, logo vale (1.15). Portanto

τ(z) ∈ Iα−ε̂, ∀z ∈ Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0)

de onde

τ(z) ∈ Iα−ε̂, ∀z ∈ Iα−ε̂ ∪ {Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0)},
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sendo Iβ\BR0(0) ⊂ Iα−ε̂ ∪ {Iβ\Iα−ε̂ ∪BR0(0)} vem que

τ(z) ∈ Iα−ε̂, ∀z ∈ Iβ\BR0(0)

sendo assim mostrando (τ1).

Com a ajuda dos lemas anteriores já provados, vamos provar o Teorema 1.1.

Vamos primeiro mostrar 0 /∈ K̃0. De fato, caso contrário teríamos ‖0‖ = r̂ > 0 o que é um

absurdo.

Mostremos que K̃0 é simétrico. Desde que I ∈ C1(E,R) é um funcional par, vem que

I(−u) = I(u) (1.16)

e

〈I ′(−u), v〉 = 〈I ′(u),−v〉, (1.17)

∀u, v ∈ E.

Seja u ∈ K̃0, logo

u ∈ K0 e ‖u‖ = r̂.

Como u ∈ K0 tem-se I(u) = 0 e I ′(u) = 0, por (1.17)

〈I ′(−u), v〉 = 〈I ′(u),−v〉

= 〈0,−v〉

= 0

∀v ∈ E, sendo assim

I ′(−u) = 0.

De (1.16) temos que I(−u) = 0, então −u ∈ K0 e ainda

‖ − u‖ = ‖u‖ = r̂

conclui-se que

−u ∈ K̃0,∀ u ∈ K̃0,
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ou seja,

K̃0 ⊂ −K̃0.

Analogamente se mostra a outra inclusão, sendo assim temos que K̃0 é simétrico em relação a

origem.

Agora mostremos que K̃0 é compacto.

Seja (un) ⊂ K̃0 logo

(un) ⊂ K0 e ‖un‖ = r̂

sendo (un) ⊂ K0 vem que

I(un) = 0 e I ′(un) = 0,∀n ∈ N (1.18)

(un) é limitada em E, pois ‖un‖ = r̂, ∀n ∈ N e pela hipótese de I, isto é, de verificar (PSB)0

temos que existe uma subsequência (unk) ⊂ (un) que converge em E, isto é,

un → u em E.

Como I ∈ C1(E,R) temos que

I(unk)→ I(u)

e

I ′(unk)→ I(u) em E∗.

Por (1.18) tem-se

I(unk) = 0 e I ′(unk) = 0 (1.19)

e da unicidade do limite temos que

I(u) = 0 e I ′(u) = 0 (1.20)
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e da continuidade da função norma vem que ‖u‖ = r̂, isto nos da

u ∈ K0∩∂Br̂(0) = K̃0

então K̃0 é compacto (fechado). Sendo assim K̃0 ∈ E , onde

E = {A ⊂ E\{0}, A é fechado em E e simétrico em relação a origem},

Veja no Apêndice C, que existe δ > 0 tais que

N2δ(K̃0) ∈ ε e γ(N2δ(K̃0)) = γ(K̃0).

Para este δ acima, aplicamos o Lema 1.2, ou seja, existem ν > 0, r > 0 e um homeomorfismo

ímpar η : E → E onde

η1) η(z) = z, para cada z ∈ E\Br̂+r(0);

η2) I(η(z)) ≥ ν > 0, para cada z ∈ ∂Br̂(0) ∩X\Nδ(K̃0);

Pela condição (I2) escolhemos β tal que sup
z∈M

I(z) < β < b, podemos ainda supor sem perda de

generalidade que 0 < ν < β. Seja α ∈ (0, ν] e usando (I3) estamos nas condições do Lema 1.3,

portanto existem c1, R0, ε̂ > 0 e um homeomorfismo ímpar τ : E → E tal que

τ1) τ(z) ∈ Iα−ε̂, ∀z ∈ Iβ\BR0(0);

τ2) I(τ(z)) ≤ I(z) > 0, ∀z ∈ E;

τ3) ‖τ(z)− z‖ ≤ c1, ∀z ∈ E.

tomando R1 > max{R0, r̂ + c1 + r}, por (I2) existe R > 0 tal que

‖φ(y)‖ > R1,∀y ∈ ∂BRm(R) (1.21)

Definimos D = φ(BR),onde BRm(R) = BR, G = {h ∈ C(D,E) : h é ímpar e h = τ em ∂D}

e, com j = 1, ...,m tem-se Γj = {h(D\Y ) : h ∈ G, Y ∈ E , γ(Y ) ≤ m − j}, onde E esta definido em

(6.1) e os conjuntos Γj apresentam as seguintes propriedades (Veja [14]) :

(Γ1) Γj 6= ∅, ∀j = 1, ...,m;

(Γ2) Γj+1 ⊂ Γj, ∀j = 1, ...,m− 1;

(Γ3) Se ϕ ∈ C(E,E) é ímpar e ϕ = Id em Iα−ε̂ ou em E\Bρ+r(0), então ϕ(B) ∈ Γj, ∀B ∈ Γj;
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(Γ4) Se B ∈ Γj, Z ∈ ε e γ(Z) ≤ s < j, então B\Z ∈ Γj−s.

Vamos definir uma sequência de valores minimax para o funcional I, onde

cj = inf
B∈Γj

max
z∈B

I(z),

com j = 1, ...,m.

Para todo B ∈ Γ1, B pode ser escrito como imagem de uma função ímpar, logo 0 ∈ B, portanto

max I(z) ≥ I(z),∀z ∈ B

em particular temos

max I(z) ≥ I(0) = 0

sendo assim

c1 = inf
B∈Γ1

max
z∈B

I(z) ≥ 0.

Por (Γ2) segue que cj+1 ≥ cj, onde j = 1, ...,m − 1. Por outro lado, como τ(D) ∈ Γm e agora

usando (τ2) e (I2) temos que

0 ≤ c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm < b.

Para concluírmos a demonstração do Teorema 1.1 precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 1.4 Se j > k = dimV , B ∈ Γj+q e γ(K̃0) ≤ q, q ≥ 0, então

B ∩ η(L),

onde L = X ∩ ∂Br̂(0)\Nδ(K̃0).

Demonstração:

Vamos por um momento afirmar que dado j > k para cada B ∈ Γj tem-se que

B ∩X ∩ ∂Br̂(0) 6= ∅. (1.22)

24



Considere j > k, γ(K̃0) ≤ q e B ∈ Γj+q, usando η obtida no Lema 1.2 tem-se que η−1 : E → E

é uma função contínua ímpar, e por (η1) segue que

η−1 = Id, em E\Br̂+r(0).

Sendo assim podemos usar (Γ3), para concluir que, η−1 ∈ Γj+q.

Usando o fato de K̃0 ∈ E ser compacto segue que existe δ > 0 tal que

N2δ(K̃0) ∈ ε e γ(N2δ(K̃0)) = γ(K̃0)) ≤ q,

note que agora estamos nas condições de (Γ4), isto é,

η−1(B)\N2δ(K̃0) ∈ Γ(j+q)−q = Γj.

De (1.22) temos que

η−1(B)\N2δ(K̃0) ∩X ∩ ∂Br̂(0) 6= ∅.

Usando o fato de

η−1(B)\N2δ(K̃0) ⊂ η−1(B)\Nδ(K̃0),

então

η−1(B)\N2δ(K̃0) ∩X ∩ ∂Br̂(0) ⊂ η−1(B)\Nδ(K̃0) ∩X ∩ ∂Br̂(0)

= B ∩X ∩ ∂Br̂(0)\Nδ(K̃0)

= B ∩ L

= B ∩ η(L)

ou seja,

B ∩ η(L) 6= ∅

como queríamos. Agora provemos que de fato vale (1.22). Dado B = h(D\Y ) ∈ Γj onde j > k,

considere os seguintes conjuntos

ϑ = {z ∈ D : h(z) ∈ BE(r̂)} e Sh = {z ∈ D : h(z) ∈ ∂BE(r̂)}.
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Seja z ∈ ∂D, como D = φ(BR) e da continuidade de φ tem-se que

∂D = ∂φ(BR) = φ(∂BR).

Logo, z ∈ φ(y) onde y ∈ ∂BR = ∂BR, segue de (1.21)

‖z‖ = ‖φ(y)‖ > R1, y ∈ ∂BR

de (τ3) temos que ‖τ(z)− z‖ ≤ c1, desde que R1 > r̂ + c1 + r e h = τ em ∂D.

Daí,

‖h(z)‖ = ‖τ(z)‖

= ‖z − z + τ(z)‖

= ‖z − (z − τ(z))‖

≥ ‖z‖ − ‖z − τ(z)‖

> R1 − c1

> r̂ + r

> r̂,

então ∂D ∩ ϑ = ∅ e ainda ϑ = φ(A), onde A = (h ◦ φ|BR)−1(Br̂(0)) ⊂ Rm é um conjunto aberto,

limitado e simétrico com respeito a origem. Como consequência do Teorema de Borsuk-Ulam tem-se

que γ(∂A) = m, e usando o fato de φ ser um homeomorfismo segue que

γ(∂ϑ) = γ(∂φ(A)) = γ(φ(∂A)) = m

e ainda

h(∂ϑ) = h(∂φ(A))

= h ◦ φ(∂A)

= h ◦ φ(∂((h ◦ φ|BR)−1(Br̂(0))))

= h ◦ φ((h ◦ φ|BR)−1(∂Br̂(0))) ⊂ ∂Br̂(0)

isto nos dá

∂ϑ ⊂ Sh.
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Decorre das popriedades de gênero que

γ(h(Sh\Y )) ≥ γ(Sh\Y )

≥ γ(Sh\Y )

= γ(Sh)− γ(Y )

≥ γ(∂ϑ)− γ(Y )

= m− (m− j)

= j

> k.

Como codim X = k, segue que

h(Sh\Y ) ∩X ∩ ∂Br̂(0) 6= ∅

e sendo h(Sh\Y ) ⊂ B temos que

B ∩X ∩ ∂Br̂(0) 6= ∅

como queríamos.

Lema 1.5 Se n > k e cn ≤ ... ≤ cn+q < ν, q ≥ 0 então γ(K̃0) ≥ q + 1.

Demonstração:

Note que

γ(K̃0) ≥ q + 1 > q.

Vamos supor, por contradição, que não vale a desigualdade acima, ou seja,

γ(K̃0) ≤ q.

Pelo lema anterior, dado B ∈ Γn+q, tem-se

B ∩ η(L) 6= ∅,
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isto é, existe z0 ∈ B ∩ η(L), usando o fato de z0 ∈ η(L) logo por (η2) segue que

I(z0) ≥ ν > 0

daí

max
z∈B

I(z) ≥ I(z0) ≥ ν

onde B ∈ Γn+q então

cn+q = inf
B∈Γn+q

max
z∈B

I(z)

≥ ν

o que é um absurdo, pois pela hipótese tem-se cn+q < ν, então γ(K̃0) ≥ q + 1.

Lema 1.6 Se j > k e cj = ... = cj+p ≡ c ≥ α, onde p ≥ 0 então γ(Kc) ≥ p+ 1.

Demonstração:

Desde que c ≥ α > 0 e I(0) = 0, temos que 0 /∈ Kc. De fato, se 0 ∈ Kc vem que

0 = I(0) = c

o que é um absurdo, pois c > 0. Como já provamos anteriormente Kc é um conjunto fechado e

simétrico , segue que Kc ∈ E , da condição (I3) temos que Kc é compacto. Note que,

γ(Kc) ≥ p+ 1 > p.

Vamos supor, por contradição, que não vale a desigualdade acima, ou seja, γ(Kc) ≤ p, vem das

propriedades básicas de gênero que existe δ > 0 tal que

Nδ(Kc) ∈ ε e γ(Nδ(Kc)) = γ(Kc) ≤ p.

Dividimos em dois casos,

Caso 1. Se p = 0, segue que Kc = Nδ(Kc) = ∅ o que é um absurdo, pois sendo Kc 6= ∅.

Caso 2. Se p > 0, fazendo ϑ = Nδ(Kc) e ε = ε̂
2
, obtemos ε ∈ (0, ε̂

2
) e η ∈ C(E,E) ímpar e

satisfazendo
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(η1) η(z) = z, se I(z) /∈ [c− ε̂
2
, c+ ε̂

2
];

(η2) η(Ic+ε\ϑ) ⊂ Ic−ε.

Escolhendo B ∈ Γj+p de modo que

max
z∈B

I(z) ≤ c+ ε. (1.23)

Desde que B ∈ Γj+p, Nδ(Kc) ∈ ε e γ(Nδ(Kc)) ≤ p então, por (Γ4) segue que

B\ϑ = B\Nδ(Kc) ∈ Γj.

Note que

I(z) ≤ α− ε̂

≤ c− ε̂

< c− ε̂

2

ou seja

z /∈ Ic−
ε̂
2

De (η1) temos que η(z) = z = Id(z) em Ic−
ε̂
2 e consequentemente

η = Id, em Iα−ε̂,

sendo assim estamos nas condições de (Γ3), ou seja,

η(B\ϑ) ∈ Γj.

De (1.23) temos que

c+ ε ≥ I(z), ∀z ∈ B

⇒ B ⊂ Ic+ε

⇒ B\ϑ ⊂ Ic+ε\ϑ.
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Mostremos que

B\ϑ ⊂ Ic+ε\ϑ. (1.24)

Vamos supor, por contradição que não vale (1.24), ou seja, existe b ∈ B\ϑ tal que b /∈ Ic+ε\ϑ,

então existe uma sequência (bn) ⊂ B\ϑ tal que

bn → b,

note que (bn) ⊂ B\ϑ ⊂ Ic+ε\ϑ, ou seja

I(bn) ≤ c+ ε

e

‖bn −Kc‖ > δ, pois bn /∈ ϑ = Nδ(Kc)

fazendo n→∞ e usando o fato de I ser contínuo, vem que

I(b) ≤ c+ ε e ‖b−Kc‖ > δ

ou seja

b ∈ Ic+ε\ϑ

o que é um absurdo, pois estamos tomando b /∈ Ic+ε\ϑ. Então vale (1.24)

B\ϑ ⊂ Ic+ε\ϑ,

usando o fato de η ser contínua tem-se que

η(B\ϑ) ⊂ η(Ic+ε\ϑ),

e por (η2)

η(B\ϑ) ⊂ Ic−ε,
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daí, ∀z ∈ η(B\ϑ) temos que

c− ε ≥ max
z∈η(B\ϑ)

I(z)

≥ inf
η(B\ϑ)∈Γj

max
z∈η(B\ϑ)

I(z)

= c

o que é um absurdo. Portanto temos que

γ(Kc) ≥ p+ 1.

Vamos agora, concluir a demonstração do teorema. Vamos avaliar dois casos.

Caso 1. Consideremos ν de modo que ν ≤ ck+1 ≤ ... ≤ cm, onde ν ≥ α vem que estamos nas

condições do corolário anterior, ou seja, existem infinitos pares de pontos críticos.

Caso 2. Consideremos ν de modo que ck+1 ≤ ... ≤ ck+1+q < ck+2+q ≤ ... ≤ cm, onde ck+1+q <

ν ≤ ck+2+q, note que pelo Lema 1.5 fazendo n = k + 1 segue que γ(K̃0) ≥ q + 1. Se q ≥ 1 segue

que há um número infinito, porém enumerável de pares de pontos críticos não nulos, considerando

o nível zero. Se q = 0 segue que γ(K̃0) ≥ 1, ou seja, da Teoria de Gênero temos pelo menos um

par de pontos críticos não nulo no nível zero, e ainda pelo Lema 1.6 vem que γ(Kcj) ≥ 1 onde

j = k + 2, ...,m. Portanto temos que o funcional I possui pelo menos m− k pares de pontos críticos

não nulos.
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Capítulo 2

Lema de concentração de compacidade

O principal resultado deste capítulo é devido a Pierre Louis Lions, cuja prova pode ser encontrado

em [12, 13]. A demonstração será feita por etapas. Inicialmente provaremos o lema a seguir.

Lema 2.1 Sejam µ, ν ∈M+(RN) tais que(∫
|ϕ|qdν

) 1
q

≤ C0

(∫
|ϕ|pdµ

) 1
p

,∀ϕ ∈ C∞0 (RN)

para uma constante C0 ≥ 0 e 1 ≤ p < q <∞. Então

ν =
∑
j∈J

νjδxj

µ ≥ C−p0

∑
j∈J

νj
p
q δxj ,

onde J é finito ou enumerável, (νj)j∈J ⊂ R∗+ e (xj) ⊂ RN . Além disso, se ν(RN)
1
q ≥ C0µ(RN)

1
p ,

então

ν = γδx0 e µ = C−P0 γ
p
q δx0

com γ ≥ 0 e x0 ∈ RN .

Demonstração:

Por densidade de C∞0 (RN) no espaço das funções mensuráveis e limitadas, segue que para ϕ

mensurável e limitada existe (ϕn) ⊂ C∞0 (RN) tal que

ϕn → ϕ em C∞0 (RN).
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Logo, (∫
|ϕn|qdν

) 1
q

≤ C0

(∫
|ϕn|pdµ

) 1
p

,

passando o limite, vem que (∫
|ϕ|qdν

) 1
q

≤ C0

(∫
|ϕ|pdµ

) 1
p

, (2.1)

∀ϕ limitada e mensurável e limitada.

Pelo Teorema de Decomposição de Lebesgue (ver [10]) temos que

µ = gν + σ, onde g ∈ L1(ν), g ≥ 0

onde ν ⊥ σ, isto é, existem conjuntos disjuntos A e B tais que A ∪ B = RN e σ(A) = ν(B) = 0.

Fazendo µ̃ = gν e ϕ = χ
A
ψ, como ϕ é limitada e mensurável, ψ também o é,

µ̃(X) =

∫
X

dµ̃ =

∫
X

gdν

e

µ(X) =

∫
X

dµ =

∫
X

gdν + dσ.

Daí, (∫
A

|ψ|qdν
) 1

q

=

(∫
A

|χ
A
ψ|qdν

) 1
q

=

(∫
A∪B
|χ

A
ψ|qdν

) 1
q

=

(∫
RN
|ϕ|qdν

) 1
q

por (2.1)︷︸︸︷
≤ C0

(∫
RN
|ϕ|pdµ

) 1
p

= C0

(∫
A

|ϕ|pdµ+

∫
B

|ϕ|pdµ
) 1

p

= C0

(∫
A

|χ
A
ψ|pdµ+

∫
B

|χ
A
ψ|pdµ

) 1
p

= C0

(∫
A

|χ
A
ψ|pdµ

) 1
p

= C0

(∫
A

|ψ|pdµ
) 1

p
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então (∫
A

|ψ|qdν
) 1

q

≤ C0

(∫
A

|ψ|pdµ
) 1

p

. (2.2)

E ainda, note que ∫
RN
|ϕ|pdµ =

∫
A

|ϕ|pdµ+

∫
B

|ϕ|pdµ

=

∫
A

|χ
A
ψ|pdµ+

∫
B

|χ
A
ψ|pdµ

=

∫
A

|ψ|pdµ

=

∫
A

|ψ|p(gdν + dσ)

=

∫
A

|ψ|pgdν +

∫
A

|ψ|pdσ

σ(A)=0︷︸︸︷
=

∫
A

|ψ|pgdν

=

∫
A

|ψ|pdµ̃

e portanto ∫
RN
|ϕ|pdµ =

∫
A

|ψ|pdµ̃. (2.3)

Veja que,

C0

(∫
RN
|ψ|pdµ̃

) 1
p

= C0

(∫
A

|ψ|pdµ̃+

∫
B

|ψ|pdµ̃
) 1

p

= C0

(∫
A

|ψ|pdµ̃+

∫
B

|ψ|pgdν
) 1

p

ν(B)=0︷︸︸︷
= C0

(∫
A

|ψ|pdµ̃
) 1

p

então

C0

(∫
RN
|ψ|pdµ̃

) 1
p

= C0

(∫
A

|ψ|pdµ̃
) 1

p

(2.4)

e ∫
RN
|ψ|qdν =

∫
A

|ψ|qdν +

∫
B

|ψ|qdν =

∫
A

|ψ|qdν. (2.5)
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Portanto, usando o resultado obtido em (2.4)

C0

(∫
RN
|ψ|pdµ̃

) 1
p

= C0

(∫
A

|ψ|pdµ̃
) 1

p

por(2.3)︷︸︸︷
= C0

(∫
RN
|ϕ|pdµ

) 1
p

por(2.1)︷︸︸︷
≥

(∫
RN
|ϕ|qdν

) 1
q

=

(∫
A

|χAψ|qdν +

∫
B

|χ
A
ψ|qdν

) 1
q

ν(B)=0︷︸︸︷
=

(∫
A

|ψ|qdν
) 1

q

por(2.5)︷︸︸︷
=

(∫
RN
|ψ|qdν

) 1
q

,

Portanto

C0

(∫
RN
|ψ|pdµ̃

) 1
p

≥
(∫

RN
|ψ|qdν

) 1
q

. (2.6)

Dado E um conjunto de Borel do RN , fazendo χ
E

= ψ, logo |ψ|p = |ψ|q = χ
E
, por (2.6) temos

que

C0

(∫
RN
χ
E
dµ̃

) 1
p

≥
(∫

RN
χ
E
dν

) 1
q

o que fornece

C0µ̃(E)
1
p ≥ ν(E)

1
q . (2.7)

Por (2.7) temos que ν é absolutamente contínua em relação a µ̃ (Ver Apêndice A).

Tomemos νk = g
q
q−pχ

[g≤k]ν, k ∈ N.

νk(X) =

∫
X

g(x)
q
q−pχ

[g≤k](x)dν. (2.8)

Logo, para toda função mensurável e limitada, fazendo g
1
q−pχ

[g≤k]ϕ = ψ em (2.6) segue que

C0

(∫
RN
|g

1
q−pχ

[g≤k]ϕ|pdµ̃
) 1

p

≥
(∫

RN
|g

1
q−pχ

[g≤k]ϕ|qdν
) 1

q

. (2.9)
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Por outro lado,

C0

(∫
RN
g

p
q−p+1χ

[g≤k]|ϕ|pdν
) 1

p

= C0

(∫
RN
g

p
q−pχ

[g≤k]|ϕ|pgdν
) 1

p

dµ̃=gdν︷︸︸︷
= C0

(∫
RN
|g

1
q−pχ

[g≤k]ϕ|pdµ̃
) 1

p

por(2.9)︷︸︸︷
≥

(∫
RN
g

q
q−pχ

[g≤k]|ϕ|qdν
) 1

q

=

(∫
RN
|ϕ|qg

q
q−pχ

[g≤k]dν

) 1
q

por(2.8)︷︸︸︷
=

(∫
RN
|ϕ|qdνk

) 1
q

então

C0

(∫
RN
g

p
q−p+1χ

[g≤k]|ϕ|pdν
) 1

p

≥
(∫

RN
|ϕ|qdνk

) 1
q

(2.10)

e ainda (∫
RN
|ϕ|qdνk

) 1
q

≤ C0

(∫
RN
g

p
q−p+1χ

[g≤k]|ϕ|pdν
) 1

p

= C0

(∫
RN
g

q
q−pχ

[g≤k]|ϕ|pdν
) 1

p

= C0

(∫
RN
|ϕ|pg

q
q−pχ

[g≤k]dν

) 1
p

por(2.8)︷︸︸︷
= C0

(∫
RN
|ϕ|pdνk

) 1
p

logo

(∫
RN
|ϕ|qdνk

) 1
q

≤ C0

(∫
RN
|ϕ|pdνk

) 1
p

. (2.11)

Mostremos que (2.11) implica que νk pode ser escrita como a soma finita de massas de Dirac, isto

é, existem x1, ..., xr e λ1, ..., λr tais que

νk =
r∑
i=1

λiδxi .

De fato, fazendo ϕ = χ
E
onde E é um conjunto qualquer de Borel, logo
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(∫
E

χ
E
dνk

) 1
q

≤ C0

(∫
E

χ
E
dνk

) 1
p

que implica

νk(E)
1
q ≤ C0νk(E)

1
p .

Caso C0 = 0 segue de imediato que νk(E) = 0.

Caso C0 > 0 temos que νk(E) ≥ C0

−pq
q−p = δ > 0.

Seja x0 ∈ RN , logo

νk({x0}) = lim
ε→0

νk(Bε(x0))

então νk({x0}) ≥ δ > 0 ou existe ε > 0 tal que νk(Bε(x0)) = 0.

Definimos Ak = {x ∈ RN ; νk ≥ δ}, note que Ak é finito.

De fato, supomos que Ak não é finito, ou seja, Ak = {x1, x2, ....} ⊂ RN com xi 6= xj se i 6= j, daí

νk(x1, x2, ..) ≤ νk(RN) <∞ , isto é,

j=1∑
∞

δ ≤ νk(x1) + νk(x2) + ... <∞

o que é um absurdo, mostrando que Ak é finito. Se x /∈ Ak, logo existe ε(x) > 0 tal que

νk(Bε(x)(x)) = 0.

Seja K ⊂ Ak
C compacto, da definição de compacto, K é coberto por um número finito de bolas

Bε(x)(x), x /∈ Ak com

K ⊂
⋃
x∈K

Bε(x)(x)

note que νk

(⋃
x∈K

Bε(x)(x)

)
= 0, caso contrário, existiria pelo menos um x ∈ K tal que

νk(Bε(x)(x)) > 0,

então x ∈ Ak, o que contradiz o fato de K ⊂ Ak
C , mostrando que νk

(⋃
x∈K

Bε(x)(x)

)
= 0, e ainda

νk(K) = 0, como K ⊂ RN\Sk com K compacto, segue que

νk(RN\Ak) = sup{νk(K);K ⊂ RN\Ak, Kcompacto}
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o que nos da

νk(RN\Ak) = 0.

Fazendo

A =
∞⋃
k=1

Ak

S é um conjunto enumerável, pois Ak é finito.

Seja x ∈ S, existe k0 ∈ N tal que x ∈ Ak0 , logo

νk0({x}) = g(x)
q
q−pχ

[g≤k0]ν({x}) > 0

⇒ ν({x}) > 0,∀x ∈ A.

Por sua vez, sendo νk(RN\Ak) = 0, segue que

0 =

∫
RN\Ak

dνk

=

∫
RN\Ak

g(x)
q
q−pχ

[g≤k]dν

=

∫
[g≤k]\Ak

g(x)
q
q−pdν

isto implica que

g ≡ 0 q.t.p.[ν] em [g ≤ k]\Ak.

Como µ̃ = gν ⇒ dµ̃ = gdν vem que

0 =

∫
[g≤k]\Ak

g(x)dν =

∫
[g≤k]\Ak

dµ̃

⇒ µ̃([g ≤ k]\Ak) = 0

por (2.7)
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ν([g ≤ k]\Ak) ≤
[
C0µ̃([g ≤ k]\Ak)

1
p

]q
= 0

então

ν([g ≤ k]\Ak) = 0, k ∈ N. (2.12)

Usando o fato de

RN =
∞⋃

[g ≤ k] ∪ [g ≡ +∞].

Então

ν(RN\A) = ν

(
∞⋃
k=1

[g ≤ k]\A

)
+ ν([g ≡ +∞]\A)

≤ ν

(
∞⋃
k=1

[g ≤ k]\Ak

)
+ ν([g ≡ +∞]\A)

pois Ak ⊂ A

e ainda ν

(
∞⋃
k=1

[g ≤ k]\Ak

)
= 0, caso contrário, existiria um k̃ ∈ N tal que

ν
(

[g ≤ k̃]\Ak̃
)
> 0

o que contradiz (2.12), e ainda sendo g ∈ L1(ν) vem que

ν([g ≡ +∞]) = 0.

Portanto,

ν(RN\A) ≤ ν

(
∞⋃
k=1

[g ≤ k]\Ak

)
+ ν([g ≡ +∞]\A)

= 0.
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Logo,

ν(E) = ν
(
E ∩ {x1, ..., xn}+ E ∩ (RN\{x1, ..., xn})

)
= ν(E ∩ {x1, ..., xn}) + ν(E ∩ (RN\{x1, ..., xn})

= ν(E ∩ {x1, ..., xn})

= ν{x1}+ ...+ ν{xn}

=
∑
j∈J

ν(xj), ν(xj) = νj

=
∑
j∈J

νjδxj(E)

então

ν =
∑
j∈J

νjδxj

como queríamos.

Por outro lado, usando (2.1) e fazendo ϕ = χ
E
segue que(∫

RN
χ
E
dν

) 1
q

≤ C0

(∫
RN
χ
E
dµ

) 1
p

⇒ ν({xj})
1
q ≤ C0µ({xj})

1
p

que nos da

µ({xj}) ≥ C0
−pνj

p
q .

Portanto ∑
j∈J
xj∈E

µ({xj}) ≥ C0
−p
∑
j∈J

νj
p
q δxj(E). (2.13)

Como

µ(E) ≥ µ{xj/xj ∈ E}

então voltando em (2.13) concluímos que

µ ≥ C0
−p
∑
j∈J

νj
p
q δxj
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como queríamos.

Desde que ν(RN)
1
q ≥ C0µ(RN)

1
p e por (2.7) temos que

ν(RN)
1
q = C0µ(RN)

1
p . (2.14)

Note que usando a desigualdade (2.1) segue(∫
RN
|ϕ|qdν

) p
q

≤ C0
p

∫
RN
|ϕ|pdµ

= C0
p

∫
RN
|ϕ|p1dµ

des.de Holder︷︸︸︷
≤ C0

p

(∫
RN
|ϕ|p

q
pdµ

) p
q

·
(∫

RN
1

q
q−pdµ

) q−p
q

= C0
p

(∫
RN
|ϕ|qdµ

) p
q

·
(∫

RN
dµ

) q−p
q

= C0
pµ(RN)

q−p
q ·
(∫

RN
|ϕ|qdµ

) p
q

,

fazendo |ϕ| = χ
E
vem que

ν(E)
p
q =

(∫
RN
χ
E

qdν

) p
q

≤ C0
pµ(RN)

q−p
q ·
(∫

RN
χ
E

qdµ

) p
q

= C0
pµ(RN)

q−p
q · µ(E)

p
q ,

logo

ν(E) ≤ C0
qµ(RN)

q−p
p · µ(E).

Afirmo que

ν(RN) = C0
qµ(RN)

q−p
p · µ(RN). (2.15)

Vamos supor, por contradição que não vale (2.15), isto é, existe um conjunto F ⊂ RN de Borel

tal que

ν(F ) < C0
qµ(RN)

q−p
p · µ(F ). (2.16)
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Logo

ν(RN) =

∫
F

dν +

∫
RN\F

dν

= ν(F ) +

∫
RN\F

dν

por(2.16)︷︸︸︷
< C0

qµ(RN)
q−p
p · µ(F ) + C0

qµ(RN)
q−p
p · µ(RN\F )

= C0
qµ(RN)

q−p
p · {µ(F ) + µ(RN\F )}

= C0
qµ(RN)

q−p
p · µ(RN)

= C0
qµ(RN)

q−p
p · µ(RN)

p
p

= C0
qµ(RN)

q
p ,

o que contradiz (2.14). Portanto vale (2.15) para toda ϕ mensurável e limitada, usando (2.1) e (2.15)

e note que de (2.15) tem-se dµ = C0
−qµ(RN)

− q−p
p dν,

(∫
RN
|ϕ|qdν

) 1
q

≤ C0

(∫
RN
|ϕ|pdµ

) 1
p

= C0

(
C0
−qµ(RN)

− q−p
p

∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

= C0 · C0

−q
p · µ(RN)

− q−p
p2 ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

= C0

p−q
p · µ(RN)

− q−p
p2 ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

= C0
q
−(q−p)
pq · µ(RN)

− q−p
p2 ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

= C0
q
−(q−p)
pq · µ(RN)

q
q
·−(q−p)

p2 ·
(∫

RN
|ϕ|pdν

) 1
p

= C0
q
−(q−p)
pq · µ(RN)

q
p
·−(q−p)

pq ·
(∫

RN
|ϕ|pdν

) 1
p

=
(
C0

q · µ(RN)
q
p

)− q−p
pq ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

por(2.14)︷︸︸︷
=

(
ν(RN)

)− q−p
pq ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

o que nos da

(∫
RN
|ϕ|qdν

) 1
q

≤
(
ν(RN)

)− q−p
pq ·

(∫
RN
|ϕ|pdν

) 1
p

. (2.17)
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Por (2.7) podemos escrever ν =
n∑
j=1

νjδxj para algum n ≥ 1, escolhende-se αi > 0, 1 ≤ i ≤ n,

distintos e ϕ ∈ C0(RN) tais que ϕ(xj) = αj > 0.

Por (2.17), segue que (
n∑
j=1

αj
q · νj

) 1
q

≤

(
n∑
j=1

νj

)− q−p
pq

·

(
n∑
j=1

αj
p · νj

) 1
p

⇔(
n∑
j=1

αj
q · νj

) 1
q

·

(
n∑
j=1

νj

) q−p
pq

≤

(
n∑
j=1

αj
p · νj

) 1
p

⇔(
n∑
j=1

αj
q · νj

) 1
q

·

(
n∑
j=1

νj

) 1
p

·

(
n∑
j=1

νj

)− 1
q

≤

(
n∑
j=1

αj
p · νj

) 1
p

⇔(
n∑
j=1

αj
q · νj

) 1
q

·

(
n∑
j=1

νj

)− 1
q

≤

(
n∑
j=1

αj
p · νj

) 1
p

·

(
n∑
j=1

νj

)− 1
p

⇔
n∑
j=1

αj
q · νj

n∑
j=1

νj


1
q

≤


n∑
j=1

αj
p · νj

n∑
j=1

νj


1
p

.

Note que

n∑
j=1

αj
q · νj

n∑
j=1

νj

=
n∑
j=1

αj
q · νj

n∑
j=1

νj

.

Então


m∑
j=1

αj
q · νj

n∑
j=1

νj


1
q

≤


n∑
j=1

αj
p · νj

n∑
j=1

νj


1
p

.
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Portanto 
n∑
j=1

αj
q · νj

n∑
j=1

νj


p
q

≤
n∑
j=1

αj
p · νj

n∑
j=1

νj

. (2.18)

Note que
n∑
j=1

νj
n∑
j=1

νj

= 1, fazendo νj
n∑
j=1

νj

= βj voltando em (2.18)

n∑
j=1

αj
q · βj ≤

(
n∑
j=1

αj
p · βj

) q
p

(2.19)

Usando o fato da função f(x) = xλ, λ > 1 ser estritamente convexa, vem que

f

(
n∑
j=1

αj
p · βj

)
<

n∑
j=1

βj · f(αj
p).

Mostremos que n = 1. De fato, se n > 1 e fazendo λ = q
p
> 1 segue que(

n∑
j=1

αj
p · βj

) q
p

= f

(
n∑
j=1

αj
p · βj

)

<
n∑
j=1

βj · f(αj
p)

=
n∑
j=1

βj · (αjp)
q
p

=
n∑
j=1

βj · αjq

que contradiz (2.19) então temos que n = 1.

Daí,

ν =
n∑
j=1

νjδxj

=
1∑
j=1

νjδxj

= ν1δx1

= γδx0 ,
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onde ν1 = γ e δx1 = δx0 , como queríamos.

Por outro lado, usando o fato de ν = C0
q · µ

q
p segue que

µ = (C0
−q)

p
q · ν

p
q

= C0
−p · (γδx0)

p
q

= C0
−p · γ

p
q · (δx0)

p
q

= C0
−p · γ

p
q · δx0

que completa a demonstração do lema.

45



Teorema 2.1 Seja (un) ⊂ D1,p(RN), suponhamos que

un ⇀ u em D1,p(RN),

|∇un|p ⇀ µ emM+(RN),

e

|un|p
∗
⇀ ν emM+(RN),

Então,

i) Existem J um conjunto no máximo enumerável, (νj)j∈J ⊂ R∗+ e (xj) ⊂ RN tais que

ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj ,

onde δx é a massa de Dirac concentrada em x ∈ RN .

ii) Ocorre também

µ ≥ |∇u|p + S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj ,

onde S = inf{‖∇u‖p1,p;u ∈ D1,p(RN); ‖u‖p∗ = 1} é a melhor constante de Sobolev para a

imersão D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN).

iii) Se v ∈ D1,p(RN) e |∇(un + v)|p ⇀ µ̃ ∈M+(RN), então µ̃− µ ∈ L1(RN) e

µ̃ ≥ |∇(u+ v)|p + S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj ,

iv) Se u ≡ 0 e ν(RN)
1
p∗ ≥ S−

1
pµ(RN)

1
p então

ν = γδx0 e µ = Sγ
p
p∗ δx0

com γ ≥ 0 e x0 ∈ RN .

Demonstração:
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Vamos dividir a demonstração em dois casos.

Caso 1. Se u ≡ 0, então un ⇀ 0 em D1,p(RN). Seja ϕ ∈ C∞0 (RN) logo

S = inf

{‖∇(ϕun)‖p1,p
‖ϕun‖pp∗

; ‖ϕun‖p∗ = 1

}
≤
‖∇(ϕun)‖p1,p
‖ϕun‖pp∗

=

∫
RN
|∇(ϕun)|pdx(∫

RN
|ϕun|p

∗
dx

) p
p∗
.

Daí,

S
1
p ·
(∫

RN
|ϕun|p

∗
dx

) 1
p∗

≤
(∫

RN
|∇(ϕun)|pdx

) 1
p

prop. do operador︷︸︸︷
=

(∫
RN
|ϕ∇un +∇ϕun|pdx

) 1
p

=

(∫
RN
|ϕ∇un|pdx

) 1
p

+

(∫
RN
|∇ϕun|pdx

) 1
p

.

Então

S
1
p ·
(∫

RN
|ϕun|p

∗
dx

) 1
p∗

≤
(∫

RN
|ϕ∇un|pdx

) 1
p

+

(∫
RN
|∇ϕun|pdx

) 1
p

. (2.20)

Como u ≡ 0, então un ⇀ 0 em D1,p(RN), segue pela imersão compacta, a menos de subsequência

tem-se que

un → 0, em Lploc(RN)

ou seja,

un → 0, em Lp(K)

onde K ⊂⊂ RN .

Fixando ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que

un → 0, em Lp(suppϕ).
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Por hipótese temos que

lim
n→∞

∫
RN
|∇un|pψdx =

∫
RN
ψdµ, ∀ψ ∈ C∞0 (RN)

e

lim
n→∞

∫
RN
|un|p

∗
φdx =

∫
RN
φdν, ∀φ ∈ C∞0 (RN).

Fazendo ψ = |ϕ|p, φ = |ϕ|p∗ e usando (2.20) obtemos

lim
n→∞

[
S

1
p ·
(∫

RN
|ϕun|p

∗
dx

) 1
p∗
]
≤ lim

n→∞

[(∫
RN
|ϕ∇un|pdx

) 1
p

]
+ lim

n→∞

[(∫
RN
|∇ϕun|pdx

) 1
p

]

⇒ S
1
p

(∫
RN
φdν

) 1
p∗

≤
(∫

RN
ψdµ

) 1
p

+ 0.

Então (∫
RN
|ϕ|p∗dν

) 1
p∗

≤ S−
1
p

(∫
RN
|ϕ|pdµ

) 1
p

,

sendo assim estamos nas condições do lema anterior. Logo

ν =
m∑
j=1

νjδxj

e

µ ≥ S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj

onde J é finito ou enumerável, (νj)j∈J ⊂ R∗+ e (xj)j∈J ⊂ RN .

Como u ≡ 0 temos que |u|p∗ = |∇u|p = 0.

Então

ν = |u|p∗ +
m∑
j=1

νjδxj

e

µ ≥ |∇u|p + S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj .
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E ainda, se ν(RN)
1
q ≥ S−

1
pµ(RN)

1
p , fazendo S−

1
p = C0 e pelo lema anterior temos

ν = γδx0

e

µ = Sγ
p
p∗ δx0 ,

γ ≥ 0 e x0 ∈ RN .

Mostrando (i),(ii) e (iv).

Caso 2. Tomenos u 6= 0, façamos vn = un − u, logo

vn = un − u ⇀ 0, em D1,p(RN)

vn(x) = un(x)− u(x)→ 0, q.s. em R

|∇vn| ⇀ µ
′
emM+(RN)

|vn|p
∗
⇀ ν

′
emM+(RN)

Pelo caso 1, temos que

ν =
m∑
j=1

νjδxj .

Como un ⇀ u em D1,p(RN), pelo Teorema de Banach-Steinhaus, vem que (un) é limitada em

D1,p(RN). Então, pelo Teorema de Brezis-Lieb e pela imersão D1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN),

lim
n→∞

(
|un|p

∗

Lp∗ (RN )
− |un − u|p

∗

Lp∗ (RN )

)
= |u|p

∗

Lp∗ (RN )
.
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Seja ϕ ∈ C∞0 (RN). Logo

lim
n→∞

(∫
RN
|ϕ||un|p

∗
dx−

∫
RN
|ϕ||un − u|p

∗
dx

)
= lim

n→∞

∫
RN
|ϕ||un|p

∗
dx− lim

n→∞

∫
RN
|ϕ||un − u|p

∗
dx

= lim
n→∞

∫
RN
|(ϕ)

1
p∗ un|p

∗
dx− lim

n→∞

∫
RN
|(ϕ)

1
p∗ (un − u)|p∗dx

= lim
n→∞

|(ϕ)
1
p∗ un|p

∗

Lp
∗ (RN )

− lim
n→∞

|(ϕ)
1
p∗ (un − u)|p

∗

Lp
∗ (RN )

= lim
n→∞

|ϕ||un|p
∗

Lp∗ (RN )
− lim

n→∞
|ϕ||un − u|p

∗

Lp∗ (RN )

= |ϕ| lim
n→∞

(
|un|p

∗

Lp∗ (RN )
− |un − u|p

∗

Lp∗ (RN )

)
= |ϕ||u|p

∗

Lp∗ (RN )

=

∫
RN
|ϕ||u|p∗dx.

Pela hipótese temos que

lim
n→∞

∫
RN
|un|p

∗
ψdx =

∫
RN
ψdν, ∀ψ ∈ C∞0 (RN)

e

lim
n→∞

∫
RN
|vn|p

∗
φdx =

∫
RN
φdν

′
, ∀φ ∈ C∞0 (RN).

Fazendo ψ = φ = |ϕ|, então

lim
n→∞

(∫
RN
|un|p

∗
ψdx−

∫
RN
|vn|p

∗
φdx

)
= lim

n→∞

∫
RN
|un|p

∗
ψdx− lim

n→∞

∫
RN
|vn|p

∗
φdx

=

∫
RN
ψdν −

∫
RN
φdν

=

∫
RN
|ϕ|dν −

∫
RN
|ϕ|dν.

Pela unicidade do limite, segue que∫
RN
|ϕ||u|p∗dx =

∫
RN
|ϕ|dν −

∫
RN
|ϕ|dν.

Daí ∫
RN
|ϕ|dν =

∫
RN
|ϕ|dν ′ +

∫
RN
|ϕ||u|p∗dx.
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Usando o fato de ϕ = ϕ+ − ϕ− e |ϕ| = ϕ+ + ϕ− então∫
RN
ϕ+dν =

∫
RN
ϕ+dν +

∫
RN
ϕ+|u|p∗dx (2.21)

e ∫
RN
ϕ−dν =

∫
RN
ϕ−dν +

∫
RN
ϕ−|u|p∗dx (2.22)

fazendo (2.21) - (2.22) obtemos∫
RN
ϕdν =

∫
RN
ϕdν +

∫
RN
ϕ|u|p∗dx.

Note que F (ϕ) =

∫
RN
ϕdν +

∫
RN
ϕ|u|p∗dx, com ϕ ∈ C∞0 (RN), temos que F é um funcional linear

positivo, então pelo Teorema da Representação de Riesz (Ver Apêndice A)existe uma única medida

de Radon ν̂ em RN tal que

F (ϕ) =

∫
RN
ϕν̂, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN).

Então ∫
RN
ϕdν̂ =

∫
RN
ϕdν +

∫
RN
ϕ|u|p∗dx

que implica

ν̂ = ν + |u|p∗

= |u|p∗ +
m∑
j=1

νjδxj

o que mostra (i).

Por outro lado, sabendo que

S
1
p ·
(∫

RN
|ϕ|p∗dν

) 1
p∗

≤
(∫

RN
|ϕ|pdµ

) 1
p

+

(∫
RN
|∇ϕ|p|u|pdx

) 1
p

, ∀ϕ ∈ C∞0 (RN). (2.23)

Tomando ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(0) = 1 e suppϕ = B1(0).

Note que sendo suppϕ = B1(0) ⇒ Bε(xj) = suppϕ̂, ϕ̂(Bε(xj)) = ϕ(B1(0)) e ainda∫
RN
|ϕ̂|pdµ =

∫
Bε(xj)

|ϕ̂|pdµ
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e ∫
RN
|∇ϕ(x)|p|u(x)|pdx =

∫
B1(0)

|∇ϕ(x)|p|u(x)|p.

Usando (2.23) para ϕ̂(x) = ϕ(
x−xj
ε

), com ε > 0 e j ∈ J , veja que ∇ϕ̂(x) = 1
ε
· ∇ϕ(

x−xj
ε

) então

ν
1
p∗
j · S

1
p ≤

(∫
RN
|ϕ̂(x)|pdµ

) 1
p

+

(∫
RN
|∇ϕ̂(x)|p|u(x)|pdx

) 1
p

=

(∫
Bε(xj)

|ϕ̂(x)|pdµ

) 1
p

+

(∫
Bε(xj)

|∇ϕ̂(x)|p|u(x)|pdx

) 1
p

=

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p dµ
) 1

p

+

(∫
Bε(xj)

|∇ϕ̂(x)|p|u(x)|pdx

) 1
p

≤

(∫
Bε(xj)

dµ

) 1
p

+

(∫
Bε(xj)

|∇ϕ̂(x)|p|u(x)|pdx

) 1
p

= µ(Bε(xj))
1
p +

(∫
Bε(xj)

|∇ϕ̂(x)|p|u(x)|pdx

) 1
p

= µ(Bε(xj))
1
p +

(∫
Bε(xj)

1

εp

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p |u(x)|pdx

) 1
p

= µ(Bε(xj))
1
p +

1

ε

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p |u(x)|pdx

) 1
p

.
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Pela desigualdade de Holder com os expoentes N
p
e p∗

p
, onde

1
N
p

+
1
p∗

p

= 1 temos que

ν
1
p∗
j · S

1
p ≤ µ(Bε(xj))

1
p +

1

ε

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p |u(x)|pdx

) 1
p

≤ µ(Bε(xj))
1
p +

1

ε
·

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p·Np dx
) p

N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p·
p∗
p dx

) p
p∗
 1
p

= µ(Bε(xj))
1
p +

1

ε
·

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣p·Np dx
) p

N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p·
p∗
p dx

) p
p∗
 1
p

= µ(Bε(xj))
1
p +

1

ε
·

(∫
Bε(xj)

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣N dx
) 1

N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗

≤ µ(Bε(xj))
1
p +

1

ε
·

(∫
RN

∣∣∣∣∇ϕ(x− xjε

)∣∣∣∣N dx
) 1

N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗

= µ(Bε(xj))
1
p +

(∫
RN

∣∣∣∣1ε∇ϕ
(
x− xj
ε

)∣∣∣∣N dx
) 1

N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗

= µ(Bε(xj))
1
p +

(∫
RN
|∇ϕ̂(x)|Ndx

) 1
N

·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗

≤ µ(Bε(xj))
1
p + C ·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗

onde, C ≥ 0.

Daí,

lim
ε→0

ν
1
p∗
j · S

1
p ≤ lim

ε→0

µ(Bε(xj))
1
p + C ·

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗


= lim
ε→0

[
µ(Bε(xj))

1
p

]
+ lim

ε→0

C ·(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗


= µ(lim
ε→0

Bε(xj))
1
p + C · lim

ε→0

(∫
Bε(xj)

|u(x)|p∗dx

) 1
p∗


= µ({xj})
1
p + C · 0

= µ({xj})
1
p .
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Como

lim
ε→0

ν
1
p∗
j · S

1
p = ν

1
p∗
j · S

1
p .

Então

ν
1
p∗
j · S

1
p ≤ µ({xj})

1
p .

Portanto

µ ≥ S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj .

Por outro lado, como un ⇀ u em D1,p(RN) e note que

g 7→
∫
ϕ|∇g|pdx

onde ϕ ∈ C∞0 (RN), ϕ ≥ 0 e p ≥ 1. É uma função convexa contínua, então

lim
n→∞

inf

∫
ϕ|∇un|pdx ≥

∫
ϕ|∇u|pdx.

Pela hipótese temos que

lim
n→∞

inf

∫
ϕ|∇un|pdx = lim

n→∞

∫
ϕ|∇un|p

=

∫
ϕdµ.

Então ∫
ϕdµ ≥

∫
ϕ|∇u|pdx

ou seja

µ ≥ |∇u|p.

Note que |∇u|p ⊥ S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj . De fato, seja
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A = {xj ∈ RN ; j ∈ J} e B = RN\A,

onde A ∪B = RN , A e B disjuntos e ainda∫
B

S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj(x) = 0

e

∫
A

|∇u|pdx = 0.

Então

µ ≥ |∇u|p + S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj

mostrando (ii).

Vamos mostrar (iii), seja v ∈ D1,p(RN) e suponhamos que

|∇(un + v)|p ⇀ µ̃.

Seja ϕ ∈ C∞0 (RN) com ϕ ≥ 0 daí pela propriedade da norma,∣∣∣∣∣
(∫

ϕ|∇(un + v)|pdx
) 1

p

−
(∫

ϕ|∇un|pdx
) 1

p

∣∣∣∣∣ =

(∫
ϕ|∇v|pdx

) 1
p

.

Sendo assim,

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(∫

ϕ|∇(un + v)|pdx
) 1

p

−
(∫

ϕ|∇un|pdx
) 1

p

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

(∫
ϕ|∇v|pdx

) 1
p

desde que v ∈ D1,p(RN), tem-se que |∇v| ∈ Lp, ou seja, |∇v|p ∈ L1, fazendo h = |∇v|p ≥ 0 segue

que ∣∣∣∣∣
(∫

ϕdµ̃

) 1
p

−
(∫

ϕdµ

) 1
p

∣∣∣∣∣ =

(∫
ϕhdx

) 1
p

,

onde h ∈ L1(RN), h ≥ 0

de onde concluímos que µ̃−µ� LN , ou seja, µ̃−µ é absolutamente contínua em relação a medida

de Lebesgue em RN , então pelo Teorema de Radon-Nikodym (ver [10]) temos µ̃ − µ ∈ L1(RN) e

consequentemente
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µ̃ ≥ |∇(u+ v)|p + S
∑
j∈J

νj
p
p∗ δxj ,

sendo assim mostrando (iii). Portanto esta concluída a demonstração do Teorema.
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Capítulo 3

Existência de múltiplas soluções para um

problema semilinear

Vamos estudar neste capítulo a existência de multiplas soluções para problema elíptico quasilinear

dado abaixo

(P )

 −∆u = λ|u|2∗−2u+ f(x, u), x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω,

onde Ω é um domínio limitado do RN, com fronteira suave, λ > 0, 2∗ = 2N
N−2

é o chamado expoente

crítico de Sobolev e f : Ω× R→ R é uma função que satisfaz a condição de Carathéodory,

sup
Ω×[−M,M ]

|f(x, s)| = f
M
<∞, ∀M > 0,

e ainda as condições abaixo

(f1) lim
|s|→∞

f(x, s)

|s|2∗−1
= 0, uniformemente q.s. em Ω;

(f2) existem σ ∈ [0, 2) e a1, a2 > 0 tais que

1

2
f(x, s)s− F (x, s) ≥ −a1 − a2|s|σ,∀ s ∈ R, q.t.p. em Ω,

onde F (x, s) =
∫ s

0
f(x, t)dt;

(f3) existe uma constante B > 0 tal que F (x, s) ≥ µk
|s|2
2
−B, ∀s ∈ R, q.t.p. em Ω;

(f4) lim
s→0

sup
2F (x, s)

s2
= a(x) ≤ µj, uniformemente q.t.p. em Ω e a(x) 6= µj ,

onde µj são autovalores de −∆ em H1
0 (Ω) com a condição de Dirichlet.

57



Teorema 3.1 Suponha que f(x, s) seja ímpar em s e satisfaça (f1), (f2),(f3) e (f4). Então existe

λk ∈ (0,∞] tal que (P ) possui pelo menos k−j+1 pares de soluções não triviais para todo λ ∈ (0, λk).

Antes de demonstrar este Teorema iremos pecisar enunciar e demonstrar alguns lemas e proposições.

Lema 3.1 Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência limitada tal que |un|2

∗
dx ⇀ ν fracamente no sentido

das medidas, isto é,

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2
∗
ψdx =

∫
Ω

ψdν, ∀ ψ ∈ C∞0 (Ω).

Então,

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2
∗
dx =

∫
Ω

dν.

Demonstração:

Observe que ν é restrição de uma medida ν̂ a Ω com ν̂ ≡ 0 em RN\Ω.

Tome ϕ ∈ C0(RN) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ ≡ 1 em Ω. Daí

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2
∗
dx = lim

n→∞

∫
RN
ϕ|un|2

∗
dx

=

∫
RN
ϕdν̂

=

∫
Ω

ϕdν̂ +

∫
RN\Ω

ϕdν̂

=

∫
Ω

dν̂ +

∫
RN\Ω

ϕdν̂

=

∫
Ω

dν.

Lema 3.2 Suponha que f satisfaça (f1) e seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência limitada. Então, existe

u ∈ H1
0 (Ω) tal que, a menos de subsequência,

lim
n→∞

∫
Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx = 0.

Demonstração:

Note que de (f1), dado ε > 0 existe Aε > 0 tal que∣∣∣∣f(x, s)

|s|2∗−1
− 0

∣∣∣∣ < ε, |s| > Aε

logo

|f(x, s)s| = |f(x, s)||s| < ε|s|2∗−1|s| = ε|s|2∗ , se |s| > Aε.
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Por outro lado, como sup
Ω×[−M,M ]

|f(x, s)| = f
M
<∞, para todo M > 0, então existe K > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ K, se |s| ≤M e x ∈ Ω.

Tomemos M = Aε então

|f(x, s)s| = |f(x, s)||s| ≤ K.M = K.Aε = Cε, se |s| ≤ Aε e x ∈ Ω.

Logo

|f(x, s)s| ≤ Cε + ε|s|2∗ , ∀s ∈ R, q.t.p. em Ω.

E ainda,

|F (x, s)| = |
∫ s

0

f(x, t)dt| ≤
∫ s

0

|f(x, t)|dt.

Se |s| > Aε,

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

ε|t|2∗−1 =
ε|s|2∗

2∗
≤ Cε +

ε|s|2∗

2∗
.

Se |s| ≤ Aε,

|F (x, s)| ≤
∫ s

0

K = K|s| ≤ KAε = Cε ≤ Cε +
ε|s|2∗

2∗
.

Então

|F (x, s)| ≤ Cε +
ε|s|2∗

2∗
, ∀s ∈ R e q.t.p. em Ω.

Desde que (un) ⊂ H1
0 (Ω) é limitada, sendo H1

0 (Ω) Banach-Reflexivo, a menos de subsequência

tem-se

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Como H1
0 (Ω) está imersamente compacta em Ls(Ω) com 2 ≤ s < 2∗ então (Ver [10]) existe
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un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω.

E ainda, existe k > 0 tal que

|un|2∗ ≤ k‖un‖,∀n ∈ N

e

|u|2∗ ≤ k‖u‖.

Como (un) é limitada em H1
0 (Ω), existe k̃ > 0,

‖un‖ ≤ k̃,∀n ∈ N

e

‖u‖ ≤ k̃.

Daí,

|un|2
∗

2∗ ≤ (kk̃)2∗ = C,∀n ∈ N

e

|u|2∗ ≤ (kk̃)2∗ = C.

Sendo f Carathéodory segue que

f(x, un)un → f(x, u)u, q.t.p. em Ω.

Dado ε > 0 , pelo Teorema de Egorov existe Ωε ⊂ Ω tal que |Ω− Ωε| < ε
Cε

f(x, un)un → f(x, u)u, uniformemente em Ωε.

Assim

lim
n→∞

∫
Ωε

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx = 0.
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Logo existe n0 ∈ N tal que∫
Ωε

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx < ε, sempre que n ≥ n0

Além disso∫
Ω\Ωε
|f(x, un)un − f(x, u)u|dx ≤

∫
Ω\Ωε

Cε + ε|un|2
∗

+

∫
Ω\Ωε

Cε + ε|u|2∗

= 2εC + 2Cε|Ω− Ωε|

< 2ε+ 2εC.

Então, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0

∫
Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx =

∫
Ω\Ωε
|f(x, un)un − f(x, u)u|dx+

∫
Ωε

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx

< 2εC + 2ε+ ε

= (2C + 3)ε.

Portanto

lim
n→∞

∫
Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx = 0.

Lema 3.3 Suponha que f satisfaça (f1), seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência limitada. Então, existe

u ∈ H1
0 (Ω) tal que a menos de subsequência,

f(x, un)v → f(x, u)v, em L1(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e

|un|2
∗−2unv → |u|2

∗−2uv, em L1(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Demonstração:

Argumentando como acima podemos provar este resultado.

Vamos agora enunciar dois outros Lemas.
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Lema 3.4 Suponha que f satisfaça (f1), seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência limitada satisfazendo

Iλ
′(un)→ 0 em (H1

0 (Ω))
′ quando se tem n→∞. Então, considerando νj, j ∈ J , pelo Teorema 2.1,

temos que νj ≥
(
S

λ

)N
2

. Além disso o conjunto dos índices J é finito.

Agora enunciaremos e demonstraremos o resultado até então mais importante deste capítulo.

Proposição 3.1 Suponha que f satisfaça (f1) e (f2). Então dado M > 0, existe λ∗ > 0 tal que Iλ

satisfaz a condição (PS)c para todo c < M , sempre que 0 < λ < λ∗.

Demonstração:

Dado M > 0, considere

λ∗ = min

 S,

[
S
N
2

(N(M + A))
1
θ

] 1
N
2 −

1
θ

 ,

onde S é a melhor constante de Sobolev para imersão de H1
0 (Ω) em L2∗(Ω), A = a1|Ω|+ a2|Ω|θ, com

θ = 2∗−σ
2∗

onde a1, a2 e σ são as constantes dada em (f2).

Desde que 0 < λ < λ∗ ≤ S vem que 1 < S
λ
e logo

1 <

(
S

λ

)N
2

, pois
N

2
> 0.

Por outro lado, 0 < λ < λ∗ ≤

[
S
N
2

(N(M + A))
1
θ

] 1
N
2 −

1
θ

, sendo σ < 2 implica que 1
N
2
− 1
θ

> 0 então

λ
N
2
− 1
θ <

S
N
2

(N(M + A))
1
θ

⇔
λ
N
2

λ
1
θ

<
S
N
2

(N(M + A))
1
θ

⇔(
N(M + A)

λ

) 1
θ

<

(
S

λ

)N
2

.

Dado c < M , seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que

Iλ(un)→ c e Iλ
′(un)→ 0, em (H1

0 (Ω))
′
.

Mostremos que (un) é limitada, note que da convergência Iλ′(un) → 0 temos que dado ε > 0

existe n0 ∈ N tal que

‖I ′λ(un)‖
(H1

0(Ω))
′ < ε, n ≥ n0.

62



Fazendo ε = 2 segue que

−1

2
Iλ
′(un)un ≤

1

2
|Iλ′(un)un|

≤ 1

2
‖Iλ′(un)‖

(H
1,2
0 (Ω))

′ ‖un‖

< ‖un‖, n ≥ n0

usando o fato de Iλ(un)→ c, segue que dado ε > 0 existe n1 ∈ N tal que

c− ε < Iλ(un) < c+ ε, n ≥ n1

fazendo ε = 1 vem que

Iλ(un) < c+ 1, n ≥ n1

tomando n2 = max{n0, n1}, vem que

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un ≤ c+ 1 + ‖un‖, n ≥ n2. (3.1)

Por outro lado,

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un =

1

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
λ

2∗

∫
Ω

|un|2
∗
dx−

∫
Ω

F (x, un)dx

− 1

2

(∫
Ω

|∇un|2dx− µ
∫

Ω

|un|2
∗
dx−

∫
Ω

f(x, un)undx

)
=

(
1

2
− 1

2∗

)
λ

∫
Ω

|un|2
∗
dx+

∫
Ω

{1

2
f(x, un)un − F (x, un)}dx

por (f2)︷︸︸︷
≥ λ

N

∫
Ω

|un|2
∗
dx+

∫
Ω

{−a1 − a2|un|σ}dx

=
λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1

∫
Ω

dx− a2

∫
Ω

|un|σdx

=
λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2

∫
Ω

|un|2
∗(1−θ)dx,

ou seja

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un ≥

λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2

∫
Ω

|un|2
∗(1−θ)dx. (3.2)
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Pela desigualdade de Holder aplicada com os seguintes expoentes 1
1−θ e 1

θ
segue que∫

Ω

|un|2
∗(1−θ)dx ≤

(∫
Ω

|un|
2∗.(1−θ)

1−θ dx

)1−θ

·
(∫

Ω

1
1
θ dx

)θ
=

(∫
Ω

|un|2
∗
dx

)1−θ

· |Ω|θ

= |un|2
∗(1−θ)

2∗ · |Ω|θ.

Voltando em (3.2) temos que

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un ≥

λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2|Ω|θ · |un|2
∗(1−θ)

2∗ . (3.3)

E ainda,

|un|2
∗(1−θ)

2∗ = |un|2
∗(1−θ)

2∗ · δ
(1−θ)

δ(1−θ) ·
(1− θ)(1−θ)

(1− θ)(1−θ)

=

(
|un|2

∗(1−θ)
2∗ · δ(1−θ) · 1

(1− θ)(1−θ)

)
·
(

(1− θ)(1−θ) · 1

δ(1−θ)

)
,

onde δ = ( λ
2Na2|Ω|θ ) desde que

|un|2
∗(1−θ)

2∗ · δ(1−θ) · 1

(1− θ)(1−θ) , (1− θ)(1−θ) · 1

δ(1−θ) ≥ 0.

Segue da Desigualdade de Young aplicada com os expoentes 1
1−θ e 1

θ
, que

|un|2
∗(1−θ)

2∗ =

(
|un|2

∗(1−θ)
2∗ · δ(1−θ) · 1

(1− θ)(1−θ)

)
·
(

(1− θ)(1−θ) · 1

δ(1−θ)

)
≤ (1− θ)

(
|un|2

∗(1−θ)
2∗ · δ(1−θ) · 1

(1− θ)(1−θ)

) 1
1−θ

+ θ

(
(1− θ)(1−θ) · 1

δ(1−θ)

) 1
θ

= (1− θ)
(
|un|2

∗

2∗ · δ ·
1

1− θ

)
+ θ

(
1− θ
δ

) 1−θ
θ

= |un|2
∗

2∗ · δ + θ

(
1− θ
δ

) 1−θ
θ

= |un|2
∗

2∗ · δ +Kδ,

onde Kδ = θ

(
1− θ
δ

) 1−θ
θ

.
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Voltando em (3.3) segue que

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un ≥

λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2|Ω|θ · |un|2
∗(1−θ)

2∗

≥ λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2|Ω|θ ·
(
+|un|2

∗

2∗ · δ +Kδ

)
= |un|2

∗

2∗ ·
(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)
−
(
a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)
.

Por esta última desigualdade e por (3.1) vem que

c+ 1 + ‖un‖ ≥ Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un

≥ |un|2
∗

2∗ ·
(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)
−
(
a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)
⇔

c+ 1 + ‖un‖+
(
a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)
≥ |un|2

∗

2∗ ·
(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)
como δ = λ

2Na2|Ω|θ vem que λ
N
− a2|Ω|θ · δ > λ

N
− 2a2|Ω|θ · δ = 0.

Então,

|un|2
∗

2∗ ≤
(
c+ 1 + ‖un‖+ a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)
=

‖un‖(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

) +

(
c+ 1 + a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)
<

(
c+ 1 + a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

) · ‖un‖+

(
c+ 1 + a2|Ω|θKδ + a1|Ω|

)(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

)

fazendo C =

(
c+ 1 + a2|Ω|λKδ + a1|Ω|

)(
λ

N
− a2|Ω|θ · δ

) > 0 vem que

|un|2
∗

2∗ < C · ‖un‖+ C. (3.4)

Desde que Iλ(un)→ c, vem que ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

c− ε < Iλ(un) < c+ ε

e sabendo que |F (x, s)| ≤ Cε + ε
2∗
· |s|2∗ .
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Daí,

c+ ε > Iλ(un)

=
1

2

∫
Ω

|∇un|2dx−
λ

2∗

∫
Ω

|un|2
∗
dx−

∫
Ω

F (x, un)dx

=
1

2
‖un‖2 − λ

2∗
|un|2

∗

2∗ −
∫

Ω

F (x, un)dx

por (f1)︷︸︸︷
≥ 1

2
‖un‖ −

λ

2∗
|un|2

∗

2∗ −
∫

Ω

(Cε +
ε

2∗
· |un|2

∗
)dx

=
1

2
‖un‖2 − λ

2∗
|un|2

∗

2∗ − Cε|Ω| −
ε

2∗
|un|2

∗

2∗

=
1

2
‖un‖2 − Cε|Ω|+

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)(
−|un|2

∗

2∗

)
por (3.4)︷︸︸︷

>
1

2
‖un‖2 − Cε|Ω|+

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
(−C − C‖un‖) .

Note que

1

2
‖un‖2 − Cε|Ω|+

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
(−C − C‖un‖) < c+ ε

⇔

2c+ 2ε+ 2Cε|Ω|+ 2

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
(C + C‖un‖) > ‖un‖2

⇔{
2c+ 2ε+ 2Cε|Ω|+ 2

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
C

}
+ 2

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
C‖un‖ > ‖un‖2

⇒

C
′
+ C

′ · ‖un‖ > ‖un‖2

onde C ′ = 2c+ 2ε+ 2Cε|Ω|+ 2

(
λ

2∗
+

ε

2∗

)
· C > 0.

Então de

C
′
+ C

′ · ‖un‖ > ‖un‖2

temos que (un) é limitada em H1
0 (Ω). De fato, supomos por contradição que (un) não é limitada em

H1
0 (Ω), então a menos de subsequência temos que

‖unj‖ → ∞,

desde que C ′ + C
′ · ‖unj‖ > ‖unj‖2 segue que

C
′

‖unj‖
+ C

′
> ‖unj‖
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fazendo n→∞ temos

C
′
>∞

o que é um absurdo, portanto temos que (un) é limitada em H1
0 (Ω).

Note que agora estamos nas condições dos lemas anteriores, isto é, existem u, v ∈ H1
0 (Ω) tais que

∫
Ω

|f(x, un)un − f(x, u)u|dx→ 0

f(x, un)v → f(x, u)v em L1(Ω)

|un|2
∗−2unv → |u|2

∗−2uv em L1(Ω)

|un|2
∗
⇀ ν = |u|2∗dx+

∑
j∈J

νjδxj .

Mostremos que ∫
Ω

dν <

(
S

λ

)N
2

. (3.5)

Afirmamos que ocorre (3.5). Vamos supor, por contradição que não ocorre (3.5), ou seja∫
Ω

dν ≥
(
S

λ

)N
2

.

Como
(
S

λ

)N
2

> 1 segue que

∫
Ω

dν > 1. (3.6)

Usando os cálculos feitos anteriormente temos que

Iλ(un)− 1

2
Iλ
′(un)un ≥

λ

N
|un|2

∗

2∗ − a1|Ω| − a2|Ω|θ · |un|2
∗(1−θ)

2∗ . (3.7)

Usando o fato de

lim
n→∞

Iλ(un) = c , lim
n→∞

Iλ
′(un) = 0
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e o Lema 3.1 temos

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2
∗
dx =

∫
Ω

dν.

Sendo assim, fazendo n→∞ em (3.7) temos

c− 0 ≥ λ

N

∫
Ω

dν − a1|Ω| − a2|Ω|θ ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

⇔
λ

N

∫
Ω

dν ≤ c+ a1|Ω|+ a2|Ω|θ ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

por (3.6)︷︸︸︷
< c ·

(∫
Ω

dν

)1−θ

+ a1|Ω| ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

+ a2|Ω|θ ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

= (c+ a1|Ω|+ a2|Ω|θ) ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

< (M + a1|Ω|+ a2|Ω|θ) ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

= (M + A) ·
(∫

Ω

dν

)1−θ

então ∫
Ω

dν <
N(M + A)

λ
·
(∫

Ω

dν

)1−θ

=

[(
N(M + A)

λ

) 1
θ

]θ
·
(∫

Ω

dν

)1−θ

<

[(
S

λ

)N
2

]θ
·
(∫

Ω

dν

)1−θ

logo

[(
S

λ

)N
2

]θ
>

∫
Ω

dν(∫
Ω

dν

)1−θ

=

(∫
Ω

dν

)θ
portanto (

S

λ

)N
2

>

∫
Ω

dν
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o que é um absurdo, pois supomos (
S

λ

)N
2

≤
∫

Ω

dν.

Então, de fato ocorre (3.5), pelo Lema 3.4 temos que νj ≥
(
S

λ

)N
2

onde j ∈ J(J finito) e

|un|2
∗
⇀ ν = |u|2∗dx+

∑
j∈J

νjδxj ,

logo (
S

λ

)N
2

>

∫
Ω

dν

= ν(Ω)

=

∫
Ω

|u|2∗dx+
∑
j∈J

νjδxj(Ω)

≥
∫

Ω

|u|2∗dx+
∑
j∈J

(
S

λ

)N
2

δxj(Ω).

Mostremos que J é vazio. Se J é não vazio, existe pelo menos um j̃ ∈ J , tal que δxj̃ = 1. Sendo(
S

λ

)N
2

> 1 vem que

(
S

λ

)N
2

>

∫
Ω

|u|2∗dx+

(
S

λ

)N
2

· 1,

o que é um absurdo, portanto J = ∅. Sendo assim

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2
∗
dx =

∫
Ω

|u|2∗dx.

Desde que Iλ′(un) → 0 em (H1
0 (Ω))

′ segue que Iλ′(un)un → 0 em R, sendo assim Iλ
′(un)un = o1

logo

o1 = I
′

λ(un)un

=

∫
Ω

|∇un|2 − λ
∫

Ω

|un|2
∗ −

∫
Ω

f(x, un)un,

o que nos da ∫
Ω

|∇un|2 = λ

∫
Ω

|un|2
∗

+

∫
Ω

f(x, un)un + o1,
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ou seja,

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 = λ

∫
Ω

|u|2∗ +

∫
Ω

f(x, u)u, (3.8)

usando o fato de un ⇀ u e Iλ ∈ C(H1
0 (Ω),R) segue da definição de convegência fraca,

I ′λ(un)→ I ′λ(u), em (H1
0 (Ω))

′

da unicidade de limite tem-se I ′λ(u) = 0 e por consequência I ′λ(u)u = 0.

Daí,

0 = I ′λ(u)u

=

∫
Ω

|∇u|2 − λ
∫

Ω

|u|2∗ −
∫

Ω

f(x, u)u,

então,

∫
Ω

|∇u|2 = λ

∫
Ω

|u|2∗ +

∫
Ω

f(x, u)u,

sendo assim, usando (3.8) tem-se que

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 =

∫
Ω

|∇u|2. (3.9)

Por outro lado, note que sendo (H1
0 (Ω)) um espaço de Hilbert, segue que a norma em questão é

induzida de um produto interno, ou seja,

(u, u) = ‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2.

Daí, sabendo que a função (, ) é bilinear e contínua, segue da definição de convergência fraca que

(un, u)→ (u, u) em (H1
0 (Ω))

′

ou seja,

lim
n→∞

∫
Ω

∇un∇u =

∫
Ω

∇u∇u =

∫
Ω

|∇u|2, (3.10)
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Então,

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= (un, un)− 2(un, u) + (u, u)

=

∫
Ω

|∇un|2 − 2

∫
Ω

∇un∇u+

∫
Ω

|∇u|2,

fazendo n→∞ e usando (3.9) e (3.10) segue que

‖un − u‖ → 0 em H1
0 (Ω),

Antes de demonstrar os próximos lemas, notemos.

Seja (µi) a sequência dos autovalores de −∆ em H1
0 (Ω) com a condição de Dirichlet. Decorre da

teoria espectral para operadores compactos que 0 < µ1 < µ2 ≤ ... ≤ µi ≤ .... Chamemos de ϕi as

autofunções correspondentes a µi onde ‖ϕi‖ = 1, fazendo µj ≤ µk dados em (f3) e (f4), definimos

V um subconjunto fechado de H1
0 (Ω), V = {0} caso j = 1 e V = span{ϕ1, ..., ϕj−1} caso j > 1, e

W = span{ϕ1, ..., ϕk} de modo que

H1
0 (Ω) = V ⊥ ⊕ V.

Lema 3.5 Suponha que f satisfaça (f3). Então existe Mk > 0, que não depende de λ, tal que

max
u∈W

Iλ(u) < Mk.

Demonstração:Note que

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

se u ∈ W então

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

por (f3)︷︸︸︷
≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

(
µku

2

2
−B

)
dx

=
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− µk
2

∫
Ω

u2dx+B

∫
Ω

dx

=
1

2
‖u‖2 − µk

2
|u|22 +B|Ω|

≤ 1

2
‖u‖2 +B|Ω|,
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ou seja

Iλ(u) ≤ 1

2
‖u‖2 +B|Ω|. (3.11)

Desde que u ∈ W\{0}, segue que existem ai ∈ R, i = 1, ..., k tal que

u =
k∑
i=1

aiϕi,

sendo assim

‖u‖ = ‖
k∑
i=1

aiϕi‖

Des .triang.︷︸︸︷
≤

k∑
i=1

|ai|‖ϕi‖

Def. de W︷︸︸︷
=

k∑
i=1

|ai| = A(k)

então existe A(k) > 0 tal que ‖u‖ ≤ A(k) voltando em (3.11)

Iλ(u) ≤ 1

2
‖u‖2 +B|Ω|

≤ 1

2
(A(k))

2 +B|Ω|

= Mk,

onde Mk = (A(k))
2 +B|Ω| > 0, o que conclui a demonstração.

Lema 3.6 Seja a : Ω→ R uma função mensurável tal que a ≤� µj. Então existe β > 0 tal que,∫
Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx ≥ β

∫
Ω

u2dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω) ∩ V ⊥

onde a+(x) = max{a(x), 0}.

Demonstração:

Vamos supor, por contradição que não vale a desigualdade acima. Então para todo n ∈ N,

existe (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que ∫

Ω

(|∇un|2 − a+u2
n)dx <

1

n

∫
Ω

u2
ndx.
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Sendo un não-nula, tomemos vn = un
|un|2 . Logo

∫
Ω

(|∇vn|2 − a+v2
n)dx <

1

n

∫
Ω

v2
ndx. (3.12)

Lembremos a caracterização do autovalor µj dado por

µj = inf

{∫
Ω

|∇w|2dx;w ∈ H1
0 (Ω) ∩ V ⊥;

∫
Ω

w2dx = 1

}
. (3.13)

Combinando (3.12), (3.13) e a ≤ µj tem-se

µj ≤
∫

Ω

|∇vn|2dx

<

∫
Ω

a+v2
ndx+

1

n

∫
Ω

v2
ndx

≤ µj

∫
Ω

v2
ndx+

1

n

= µj +
1

n

ou seja,

µj < ‖vn‖2 ≤ µj +
1

n

donde concluímos que (vn) ⊂ H1
0 (Ω) é uma sequência limitada. Logo, a menos de subsequência, (vn)

converge fraco em H1
0 (Ω), ou seja,

vn ⇀ v, em H1
0 (Ω).

Das imersões compactas de Sobolev,vem que

vn → v, em L2(Ω),

note que estamos sobre as condições do Teorema de Vainberg, isto é, a menos de subsequência tem-se

vn(x)→ v(x), q.t.p. em Ω
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e existe h ∈ Lp(Ω) tal que

|vn(x)| ≤ h(x), q.t.p. em Ω e ∀n ∈ N.

Como tomamos (vn), segue que |vn|2 = 1. Pela continuidade da função norma segue |v|2 = 1. Por

outro lado, temos que

a+(x)vn(x)→ a+(x)v(x), q.t.p. em Ω

consequentemente

a+(x)v2
n(x)→ a+(x)v2(x), q.t.p. em Ω

sabendo que a+(x) ∈ L∞ segue que

|a+(x)vn(x)| ≤ a+(x)h(x) ∈ L1(Ω), q.t.p. em Ω,

estamos sob as condições do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, ou seja

lim
n→∞

∫
Ω

a+(x)v2
n(x)dx = lim

n→∞

∫
Ω

a+(x)v2(x)dx

Como vimos anteriormente, temos

µj <

∫
Ω

a+(x)v2
n(x)dx ≤ µj +

1

n

fazendo n→∞ vem que

µj ≤
∫

Ω

a+(x)v2(x)dx ≤ µj

ou seja

∫
Ω

a+(x)v2(x)dx = µj

= µj.1

= µj|v|22

= µj

∫
Ω

v2dx
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daí

∫
Ω

(µj − a+(x))v2(x)dx = 0. (3.14)

Desde que H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert e vn ⇀ v em H1

0 (Ω), segue da definição de convergência

fraca que ∫
Ω

|∇vn|2dx = (vn, vn)→ (v, v) =

∫
Ω

|∇v|2dx,

pois (, ) é bilinear e contínuo, e ainda

µj <

∫
Ω

|∇vn|dx ≤ µj +
1

n

fazendo n→∞ temos que

µj ≤
∫

Ω

|∇v|dx ≤ µj

ou seja

∫
Ω

|∇v|dx = µj

= µj.1

= µj|v|22

desta desigualdade, temos que v é um autovalor associado a µj, ou seja, não nula. Logo v2 é positiva,

por (3.14),

0 =

∫
Ω

(µj − a+(x))v2(x)dx

=

∫
a≥0

(µj − a+(x))v2(x)dx+

∫
a<0

(µj − a+(x))v2(x)dx

=

∫
a≥0

(µj − a(x))v2(x)dx+

∫
a<0

(µj − 0)v2(x)dx

=

∫
Ω

(2µj − a(x))v2dx.
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Como v2 é não-nula, para a igualdade ser válida temos que ter 2µj − a(x) = 0 q.t.p. em Ω, ou

seja, µj = a(x)
2
< a(x) q.t.p. em Ω o que é um absurdo, pois a ≤� µj.

Lema 3.7 Suponha que f satisfaça (f1) e (f4). Então, existem constantes ρ, α > 0 tal que

Iλ(u) ≥ α, ∀u ∈ ∂Bρ ∩ V ⊥.

Demonstração:

Por (f1) temos que para todo ε > 0 existe Mε > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ ε|s|2∗−1

e

|F (x, s)| ≤ Cε +
2∗

ε|s|2∗

quando |s| ≥Mε

Por (f4) tem-se que ε > 0 existe δε > 0 tal que

F (x, s) <
(a(x) + ε)|s|2

2

quando 0 < |s| < δε, e usando o fato de sup
Ω×[−M,M ]

|f(x, s)| = f
M
< ∞, para todo M > 0 concluímos

que

Então

F (x, s) ≤ Cε|s|2
∗

2∗
+

(ε+ a(x))|s|2

2
, ∀s ∈ R e q.t.p. em Ω. (3.15)

Considere β > 0 obtido no lema anterior, e agora escolhemos ε′ > 0 de modo que β − ε′µj > 0.

Desde que a ≤� µj, ou seja, a ≤ µj q.t.p. em Ω, segue que a+ ≤ µj q.t.p. em Ω, note que a+ ≥ a.
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Daí,∫
Ω

(|∇u|2 − au2)dx ≥
∫

Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx

=
1 + ε

′

1 + ε′

∫
Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx

=
1

1 + ε′

[∫
Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx+ ε
′
∫

Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx

]
Lema 3.6︷︸︸︷
≥ 1

1 + ε′

[
β

∫
Ω

u2dx+ ε
′
∫

Ω

(|∇u|2 − a+u2)dx

]
pois µj≥a+︷︸︸︷
≥ 1

1 + ε′

[
β

∫
Ω

u2dx+ ε
′
∫

Ω

(|∇u|2 − µju2)dx

]
=

1

1 + ε′

[
β

∫
Ω

u2dx+ ε
′
∫

Ω

|∇u|2dx− ε′µj
∫

Ω

u2dx

]
=

1

1 + ε′

[
(β − ε′µj)

∫
Ω

u2dx+ ε
′
∫

Ω

(|∇u|2dx
]

≥ 1

1 + ε′
ε
′
∫

Ω

|∇u|2dx.

Então, ∫
Ω

(|∇u|2 − au2)dx ≥ 1

1 + ε′
ε
′
∫

Ω

|∇u|2dx. (3.16)

Por outro lado,

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

u2dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

por (3.15)︷︸︸︷
≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

u2dx−
∫

Ω

(
Cεu

2∗

2∗
+

(ε+ a)u2

2

)
dx

=
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

u2dx−
∫

Ω

Cεu
2∗

2∗
dx−

∫
Ω

(ε+ a)u2

2
dx

=
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

u2dx− Cε
2∗

∫
Ω

u2∗dx− 1

2

∫
Ω

au2dx− ε

2

∫
Ω

u2dx

=
1

2

(∫
Ω

(|∇u|2 − au2)dx

)
− (

λ

2∗
+
ε

2
)

∫
Ω

u2dx− Cε
2∗

∫
Ω

u2∗dx

por (3.16)︷︸︸︷
≥ ε

′

2(1 + ε′)

∫
Ω

|∇u|2dx− (
λ

2∗
+
ε

2
)

∫
Ω

u2dx− Cε
2∗

∫
Ω

u2∗dx

logo

Iλ(u) ≥ ε
′

2(1 + ε′)
‖u‖2 − (

λ

2∗
+
ε

2
)|u|22 −

Cε
2∗
|u|2∗2∗ . (3.17)
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Desde que H1
0 (Ω) está imerso continuamente em L2(Ω) e L2∗(Ω), obtem-se C,K > 0 de modo

que

|u|22 ≤ C‖u‖2 e |u|2∗2∗ ≤ K‖u‖2∗ .

Voltando em (3.17) vem que

Iλ(u) ≥ ε
′

2(1 + ε′)
‖u‖2 − C(

λ

2∗
+
ε

2
)‖u‖2 − KCε

2∗
‖u‖2∗ .

Fazendo ‖u‖ = ρ segue que

Iλ(u) ≥ ε
′

2(1 + ε′)
ρ2 − C(

λ

2∗
+
ε

2
)ρ2 − KCε

2∗
ρ2∗

=
ε
′

2(1 + ε′)
ρ2 − Cλρ2

2∗
− εCρ2

2
− KCερ

2∗

2∗
.

Vamos escolher λ > 0 de modo que ε
′

2(1+ε′ )
ρ2 − Cλρ2

2∗
> ε

′

4(1+ε′ )
ρ2. Para que isto ocorra, tomemos

λ < 2∗ε
′

4C(1+ε′ )
. Logo

Iλ(u) ≥ ε
′

2(1 + ε′)
ρ2 − Cλρ2

2∗
− εCρ2

2
− KCερ

2∗

2∗

>
ε
′

4(1 + ε′)
ρ2 − εCρ2

2
− KCερ

2∗

2∗
.

Agora escolhemos ε > 0 de modo que ε
′

4(1+ε′ )
ρ2− εCρ2

2
> ε

′

8(1+ε′ )
ρ2. Para que isto ocorra, tomemos

0 < ε <
ε
′

4C(1 + ε′)
.

Logo

Iλ(u) >
ε
′

4(1 + ε′)
ρ2 − εCρ2

2
− KCερ

2∗

2∗

>
ε
′

8(1 + ε′)
ρ2 − KCερ

2∗

2∗
.
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Por fim, tomemos ρ > 0 de modo que ε
′

8(1+ε′ )
ρ2− KCερ2∗

2∗
> ε

′

16(1+ε′ )
ρ2. Para que isto de fato ocorra,

basta tomar 0 < ρ <

(
2∗ε

′

16KCε(1 + ε′)

) 1
2∗−2

. Logo

Iλ(u) >
ε
′

8(1 + ε′)
ρ2 − KCερ

2∗

2∗

> 0.

Logo existe α > 0 tal que

Iλ(u) ≥ α > 0

onde u ∈ ∂Bρ ∩ V ⊥.

Demonstração do Teorema 3.1 :

Vamos aplicar o Teorema 1.1 com X = V ⊥. Pelo Lema 3.7, onde X = V ⊥ temos que verifica

(I1). Note que fazendo Id = φ, onde Id : Rk → Rk, identificando W = Rk de imediato tem-se que

Id é um homeomorfismo ímpar e lim
‖y‖→∞

‖Id(y)‖ =∞ tem-se que k ≥ j e pela construção de V segue

que dimV = j − 1, do Lema 3.5 tem-se

max
u∈W

Iλ(u) < Mk,

ou seja, verifica (I2), por fim pela Proposição 3.1 temos que Iλ satisfaz a condição de (PS)c ∀λ ∈

(0, λk), note que como vimos nesta mesma proposição se trata de sequências limitadas verifica também

(PSB)0 sendo assim verifica a condição (I3) sabendo que Iλ(0) = 0 e Iλ é uma função par estamos

nas condições do Teorema do Passo da Montanha, ou seja, o funcional Iλ possui pelo menos k−(j−1)

pares de pontos críticos não triviais para todo λ ∈ (0, λk), isto é, (P ) possui pelo menos k − j + 1

pares de soluções não triviais em λ ∈ (0, λk).
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Capítulo 4

Apêndice A

Vamos enunciar alguns resultados de medidas que foram utilizadas no decorrer deste trabalho.

Lema 4.1 (De Fatou) Seja Ω um conjunto mensurável do RN e (fn) é uma sequência de funções

mensuráveis não-negativas tais que

fn(x)→ f(x)

quase sempre em Ω onde f é mensurável, então∫
Ω

f(x) ≤ lim
n→∞

∫
Ω

fn(x).

Demonstração:ver [10]

Teorema 4.1 (Da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja Ω um conjunto mensurável do RN e

seja (fn) uma sequência de funções mensuráveis tais que

fn(x)→ f(x)

quase sempre em Ω, onde f é mensurável. Se existir uma função h ∈ L1(Ω) tal que

|fn(x)| ≤ h(x)

quase sempre em Ω, então ∫
Ω

fn(x)→
∫

Ω

f(x).

Demonstração:ver [10]
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Teorema 4.2 (De Vainberg) Sejam (fn) uma sequência de funções em Lp(Ω) e f em Lp(Ω) tais que

fn(x)→ f(x)

em Lp(Ω). Então existe uma subsequência (fnk) ⊂ (fn) e uma função g ∈ L1(Ω) tais que

fnk(x)→ f(x)

quase sempre em Ω, e

|fnk(x)| ≤ g(x)

quase sempre em Ω.

Demonstração:ver [10]

Lema 4.2 (Lema de Brezis-Lieb) Seja Ω um subconjunto aberto de RN e (un) ⊆ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.

Se,

a) (un) é limitada em Lp(Ω);

b) un(x)→ u(x), q.t.p. em Ω;

então

lim
n→∞

(
|un|pLp(Ω) − |un − u|

p
Lp(Ω)

)
= |u|pLp(Ω).

Demonstração:

Como un ∈ Lp(Ω), segue que un ∈ L1(Ω), ou seja

sup

∫
Ω

|un|p <∞

e |un|p ≥ 0 e usando (b) estamos nas condições do Lemma de Fatou, vem que

|u|Lp(Ω) ≤ lim|un|Lp(Ω),

e portanto u ∈ Lp(Ω).

Note que,

lim
(
|un|pLp(Ω) − |un − u|

p
Lp(Ω)

)
= lim|un|pLp(Ω) − lim|un − u|pLp(Ω)

= lim|un|pLp(Ω) + lim|un − u|pLp(Ω)

≥ lim|un|pLp(Ω)

≥ |u|pLp(Ω).
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Por outro lado, fixemos ε > 0, segue que existe cε tal que∣∣|a+ b|p − |a|p
∣∣ ≤ ε|a|p + cε|b|p (4.1)

∀a, b ∈ R, este resultado se deve a Holder.

Define-se,

f εn =:
(∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣− ε|un − u|p)+

.

Daí,

f εn =
(∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣− ε|un − u|p)+

≤
∣∣ ∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣− ε|un − u|p ∣∣

Des.triangular︷︸︸︷
≤

∣∣ ∣∣|un|p − |un − u|p∣∣+ |u|p − ε|un − u|p
∣∣

por (4.1)︷︸︸︷
≤

∣∣ ε|un − u|p + cε|u|p + |u|p| − ε|un − u|p
∣∣

= (1 + cε)|u|p

então

f εn ≤ (1 + cε)|u|p ∈ L1(Ω). (4.2)

Note que, se un(x)→ u(x) q.t.p. em Ω, logo

|un(x)| → |u(x)| q.t.p. em Ω,

|un(x)|p → |u(x)|p q.t.p. em Ω,

|un(x)− u(x)| → 0 q.t.p. em Ω,

|un(x)− u(x)|p → 0 q.t.p. em Ω,

então

f εn(x) =:
(∣∣|un(x)|p − |un(x)− u(x)|p − |u(x)|p

∣∣− ε|un(x)− u(x)|p
)+ → 0 = f ε(x) q.t.p. em Ω,

pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→∞

∫
Ω

f εn(x) =

∫
Ω

lim
n→∞

f εn(x)

=

∫
Ω

f ε(x)

= 0.
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Note ainda,

f εn(x) + ε|un − u|p =
(∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣− ε|un − u|p)+

+ ε|un − u|p

≥
∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣− ε|un − u|p + ε|un − u|p

=
∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣

∀n ∈ N.

Logo, ∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ ≤ ∫
Ω

f εn + ε

∫
Ω

|un − u|p

=

∫
Ω

f εn + ε|un − u|pLp(Ω).

Sendo
∫

Ω
f εn <∞ por (4.2) e sendo (un) limitada em Lp(Ω),ou seja, existe K > 0 tal que

|un − u|pLp(Ω) < K, ∀n ∈ N.

Daí, ∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ <∞.
A sequência acima é limitada superiormente, logo podemos falar de limite superior, ou seja

lim

∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ ≤ lim

∫
Ω

f εn + ε.K

= ε.K,

fazendo ε→ 0, segue que

lim

∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ ≤ 0.

logo

lim

∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ = 0.

Desde que
∣∣ ∫

Ω

g
∣∣ ≤ ∫

Ω

|g| segue que

lim

∫
Ω

|un|p − |un − u|p − |u|p ≤ lim

∫
Ω

∣∣|un|p − |un − u|p − |u|p∣∣ = 0
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e ainda,

lim

∫
Ω

|un|p − |un − u|p − |u|p ≤ 0

⇒ lim

∫
Ω

|un|p − |un − u|p ≤ lim

∫
Ω

|u|p

=

∫
Ω

|u|p

= |u|pLp(Ω).

⇒ lim(|un|pLp(Ω) − |un − u|
p
Lp(Ω)) ≤ |u|

p
Lp(Ω).

Daí

|u|pLp(Ω) ≤ lim(|un|pLp(Ω) − |un − u|
p
Lp(Ω)) ≤ lim(|un|pLp(Ω) − |un − u|

p
Lp(Ω)) ≤ |u|

p
Lp(Ω)

⇒ lim(|un|pLp(Ω) − |un − u|
p
Lp(Ω)) = lim(|un|pLp(Ω) − |un − u|

p
Lp(Ω)).

Portanto,

lim
n→∞

(|un|pLp(Ω) − |un − u|
p
Lp(Ω)) = |u|pLp(Ω).

4.0.1 Medida de Radon

Definição 4.1 Diz-se que uma medida µ em RN é de Radon se está definida em uma σ-álgebra de

Borel e ainda para todo A ⊂ RN compacto tem-se

µ(A) <∞.

Definição 4.2 O espaço das medidas finitas de Radon com sinal em RN denotaremos porM(RN).

Para ν emM(RN) definimos

‖ν‖M = |ν|(RN)

com |ν| é a soma das variações positivas e negativas de ν, o subespaço das medidas finitas de Radon

denotemos porM+(RN).
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Definição 4.3 Dado x ∈ RN e δx ∈ M+(RN), dizemos que δx é a massa de Dirac concentrada em

x se

δx(E) =

 1 se x ∈ E,

0 se x /∈ E

Definição 4.4 Seja (νn) ⊂M(RN), dizemos que

νn ⇀ ν emM(RN).

Se

lim
n→∞

∫
ϕdνn →

∫
ϕdν, ∀ ϕ ∈ C∞0 (RN).

Definição 4.5 Sejam µ, λ medidas de Radon. Dizemos que a medida λ é absolutamente contínua

em relação a medida µ se µ(E) = 0 implicar que λ(E) = 0 para E ⊂ RN e denotaremos por λ� µ.

Teorema 4.3 Seja ψ um funcional linear contínuo em (C∞0 (RN), ‖.‖∞). Então existe uma única

medida finita de Radon com sinal em ν em RN tal que

ψ(g) =

∫
gdν, ∀ g ∈ C∞0 (RN)

e ainda

‖ψ‖ = ‖ν‖M
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Capítulo 5

Apêndice B

5.1 Funcionais Diferenciáveis

Definição 5.1 . Seja Ω ⊂ E, um aberto do espaço de Banach E, seja

I : Ω ⊆ E → R,

um funcional. Dizemos que T ∈ E ′ é a derivada de Gateaux de I u ∈ Ω se, para todo v ∈ E,

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T (t.v)

t
= 0.

Notação: Denotamos a derivada de Gateaux em u por I ′(u).

Definição 5.2 . Seja Ω ⊂ E um aberto do espaço de Banach E, e

I : Ω ⊆ E → R,

um funcional linear. Dizemos que I tem derivada de Fréchet T0 ∈ E ′ em u ∈ Ω se,

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− T0(v)

‖v‖
= 0.

Notação: Denotamos a derivada de Fréchet em u por DI(u).

Dizemos que I é de classe C1(E,R) se a derivada de Fréchet de I existe para todo u ∈ E e a

aplicação u 7→ DI(u) é contínua em E.

Se E = H é um espaço de Hilbert e I tem derivada de Gateaux em u ∈ Ω, segue que

〈I ′(u), v〉 := (∇I(u), v)H .

Este elemento é único devido ao Teorema da Representação de Riesz.
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Proposição 5.1 Se I : Ω ⊆ E → R é Fréchet diferenciável em u ∈ Ω então I é Gateaux diferenciável.

Demonstração:

Como I é Fréchet diferenciável em u, segue que ∀ε > 0 existe ∀δ > 0 tal que,

|I(u+ h)− I(u)−DI(u)(h)|
‖h‖

< ε,

sempre que ‖h‖ < δ.

Dado v ∈ Ω não-nulo (caso v nulo é imediato), fazendo h = tv, com t ∈ R logo,

|I(u+ tv)− I(u)−DI(u)(tv)|
‖tv‖

< ε,

sempre que |t|.‖v‖ = ‖t.v‖ < δ.

Segue que |t| < δ
‖v‖ ,

⇒
∣∣∣∣I(u+ tv)− I(u)−DI(u)(tv)

t

∣∣∣∣ < ε.‖v‖,

tomando δ1 = δ
‖v‖ , tem-se ∀ ε = ε.‖v‖ > 0 tal que,

⇒
∣∣∣∣I(u+ tv)− I(u)−DI(u)(tv)

t

∣∣∣∣ < ε,

sempre que |t| < δ1. Mostrando que,

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)−DI(u)(tv)

t
= 0.

Portanto existe a derivada de Gateaux de I em u, e ainda pela unicidade do limite obtemos,

DI(u) = I ′(u).

Proposição 5.2 Se I tem derivada de Gateaux contínua sobre Ω, então I é de classe C1(Ω,R).

Demonstração:

Seja u ∈ Ω e I ′(u) a derivada de Gateaux de I em u. Segue do Terorema do Valor Médio que

existe 0 < λ < 1 tal que,

I(u+ h)− I(u) = I ′(u+ λ.h)(h).

Daí,

I(u+ h)− I(u)− I ′(u)(h) = I ′(u+ λ.h)(h)− I ′(u)(h).
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Então,

|I(u+ h)− I(u)− I ′(u)(h)| = |I ′(u+ λ.h)(h)− I ′(u)(h)|

= |(I ′(u+ λ.h)− I ′(u))(h)|

≤ ‖I ′(u+ λ.h)− I ′(u)‖
E′
‖h‖,

logo

|I(u+ h)− I(u)− I ′(u)(h)| ≤ ‖I ′(u+ λ.h)− I ′(u)‖
E′
‖h‖. (5.1)

Desde que I possui derivada de Gateaux contínua em Ω, segue que ∀ε > 0 existe ∀δ > 0 tal que

‖I ′(u+ λ.h)− I ′(u)‖
E′
< ε, (5.2)

quando ‖h‖ < δ.

Combinando (5.1) e (5.2) segue que,

|I(u+ h)− I(u)− I ′(u)(h)|
‖h‖

< ε.

Mostrando que,

lim
‖h‖→0

I(u+ h)− I(u)− I ′(u)(h)

‖h‖
= 0.

Da unicidade do limite segue que DI(u) = I ′(u) e por conseguinte I possui derivada de Fréchet

contínua em Ω, ou seja, I ∈ C1(Ω,R).

Mostremos que o funcional associado ao problema (P ) esta bem definido e é de classe C1(H1
0 (Ω),R).

O funcional associado ao problema (P ) é dado por

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx−
∫

Ω

F (x, u)dx,∀u ∈ H1
0 (Ω).
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Note que Iλ(u) = I1(u) − I2(u) − I3(u) onde, I1(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2dx , I2(u) = λ

2∗

∫
Ω
|u|2∗dx e

I3(u) =
∫

Ω
F (x, u)dx

Mostremos que o funcional Iλ esta bem definido,

(a) Seja u ∈ H1
0 (Ω), segue que |∇u| ∈ L2(Ω), e portanto

I1(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx <∞.

(b) Seja u ∈ H1
0 (Ω), das imersões segue que |u| ∈ L2∗(Ω)

Então,

I2(u) =
λ

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx <∞.

(c) Note que por (f1) e por sup
Ω×[−M,M ]

|f(x, s)| = f
M
<∞, ∀M > 0 temos que

|F (x, s)| < Cε +
ε

2∗
|s|2∗ ,

∀s ∈ R. Dado u ∈ H1
0 (Ω), segue que

I3(u) = Cε

∫
Ω

dx+
ε

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx <∞.

Portanto de (a), (b) e (c) segue que Iλ esta bem definida.

Mostremos que o funcional Iλ ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Provemos que I1 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Calculemos a derivada de Gateaux de I1, seja u, v em H1
0 (Ω) note que

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

1

2t

{∫
Ω

|∇(u+ tv)|2 −
∫

Ω

|∇u|2
}
.
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Usando o fato de H1
0 (Ω) ser um espaço de Hilbert, vem que

I1(u+ tv)− I1(u)

t
=

1

2t

{∫
Ω

|∇(u+ tv)|2 −
∫

Ω

|∇u|2
}

=
1

2t

{∫
Ω

∇(u+ tv).∇(u+ tv)−
∫

Ω

∇u.∇u
}

=
1

2t

{∫
Ω

∇u.∇u+ 2t

∫
Ω

∇u.∇v + t2
∫

Ω

∇v.∇v −
∫

Ω

∇u.∇u
}

=
1

2t

{
2t

∫
Ω

∇u.∇v + t2
∫

Ω

∇v.∇v
}

=

∫
Ω

∇u.∇v +
t

2

∫
Ω

∇v.∇v.

Então,

lim
t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t
= lim

t→0

{∫
Ω

∇u.∇v +
t

2

∫
Ω

∇v.∇v
}

=

∫
Ω

∇u.∇v.

Então existe a derivada de Gateaux de I1 em u e

I1
′(u)v = lim

t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t

=

∫
Ω

∇u.∇v.

Mostremos que

I1
′ : H1

0 (Ω)→ (H1
0 (Ω))

′

é contínuo.

Seja (un) ⊂ H1,2
0 (Ω) uma sequência tal que

un → u em H1
0 (Ω).

Seja v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1 segue que

|I1
′(un)v − I1

′(u)v| =

∣∣∣∣∫
Ω

∇un.∇v −
∫

Ω

∇u.∇v
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
Ω

(∇(un − u).∇v
∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|∇(un − u).∇v|.

90



Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vem que,

|I1
′(un)v − I1

′(u)v| ≤
∫

Ω

|∇(un − u).∇v|

≤
{∫

Ω

|∇(un − u)|2
} 1

2

.

{∫
Ω

|∇v|2
} 1

2

= ‖un − u‖
(H1

0(Ω))
.‖v‖

(H1
0(Ω))

≤ ‖un − u‖
(H1

0(Ω))

isso nos dá,

‖un − u‖
(H1

0(Ω))
≥ sup

v∈H1
0(Ω)

‖v‖≤1

|I1
′(un)v − I1

′(u)v|

= ‖I1
′(un)− I1

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ .

Daí,

lim
n→∞

‖I1
′(un)− I1

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ ≤ lim

n→∞
‖un − u‖

(H1
0(Ω))

= 0

Então

lim
n→∞

‖I1
′(un)− I1

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ = 0,

mostrando que a derivada de Gateaux é contínua, pela proposição 4.2 segue que I1 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Provemos que I2 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Considere t ∈ R tal que 0 < |t| < 1 e u, v ∈ H1
0 (Ω), definimos f : [0, 1]→ R dada por,

f(s) =
λ|u+ stv|2∗

2∗
.

Pela definição de f , vem que f é contínua em [0, 1] e derivável em (0, 1), do Teorema do Valor

Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que,

f(1)− f(0) = f ′(θ).
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Então,

λ|u+ tv|2∗

2∗
− λ|u|2∗

2∗
= λ|u+ θtv|2∗−2(u+ θtv)tv,

logo
λ|u+tv|2∗

2∗
− λ|u|2∗

2∗

t
= λ|u+ θtv|2∗−2(u+ θtv)v.

Daí

lim
t→0

λ|u+tv|2∗

2∗
− λ|u|2∗

2∗

t
= lim

t→0
λ|u+ θtv|2∗−2(u+ θtv)v

= λ|u|2∗−2uv

q.s. em Ω. E ainda, ∣∣∣∣∣ λ|u+tv|2∗

2∗
− λ|u|2∗

2∗

t

∣∣∣∣∣ = λ|u+ θtv|2∗−2|u+ θtv|v|

= λ|u+ θtv|2∗−1||v|

≤ λ(|u|+ |v|)2∗−1|v|.

Desde que u, v ∈ H1
0 (Ω), logo u, v ∈ L2∗(Ω). Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes

2∗ e 2∗

2∗−1
vem que∫

Ω

|(|u|+ |v|)2∗−1||v| ≤
(∫

Ω

|(|u|+ |v|)|2∗
) 2∗−1

2∗

.

(∫
Ω

|u|2∗
) 1

2∗

<∞.

Portanto λ(|u|+ |v|)2∗−1|v| ∈ L1(Ω). Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
t→0

∫
Ω

λ |u+tv|2∗

2∗
− λ |u|

2∗

2∗

t
= λ

∫
Ω

lim
t→0

|u+tv|2∗

2∗
− |u|

2∗

2∗

t

= λ

∫
Ω

|u|2∗−2uv.

Então existe a derivada de Gateaux de I2 em u e

I2
′(u)v = lim

t→0

I2(u+ tv)− I2(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

λ |u+tv|2∗

2∗
− λ |u|

2∗

2∗

t

= λ

∫
Ω

|u|2∗−2uv.

92



Mostremos que

I2
′ : H1

0 (Ω)→ (H1
0 (Ω))

′

é contínuo.

Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência tal que

un → u em H1
0 (Ω).

Logo, un → u em L2∗(Ω). Pelo Teorema de Vainberg, a menos de uma subsequência (denotaremos

ainda por (un)) existe h ∈ L2∗(Ω) tais que

un(x)→ u(x) q.s. em Ω

e

|un(x)| ≤ h(x) q.s. em Ω, ∀n ∈ N.

Seja v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1 segue que

|I2
′(un)v − I2

′(u)v| =

∣∣∣∣λ∫
Ω

|un|2
∗−2unv − λ

∫
Ω

|u|2∗−2uv

∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∫
Ω

(|un|2
∗−2un − |u|2

∗−2u)v

∣∣∣∣
≤ λ

∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ |v|.

Pela desigualdade de Holder com os expoentes 2∗ e 2∗

2∗−1
segue que

|I2
′(un)v − I2

′(u)v| ≤ λ

∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ |v|
≤ λ

(∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

) 2∗−1
2∗

.

(∫
Ω

|v|2∗
) 1

2∗

= λ

(∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

) 2∗−1
2∗

.|v|
L2∗ (Ω)

.
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Da imersão de H1
0 (Ω) em L2∗(Ω) segue que existe k > 0 tal que

|I2
′(un)v − I2

′(u)v| ≤ k.λ

(∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

) 2∗−1
2∗

.‖v‖.

≤ k.λ(

∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1 )

2∗−1
2∗

isso nos da,

kλ

(∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

) 2∗−1
2∗

≥ sup
v∈H1

0(Ω)

‖v‖≤1

|I2
′(un)v − I2

′(u)v|

= ‖I2
′(un)− I2

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ .

Desde que un(x)→ u(x) q.s. em Ω segue que

∣∣|un(x)|2∗−2un(x)− |u(x)|2∗−2u(x)
∣∣ 2∗

2∗−1 → 0

q.s. em Ω e

∣∣|un(x)|2∗−2un(x)− |u(x)|2∗−2u(x)
∣∣ 2∗

2∗−1 ≤ 2
2∗

2∗−1 .
{

(|un(x)|2∗−2un(x))
2∗

2∗−1 + (|u(x)|2∗−2u(x))
2∗

2∗−1

}
≤ 2

2∗
2∗−1 .(h2∗(x) + |u(x)|2∗)

q.s. em Ω e ∀n ∈ N.

Como h2∗ , |u|2∗ ∈ L1(Ω) então 2
2∗

2∗−1 .(h2∗ + |u|2∗) ∈ L1(Ω). Pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

(k.λ)
2∗

2∗−1

∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1 = (k.λ)

2∗
2∗−1

∫
Ω

lim
n→∞

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

= (k.λ)
2∗

2∗−1

∫
Ω

0

= 0.

Desde que,

kλ

(∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

) 2∗−1
2∗

≥ ‖I2
′(un)− I2

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′

segue que
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lim
n→∞

‖I2
′(un)− I2

′(u)‖
2∗

2∗−1

(H1
0(Ω))

′ ≤ lim
n→∞

(k.λ)
2∗

2∗−1

∫
Ω

∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣ 2∗
2∗−1

= 0.

Então

lim
n→∞

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖
2∗

2∗−1

(H1
0(Ω))

′ = 0,

consequentemente

lim
n→∞

‖I2
′(un)− I2

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ = 0

mostrando que a derivada de Gateaux é contínua, pela proposição 4.2 segue que I2 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Provemos que I3 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Considere t ∈ R tal que 0 < |t| < 1 e u, v ∈ H1
0 (Ω), definimos g : [0, 1]→ R dada por,

g(s) = F (x, u+ stv).

Pela definição de g, vem que g é contínua em [0, 1] e derivável em (0, 1), do Teorema do Valor

Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que,

g(1)− g(0) = g′(θ).

Então,

F (x, u+ tv)− F (x, u) = F ′(x, u+ stv)

= f(x, u+ θtv)tv,

logo

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u+ θtv)v.

Usando o fato da função f ser de Carathéodory segue que,

lim
t→0

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= lim

t→0
f(x, u+ θtv)v

= f(x, u)v
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q.s. em Ω.

Note que da condição de crescimento de f segue que

|f(x, u+ θtv)v| = |f(x, u+ θtv)|.|v|

= (Cε + ε|u+ θtv|2∗−1).|v|

≤ Cε|v|+ ε|v|22∗−1(|u|2∗−1 + |θtv|2∗−1)

≤ Cε|v|+ ε22∗−1|v||u|2∗−1 + ε22∗−1|v|2∗ ,

onde Cε|v|+ ε22∗−1|v||u|2∗−1 + ε22∗−1|v|2∗ ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
=

∫
Ω

lim
t→0

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t

=

∫
Ω

f(x, u)v.

Então existe a derivada de Gateaux de I3 em u e

I3
′(u)v = lim

t→0

I3(u+ tv)− I3(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t

=

∫
Ω

f(x, u)v.

Mostremos que

I3
′ : H1

0 (Ω)→ (H1
0 (Ω))

′

é contínuo.

Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência tal que

un → u em H1
0 (Ω).

Logo, un → u em L2(Ω). Pelo Teorema de Vainberg, a menos de uma subsequência (denotaremos

ainda por (un)) existe h ∈ L2(Ω) tais que
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un(x)→ u(x) q.s. em Ω

e

|un(x)| ≤ h(x) q.s. em Ω, ∀n ∈ N.

Seja v ∈ H1
0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1 segue que

|I3
′(un)v − I3

′(u)v| =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x, un)v −
∫

Ω

f(x, u)v

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

(f(x, un)− f(x, u))v

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|f(x, un)− f(x, u)||v|.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

|I3
′(un)v − I3

′(u)v| ≤
∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)||v|

≤
{∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)|2
} 1

2

.

{∫
Ω

|v|2
} 1

2

= |f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

.|v|
L2(Ω)

.

Da imersão contínua de Sobolev de H1
0 (Ω) em L2(Ω) segue que existe k > 0 tal que

|I3
′(un)v − I3

′(u)v| = |f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

.|v|
L2(Ω)

= k|f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

.‖v‖

≤ k|f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

isso nos da,

k|f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

≥ sup
v∈H1

0(Ω)

‖v‖≤1

|I3
′(un)v − I3

′(u)v|

= ‖I3
′(un)− I3

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ .

Desde que un(x)→ u(x) q.s. em Ω e f ser Carathéodory segue que

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|2 → 0
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q.s. em Ω e pela condição de crescimento de f vem que

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|2 ≤
{
|f(x, un(x))|+ |f(x, u(x))|

}2

≤
{
Cε + |un(x)|2∗−1 + Cε + |u(x)|2∗−1

}2

≤
{

2Cε + 2h(x)2∗−1}2

≤ 4
(
4Cε

2 + 4h(x)2(2∗−1))
≤ 16

(
Cε

2 + h(x)2(2∗−1))
onde 16

(
Cε

2 + h(x)2(2∗−1)) ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

|f(x, un)− f(x, u)|2
L2(Ω)

= lim
n→∞

∫
Ω

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|2

=

∫
Ω

lim
n→∞

|f(x, un(x))− f(x, u(x))|2

=

∫
Ω

0

= 0.

Daí,

lim
n→∞

|f(x, un)− f(x, u)|
L2(Ω)

= 0.

Então,

lim
n→∞

‖I3
′(un)− I3

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ ≤ k lim

n→∞
|f(x, un)− f(x, u)|

L2(Ω)

= 0.

Portanto,

lim
n→∞

‖I3
′(un)− I3

′(u)‖
(H1

0(Ω))
′ = 0,

mostrando que a derivada de Gateaux é contínua, pela proposição 4.2 segue que I3 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Podemos concluir que Iµ = I1 − I2 − I3 ∈ C1(H1
0 (Ω),R)
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Capítulo 6

Apêndice C

Apresentaremos alguns resultados da teoria de gênero de Krasnoselskii, para mais detalhes veja

[14, 8]

Sejam E um espaço de Banach real, defina

E = {A ⊂ E\{0};A é fechado em E e simétrico na origem} . (6.1)

Definição: Dado A ∈ ε, definimos o gênero de A por

i) γ(A) = inf {n ∈ N,∃ ϕ ∈ C(A,Rn\{0}) ímpar};

ii) γ(A) =∞ se não existe n ∈ N e ϕ ∈ C(A,Rn\{0}) ímpar;

iii) γ(∅) = 0.

Observação: Note que dizer que γ(A) = j equivale a dizer que j é o menor número natural tal que

existe uma aplicação ímpar ϕ ∈ C(A,Rj\{0})

Proposição 6.1 sejam A ∈ ε e Ω ⊂ Rn aberto, limitado, simétrico, onde 0 ∈ Ω. Se existir h ∈

C(A, ∂Ω) tal que h é um homeomorfismo ímpar, então γ(A) = n.

Corolário 6.1 Seja E = Rn e Ω ⊂ Rn aberto, limitado, simétrico com 0 ∈ Ω, então γ(∂Ω) = n.

Corolário 6.2 Seja E = Rn e considerando Sk−1 =
{
x ∈ Rk; ‖x‖ = 1

}
⊂ Rn, então γ(Sk−1) = k.

Teorema 6.1 (Propriedades de Gênero)

Sejam A,B ∈ E , então
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i) (Normalização)

γ({x,−x}) = 1,∀x ∈ E\{0}.

ii) (Propriedade para aplicações ímpares). Se existe f ∈ C(A,B) ímpar, então

γ(A) ≤ γ(B).

iii) (Monotonicidade). Se A ⊂ B, então

γ(A) ≤ γ(B).

iv) (Subaditividade).

γ(A ∪B) ≤ γ(A) + γ(B).

v) (Continuidade). Se K ∈ E é compacto, então γ(K) <∞, e ainda, existe δ > 0 tal que

Nδ(K) = {x ∈ E; ‖x−K‖ ≤ δ} ∈ ε e γ(Nδ(K)) = γ(K)

vi) Seja A ∈ E e γ(A) ≥ 2, então A possui uma infinidade de pontos.
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