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Resumo

Seja Ω um conjunto aberto limitado do Rn com fronteira Γ suposta regular.

Consideremos o sistema de Navier-Stokes com viscosidade variável:

(P1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− (νo + ν1||u||2)∆u+
n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
= f − grad p em Ω

div u = 0 em Ω

u = 0 em Γ

Neste trabalho investiga-se a existência de soluções fracas para o sistema (P1) quando

n ≤ 4 . A unicidade quando n ≤ 4 também é analisada.

Palavras-chaves: Navier-Stokes, Viscosidade Variável, Forma Estacionária, Solução

Fraca, Monotonicidade.



Abstract

Let Ω be a bounded open set of Rn with boundary Γ supposed regular.

Consider the Navier-Stokes system with variable viscousity:

(P1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− (νo + ν1||u||2)∆u+
n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
= f − grad p em Ω

div u = 0 em Ω

u = 0 em Γ

In this work we investigate the existence of weak solutions to the system (P1) when n ≤ 4

. Uniqueness of solutions when n ≤ 4 is also analyzed.
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Introdução

O modelo matemático para descrição do movimento de um fluido viscoso incom-

pressível é dado pelo seguinte sistema de equações diferenciais parciais em coordenadas

de Euler.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂t
− ν∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
= f − grad p em Ω

div u = 0 em Ω

Sendo u = (u1, u2, ..., un) um vetor, tal que ui = ui(x, t), onde x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

e t > 0, t ∈ R. Note que u é a velocidade do fluido, f é a densidade das força externas e

p = p(x, t) é a pressão no ponto (x, t).

Representaremos por ν a viscosidade do fluido. Quando ν = 0, (1) reduz-se ao sistema

de Euler. Suponhamos ν > 0.

A análise matemática de(1) foi feita primeiramente por J. Leray em 1934 cf. [5].

Depois foi investigado por O. A. Ladyzhenskaya [4], 1963; J. L. Lions [6], 1969; Roger

Temam [15], 1979; Luc Tartar [14], 1999 e muitos outros matemáticos.
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O problema, quando ν é da forma ν = νo + ν1||u(t)||2, νo > 0 e ν1 > 0, são constantes

positivas, foi investigado por J. L. Lions [6] em um domínio limitado Q = Ω× ]0, T [ de

Rn+1, mais precisamente, ele investigou o problema misto:

(EP )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u

∂t
− (νo + ν1||u(t)||2)∆u+

n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
= f − grad p em Q

div u = 0 em Q

u = 0 em
∑

u(x, 0) = u0 em Ω

onde provou a existência de solução para n ≤ 4 e unicidade para n ≤ 3. Para o caso

ν1 = 0, temos a unicidade para n < 3, cf Lions e G. Prodi [8]. O caso não cilindríco de

(EP) foi investigado por Araújo, Miranda e Medeiros [1], de forma semelhante.

Seja Ω um conjunto limitado de Rn com fronteira Γ suposta regular. O problema

estacionário correspondente ao problema de evolução (EP) consiste em determinar ,

u = {u1, u2, ...un} e p satisfazendo:

(SP )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− (νo + ν1||u||2)∆u+
n∑
i=1

ui
∂u

∂xi
= f − grad p em Ω

div u = 0 em Ω

u = 0 em Γ

Quando ν1 = 0, a análise matemática de (SP) foi feita por Lions[6] e Temam[14].

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções do problema (SP) quando n ≤ 4.
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Unicidade de soluções para o caso de n ≤ 4 é também analisado.
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Capítulo 1

Resultados preliminares e definições

Lema 1.1. : (Combinação linear)

Seja {x1, x2, ..., xn} um conjunto L.I. de vetores de um espaço normado X (de qual-

quer dimensão). Então existe C > 0 , C ∈ R, tal que para toda coleção de escalares

α1, α2, ..., αn tem-se

||α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn|| ≥ C(|α1|+ |α2|+ ...+ |αn|) (1.1)

Demonstração: Seja S = |α1| + |α2| + ... + |αn|. Se S = 0, todos αi são nulos, logo

temos que (1.1) vale para qualquer C.

||α1x1 + ...+ αnxn|| ≥ C(|α1|+ ...+ |αn|)

Seja S > 0, então (1.1) é equivalente a desigualdade que obtemos de (1.1) pela divisão

4



por S. Sendo βi =
αi
S
,

||α1x1 + ...+ αnxn||
S

≥ C(|α1|+ ...+ |αn|)
S

||α1

S
x1 + ...+

αn
S
xn|| ≥

C(|α1|+ ...+ |αn|)
|α1|+ |α2|+ ...+ |αn|

||β1x1 + ...+ βnxn|| ≥ C, sendo (
n∑
i=1

|βi| = 1) (1.2)

Portanto, basta provar a existência de um C > 0 tal que, (1.2) valha para todas as

n-uplas de escalares β1, ..., βn com
n∑
i=1

|βi| = 1.

Suponhamos que isso é falso. Então, existe uma sequência (ym) de vetores.

ym = β
(m)
1 x1 + ...+ β(m)

n xn, com
m∑
i=1

|β(m)
i | = 1

tal que ||ym|| → 0, quando m→∞.

Como
n∑
i=1

|β(m)
j | = 1, temos que |β(m)

j | ≤ 1, para cada j = 1, ..., n

Portanto, para cada j fixo a sequência

(β
(m)
j ) = (β

(1)
j , β

(2)
j , β

(3)
j )

é limitada. Consequentemente, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, (β
(m)
1 ) possui

uma subsequência convergente. Seja β1 o limite dessa subsequência e (y1m) a subsequência

convergente de (ym), onde as entradas de x1 são os termos da subsequência convergente

de (β
(m)
1 ). Pelo mesmo argumento, (y1m) tem uma subsequência (y2m), para o qual a

subsequência correspondente de escalares (β
(m)
2 ) converge, sendo β2 o limite. Continuando

desta forma, após n passos obtemos uma subsequência (ynm) = (yn01, yn02, ...) de (ym),
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cujos termos são da forma,

ynm =
n∑
j=1

γ
(m)
j xj ; (

n∑
j=1

|γ(m)
j | = 1)

Com escalares γ(m)
j satisfazendo γ(m)

j → βj quando m→∞.

Portanto, como m→∞

ynm → y =
n∑
j=1

βjxj

Onde
∑
|βj| = 1 de modo que nem todos βj podem ser zero, uma vez que {x1, ..., xn} é

um conjunto L.I.. Assim temos y 6= 0.

Por outro lado, ynm → y, ou seja, ||ynm|| → ||y||, pela continuidade da norma. Como

||yn|| → 0, por suposição, temos que ||ynm|| → 0. Pela unicidade do limite, ||y|| = 0, logo

y = 0. Isto contradiz o fato y 6= 0. Portanto o lema está provado.

Teorema 1.1. (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Seja B a bola fechada de centro

O e raio 1 em Rn+1. Toda aplicação contínua f : B → B possui (pelo menos) um ponto

fixo.

Demonstração. Ver S.Kesavan [ 3 ]

Lema do Ângulo agudo:

Seja P : Rn → Rn uma aplicação contínua tal que para um ρ > 0 conveniente se tenha

〈(P (ξ), ξ)〉 ≥ 0 ∀ ||ξ|| ≤ ρ. Então existe ξ ∈ Rn com ||ξ|| ≤ ρ tal que P (ξ) = 0.
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Demonstração. O lema diz que se o ângulo entre ξ e P (ξ) é agudo ∀ ξ ∈ Rn com

||ξ|| = ρ, então a equação P (ξ) = 0 tem uma solução na bola ||ξ|| ≤ ρ.

Suponhamos por contradição que P (ξ) 6= 0, ∀ ||ξ|| ≤ ρ.

Seja,

f : B(0, ρ) → B(0, ρ)

ξ 7→ −ρ. P (ξ)

||P (ξ)||
, (1.1)

notemos que f é contínua.

Considere também,

g : B(0, 1) → B(0, 1)

ξ 7→ − P (ρξ)

||P (ρξ)||
, (1.2)

notemos que g tabém é contínua.

Logo pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, existe ξ0 ∈ B(0, 1) tal que,

ξ0 = g(ξ0). Logo ξ0 = − P (ρξ0)

||P (ρξ0)||

Desse modo, ξ1 = ρξ0 é ponto fixo de f .

De fato,

f(ξ1) = −ρ P (ξ1)

||P (ξ1)||
= −ρ. P (ρξ0)

||P (ρξ0)||

= ρ.ξ0 = ξ1
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Temos ||ξ1|| = ρ

〈P (ξ1), ξ1〉 =

〈
P (ξ1), −ρ P (ξ1)

||P (ξ1)||

〉
=

−ρ
||P (ξ1)||

〈P (ξ1), P (ξ1)〉

=
−ρ
||Pξ1||

||P (ξ1)||2= −ρ||P (ξ1)||.

Como nós supomos que P (ξ) 6= 0,∀ ||ξ|| ≤ ρ e por hipotese ρ > 0, temos que

〈P (ξ1), ξ1〉 < 0

Absurdo, pois por hipótese

< P (ξ), ξ >≥ 0 ∀ ξ com ||ξ|| = ρ

.

Definição 1.1. : Definamos os seguintes espaços

V = {ϕ ∈ (D(Ω))n; div ϕ = 0}

V = V(H1
0 (Ω))n e H = V(L2(Ω))n

Definição 1.2. : Definamos o produto interno e a norma em V

((u, v)) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

||u||2 =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

du.

Definição 1.3. : Definamos o produto interno e a norma em H.

(u, v) =
n∑
i=1

∫
Ω

ui(x)vi(x)du,

|u|2 =
n∑
i=1

∫
Ω

|ui(x)|2du.
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Definição 1.4. : Consideremos a(u, v) a forma bilinear em V

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∇u.∇vdx

Definição 1.5. : Definamos para u ∈ V

a(u, u) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx = ||u||2

Definição 1.6. : Consideremos b(u, v, w) a forma trilinear em V

b(u, v, w) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj
∂vi
∂xj

widx.

Definição 1.7. : Considere f ∈ V ′. Então a função u ∈ V é chamada solução fraca do

problema (SP) quando satisfaz.

(ν0 + ν1||u||2)a(u, v) + b(u, u, v) =< f, v > ∀ v ∈ V

em que <,> denota a dualidade entre V e V ′, sendo V ′ o dual topológico de V .

Observação 1.1. : Notemos que

ν1||u||2a(u, v) = ν1||u||2 < −∆u, v >=< −ν1||u||2∆u, v >=< Au, v > ∀ v ∈ V

Onde, Au = −ν1||u||2∆u.

Observação 1.2. : A aplicação A leva objetos de V em V ′, e conjuntos limitados de

V em conjuntos limitados de V ′.

Na verdade é suficiente definir, fu = −ν1||u||2∆u . Temos que

‖fu‖V ′ = sup
‖v‖=1
v∈V

|〈fu, v〉| = sup
‖v‖=1
v∈V

ν1‖u‖2|a(u, v)| ≤ ν1‖u‖3.
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Definição 1.8. : Uma sequência (en) ⊂ H é dita base Hilbertiana de H se satisfaz as

seguintes condições:

(i) |en| = 1 ∀ n ∈ N; (em, en) = 0 ∀ m 6= n.

(ii) O espaço vetorial gerado por {e1, e2, ...} é denso em H.

Observação 1.3. : Temos que θ(S) = S2 é convexo, pois θ′′(S) = 2 > 0.

Lema 1.2. : Para cada t ∈ [0, T ] fixado, consideremos o funcional

J : V → R

definido por

Ju =
ν

4

(∫
Ω

n∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2

,∀ u ∈ V.

Então,

1. J é Gateaux-diferenciável em V e a derivada J ′(v) é dada por

< J ′u, v >=< Au, v > ∀ u, v ∈ V

onde,

Au = −ν1||u||2∆u

2. J é convexo, ou seja, J(λu + (1 − λ)v) ≤ λJu + (1 − λ)Jv ∀ u, v ∈ V, para cada

0 ≤ λ ≤ 1.
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Prova: De fato

< J ′u, v >= lim
λ→0

J(u+ λv)− Ju
λ

onde,

J(u+ λv)− Jv
λ

=
ν

4λ


(

n∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

(x) + λ
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx

)2

−

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2


definimos,

θ(λ) =

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2dx

)2

, onde a =
∂ui
∂xj

(x) e b =
∂vi
∂xj

(x) (1.3)

De (1.3), temos,

θ′(λ) = 2

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2du

)
.
∂

∂λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2du

)

= 2
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2du.
n∑

i,j=1

∫
Ω

2(a+ λb) b dx . Logo

θ′(λ) = 4

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb)2du

)(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a+ λb) b dx

)
(1.4)

Sendo, θ(0) =

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a)2du

)2

.

De (1.4) temos que,

θ′(0) = 4
n∑

i,j=1

∫
Ω

(a)2dx

n∑
i,j=1

∫
Ω

a.b dx

= 4
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂ui
∂xj

(x)
∂vi
∂xj

(x)dx

θ′(0) = 4||u|| < −∆u, v >= 4 < −||u||2∆u, v >

Como
ν

4
θ′(0) =

ν

4
lim
λ→0

θ(λ)− θ(0)

λ
= lim

λ→0

J(u+ λv)− Ju
λ

,

concluimos que

< J ′u, v >= lim
λ→0

J(u+ λv)− Ju
λ

=
ν

4
θ′(0).
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Como o limite existe, J é Gateaux-diferenciável, e

< J ′u, v > =
ν

4
θ′(0) =

ν

4
4 < −||u||2∆u, v >=< −ν||u||2∆u, v >

< J ′u, v > = < Au, v > .

Mostremos que J é um funcional convexo.

Levando em consideração a observação 1.3, temos que J̃u =
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx é

convexo e que

J̃ [(1− λ)u+ λv] =
n∑

i,j=1

∫
Ω

[
(1− λ)

∂ui
∂xj

+ λ
∂vi
∂xj

(x)

]2

dx

≤ (1− λ)
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx+ λ
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx (1.5)

Decorre de (1.5) que

J [(1− λ)u+ λv] =
ν

4

{
n∑

i,j=1

∫
Ω

[
(1− λ)

∂ui
∂xj

(x) + λ
∂vi
∂xj

(x)

]2

dx

}2

≤ ν

4

{
(1− λ)

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx+ λ
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx

}2

≤ ν

4

(1− λ)

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x)

)2

dx

)2

+ λ

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx

)
2

= (1− λ)Ju+ λJu. Portanto, J é convexo.

Teorema 1.2. (Rellich): Seja Ω um aberto, limitado, bem regular de Rn. Então, a

imersão de H1
0 (Ω) em L2(Ω) é compacta.

Dem: Ver L.A. Medeiros [9]

Lema 1.3. : Seja O um subconjunto aberto e limitado de Rn e (fν) uma sucessão

de funções de Lp(O), 1 < p < ∞, tais que fν(x) → f(x) quase sempre em O e
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∫
O
|fν(x)|p dx ≤M <∞, ∀ ν ∈ N. Então fν → f fraco em Lp(O).

Dem: Ver J.L. Lions [6]

Observação 1.4. : Como J ′ = A, temos que A é um operador monótono, de acordo com

Lions [6].

Lema 1.4. : Seja t ∈ [0, T ], t fixado, e A : V → V ′ definido por

Au = −ν1||u||2∆u

Então, A é hemicontínuo, isto é, a aplicação

λ 7−→< (u+ λv), w >

é contínua para u, v, w ∈ V fixados.

Prova: Seja λ0 ∈ R e (λn) uma sequência de números reais tais que,

λn → λ0, n→∞

Temos que

〈A(u+ λnv), w〉 =
〈
−ν1||u+ λnv||2∆(u+ λnv), w

〉
(1.3)

onde

−ν1||u+ λnv||2∆(u+ λnv) = ν1

{[
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)2

dx

]
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj

dx

}

13



Notemos que

n∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)2

∈ L1(Ω)

n∑
i,j=1

(
∂ui
∂xj

+ λn
∂vi
∂xj

)
∂wi
∂xj
∈ L1(Ω).

Pois

∂ui
∂xj

,
∂vi
∂xj

,
∂wi
∂xj
∈ L2(Ω), ∀ u, v, w ∈ V.

Portanto, existe uma subsequência de (λn), denotada ainda por (λn), tal que,

(
∂ui
∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)2

−→
(
∂ui
∂xj

(x) + λ0
∂vi
∂xj

(x)

)2

quase sempre em Ω. Logo

(
∂ui
∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)
.
∂wi
∂xj
−→

(
∂ui
∂xj

(x) + λ0
∂vi
∂xj

(x)

)
.
∂wi
∂xj

quase sempre em Ω.

Além disso,

∣∣∣∣∣
(
∂ui
∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)2
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
(
∂ui
∂xj

(x) + C1
∂vi
∂xj

(x)

)2
∣∣∣∣∣ quase sempre em Ω e∣∣∣∣(∂ui∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)
∂wi
∂xj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(∂ui∂xj
(x) + C2

∂vi
∂xj

(x)

)
∂wi
∂xj

∣∣∣∣ quase sempre em Ω

Aplicando o teorema da convergência denominado de Lebesgue temos:

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx →
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x) + λ0
∂vi
∂xj

(x)

)2

dx

n∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x) + λn
∂vi
∂xj

(x)

)
∂wi
∂xj

dx →
n∑

i,j=1

∫
Ω

(
∂ui
∂xj

(x) + λ0
∂vi
∂xj

(x)

)
∂wi
∂xj

dx
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Usando as convergências anteriores, concluimos que,

〈
−ν1||u+ λnv||2∆(u+ λnv), w

〉
→
〈
−ν1||u+ λ0v||2∆(u+ λ0v), w

〉

Portanto, Au = −ν1||u||2∆u é hemicontínuo.

Lema 1.5. : Dados u, v, w ∈ V , temos que b(u, v, w) + b(u,w, v) = 0

Demonstração

b(u, v, w) + b(u,w, v) =
n∑
j=1

∫
Ω

uj
∂vi
∂xj

widx+
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj
∂wi
∂xj

vidx

=
n∑

i,j=1

(∫
Ω

uj
∂vi
∂xj

widx+

∫
Ω

uj
∂wi
∂xj

vidx

)

=
n∑

i,j=1

(∫
Ω

uj
∂(viwi)

∂xj
dx

)

=
n∑

i,j=1

(∫
Ω

∂(viwi)

∂xj
ujdx

)

=
n∑

i,j=1

(
−
∫

Ω

(viwi)
∂uj
∂xj

dx+

∫
∂Ω

(viwi)ujdx

)

=

(
−
∫

Ω

(viwi)div u dx

)
= 0, pois, u ∈ V

Logo, b(u, v, w) + b(u,w, v) = 0

Lema 1.6. : A forma trilinear b(u, v, w), para n ≤ 4, é contínua.

Demonstração: Mostrar-se-a a continuidade de b(u, v, w) em

V × V × (V ∩ (Ln(Ω))n)

O espaço V ∩ (Ln(Ω))n é dotado da norma

v 7−→ (||v||2 + ||v||2(Ln(Ω))n)
1
2

15



com,

||v||2(Ln(Ω))n =
n∑
i=1

||vi||2L(Ω)

Considera-se u ∈ V, v ∈ V e w ∈ V ∩ (Ln(Ω))n. Tem-se que ui ∈ H1
0 (Ω),

∂vi
∂xj
∈ L2(Ω).

Devido ao teorema de imersão de Sobolev resulta que H1
0 (Ω ↪→ Lq(Ω)) com q =

2n

n− 2
.

Se n > 2, segue-se que

1

q
+

1

2
+

1

n
= 1

e ui ∈ Lq(Ω),
∂wi
∂xj
∈ L2(Ω) e wi ∈ Ln(Ω), assim tem-se que

|b(u, v, w)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

uj
∂vi
∂xj

widx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i,j=1

|uj|
∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣ |wi|dx
devido desigualdade de Hölder

|b(u, v, w)| ≤
n∑

i,j=1

(∫
Ω

|uj|qdx
) 1

q

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2 dx
) 1

2 (∫
Ω

|wi|ndx
) 1

n

=
n∑

i,j=1

||uj||Lq(Ω)

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣
L2(Ω)

||wi||Ln(Ω)

Como H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ||uj||Lq(Ω) ≤ C||uj||H1

0 (Ω),

|b(u, v, w)| ≤ C

n∑
i,j=1

||uj||H1
0 (Ω)

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣
L2(Ω)

||wi||Ln(Ω)

Aplicando a desigualdade de Cauchy relativamente ao indice j resulta,

|b(u, v, w)| ≤ C
n∑
i=1

(
n∑
j=1

||uj||2H1
0 (Ω)

) 1
2
(

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2
L2(Ω)

) 1
2

||wi||Ln(Ω)

Notemos que(
n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣2
L2(Ω)

) 1
2

=

(
n∑

i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣ dx
) 1

2

=

(∫
Ω

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣ dx
) 1

2

=

(∫
Ω

|∇vi|2dx
) 1

2

= |∇vi|L2(Ω) = ||vi||H1
0 (Ω)
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Logo

|b(u, v, w)| ≤ C||u||
n∑
i=1

||vi||H1
0 (Ω)||wi||Ln(Ω)

Pela desigualdade de Cauchy para somas, segue-se que

|b(u, v, w)| ≤ C||u||

(
n∑
i=1

||vi||2H1
0 (Ω)

) 1
2
(

n∑
i=1

||wi||2Ln(Ω)

) 1
2

Logo,

|b(u, v, w)| ≤ c||u||||v||||w||(Ln(Ω))n

Mostrando que b(u, v, w) é contínua em V × V × ( V ∩ (Ln(Ω))n).

Agora, para n ≤ 4 temos que V ∩ (Ln(Ω))n = V . De fato, é imediato que

( V ∩ (Ln(Ω))n ⊂ V ). Resta mostrar que V ⊂ ( V ∩ (Ln(Ω))n). Notemos que H1
0 (Ω) ↪→

Ln(Ω) quando n ≤ 2n

n− 2
, devido ao teorema de Imersão de Sobolev, ou seja, quando

n ≤ 4. Seja u ∈ V , desde que H1
0 (Ω) ↪→ Ln(Ω) implica que V ⊂ (H1

0 (Ω))n ↪→ (Ln(Ω))n

resulta que u ∈ (Ln(Ω))n, e assim u ∈ V ∩ (Ln(Ω))n. Portanto, ( V ∩ (Ln(Ω))n) = V

para n ≤ 4.

Assim, |b(u, v, w)| ≤ c ||u||||v||||w||, ∀ u, v, w ∈ V.
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Capítulo 2

Existência de Solução

Teorema 2.1. : (Solução fraca) Suponhamos n ≤ 4. Se f ∈ V ′, então existe uma solução

no sentido da definição (1.7), ou seja, uma solução fraca do problema (SP)

Demonstração: Seja (wν) uma base Hilbertiana de V . Considere Vm = [w1, w2, ...wm]

o subespaço gerado pelos m primeiros vetores w1, w2, ...wm da base Hilbertiana (wν) de

V .

Considere o problema aproximado: determinar um ∈ Vm, verificando

ν0a(um, v)+ < Aum, v > +b(um, um, v) =< f, v > ∀ v ∈ Vm (2.1)

Precisamos provar que (2.1) tem uma solução um ∈ Vm.

Para isso, vamos aplicar o lema do ângulo agudo, Cf. Lions[6] ou Temam[13]. Considere-

mos o vetor η = (ηi), 1 ≤ i ≤ n de Rn definido por

ηi = ν0a(um, wi)+ < Aum, wi > +b(um, um, wi)− < f,wi > (2.2)
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Seja ξ = ξi, 1 ≤ i ≤ m tal que os ξi são as componentes do vetor um de Vm.

A aplicação P : Rn → Rn definida por P (ξ) = η é contínua.

Se provarmos que (P (ξ), ξ) ≥ 0 para ||ξ||Rm = ρ, com ρ > 0 apropriado, seguirá pelo lema

do ângulo agudo que existe um ξ ∈ Bρ(0) ⊂ Rn tal que P (ξ) = 0.

Isso implica a existência de uma solução para (2.2).

Temos

(P (ξ), ξ) =
n∑
i=1

ξiηi = ν0a(um, um)+ < Aum, um > +b(um, um, um)− < f, um > (2.3)

Como 〈Aum, um〉 = ν1||um||4 e b(um, um, um) = 0

Obtemos, a partir de (2.3), que

(P (ξ), ξ) ≥ ν0||um||2 + ν1||um||4 − ‖f‖V ′‖um‖V , pois

〈f, um〉 ≤ ‖f‖V ′‖|um‖|V

−〈f, um〉 ≥ −‖f‖V ′‖|um‖|V . (2.1)

Logo

(P (ξ), ξ) ≥ ν0||um||2 + ν1||um||4 − C||um||

(P (ξ), ξ) ≥ ν0||um||2 − C||um||

Pelo lema da combinação linear temos que

C1||ξ|| ≤ ||um||
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Escolhendo ||ξ|| = ρ conveniente, ||ξ|| ≥ C

C1ν0

C

ν0

≤ C1||ξ|| ≤ ||um||

⇒ C

ν0

||um|| ≤ ||um||2 ⇒ ||um||2 −
C

ν0

||um|| ≥ 0

ν0||um||2−C||um|| ≥ 0. Logo, pelo lema do ângulo agudo, existe ξ ∈ Rm, ||ξ|| ≤ ρ tal

que P (ξ) = 0. Isso implica que o sistema (2.1) tem uma solução um ∈ Vm correspondente

a este ξ.

Temos de (2.1) com v = um que

ν0||um||2 + ν1||um||4 ≤ ‖f‖V ′‖|um||V (2.4)

Pois,

〈Aum, um〉 = ν1||um||2a(um, um) = ν1||um||4 e b(um, um, um) = 0

Segue de (2.4) que

ν0||um|| ≤ ||f || V ′ , logo

||um|| ≤
1

ν0

||f || V ′ (2.5)

Segue de (2.5) que podemos extrair uma sequência limitada (um) em V , tal que

um → u fraco em V

Usando a observação (1.2) temos que ||Aum||V ′ ≤ ν1||um||3V , esse fato, juntamente com
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(2.5), permitem concluir que

Aum → X fraco em V ′

Como H1
0(Ω) tem imersão compacta em L2(Ω), segue-se que podemos extrair uma subse-

quência de (umi) denotada por umi, tal que

umi → ui forte L2(Ω),

ou seja,

umi → ui quase sempre em Ω

Isso implica que

umiumj → uiuj quase sempre em Ω (2.6)

Como n ≤ 4, temos que

umi ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω)

Portanto,

|umiumj|2L2(Ω) =

∫
Ω

|umi(x)umj(x)|2dx =

∫
Ω

|umi(x)|2|umj(x)|2dx

≤ 1

2

∫
Ω

|umi(x)|4dx+
1

2

∫
Ω

|umj(x)|4dx =
1

2
||umi||4L4(Ω) +

1

2
||umj||4L4(Ω) ≤ C (2.7)

Decorre de (2.6) , (2.7) e do lema (1.3) que

umiumj → uiuj fraco em L2(Ω) (2.8)

∂wjk
∂Xk

∈ L2(Ω), pois wjk ∈ H1
0 (Ω) (2.9)
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Segue de (2.8) e (2.9) que

b(um, um, wj) + b(um, wj, um) = 0

b(um, um, wj) = −b(um, wj, um)

−
n∑

i,k=1

∫
Ω

umi(x)
∂wjk
∂Xk

(x)umk(x)dx −→ −
n∑

i,k=1

∫
Ω

ui(x)
∂wjk
∂Xk

uk(x)dx = b(u, u, wj)

b(um, um, wj)→ b(u, u, wj)

Usando a convergência anterior e a densidade de Vm em V , temos

ν0a(u, v) + 〈X , v〉+ b(u, u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V (2.10)

O próximo passo é provar que X = Au. Para isto utilizamos a monotonicidade do

operador A. Temos que

〈 Aum − Av, um − v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V

〈 Aum, um〉 − 〈 Aum − v〉 − 〈 Av, um − v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V (2.11)

A equação aproximada (2.1) nos dá,

〈 Aum, um〉 = 〈f, um〉 − ν0||um||2 (2.12)

De (2.11) e (2.12), obtemos,

〈f, um〉 − ν0||um||2 − 〈 Aum, v〉 − 〈 Av, um − v〉 ≥ 0 (2.13)
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Como

um → u fraco em V.

Temos que

ν0||um||2 ≤ lim inf ν0||um||2

−ν0||um||2 ≥ − lim inf ν0||um||2

−ν0||um||2 ≥ lim sup(−ν0||um||2) (2.14)

Tomando do lim sup em ambos os lados da desigualdade (2.13) e usando (2.14), jun-

tamente com as convergências anteriores obtidas, temos

〈f, u〉 − ν0||um||2 − 〈X , v〉 − 〈 Av, u− v〉 ≥ 0 (2.15)

Por outro lado, da equação (2.10), obtemos,

ν0||u||2 + 〈X , u〉 = 〈f, u〉 .

Levando em consideração (2.15) temos

〈X , u〉 − 〈X , v〉 − 〈 Av, u− v〉 ≥ 0,

ou seja,

〈X − Av, u− v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V.
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Considerando v = u− λw, com λ > 0 e w ∈ V arbitrários, na última desigualdade, vem

que:

〈X − A(u− λw), w〉 ≥ 0 (2.16)

Mas o operador A é hemicontínuo, logo

〈X − A(u− λw), w〉 → 〈X − Au,w〉 ∀ w ∈ V, λ→ 0

Dessa convergência e (2.16), obtemos

〈X − Au,w〉 ≥ 0, ∀ w ∈ V

.

O que implica

〈X − Au,w〉 = 0 para um certo w 6= 0

Assim,

Au = X em V (2.17)

. De (2.17) e ( 2.10) concluimos a prova da existência da solução.
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Capítulo 3

Unicidade de Solução

Teorema 3.1. : Se n ≤ 4 e ν0 é suficientemente grande ou f suficientemente pequeno,

então existe uma única solução u no sentido da definição (1.7), ou seja, do problema (SP).

Demonstração: Quando n ≤ 4, a forma trilinear b(u, v, w) é contínua em V × V × V,

isto é,

|b(u, v, w)| ≤ c||u||||v||||w|| (2.18)

Onde c é uma constante positiva.

Sejam u e ũ duas diferentes soluções de (2.1). Então

ν0a(u, v) + 〈Au, v〉+ b(u, u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V (2.19)

ν0a(ũ, v) + 〈Aũ, v〉+ b(ũ, ũ, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V (2.20)

Seja w = u− ũ. Segue que

ν0a(w, v) + 〈 Au, v〉 − 〈 Aũ, v〉+ b(u, u, v)− b(ũ, ũ, v) = 0
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Observação 3.1. :

b(u, u, v)− b(ũ, ũ, v) = b(u, u, v)− b(ũ, u, v) + b(u, u, v)− b(u, ũ, v)− b(u, u, v)

+ b(u, ũ, v) + b(ũ, u, v)− b(ũ, ũ, v)

= b(u− ũ, u, v) + b(u, u− ũ, v)− [b(u, u, v)− b(u, ũ, v)

− b(ũ, u, v) + b(ũ, ũ, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u, u− ũ, v) + b(ũ, ũ− u, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u,w, v) + b(ũ,−w, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u,w, v)− b(ũ, w, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− [b(u− ũ, w, v)]

= b(w, u, v) + b(u,w, v)− b(w,w, v)

Logo,

ν0a(w, v) + 〈 Au, v〉 − 〈 Aũ, v〉+ b(w, u, v) + b(u,w, v)− b(w,w, v) = 0

Fazendo v = w

ν0a(w,w) + 〈 Au− Aũ, w〉+ b(w, u, w) = 0

pois

b(u,w,w) = 0 = b(w,w,w)
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Da última equação

ν0a(w,w) + 〈 Au− Aũ, u− ũ〉+ b(w, u, w) = 0

ou seja,

ν0a(w,w) + 〈 Au− Aũ, u− ũ〉 = −b(w, u, w)

Além disso,

〈 Au− Aũ, u− ũ〉 ≥ 0

pois A é monótono. Temos usando (2.18),

ν0||w||2 ≤ −b(w, u, w) ≤ |b(w, u, w)| ≤ c||w||2||u||,

ou seja,

ν0||w||2 ≤ c.||w||2||u|| (2.21)

Fazendo u = v em (2.19) temos que

ν0a(u, u) + 〈 Au, u〉+ b(u, u, u) = 〈f, u〉 ,

o que implica

ν0||u||2 + ν1||u||4 ≤ ||f || V ′ .||u||

pois b(u, u, u) = 0 e 〈 Au, u〉 = ν1a(u, u)||u||2 = ν1||u||2||u||2 = ν1||u||4.
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Logo,

ν0||u||2 ≤ ||f || V ′ .||u||

||u|| ≤ 1

ν0

||f || V ′ , (2.22)

Substituindo (2.22) em (2.21),

ν0||w||2 ≤
c

ν0

||f || V ′ .||w||2

Ou ainda

(ν2
0 − c||f || V ′).||w||2 ≤ 0

Se ν2
0 > c||f || V ′ , isto é, se ν0 é suficientemente grande ou ||f || V ′ suficientemente pequeno,

obtemos,

||w||2 ≤ 0.

Desse modo

||w||2 ≤ 0⇒ ||w|| = 0⇒ w = 0,

logo

u− ũ = 0

Portanto u = ũ, ou seja, a solução é única
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