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Resumo

Seja 2 um conjunto aberto limitado do R™ com fronteira I" suposta regular.

Consideremos o sistema de Navier-Stokes com viscosidade variavel:

~ 0
— (Vo+V1||U|\2)AU+ZUia—; =f—gradp em ()
i=1

)

(P1) divu=0 em

u=0 em I

Neste trabalho investiga-se a existéncia de solugbes fracas para o sistema (P1) quando

n <4 . A unicidade quando n < 4 também é analisada.

Palavras-chaves: Navier-Stokes, Viscosidade Variavel, Forma Estacionéria, Solugao

Fraca, Monotonicidade.



Abstract

Let €2 be a bounded open set of R™ with boundary I' supposed regular.

Consider the Navier-Stokes system with variable viscousity:

ou

&m

—(1/0—|—u1||u|\2)Au+Zui =f—gradp em Q
i=1

divu=0 em

u=0 em I

In this work we investigate the existence of weak solutions to the system (P1) whenn < 4

. Uniqueness of solutions when n < 4 is also analyzed.



Sumario

Introducao

1 Resultados preliminares e definicoes
2 Existéncia de Solugao

3 Unicidade de Solugao

4 Referéncias Bibliograficas

18

25

29



Introducao

O modelo matemético para descrigao do movimento de um fluido viscoso incom-

pressivel é dado pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais em coordenadas

de Euler.

0
9 I/AU—I—ZUi—u =f—gradp em )
(1) =l

divu=0 em

Sendo u = (ug, ug, ..., u,) um vetor, tal que u; = u;(x,t), onde x = (x1, z9, ..., x,) € R"
et >0,teR. Note que u é a velocidade do fluido, f é a densidade das forca externas e
p = p(z,t) é a pressao no ponto (x,t).

Representaremos por v a viscosidade do fluido. Quando v = 0, (1) reduz-se ao sistema
de Euler. Suponhamos v > 0.

A analise matematica de(1) foi feita primeiramente por J. Leray em 1934 cf. [5].
Depois foi investigado por O. A. Ladyzhenskaya [4], 1963; J. L. Lions [6], 1969; Roger

Temam [15], 1979; Luc Tartar [14], 1999 e muitos outros matematicos.



O problema, quando v ¢ da forma v = v, + v1||u(t)||?, v, > 0 e v; > 0, sdo constantes
positivas, foi investigado por J. L. Lions [6] em um dominio limitado @ = € x ]0,7T[ de

R™*! mais precisamente, ele investigou o problema misto:

ou 9 "L Ou
o~ Wt mllu®)ll )Aqu;uia—xi:f—gmdp em ()

divu=0 em @
(EP)

u=0 em ),

u(z,0) = ug em

onde provou a existéncia de solucao para n < 4 e unicidade para n < 3. Para o caso
v1 = 0, temos a unicidade para n < 3, cf Lions e G. Prodi [8]. O caso nao cilindrico de
(EP) foi investigado por Aratjo, Miranda e Medeiros [1], de forma semelhante.

Seja 2 um conjunto limitado de R™ com fronteira I suposta regular. O problema
estacionario correspondente ao problema de evolugao (EP) consiste em determinar ,

u = {uy,uy,...u,} e p satisfazendo:

n

0
— (1/0—{—V1HUH2)Au+Zuia—; =f—gradp em
i=1

1

(SP)

divu=0 em

u=0 em I

Quando vy = 0, a analise matematica de (SP) foi feita por Lions|6| e Temam|14].

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes do problema (SP) quando n < 4.



Unicidade de solugoes para o caso de n < 4 é também analisado.



Capitulo 1

Resultados preliminares e definicoes

Lema 1.1. : (Combinagao linear)
Seja {x1,x9,...,x,} um congunto L.I. de vetores de um espago normado X (de qual-
quer dimensdo). Entao eziste C > 0, C € R, tal que para toda colegio de escalares

a1, Qo, ..., Ay, tem-se
[l + asxe + ... + apzy|| > Claa| + |az| + ... + |an]) (1.1)

Demonstragao: Seja S = |ay| + |ag| + ... + |ay|. Se S =0, todos «; s@o nulos, logo

temos que (1.1) vale para qualquer C.
llaorxy + .. + anzyn]| > C(laa] + .. + |aw])

Seja S > 0, entdo (1.1) é equivalente a desigualdade que obtemos de (1.1) pela divisao



aA
S. S d P — —Z,
por endo [ 5

llarzy + ... + anzy| S Clon] + ... + |an])

S = S
a n Claa| + ... + |ow|)
—x + ... + T, >

g g ol ] + [aa| + ... + ||

||frx1 + ... + Buzn|| > C, sendo (Z 1Bi] = 1) (1.2)
i=1

Portanto, basta provar a existéncia de um C' > 0 tal que, (1.2) valha para todas as
n-uplas de escalares i, ..., 3, com Z |6;| = 1.
i=1

Suponhamos que isso é falso. Entao, existe uma sequéncia (y,,) de vetores.

Ym = By + .+ B2, com Z 8™ =1
i—1

tal que ||ym|| = 0, quando m — oo.
Como Z |6](-m)| = 1, temos que |B](-m)| <1,paracada j=1,...,n
i=1

Portanto, para cada j fixo a sequéncia

By = (B, 87, 1)

é limitada. Consequentemente, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, (ﬂYn)) possui

uma subsequéncia convergente. Seja (31 o limite dessa subsequéncia e (y1,,) a subsequéncia

convergente de (y,,), onde as entradas de x; sdo os termos da subsequéncia convergente

de ( fm)). Pelo mesmo argumento, (y1,,) tem uma subsequéncia (ys,,), para o qual a
(m)

subsequéncia correspondente de escalares (S5 ) converge, sendo s o limite. Continuando

desta forma, apds n passos obtemos uma subsequéncia (Ynm) = (Yngls Yno2s ---) de (Ym),

5



cujos termos sao da forma,

Yo = > Mz O I=1)
j=1 j=1

Com escalares 7](-7”) satisfazendo 7](-m) — B; quando m — co.

Portanto, como m — oo
Ynm — Y = Z Bjx;
j=1
Onde ) |5;] = 1 de modo que nem todos f; podem ser zero, uma vez que {y,...,2,} é
um conjunto L.I.. Assim temos y # 0.
Por outro lado, ¥nm — vy, ou seja, ||ynm|| — ||yl|, pela continuidade da norma. Como
llyn|| — 0, por suposigao, temos que ||ynm|| — 0. Pela unicidade do limite, ||y|| = 0, logo

y = 0. Isto contradiz o fato y # 0. Portanto o lema esté provado.

Teorema 1.1. (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Seja B a bola fechada de centro
O e raio 1 em R""!. Toda aplicagdo continua f : B — B possui (pelo menos) um ponto
fixo.

Demonstragao. Ver S.Kesavan | 3 |

Lema do Angulo agudo:

Seja P : R™ — R" uma aplicagao continua tal que para um p > 0 conveniente se tenha

((P(£),€)) >0V |[¢]| < p. Entao existe £ € R” com |[£]| < p tal que P(£) = 0.



Demonstracao. O lema diz que se o angulo entre £ e P(£) é agudo V & € R” com
l1€]| = p, entao a equacao P(£) = 0 tem uma solugao na bola |[¢]| < p.
Suponhamos por contradigao que P(§) #0, YV |[¢]|| < p.

Seja,

f:B(0,p) — B(0,p)

P()

S TR

(1.1)

notemos que f é continua.

Considere também,

E = ——— (1.2)

notemos que g tabém é continua.

Logo pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, existe {; € B(0, 1) tal que,

P(po)
= . L =
S =olbo) LoB = p g
Desse modo, & = p&y é ponto fixo de f.
De fato,
_ P(&) _ P(po)
& = = e = " TPwe

= p&H =&



Temos [|&:[| = p

P&
PIPED

,HP(&)W— —pl[PEII-

_ 4
(P60 = (P& ) = e (P PlE)

HPS\

Como nos supomos que P(§) # 0,V ||£]| < p e por hipotese p > 0, temos que

(P(&1),&1) <0

Absurdo, pois por hipotese

P(£),6>20 V & com [E]| =p

Definicao 1.1. : Definamos os seguintes espacos

V = {pe (D))" div =0}

J— 1 n — (72 n

Definicao 1.2. : Definamos o produto interno e a norma em V

(o) = 3 [ g e

> = Z / (2;‘;@))2@.

Definicao 1.3. : Definamos o produto interno e a norma em H.

=
T
I

Ul ng
B
=
S~—
T
QU
I



Definicao 1.4. :

Definicao 1.5. :

Definicao 1.6. :

Definicao 1.7. :

Consideremos a(u,v) a forma bilinear em V

a(u,v) = Z /QVu.Vvdx

ij=1

Definamos para u € V

= [ (2w) ar =1

i,5=1
Consideremos b(u, v, w) a forma trilinear em V
n
(%i
b(u, v, w) = E u;——w;dz.
ox;
ij=1"% J

Considere f € V'. Entao a funcao u € V é chamada solugao fraca do

problema (SP) quando satisfaz.

(vo + vi|ul|)a(u,v) + b(u,u,v) =< f,v> ¥V v €V

em que <, > denota a dualidade entre V' e V', sendo V' o dual topolégico de V.

Observacgao 1.1

. - Notemos que

vi||ul|Pa(u, v) = vi||u|? < —Au,v >=< —vi|jul|*Au,v >=< Au,v > V ve V

Onde, Au = —u/|

Observacgao 1.2

| > Aw.

. o A aplicacao A leva objetos de V em V', e conjuntos limitados de

V' em conjuntos limitados de V.

Na verdade é

suficiente definir, f, = —u1||u|[*Au . Temos que

[ fullve = sup [(fus )] = sup v llul*la(u, v)| < nul]®.
llv]=1 llvl=1
veV veV



Definigao 1.8. : Uma sequéncia (e,) C H é dita base Hilbertiana de H se satisfaz as

seguintes condigoes:

(i) len)] =1 V neN; (em,e,) =0 Y m#n.

(ii) O espago vetorial gerado por {ej, es, ...} é denso em H.

Observagao 1.3. : Temos que 0(S) = S? € convezo, pois 0"(S) =2 > 0.

Lema 1.2. : Para cada t € [0,T] fizado, consideremos o funcional

J:V-=-R

definido por

Entao,

1. J é Gateaux-diferenciavel em V e a derivada J'(v) é dada por

< Ju,v>=<A,,v> VY uve V

onde,

Ay = —u||u|PAu

2. J é convexo, ou seja, J(Au+ (1 = Nv) < AJu+ (1 —=N)Jv V w,v € V, para cada

0<A< L.

10



Prova: De fato

Z (g;‘j( )+)\§;};(a:))2dx>2— (ﬁ:/g(gz;(x))de>2}

2,7=1

definimos,

8ui B a'l)l'
(Z;/ (a+ Ab)? ) ) onde a= a:Bj(x) e b= axj(a:) (1.3)

De (1.3), temos,

o\ = <Z/a+)\b ) a5 (Z/a+)\b2du>

= ZZ/a—I—/\b ) du. Z/ (a+ Ab) b dx . Logo
1,j=1 i,j=1
Z/ (a+ \b) bdx) (1.4)

o\ = (jzl/ (a + \b)? )<] 1
Sendo, 6 (; / )

De (1.4) temos que,

0'(0) = 42/ de/abd:c

3,0=1 1,j=1

ou; 8u, 81}1
N 42/(8%x> dmZ/a% 8% z)dz

i,7=1

0'(0) = 4l|ul| < —Au,v >=4 < —||u||*Au,v >
v v 0N —=00) . Jut+Iv)—Ju
Como g PO=gim— >~ x

concluimos que




Como o limite existe, J é Gateaux-diferenciavel, e

< Juv> = Z@'(O)=Z4<—||u||2Au,v>=< —vlju|PAu, v >
< Ju,v> = <Au,v>.

Mostremos que J é um funcional convexo.

ou; , \?
Levando em consideracio a observacao 1.3, temos que Ju = Z < au (x )) dx é
ij=1JQ \OLj

convexo € que

J(1=Nu+ ] = Z/[1— a“’ﬂg;’;(x)rdx

i,7=1

(1-A Z/(gz z> dx+)\2/(g;}; ) (1.5)

1,7=1 7,7=1

IN

Decorre de (1.5) que

J[(1 = Nu+ o] = Z/{u 10 0 ¢ )\g;);(a:)rdxr
(o) g () 3

»Mt
—
:

I,

v
<2l@a-
_4{( )\),.
i,j=1 4,j=1

oo (3 () a) o (55 (Guen) o)

2,7=1 i,j=1

=(1—-XNJu+ A u. Portanto, J ¢é convexo.

Teorema 1.2. (Rellich): Seja 2 um aberto, limitado, bem regular de R™. Entao, a
imersao de H}(Q) em L%*()) ¢ compacta.

Dem: Ver L.A. Medeiros [9]

Lema 1.3. : Seja O um subconjunto aberto e limitado de R™ e (f,) uma sucessao

de fungoes de LP(O), 1 < p < oo, tais que f,(z) — f(z) quase sempre em O e

12



/ |fu(x)|P de < M < oo, V veN. Entao f, — f fraco em LP(O).
o

Dem: Ver J.L. Lions [6]

Observagao 1.4. : Como J' = A, temos que A € um operador mondtono, de acordo com

Lions [6].
Lema 1.4. : Sejat € [0,71], t fixado, e A: V — V' definido por
Au = —v||u||*PAu
Entao, A é hemicontinuo, isto é, a aplicacao
A—< (u+ Av),w >

é continua para u,v,w € V fixados.

Prova: Seja \g € R e (\,) uma sequéncia de ntimeros reais tais que,
A — Ay, N — 00
Temos que

(A(u+ M), w) = (—wr||u+ X[ PA(u + A\yv), w)

onde

o Ao PAC 4+ Ao —mHZ/ (Sjj] ﬂ) d‘”] Z/ (2;”] )

2,7=1

13

8w,
Ox;




Notemos que

" (O ov; \ 2
“+ A, Z) e L'(Q)
z; <8x3 8x]

“ 811,1 Gvi 8w, 1
> (axj + An—ax) e L}(Q).

=1 oz

Pois

%, %, O c L*(Q), Y u,v,weV.
8xj 81‘]‘ 8xj

Portanto, existe uma subsequéncia de ()\,), denotada ainda por (A,), tal que

8ui (%i 2 (9uz a’Ui 2

quase sempre em ). Logo

ou; ov; ow; ou; ov; ow;
(axj (@) + A (e )) o, (axj(x)“()amj (x)) B,

quase sempre em §2.

Além disso,

ou; ov; 2 ou ov

(] A _Z < (] 1
(Geerrgen)]| < |(Gaorodpe)
ou; ov; ow; Ou; ov; ow;
(] A K] (] (] (2 1
' (axj @)+ dn gy (@ >> oz, ‘ (axj @)+ G ("”)) oz,
Aplicando o teorema da convergéncia denominado de Lebesgue temos:

0 u,, 0 V; auz avz
[ (Groergio) e o 2 [ (G i) o

2]1 J

]Zl / (ggj a;); (m) owi Z / (ggj 22 m) ow;

1,5=1 Tj 81’]‘

quase sempre em () e

quase sempre em 2

14



Usando as convergéncias anteriores, concluimos que,

<—V1Hu + A0 PA(u 4 A\yo), w> — <—V1Hu + Aov|PA(u + Agv), w>

Portanto, Au = —vq]|u||?Au ¢ hemicontinuo.

Lema 1.5. : Dados u,v,w € V, temos que b(u,v,w) + b(u, w,v) =0

Demonstragao

b(u, v, w) + b(u, w, v)

Logo, b(u, v, w) + b(u,w,v) =0

- an / )
— v;W;) —=dx + v;w; ) u;dx
( [ oG [ @,

—/(viwi)divudx) =0, pois, ue V
Q

Lema 1.6. : A forma trilinear b(u, v, w), para n < 4, é continua.

Demonstragao: Mostrar-se-a a continuidade de b(u, v, w) em

Vx Vx((Vn(L"0)")

O espago V N (L™(Q2))" é dotado da norma

1
vi— ([[l* + (o] [Ezn ) ?

15



com,

HUH%L"(Q))" = Z ||Uz‘||%(n)
i=1

dv;
Considera-se u € V, v e Vew e VN (L"(N))". Tem-se que u; € Hy(Q), av e L*(Q).
L
2
Devido ao teorema de imersao de Sobolev resulta que HJ (2 < L(Q)) com ¢ = n2.
n J—

Se n > 2, segue-se que

1 1 1
S+ -=1
qg 2 n
ow; 5 :
eu; € L), 72, € L*(Q) e w; € L™(Q), assim tem-se que
Ly
v, Ov;
|b(u, v, w) Z/u] Ui S widz| < Z|uj| Vi |w1|dzv
3,j=1 i,j=1
devido desigualdade de Holder
- . ov; | : "
b(u,v,w)| < (/ \u»|qu) / L dx (/ |wi|”dx)
”21 o o |0z; Q
= ZH%HM [wi[ @)
1,7=1 ] L2(Q)
Como Hy(€2) = LUQ), ||ujl|Le@) < Cllujllmy o
- 81)1‘
[b(u, v, w)] < C Y gy o 5 [|wil[Lr (2
i,j=1 J1L2(Q)

Aplicando a desigualdade de Cauchy relativamente ao indice j resulta,

1 1
n n 2 n 2 2
b(u, v, w) ch<ZHuszm> (Z ) )) [lwill )
i=1 \j=1 j L&

Jj=1
) () - ([
L2 (Q) i,j=1
_ ( 19 d:z:) = Vil = llollmgen

16

(%i
aiCj

Notemos que

>

8%
ij

0UZ ov;

oz,




Logo
[b(u, v, w)] < Cllull Y vl lwillone)
i=1

Pela desigualdade de Cauchy para somas, segue-se que

1 1
[b(u, v, w)| < Clfull (Z HviHifol(m) (Z sz!l%n(m)
i=1

i=1
Logo,

[b(u, v, w)| < efful[[v][l[wl](zn @)
Mostrando que b(u, v, w) é continua em V x V x (VN (L"(Q))").

Agora, para n < 4 temos que V N (L"(Q2))" = V. De fato, ¢ imediato que

(VN (L"(Q))" € V). Resta mostrar que V C (VN (L"(Q))"). Notemos que Hj () —

L™(2) quando n < 5 devido ao teorema de Imersao de Sobolev, ou seja, quando

/,’L J—
n < 4. Sejau € V,desde que HL(Q) < L™(Q) implica que V C (Hg(Q))™ — (L™(2))"
resulta que u € (L"(Q))", e assim u € V N (L™(Q))". Portanto, ( VN (L"(Q))") = V

para n < 4.

Assim, [b(u, v,0)] < clfull[|ol[[w]l, ¥ u,v,w e V.

17



Capitulo 2

Existéncia de Solucao

Teorema 2.1. : (Solucgdo fraca) Suponhamos n < 4. Se f € V', entao existe uma solugao
no sentido da defini¢do (1.7), ou seja, uma solugao fraca do problema (SP)

Demonstragao: Seja (w,) uma base Hilbertiana de V. Considere V,,, = [wy, wa, ...wp,]
o subespago gerado pelos m primeiros vetores wy, wy, ...w,, da base Hilbertiana (w,) de
V.

Considere o problema aproximado: determinar u,, € V,,, verificando
0 (Up, V) < Aty © > +0(Upy, Uy, v) =< fv > YV v e Vp, (2.1)

Precisamos provar que (2.1) tem uma solucao u,, € V,,.
Para isso, vamos aplicar o lema do angulo agudo, Cf. Lions|6] ou Temam|13|. Considere-

mos o vetor n = (1;), 1 <i <n de R" definido por

n; = Voa’(um7wi>+ < Au'ﬂwwi > +b(um7umawz>_ < fJ w; > (22)
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Seja £ =¢&;, 1 <1i<m tal que os & sao as componentes do vetor u,, de V,,.

A aplica¢ao P : R™ — R™ definida por P(§) = n é continua.
Se provarmos que (P(&),£) > 0 para ||£||gm = p, com p > 0 apropriado, seguira pelo lema
do angulo agudo que existe um ¢ € B,(0) C R" tal que P(§) = 0.

Isso implica a existéncia de uma solugao para (2.2).

Temos

n

(P(§),§) = Z&m = V(U U )+ < A, Uy > F0(U, Uy, U)— < [ > (2.3)
i=1

Como (A, Up) = vi||um||* € b(tp, U, Up) = 0

Obtemos, a partir de (2.3), que

(P(€),6) = volluml * + vl lum|* = | fllvlumllv,  pois
(fstm) < (Lf v llemlllv

= (s um) = = fllvellumllfv- (2.1)

Logo

(P(&),€) = vollumll* + vl Jum|l* — Cllum]]

(P(€),€) = vollum|I* = Clluml|
Pelo lema da combinagao linear temos que
Chl€]] < ]|
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C
Cluo

Escolhendo ||{|| = p conveniente, ||£|| >

C
— = Gllle]l < [umll
0

C C
= —lum|| < [[m1? = [t * = =] > 0
0 %)

vol|tm|[? = Cllum|| > 0. Logo, pelo lema do angulo agudo, existe & € R™, [|¢]| < p tal
que P(§) = 0. Isso implica que o sistema (2.1) tem uma solugao wu,, € V;,, correspondente
a este &.

Temos de (2.1) com v = u,, que

vol[tmll* + valluml* < vl il (2.4)

Pois,

(Aty ) = V1| [t |2 @ty ) = V1| [tm|]* € O(Upny Uy Up) = O

Segue de (2.4) que

vollum|l < |fI[ v+, logo

1
umll < [ v (2.5)
Y
Segue de (2.5) que podemos extrair uma sequéncia limitada (u,,) em V, tal que
Uy — U fracoem V

Usando a observagao (1.2) temos que || Aw,, ||y < vi||um |3, esse fato, juntamente com
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(2.5), permitem concluir que
Au,, =+ X fracoem V'

Como H}(2) tem imersao compacta em L*(Q)), segue-se que podemos extrair uma subse-

quéncia de (u,,;) denotada por wu,,;, tal que
Ui — u;  forte  L*(Q),
ou seja,
Umi — U; quase sempre em £

Isso implica que

Umillmj — W;u; quase sempre em € (2.6)

Como n < 4, temos que

Ui € H(Q) — L*(Q)

Portanto,

it ) = / i ()t () Pl = / s (1)t () Pz

1 1 1 1
< 5/ |tti ()| ez + 5/ |t ()| e = §Humz’\|i4(m + §|\Umj|ﬁ4(9) <C (27)
Q Q

Decorre de (2.6) , (2.7) e do lema (1.3) que

Uiy — wguj  fraco em  L*(() (2.8)
Wit ¢ 12(Q),  poi H(O 2.9
3—Xk€ (€2), pois  wj, € Hy(2) (2.9)
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Segue de (2.8) e (2.9) que

b(Wps Wiy, Wj) + DUy, W, Upy) = 0

b(Un, Uy W) = —b(Upy, W, Uy,

n

. Z/Q“W( Y20 () () e — — Z/uz YO0 (@) = by, )

0 0
Py Xk Xk

b(Unpy, U, W) — b, u, w;)

Usando a convergéncia anterior e a densidade de V,, em V' temos
voa(u,v) + (X, v) + b(u,u,v) = (f,v) V ve V (2.10)

O proximo passo é provar que X = Auwu. Para isto utilizamos a monotonicidade do

operador A. Temos que

( Auy — Avyuy —v) > 0 Yoe V

( At ) — ( Aty —v) — ( Av,uy, —v) > 0 YVoe V (2.11)

A equagao aproximada (2.1) nos da,

( Aty Um) = (f, um) — V0||um||2 (2.12)

De (2.11) e (2.12), obtemos,

(f tum) — vol|um|)? — ( Atm, v) — ( Av,up —v) >0 (2.13)
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Como

U, — U fraco em V.

Temos que

vollum| [ < liminf v [y, |?
—vp|[um|[* > — liminf v |u,,||?
—pllunl? > Hmsup(—solun?) (214)

Tomando do limsup em ambos os lados da desigualdade (2.13) e usando (2.14), jun-

tamente com as convergéncias anteriores obtidas, temos
(f,u) — vol|um|* — (X, v) — ( Av,u—v) >0 (2.15)
Por outro lado, da equagao (2.10), obtemos,

vollul|* + (X, u) = (f,u) .

Levando em consideragao (2.15) temos

(X, u) — (X,v) — ( Av,u —v) >0,

ou seja,

(X — Av,u—v) >0 Vove W
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Considerando v = u — Aw, com A > 0 e w € V arbitrarios, na ultima desigualdade, vem

que:

(X — A(u — Aw),w) >0 (2.16)

Mas o operador A é hemicontinuo, logo

(X — Alu — \w),w) = (X — Au,w) YVwe V, A—=0

Dessa convergéncia e (2.16), obtemos

(X — Au,w) >0, Vwe V

O que implica

(X — Au,w) =0 para um certo w # 0

Assim,

Au=X em V (2.17)

. De (2.17) e ( 2.10) concluimos a prova da existéncia da solugao.
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Capitulo 3

Unicidade de Solucao

Teorema 3.1. : Se n < 4 e vy é suficientemente grande ou f suficientemente pequeno,
entao existe uma unica solugao u no sentido da defini¢ao (1.7), ou seja, do problema (SP).
Demonstracao: Quando n < 4, a forma trilinear b(u, v, w) é continuaem Vx Vx V,
isto é,
[b(w, v, w)| < cf[ull|[v][[[w]]  (2.18)
Onde ¢ é uma constante positiva.

Sejam u e u duas diferentes solugoes de (2.1). Entao
voa(u,v) + (Au,v) + b(u,u,v) = (f,v) VYove V  (2.19)
voa(u,v) + (Au,v) + b(u,u,v) = (f,v) Yve V  (2.20)
Seja w = u — u. Segue que

voa(w,v) + ( Au,v) — ( Au,v) + b(u, u,v) — b(u,u,v) =0
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Observagao 3.1. :

b(u, u,v) — b(W, & v) = blu,u,v) — b(@, u,v) + b(u, u,v) — b, ¥, v) — b(u, u, v)
+ b(u, T, v) + (T, u, v) — b(T, 7, v)
= b(u— T,u,0) + b(u,u — 7, v) — [b(u, u, v) — b(u, T, v)
— b(@, u,v) + b(@, 0, v)]
= b(w,u,v) + b(u, w, v) — [b(u, u — T, v) + b(@, T — u,v)]
= b(w,u,v) + b(u, w, v) — [b(u, w,v) + b(T, —w, v)]
= b(w,u,v) + b(u, w, v) — [b(u, w,v) — b(T, w, v)]
= b(w,u,v) + b(u, w, v) — [bu — T, w, v)]

= b(w,u,v) + b(u,w,v) — blw,w,v)

Logo,

voa(w,v) + ( Au,v) — { A, v) + b(w, u,v) + b(u, w,v) — b(w, w,v) =0

Fazendo v = w

voa(w,w) + ( Au — Au,w) + b(w,u,w) =0

pois

b(u,w, w) =0 = b(w, w,w)
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Da tltima equacao

voa(w,w) + ( Au — Au,u — u) + b(w,u, w) =0

ou seja,

voa(w,w) + ( Au — Au,u —u) = —b(w, u, w)

Além disso,

(Au— AGu—1) >0

pois A é mono6tono. Temos usando (2.18),

vollwl? < =b(w, u, w) < [b(w, u, w)| < cffw]*[[ul],

ou seja,

vollwll* < c.|fw][*/ful| (2.21)

Fazendo u = v em (2.19) temos que

voa(u,u) + ( Au,u) + b(u,u,u) = (f,u),

o que implica

vollull* + walfull* < [IfI] v |full

pois b(u, u,u) = 0 e { Au,u) = via(u, w)|ful|* = va[ul *||ul[* = v [Ju]|*
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Logo,

vollul* < [I£1] v Ilull

1
ull < —I[f]l v, (2.22)
Yo
Substituindo (2.22) em (2.21),
2 - & 2
vo|[wl]]” < —|[If]] v.|[wl]]
Vo

Ou ainda
(5 = cllf 1] vo)-llwl[* < 0
Se v2 > c||f|| v, isto &, se 1y € suficientemente grande ou || f|| v suficientemente pequeno,

obtemos,

|lw|[* < 0.
Desse modo
[w|[* <0 = JJw|]| =0=w=0,

logo

Portanto u = w, ou seja, a solug@o é tnica
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