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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar a existéncia de solu¢oes para um
problema parabdlico nao-linear de valor inicial e de fronteira com condicoes de crescimento
varidvel no espago W1 LP@(Qr) N L>(0,T; L*(£2)) e fornecer um teorema de existéncia de

solugoes fracas para a seguinte equacao

ou

EJFA(U):JC,

onde A(u) = —div(a(z,t,u, Vu)) + ao(x, t,u, Vu), a(x,t,u,Vu) e ao(z,t,u, Vu) satisfazem

as condigoes de p(z)-crescimento com respeito a u e Vu, e f € W‘l’xL‘I(“?)(QT).

Para a questao de existéncia, utilizaremos o método de Galerkin nos espagos Generalizados
de Sobolev de fungoes definidas em Qr = Q x (0,7), com © C IR" aberto e limitado.

vi



Conteudo

Introducao 1

1 Conceitos e Resultados Preliminares 3
1 Defini¢oes e Resultados de Andlise Funcional . . . . . . . . .. ... ... ... 3
1.1 Covergencia Fraca e Covergéencia Fraca-Estrela. . . . . . . ... ... ... 3

1.2 Espacos Reflexivos . . . . . . . . .. . 6

1.3 Espacos Separdveis . . . . . . . . ... e 7

1.4 Conjunto Ortonormal. . . . . . . . . .. ... ... . 7

2 Teoria das Distribuicoes . . . . . . . . . .. oL 7
2.1 Notacoes e Resultados Preliminares . . . . . . ... ... ... ... .... 7

2.2 0s Espacos LP(S2) . . . . . o o o 9

2.3 O Espaco das Funcoes Teste (C(‘)’O(Q)) .................... 11

2.4 Distribuicoes Escalares sobre Q . . . . . .. ... oL 12

2.5 Derivada de Distribuicao . . . . . . . . . ... oo o 13

2.6 Extensao e Restricao de Uma Distribui¢ao . . . . . . . .. .. ... .. .. 14

3 Espagos de Sobolev . . . . ... 14
3.1 0 Espago W™P(Q) . . . . o 14

3.2 0 Espaco W=™9(§2) . . . ..o 15

3.3 Desigualdades de Poincaré e de Sobolev. . . . . . ... ... ... ..... 16

4 OsEspagos CF(Q) e CFMQ). .. . o 16
5 Distribuigoes Vetoriais . . . . . . . . .. . oo 17
5.1 Espaco das Funcgoes com Valores em Espacos de Banach . . . . . ... .. 17

vil



5.2 Distribuicoes com Valores Vetoriais . . . . . . . . . ... ... ... ....
Os Espagos LP@)(Q) e W™P@(Q) . . . ... ..
6.1 Os Espacos LP®(Q) .. .. .
6.2 Os Espacos W™P@(Q) . . . ...
O Operador de Leray-Lions. . . . . . . .. .. ... .. ... ... ...,
7.1 Operadores Limitados, Continuos, Monoétonos e Hemicontinuos. . . . . . .
7.2 O Operador de Leray-Lions. . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ....

7.3 Existéncia de Solucoes de EDO’s pelo método de Carathéodory . . . . . .

2 Os Espagos W™ LP@)(Qr)

3 A Existéncia de Solugao

1
2

Método de Galerkin . . . . . . . ... Lo
O Resultado de Existéncia de Solugdo de (P). . . . . . . ... ... ... ...

Consideragoes Finais

Bibliografia

viii

26
26
28
29

31

39
40
44

61

63



Introducao

Seja n > 2 um inteiro, 2 um dominio aberto e limitado em R' e Qr = x (0,7') onde

T > 0 é dado. Consideremos o problema:

% + A(u) = f, em Qr
u(z,t) =0, sobre 00 x (0,T) (1)
u(z,0) = P(x), em

onde f € WL LID(Qr) e ¥(z) € L*(Q) sio funcdes dadas e A : Wy LP@)(Qp) —

W42 [1@)(Qr) é um operador eliptico na forma

A(u) = —div <a(m,t,u,Vu)) + ag(z, t,u, Vu)

com os coeficientes a e ag satisfazendo as cldssicas condigbes de Leray-Lions (ver pag. 27).
Os espacos Wy " LP®)(Qp) e WL (Qyr) serdo introduzidos no capitulo 2.

A equacdo acima foi estudada nos espacos LP(0,T;W,P(Q)), para 1 < p < oo, onde a
e ag sao assumidos satisfazendo as condigoes de crescimento polinomial com relacao a u e
Vu. Sabe-se que o problema foi resolvido por J. L Lions [25] e H. Brezis e F.E. Browder [6]
no caso p > 2, por R. Landes [23] e R. Landes e V. Mustonen [24] no caso 1 < p < 2.

O problema também foi discutido nos espagos nao-homogéneos Orlicz-Sobolev W L (Q7)
com a e ag satisfazendo condi¢oes de crescimento mais geral com relacao a v e Vu. T.
Donaldson considera o caso em que a funcao M estd relacionada com o crescimento de a e
ap. A. Elmahi e D. Meskine [14] estudaram o mesmo problema no espago Orlicz sem assumir

qualquer restricao de crescimento com relagao a funcao M.

O estudo de problemas variacionais com condigoes de crescimento nao-padrao tem se
mostrado um tema interessante nos ultimos anos. Problemas com p(x)-crescimento podem ser
considerados uma forma nao-padrao de problema de crescimento e aparecem em problemas
elasticos nao-lineares, fluidos eletrorreolégicos, recuperagao de imagens entre outros. Muitos

resultados foram obtidos para este tipo de problema, por exemplo em [1, 2, 3], [28] e [30].



Em [9], os autores estudaram o seguinte problema:

u _ dz’v(@(m, Du)) +Au—1)=0, em Qx[0,T],
aa—%v(:c,t) =0, para (z,t) € 0Q x (0,7,
u(0) =1, em ,

onde A > 0 ¢é constante, [ = u+ ruido, 7 denota o vetor normal unitario exterior em x € {2
e

. _ . ( Vu
div (qﬁr(x, Du)) = |Vu[r®—2 {(p(x) —1)Vu+ (2 —p(z))|Vul|div (W) + Vp(x)Vulog |Vul|.
Nesta equagao, 1 < p(z) < 2 sé depende de z. Em [4], os autores estudaram uma equagao
semelhante a que estudamos neste texto. A diferenga é que em [4] o coeficiente da nao-
linearidade é dependente de = e de t e é assumido ser continuo, e que a equacao de evolugao

envolve o operador p(z,t) -laplaciano.

Para que o nosso estudo se apresente de maneira mais consistente, reunimos alguns pressu-
postos sobre Anadlise Funcional, Teoria das Distribuicoes, os Espacos de Lebesgue e Sobolev,
constituindo o 1° capitulo. No 2° capitulo, apresentamos o espaco I/VO1 TLP@(Qr), que é
semelhante ao espaco W1%L,,(Qr). Pensamos nesses espagos como uma estrutura razodvel
para discutir o problema acima. O 3° capitulo é reservado a demosntragao do principal resul-
tado, objetivo do presente estudo. Assim, neste trabalho, que foi baseado em [18], estudamos
a existéncia de solucoes fracas nos espacos Wy " LP®) (Qr) sob condicoes de p(z)-crescimento,

onde p(x) depende apenas da varidvel espacial x.

Aqui, a: Qr x RxR' — IR' e ap: Qr x Rx R" — IR sao operadores tais que,
para qualquer s € R e £ € IR, a(z,t,s,€) e ap(x,t,s,&) sao ambos continuos em (¢, s, €)
para q.t.p. = € ) e mensuraveis em z para todo (,s,£) € (0,7) x IR x R". Eles também
satisfazem, para qualquer s € R e £,&* € IR', com & # &F

la(z,t,5,8)| < a(C(z,t) + |sPO=L 4 |gP@=Y) gtp. (z,t) € Qr;
lao(z,t,5,€)] < a(C(x, 1) + [sPO71 4 |EPO7), qtp. (2,1) € Qr;
[a(:z:,t, $,€) — a(z,t, 3,5*)] (&—¢&%) >0, qtp. (z,t) € Qr;

a(z,t,5,8)E + ag(w,t,5,€)s > BIEFPE +4s|P™), qtp. (2,1) € Qr,

(2)

onde C(z,t) € L™ (Qr), a, 7, B > 0 sdo constantes. Ao longo deste trabalho, a menos de
declaracdo contraria, assumiremos que p(x) é continua em €2 no sentido que y € Q tem-se

lim p(y) = p(z) , Vo €Q

Yy—T

e satisfazendo
l<p = igfp(x) < p(x) < p" =supp(z) < oo (3)
Q

e sendo ¢(z) o conjugado da funcao p(z).



Capitulo 1
Conceitos e Resultados Preliminares

No presente capitulo, serao apesentadas definicoes e resultados, além de fixadas algumas
terminologias e notagoes que subsidiarao os estudos realizados nos capitulos posteriores. Os
resultados abordados aqui nao serao demonstrados. Outrossim, serao indicadas as referéncias

bibliogréaficas onde esses resultados e suas demonstracoes podem ser verificadas.

1 Definicoes e Resultados de Analise Funcional

1.1 Covergéncia Fraca e Covergéncia Fraca-Estrela.

Definicao 1.1. Seja E um espaco vetorial normado. Diz-se que E é um espago de Banach

se 0o mesmo € completo, isto €, se toda sequéncia de Cauchy converge em E.

Se uma sequéncia (x,) ¢é convergente, entao para toda fungao continua f teremos que
( f (:Bn)) também converge. Porém, se em vez de exigirmos a convergéncia para toda fungao
continua exigirmos para apenas as funcoes lineares e continuas, diremos entao que (x,)
converge fracamente para x, se f(x,) converge para f(x). O espago das fun¢oes onde isso

ocorre ¢ denominado de Espacgo Dual, cuja definicao é dada a seguir.

Definicao 1.2. Seja E um espacgo vetorial normado. Chamamos de Dual Topolégico de E e
denotamos por E', o espaco normado de todos os funcionais lineares continuos definidos em
E,

E'={f:E— TR fé linear e continuo}.

Observacao 1.1. Daqui em diante quando nos referirmos ao Dual Topolégico de E, chamare-

mos apenas de dual de E.



Proposicao 1.1. Uma aplicacao linear f € continua se, e somente se, € limitada.

Demonstragao: Ver [26] ou [29].

Defini¢ao 1.3. (Topologia Fraca o(E,E')). Seja E um espaco de Banach e considere
f € E'. Definamos

v o ppx) = (f,2).

Assim, temos que ((pf) ¢ uma familia de funcionais lineares continuos em FE onde

fer

o(E,E") é a topologia menos fina de todas as aplicagoes (gof)feE, lineares e continuas

definidas em E. A topologia o(E,E') é chamada de Topologia Fraca sobre E.

Definicao 1.4. (Covergéncia Fraca —). Seja E um espa¢o de Banach e (x,) uma
sequéncia em FE. Diz-se que a sequéncia (x,) converge fracamente para x em E se, e
somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € F'.

Notagao: z, — z (z, converge fracamente para ).

Observagao 1.2. O simbolo — denota Convergéncia Forte.

Proposicao 1.2. Seja E um espago de Banach e (x,) uma sucessio em E. Verifica-se:

i) t, ~x emo(EE") < (f,z,) = (f,x), Vf € E;
ii) Se x, — x, entdo x, —x em o(E,E');
iii) Se x, = x em o(E,E'), entio |x,|, € limitada e |z|, <liminf ||z, ,;

w) Se v, =z em o(E,E') ese f, — f em E'(||fa—fll, —0), entao (fn,2,) — (f, ).
Demonstragao: Ver [7].

Pode-se também construir o dual do dual, isto é, o espaco E” dado por

E"={g: E' — R, g € linear e continua},

denominado Espago Bidual de F. Este espago também é normado e completo e a norma

definida é dada por
||g||Eu = SU.p |<g7f>|

feE!
171 5 <1
E

Da topologia fraca, podemos ter outras duas topologias sobre FE’:



i) Topologia Forte (com a norma [/ f|, = sup [(f,z)|);
zeE
=l 5 <1

ii) Topologia Fraca o(E’', E").
Vamos agora definir uma terceira topologia sobre FE’; a topologia o(FE’, E)).

Defini¢ao 1.5. (Topologia Fraca Estrela o(E',E)). Seja E um espaco de Banach e
E" o dual de E. Definamos

v, ' — R
[ pu(f) = (f 7).

Assim, temos que (gox)er € uma familia de funcionais lineares continuos em E' onde
o(E',E) € a topologia menos fina sobre E'. A topologia o(E', E) ¢é chamada de Topologia

Fraca Estrela sobre E'.

Definigio 1.6. (Covergéncia Fraca Estrela ). Seja E wum espaco de Banach e (f,)
uma sequéncia em E'. Diz-se que f, converge fraco-estrela para f em E' se, e somente

se, (fn,x) = (f,x), Vo € E.
Notagao: f, — f (f, converge fraco-estrela para f).
Proposicao 1.3. Seja E um espago de Banach e (f,) wma sucessao em FE'. Verifica-se:
i) fo>femo(E,E) & (fu,2)—= (f,2), Vo € E;
ii) Se f,— f, entao f, — f em o(E',E");
iii) Se f, — f em o(E',E"), entio f, —~ f em o(E' E);
v) Se fo = f em o(E',E), entio | fa|l,, € limitada e |f|,, <liminf|f,||

B!’

v) Se f, > f em o(FE' E) ese x, >z em E,entio {(f,,x,) — (f, ).
Demonstragao: Ver [7].

Também pode-se relacionar o espaco £ com o seu bidual E” atraves da aplicacao

J:E— E"
z—Jx) : EF— 1R (1.1)
[ J@)(f) = (I (=), [) = {f, ),



Vf € E’, denominada de Projegao Canonica. Nota-se que

[T(@)l, = sup [(J(x), )l = sup [{f,2)] = [l

feE’ feE’
[P 1] 5 <1

de onde podemos afirmar que J ¢ injetora.

Observagao 1.3. Nem sempre J € sobrejetora. Quando a sobrejetividade ocorre, o espaco

em questao € dito Reflexivo.

1.2 Espacos Reflexivos

Definicao 1.7. Sejam J a injegcdo candnica definida em (1.1) e E um espago de Banach.

Diz-se que E ¢é Reflexivo se J € sobrejetora, isto €, se J(E)= E".

Teorema 1.1. Seja E um espaco de Banach. Entdo E € reflexivo se, e somente se,
By, ={z € E; ||lz|| <1}

¢ um conjunto compacto na topologia fraca (O‘(E, E’))

Demonstracao: [7].

Proposicao 1.4. Seja E um espaco de Banach e M C E um subespaco fechado. entao M

dotado da norma induzida por E € reflexivo.

Demonstracao: [7].

Corolario 1.1. E € reflexivo se, e somente se, E' ¢ reflexivo.

Demonstracao: [7].

Definicao 1.8. Seja E um espago de Banach. Diz-se que E € uniformemente convero se

para todo € > 0, existir um 6 > 0 tal que, para x,y € K

(el <1 Il <1 e o=yl ><) = (|55 <1-9)-

Teorema 1.2. Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.

Demonstracao: [7].



1.3 Espacos Separaveis

Definicao 1.9. Diz-se que um espaco de Banach E € separdvel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso em E.

Teorema 1.3. Seja E um espaco de Banach tal que E' seja separdvel. Entao, E é separdvel.
Demonstracao: [7].

Observacao 1.4. A reciproca do teorema nao € verdadeira.

Exemplo 1.1. O espago L'(Q) € separdvel, mas o seu dual L>(Q2) ndo o é (Ver pg. 66 de

(7).

Corolario 1.2. Seja E um espago de Banach. Entao E € reflexivo e separdvel se, e somente

se, E' e reflexivo e separdvel.

Demonstracao: [7].

Teorema 1.4. Seja E um espago de Banach separdvel e (f,) uma sequéncia limitada em

E'. Entao existe uma subsequéncia (fn,) de (f,) que converge na topologia o(E', E).

Demonstracao: [7].

1.4 Conjunto OrtonormalL

Definicao 1.10. Seja E um espaco de Banach com produto interno e S um subconjunto
de FE.Diz-se que S ¢é ortogonal se seus elementos sao, dois a dois ortogonais, isto €, se
(wj,wj) =0, w;,w; € S com i # j. Se além disso ||w;|| =1 Yw, € S, diz-se que S ¢é

ortonormal.

2 Teoria das Distribuicoes

2.1 Notacoes e Resultados Preliminares

Inicialmente usaremos a letra IK para representar o corpo dos reais IR ou o corpo dos
complexos C. Sejam z = (z1,79,...,7,) € R ¢ «a = (aq,q9,...,0,) € N* um multi-

indice. Define-se



lal=a1+as+...+a, e 2% =a"2y? ... x

Qn
n -

Denotaremos por D® o operador derivacao de ordem « dado por

olal

— 5.a19 00
0x{' 0y ... Oxon

DO{

para = = (x1,Zs,...,2,) € R Para a = (0,0,...,0) e uma fungao u define-se D°u = w.

E para i =1,2,...,n, temos D; = d/0x; (derivada parcial).

Definicao 1.11. Sejam o, € IN'. Entao [ < «a se (; < «;. Se u e v forem funcoes

numéricas suficientemente derivaveis, vale a regra de Leibniz:

D*(uwv) =Y W%W(D%)(Da%).

BLa

Definicao 1.12. Seja Q2 C IR* um aberto limitado e ¢ : Q — IK uma funcao. Chamamos

suporte de ¢ ao conjunto denotado por

supp(p) = {z € ; p(z) # 0}.

Se ¢ for continua, supp(yp) serd compacto em ).

lr)
—
- ~— _
Q

Proposicao 1.5. (Desigualdade de Young). Sejam a,b,p,q € R, com 1 <p,q< oo tal
que ]l] + % = 1. Entao
p|pla
ap| < 10 1o
p q

A igualdade ocorrerd quando |alP = |b|?. Assim, dado € >0 teremos

€p|a|p

[b]
+

|ab| <
p elq

O teorema a seguir ¢ um importante resultado na teoria da integracao e sua demonstracao

pode ser encontrada em [5].



Teorema 1.5. (Teorema da Convergéncia Donimada de Lebesgue). Seja (u,) uma
sequéncia de funcgoes reais integraveis, definidas em ) C IR', que converge quase-sempre
para uma fung¢ao mensurdvel u em ). Se existe uma fung¢ao v : ) — IR integrdvel tal que

lun(x)| <wv(x) para todo n, entdo u € integrdvel e

/Q w(@)de = lim [ un(z)dz.

n—oo Q

2.2 Os Espacos LP(12)

Sejam 0 C IR" um aberto e p € Rtal que 1 < p < oo. Os espagos LP(§2) s@o os espagos
vetoriais das classes de fungoes mensuraveis u : {2 — IK definidos por

LP(Q) = {u Q—-Ké€ mensurcivel;/ [u(x)|Pdx < oo}
Q
Equipando este espaco com a norma

||u||Lp(Q) = (/Q |u(x)|de> 1/p’ (1.2)

0 mesmo torna-se-4 um espago vetorial normado.
Observacgoes 1.1.

i) LP(Q2) é Banach com a norma (1.2).

i) Quando p =2, L*(2) é um espago de Hilbert, com respeito ao produto interno

(u,v) = /Qu(a:)de, Vu,v € L*(Q)

L2(Q)

, . \1/2 )
com ||ul| = </Q lu(x)] dm) a norma em L*(£2).

iii) Quando p = 0o, temos o espago L™= () constituido das classes de fungioes essencialmente

limitadas, dado por

L>=(Q) = {u:Q — K € mensurdvel; IM > 0, |u(x)| <M ¢.t.p. emQ}.

Seja u € L>®(Q) tal que u: Q — R. Define-se Supremo Essencial de u por

supess u = inf{k; p({z € Q; u(z) > k}) = 0},



e o fnﬁmo Essencial de u por
infess u = sup{k; p({z € Q; u(z) < k}) =0}

onde v é a medida de Lebesque em IR".

O espago L>=(82) serd um espago vetorial normado quando equipado com a norma

[l oo o) = sUp ess|u(x)]. (1.3)
z€Q

Com esta norma, L>®(Q) € um espago de Banach.

iv) O espago LY (), € o espago localmente convexo das classes de fungoes mensurdveis u

dado por
7 (Q)={u:Q—-IK / lu(x)[Pdx < oo, VK C 2, K compacto}
K

equipado com a familia de semi-normas
» 1/p
pulw) = ([ JutoyPas) "
K

Sejam p,q € R tais que 1 < p,q < oco. O espago LI(2) (definido analogamente a LP(£2))
com (%) %—i—é =1 é o dual do espago LP(Q2), isto é [LP(Q)]" = L(Q2). Neste caso, diz-se que
os nimeros p e ¢, nacondi¢do (x), sdo expoentes conjungados e quando p = 1 consideramos
q = 00. O teorema a seguir, relaciona todo elemento do dual de LP(2) com um elemento
do espago LI(2) e sua demonstragdo pode ser consultada em [7], assim como o resultado

posterior.

Teorema 1.6. (Teorema da Representacdo de Riesz). Sejam 1 < p < oo e q tais
que %‘F % =1. Se fe[LP(Q)], entdo existe v € LI(Q) tal que

(fyu) = /Qu(x)v(x)dx
para toda u € LP(S).

Proposicao 1.6. (Desigualdade de Hoélder). Sejam 1 < p,q < oo com %+% =1. Se
ue LP(Q) e ve L), entao uv € L'(Q) e além disso

], = / fu(@)o(@)|dz < [lully o]l
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A igualdade ocorrera quando |u(z)|? e |v(x)|? forem proporcionais. Se tomarmos p = 1

e ¢ =00 o resultado sera imediato.
O teorema a seguir estabelece duas propriedades importantes do espago LP(€).

Teorema 1.7. Sejam Q2 C IR' um aberto e 1 < p < 0o, entdo:

i) Sel < p< oo, entao LP(Q) é um espago reflexivo e uniformemente convezxo;

ii) Se 1 < p < oo, entdo LP()) € separdvel.

2.3 O Espaco das Fungoes Teste (C>(1))

Denotamos por C,(2) o espago vetorial das fungoes continuas definidas em €2 com suporte
compacto. C°(€2) denota o espaco vetorial das fungoes continuas definidas em € com
suporte compacto e com derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de

C>*(€Q) sao denominados de Fungoes Teste em €.

Os seguintes resultados e suas demonstragdes podem ser encontradas em [8] e [27].
Proposigao 1.7. Seja u € L. (Q) tal que [ u(x)p(x)dr =0, VYo € Co(Q). Entio u =0
quase sempre em ).

Proposicao 1.8. (Lema de Du Bois Raymond). Seja u € L (Q) tal que [, u(z)p(x)de =
0, Yo € C5°(Q2). Entao uw=0 quase-sempre em ().

Proposicao 1.9. C§°(Q) € denso em LP(2), para 1 < p < o0.

A defini¢ao a seguir, introduz a nogao de convergéncia em C§°(€2). Essa convergéncia
dota-o de uma topologia (ver detalhes em [30]) que constituird um importante instrumento

para o entendimento e estudo do conceito de distribuicao.

Definigao 1.13. Diz-se que a sequéncia (p,) C C°(2) converge para zero (fun¢do nula)

quando as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

a) Os suportes de todas as fungoes p,, v € IN, estao contidos num compacto fito K C €
(supp(py) C K).

b) Para cada o (multiindice), D%p, — 0 uniformemente sobre K.
Diz-se que ¢, — ¢ em C§°(Q2) quando (¢, —¢) — 0 no sentido dado acima.

O espago vetorial C§°(2) com essa nogao de convergéncia serd representado por D(€2) e

chamado de Espaco das Fungoes Teste em €.
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2.4 Distribuicoes Escalares sobre (2

Definicao 1.14. Uma distribuicao sobre um aberto Q C IR' € um funcional linear T,
definido em D(Q), que é continuo no sentido da convergéncia definida sobre D(Q), isto
é

o, =@ em D) = (T,p,) = (T, o) em R

Observagao 1.5. Notemos da definicaio acima que uma distribuicao € um elemento do dual
de D(QY). Portanto, denotaremos por D'()) o espago vetorial de todas as distribuigoes sobre

Q. Algumas vezes, denotar-se-d que T(p) = (T, ).

Definigao 1.15. Seja (1,), com v € IN, uma sucessio em D'(Y). Diz-se que T, — T em
D'(Q2) quando
(T,,0) = (T, ), Vo €D(Q)

Exemplo 1.2. Seja u € LP(Q2) e T, definida por
T.:D(Q) — R
¢ (L) = [u@)plede
Q
Sem dificuldades mostra-se que T, € uma distribuicao sobre €.

Exemplo 1.3. (Delta de Dirac (6,,)). Dado x, € 2 define-se (6,,) como

6, : D) — R

o > (O, p) = @(,).
i) Temos que 6, # 0.

i) 0g, estd bem definido, pois ¢ € continua.

i) 0y, € linear e continuo, portanto, uma distribuicao (ver detalhes em [§]).

Ainda em [8], verifica-se que 6,, nao é definida por uma funcao localmente integravel,
isto é, 0y & Li,.(Q).

Dado u € L},.(2), a distribuigao T, é univocamente determinada por w. De fato, se
w,v € L} .(Q) sdo tais que T, = T, entao
T,—T1T,=1T,—»=0

e por Du Bois Raymond vem que u =v q.t.p. (esta afirmacdo pode ser vista em [8]).
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Observacao 1.6. Quando nao houver possibilidade de duvidas, representar-se-d a distribuicao

T, por u.

Tem-se a seguinte cadeia para 1 < p < oo.
D(Q)) — LY (Q) — D'(Q).
O simbolo ”<” indica que a imersao é continua.

Proposicao 1.10. O espago D(2) € denso em L% (Q).

Demonstragao: Ver [27].

2.5 Derivada de Distribuicao

Seja T uma distribuicao sobre 2 e a € IN". A derivada de ordem « de T é definida por

<DaT> (10> = (_1)Ia|<T7 Dagp> ) VSO € D(Q)

A derivada D*T é uma distribui¢ao definida em D(2) e o operador D é linear e continuo.

Uma distribuicao possui derivadas de todas as ordens.

Uma afirmacao que vale apena mencionar é que a derivada D%u de uma funcao w €

L}..(©Q) nao é, em geral, uma funcao de L} .(€). Este fato motivard o surgimento de uma

classe muito importante de espacos de Banach de fungoes, conhecidos sob a denominacao de

Espacos de Sobolev, que serao definidos mais a diante. Um exemplo que ilustra esta afirmagao

damos a seguir.

Exemplo 1.4. A funcao de Heaviside dada por

1, se >0
u(z) =
{ 0, se = <0.

Temos que u € L*(Q), mas v’ & L'(Q). De fato

(W', o)

+00 0 +oo +o00o
—(u, ') = —/ w.'dr = —/ w.'d —/ w.'dr = —/ w.'dx
. o 0 0

— lim / pldr = — 1lim (p(x)|g) = — lim (p(a) —¢(0)) = ¢(0)

a——+00 0 a——+00 a——+00

(00, @)

= ' =3, & LY(Q).
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2.6 Extensao e Restricao de Uma Distribuicao

Sejam QU C IR abertos com Q CU e ¢ € D(Q2). Entao a extensdao ¢ de ¢ dada por,

5(z) = o(x), se x e
o= 0, se xzelU\

pertence a D(U) e possui as seguintes propriedades:

i) Se ¢, = ¢ em D(Q) entao ¢, — @ em D(U);

ii) DG = Do,

Agora seja T € D'(U). Denotamos por Ty (ou por T|g) a Restricao de T a (2,
definida por

<Tﬂa 90> = <T7 95> ) VQO S D<Q)

Observe de i), que Ty € D'(Q2) e de ii) que D*(Tq) = (D*T)q.

3 Espacos de Sobolev

3.1 O Espago W"?(Q)

Seja 0 C IR um aberto, 1 <p < oo e m € IN. Sabe-se que se u € LP({)) entdo u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢coes. Mas, vimos que, em geral, D%u
nao é uma distribuigao definida por uma func¢ao de LP(f2). Por esse motivo, define-se o espago
W™P(Q)), chamado de Espago de Sobolev, por

WmP(Q) = {u € LP(Q); D% e LP(2),0 < |a|] <m,1<p< oo}
equipado com a norma

||u||wm,p(m:( S| Do ||fzp(m) , (1.4)

0<|ar|<m
onde Q éum aberto do TR'. O espaco W™P(Q)) é um espago de Banach, separdvel e reflexivo.

Se p =2, tem-se que W™2(Q)) = H™(Q2) é um espago de Hilbert, onde estd definido o

seguinte produto interno:
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(V) iy = > (Du, D*v).

0<|o|<m
Observacoes 1.2.
i) Quando m =0 que W°?(Q) = L*(Q).
ii) WmP(Q) C LP(Q2).
Observe que D(Q) C W™P(Q) e D(2) é denso em LP(£2). Mas, nao é verdade que
D(Q) seja sempre denso em W™P(Q). Por esse motivo, define-se o espago W;""(Q) por
TV (@)

Wg () = C52(2)

isto 6, W7"P(Q) é o fecho de C°(Q) em W™P(Q). Se p = 2, entdao Wy (Q) = H(Q)

que ¢é Hilbert. Tem-se ainda que

D(Q2) — W"P(Q) — LP(Q).

3.2 O Espago W~™1(Q)
Suponha que 1 <p<oo e 1 <qg<oo tal que % + % = 1. Representa-se por W~"™1(Q)
o dual topoldgico do espago Wy""(9), isto é

(W™ (Q)) = W=m(Q).

H=™(Q) denota o dual topoldgico de HJ*(Q).

Afirmacoes:

denso denso

i) Se By e By s@o espagos topoldgicos com By — B, entdao Bj — Bj.

denso ’ denso
—

ii) Como D(2) — LP(Q2) entao (LF(Q2)) D'(§2).

iii) D(Q) — HJ(Q), entdao H™(Q2) — D'(Q).
Considere o operador L : H™(Q) — H™() dado por L = Z (=1) D% e seja
laj<m
u € H™(Q). Entao

L(u)= Y (-1)D*(D*w) € H™(Q), D e L*(Q).

la|<m
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Observagao 1.7. T e W™4(Q)) <= T = Z (- D%g, onde D*u = g,.

lal<m

Proposicao 1.11. O operador L transforma HJ'(2) em H~™(Q) de forma isométrica.
Proposigao 1.12. D(§2) € denso em H~™(2).

Proposicao 1.13. D(Q2) ¢é denso em D'(2).

3.3 Desigualdades de Poincaré e de Sobolev

Seja 2 € IR" um aberto. Diz-se que (2 é limitado na direcao z;, se existe um intervalo aberto

finito Ja, b| da reta tal que
proj;(£2) Cla, b

onde proj; denota a projecao de €2 sobre o eixo x;.

Teorema 1.8. (Desigualdade de Poincaré). Seja ) € R um aberto e limitado na diregdo

z;. Entao
dz < (a —b) ‘
[tz [j2]

Vu € H}(Q) onde proj;(Q) Cla,b[.

Proposicao 1.14. (Desigualdade de Sobolev). Sejam 1 < p < n, é = %—% eCy=
n € IN. Entao, para cada u € C§(IRY), tem-se

Co
ey < 513 jH —
2

LP(IRM)

A seguir definiremos dois espacos, cujas propriedades sao de grande importancia no estudo

de imersoes nos espacos de Sobolev.

4 Os Espagos Ci(Q) e CFA(Q).

Definigao 1.16. Sejam Q € R* e k € IN. Define-se o espago CF(Q) por

CF(Q) = {u :Q — K de classe C* limitadas; maxsup |[Du(x)| < oo},

lo|<k xeQ

max sup |Du(x)| € a norma definida em CF(€).
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Definicao 1.17. Sejam Q € IR*, k € IN ¢ 0 < X\ < 1. Define-se o espagco C**(Q) por

D*u(z) — D*u(y)]
C’k”\Q:{UECkQ; max su | <oo},
) () a|§kz,y§z Iz —y]*
Ty

D — Do
+ ma sup 127() = D*uly)

la|<k ¢ yea Hx — yHA
TFy

e |jull ¢ a norma definida em C**(Q).

Ck,)\(Q) = ||U||C§(Q)
Observacoes 1.3.

i) CE2Q) € o espago das fungoes u € CF(Q) para as quais existe L > 0 (que depende de
u) tal que
|Du(z) = D*u(y)| < Lllz —y[I*, Yo,yeQ, z#y, |af <k
ii) CHA(Q) € CH(Q);

ii1) ||u||c§m) < ||u||Ck’A(Q) , Yu e CPMNQ);

i) CFNQ) — CHQ).

O tema a seguir constitui significativa importacia na teoria das Equacoes Diferenciais
Parciais Parabdlicas. Para adentrarmos no assunto, precisaremos inicialmente de algumas

definicoes.

5 Distribuicoes Vetoriais

5.1 Espaco das Funcoes com Valores em Espacos de Banach

Definicao 1.18. Seja B um espaco de Banach e 0 <T < +o0o. Definimos o espaco

C*(0,T;B) = {u:(0,T) — B; u ék — diferencidvel em t},

como sendo o espaco das fungoes definidas em [0,T] que possuem derivadas continuas até a

ordem k.

Neste espaco estd definida a sequinte norma

ltll gy = 3 sup (D%, (1.5)

o<k t€[0,T)]

Observagao 1.8. Seu € C'(0,T5B) = |[ull 1., = sup. l|ull, + Sup [Ju[| -
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E possivel também construir uma teoria de integracao que permita definir mensurabilidade
de fungoes do tipo w : [0,7] — B.

Definicao 1.19. A funcao u € dita uma funcdao simples se, e somente se, tem um numero

finito de valores, isto €, u: X — B, E; C X, existem constantes a; > 0, tais que

u(w) = 3 anx,, (o)

onde x g, € a fungao caracteristica de E;, a; # aj, E;NE; =0 sei#j e U E,=X. A sua
i=1
integral € dada por

/ udr = Zai,u(Ez-).
Ei i=1

Defini¢ao 1.20. Dizemos que u : [0,T| — B, € fortemente mensurdvel quando ezriste uma
sequéncia de fungoes simples convergindo fortemente para u, isto €, existe uma sequéncia (@)
de funcgoes simples tais que

len —ull, — 0.

Defini¢ao 1.21. Uma funcao u : [0,T] — B com wvalores definidos no espago de Banach B é
Bochner Integrdvel quando existe uma sequéncia de fungoes simples @, : [0,T] — B tal que a

funcao t — ||¢, —u|, € integrdvel a Lebesque. E além disso

lim/ lon — ul| ,dt = 0.

Teorema 1.9. (de Bochner). Seja B um espago de Banach. Uma funcgdo fortemente

mensurdvel u : [0,T] — B € Bochner integrdvel se, e somente se, t +— ||u||, € integrdvel.

Observacgoes 1.4.

i) u(t) € B = Tu(t)dt € B;

/0 ' u(t)dt

T
< [ It
0
ii1) Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque:

i) ‘

B

a) @n(t) sequéncia de fungoes Bochner integrdveis;

b) u(t) fortemente mensurdvel;
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c) on(t) — u(t) quase sempre em [0,T7];
d) g € L*([0,T)) integrdvel tal que ||, < g(t).

Entao u(t) é Bochner integrdvel e

lim / on(t)dt = / u(t)dt.

Com essa teoria podemos definir os espagos LP(0,T; B):

Definigao 1.22. Seja T' > 0 e B um espago de Banach. Definimos o espago LP(0,T; B), com

1 <p < oo, das classes de funcgoes fortemente mensurdveis, por

T
LP(0,T;B) = {u :(0,T) — B fortemente mensuravel ; / |ul[? dt < oo},
0

T 1/p
[l = ([ ula) (16)

O espago L>(0,T; B) como sendo

dotado da norma

L>(0,T;B) = {u : (0,T) — B fortemente mensurduvel ; u é essencialmente

limitada em (0, T)},

isto €, existe M > 0 tal que ||ul|, < M quase todo ponto em (0,T) (ou a menos de um

conjunto de medida nula), dotado com a norma

[

= sup ess||ul|, = inf {M €R ||ull; <M q.t.p. em (O,T)}. (1.7)
(0,77
Teorema 1.10. Os espacos LP(0,T; B), 1 < p < oo equipados com as normas (1.6) e (1.7):

i) Sdo espagos de Banach;
ii) Se B ¢é reflexivo = LP(0,T; B) € reflexivo para 1 < p < 0o;

iii) se B € Hilbert, entao L*(0,T; B) é Hilbert com o produto interno

(u,v):/o (u(t)v(t)) zdt.
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5.2 Distribuicoes com Valores Vetoriais

Seja D(a,b) o espago das fungoes teste definidas em (a, b), D’'(a,b) o seu dual topoldgico e X

um espaco de Banach.
Notagao: D'(a,b; X) = espaco das distribui¢oes vetoriais sobre (a,b) com valores em X.

Defini¢ao 1.23. Uma distribuicao vetorial sobre um intervalo (a,b), com valores em X, é

uma aplicacao linear dada por

T:D(a,b) — X
o = (T,9) , Yo&D(a,b).

A distribuicao T' € continua no sentido em que @, — ¢ em D(a,b), tem-se lim (T, @,) =
n—oo
(T, ).

Exemplo 1.5. Se u € LP(0,T; X) entdo u € uma distribuicao com valores em X dada por

gar—>/0 u(t)p(t)dt.

Exemplo 1.6. Vv € X, ¢ — ¢(0)v € uma distribuicdo com valores em X .

Defini¢ao 1.24. Seja T € D'(a,b; X). Para todo k € IN a distribuicao dada por

(.0 = (-1M(. )

¢ chamada de k—ésima derivada de T sobre (a,b) e algumas veses serd denotada por

T
dtk

Observacoes 1.5.
: . w_ :
i) ue L' (a,b;X) = w = = U =,

ii) Se X eY sao espagos de Banach com X —'Y (imersdo continua) entao claramente
D'(0,T;X) = D'(0,T;Y)

e LP(0,T;X)— LP(0,T;Y), 1 <p< +o0.
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Lema 1.1. (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam 1 <p; <oo, i=0,1 e By, B, By
espacos de Banach sendo que By e Bi sao reflexivos tais que By 4 B By (<i> indica
imersao compacta). Para 0 <T < co, consideremos o espago

W ={w; we L*(0,T;By) e w' € LP(0,T;By)}

com a norma |||y, = |wll 475 T W00 7s, - Entao:

i) W € um espago de Banach;

i) W < L»(0,T; B).

Demonstragao: Ver [30].
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6 Os Espagos L'"(Q) e Wmr)(Q)

Nesta seccdo, faremos um breve estudo dos espacos LP(*)(Q) e W™P@)(Q), ditos Espacos
Generalizados de Lebesgue e Sobolev, respectivamente. Estes espacos desempenham um papel
fundamental no estudo de problemas parabdlicos, como o que sera visto neste trabalho. Nao é
nosso objetivo aprofundar-nos no estudo desses espagos. Portanto, para um leitor mais atento,

demonstragoes e maiores detalhes podem ser consultados em [16], [19] e [22].

6.1 Os Espagos L") (0Q)

Definigao 1.25. Seja Q C IR' um congunto aberto e limitado, p € L®(S) continua com

p > 1. Define-se o Espaco Generalizado de Lebesgue como sendo
LPO(Q) = {u :Q — IR u é mensuravel; / Ju(x)[P®dx < oo}.
Q
Em LP@®)(Q) estd definida a norma:

el :mf{)\ = 0; /Q’T

Também escreve-se |ul| ,, em vez de |ul|

@)
ar < 1} (1.8)

Lr(@) ()’

Observagao 1.9. Quando a fungio p(x) = p, teremos ||u||Lp(w)(Q) = [Jull ,pq, isto € as

normas coincidem.

Considere o conjunto
LE(Q) = {u € L™(); infess(u) > 1}.

Para u e LP(2) e p € LY(N), definimos a funcdo Modular (ou simplesmente Modular) por

pla) = [ futa)
Q
Denota-se por p~ = infess(p) e p™ =supess(p).

Proposicao 1.15. Seja u € LP@(Q). As sequintes afirmacdes sio verdadeiras:

i) ull,,, <U=1;>1) <= plu) <1(=1;>1);
i) ||ull,, > 1, entdo |lul]? < p(u) < |full?

p(z)’

iii) |lull,,, <1, entdo |jull, < p(u) < ||ull”,

p(@)’
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Proposigdo 1.16. Seja (u,) C LP@(Q). Se u € LP@(Q), entdo as sequintes afirmacies

sao equivalentes:

Z) nl—l>r—0{loo Hun N UHP(I) =0;

i) lm p(u, —u) =0;

n—-+00

iii) up, > u em Qe lim p(u,) = p(u).

n——+oo

Proposicao 1.17. (Desigualdade de Holder). Sejam p~ > 1 e q € LP()) tal que
Lo =1 Vo eQ. se uc LP@(Q) e ve L19(Q), entdo

p(z) ' q(=@)
+ W) |0 () -
- p(z) q(z)

¢ um espago de Banach separdvel.

‘ /Qu(x)v(x)dx

Teorema 1.11. O espagco LP®)(Q), com a norma [Jwll,,
Se p~ > 1, entdo LP™(Q) € reflexivo.

)’

Teorema 1.12. (Teorema da Representacdo de Riesz). Sejam p~ >1 e q€ LT(Q)

tal que ﬁ + $ =1, VYo € Q. Entio dado f € (LP@(Q))', existe um tinico v € LI®)(Q)

tal que

flu) = /Qu(x)v(x)dx , Yu € LPD(Q).

Teorema 1.13. O espaco Cy(Q) € denso em LP@(Q).
Teorema 1.14. O espaco C°(Q)) € denso em LP(Q).

Proposigao 1.18. Suponha que |Q| < co e sejam py,py € L=¥(Q). Entdo L2 (Q) C
Lr@)(Q)  se, e somente se, pi(x) < po(x) q.t.p. em . Neste caso, a imersio é continua.

Proposigao 1.19. Sejam 1 < p(z) < co e {w}>*  limitada em LP@(Q). Se w, — wu

q.t.p. em Q, entio u, — u (fracamente) em LP™) ().
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6.2 Os Espacos W™?)(Q)

Definigcao 1.26. Seja Q2 C IR' um dominio limitado e m € IN. Define-se o Espago Gener-

alizado de Sobolev como sendo
@) (Q) = {u € L@(Q); D e LPD(Q), |a| < m}
onde D% denota a «-€ésima derivada de u mno sentido das distribuicoes, isto €,
/QDawpda: = (—=1)k /ﬂuDagodx , Vo € D(Q).

O espaco W™P@(Q) € um espaco normado equipado com a norma:

_ [e%
lly iy = O || P70

laf<m

(1.9)

p(x)

Algumas vezes, por simplicidade e quando nao houver dividas, escrevemos ||u|| para
m,p(x)
designar a norma (1.9).

No caso em que m =1 temos o espaco W@ (Q) dado por

W (@) = fue L7(Q) 5 |[Vul € /()]

<ou7 em alguns casos por W@ (Q) = {u c LP@(Q) ; % c LP@(Q), i=12,... ,n})

— [ Ou Ou Ou_ 4
onde Vu = <8z1’8932""78xn> e a norma ¢ dada por

“u”vvl,p(x)(m = [lull,, + IVull,.,

Observacao 1.10. Denotamos por Wom’p(x)(Q) o fecho do espaco C§(Q) em WmPE)(Q),
1sto €,

wmsp(x)(Q

00 ) m,p(T
Co(Q) = WP (Q).

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 1.15. Os espacos W@ (Q) e ng’p(x)(Q) sao espacos de Banach. Se p~ > 1,

entdo W™P@(Q) e Wg”’p(x)(Q) sao separdveis e reflexivos.

Observacao 1.11. Seja p,q € LY(Q) tais que zﬁ + ﬁ = 1. Dizemos que q(z) € o

conjugado de p(z) e denotamos por W=™1@)(Q) o dual do espago Wgn’p(x)(ﬁ), isto €,

(Wom,p(x) (Q))’ — meal@) (Q)
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dotado da norma

1y gy =108 S Wl = sup [(F,u)

<
la|<m s ‘Wgw(w)(n) =
Yu € Wg”’p(“(Q), onde o infimo € tomado sobre todas as decomposicoes possiveis

f= Z (=DlelDef, . fo e LID(Q)

laj<m

Teorema 1.16. Sejam pi,p, € LY(Y) tais que pi(x) < po(x) quase-sempre em ). Entdo
Wwme2@)(Q) ¢ Wmrie)(Q) e a imersdo é continua, isto é, eviste uma constante positiva

Craw).m(x) tal que

HuHm,m(as) < sz(m),m(a:) ”uHm,pz(x) (1'11>

Teorema 1.17. Se q € C(Q2), com p~,q~ > 1, sdo tais que q(x) < p*(z) para qualquer
z € Q, entio a imersio de W™P@(Q) (ou W™ (Q)) em LP@)(Q) ¢ continua e compacta,

onde

%, se p(r) <n.

p*(x):{ oo, se plx)>n

Teorema 1.18. (Desigualdade de Poincaré). Seja Q0 um dominio aberto e limitado e

p € C(Q) tal que p~ > 1. Entdao existe Cp >0 tal que

1,p(z
lullpw) < CrllVullp » Vu € Wy™(Q). (1.12)
FEquivalentemente
"L Ou
L <C H .
o) < C2 3 |5z

Observagao 1.12. Como consequéncia desta desigualdade, temos
Vulpay < lulip@ = lullpe + 1Vullpey < CliVullpe + [1Vullpe = (€ + DIIVullpe
= ||vu||p(:0) < ||u||1,p(x) < K”VUHP(I)

ou seja, as normas |[ul|ip@) € ||Vullpe) sdo equivalentes em WOL‘D(x)(Q).
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7 O Operador de Leray-Lions.

7.1 Operadores Limitados, Continuos, Monétonos e Hemicontinuos.

Definicao 1.27. Sejam E e F espacos normados. Toda aplicacao T : E — F € chamada

de operador e o valor de T' no ponto x € E € denotado por T, ou T(x).

Definicao 1.28. Um operador T : E — F ¢é dito limitado, se existe um numero real

positivo k tal que
[Tl < Kllzll, , Vo e E.

Definicao 1.29. Um operador T : E — F' € dito continuo no ponto x, € E, se para
e > 0 dado, existe um 6 > 0, tal que Vx € E,

|z —xoll, <6 = |To =Ty |l <e

Se T' € continuo em todo x € E, entao dizemos que T' é um operador continuo.

Observacao 1.13. Quando um operador T : E — F' € limitado, define-se a norma de T

T,
7)) = sup (12l )

Definicao 1.30. Seja E um espago vetorial e E' o seu dual. Um operador T : E — E' €

por

dito mondtono, se
(I, —T,,x—y) >0, Vo,y € E.

E se
(I, —T,,x—y)>0, Vo,ye E,

com x # vy, entao T é dito estritamente mondtono.

Exemplo 1.7. O operador —A, : WyP(Q) — W14(Q), onde % + % =1, dado por
—Ay(u) = —div(|VuP*Vu), (1.13)
que dd origem ao funcional

(—Ap(u),v) = / |VulP~2VuVv dz, Yu,v € Wol’p(Q)
Q
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¢ um operador monotono. De fato, temos que

—|VulP2VuVo > —|VulP?|Vu||Vo| = —|Vu[P~! Vo

dat
(=Ap(u) + Ap(v),u —v)y = (—div(|Vu|P72Vu) + div(|Vv|P2Vv),u — v)
(|Vul[P=2Vu — |Vu[P~2Vv, Vu — Vo)
= / (|VulP—*Vu — |VoP~*Vo) (Vu — Vu)da
0
= / (|[VulP — |VulP~*VuVo — [VoP*VoVu + | Vo) de
0
> / ([VulP~ | Vu| — [VulP~H Vo] = [VoPH V| + [VoP~H Vo) da
0
= / ([VulP~! = Vo~ (|Vu| — |Vol)dz > 0.
0
Exemplo 1.8. O operador —A, : WyP™(Q) — W40)(Q), onde ﬁ + Tlx) =1 dado
por
—Ap@)(u) = —div(|Vu|p(m)_2Vu) (1.14)

também € mondtono. De fato, assim como anteriormente, —A,y) dd origem ao funcional

(—Ap)(u),v) = /Q \VulP@2VuVu dx, Yu,v € Wol’p(x)(Q).

Precisamos das sequintes desigualdades: Sejam x,y € IR'. Entao

23—p
p

|x_y‘p, Se pZQ
lz — yl? (1.15)

P2 — |y[Py, e —y) >
(|| yP "y, r —y) _se1<p<2
(Jz|P + |y[P)>—>

|l 1)

cuja prova pode ser consultada em [19], Apéndice A (Lema A.1). Tomando u,v € Wol’p(x)(Q),

com u # v, teremos Vu # Vv. Consideremos os conjuntos
Qr={z€Q; plx)>2} e Q_={zeQ; 1<p(=x) <2}

Fazendo x = Vu e y = Vv nas desigualdades (1.15) acima e integrando sobre €, e
Q_, nos casos em que p(x) > 2 ou 1 < p(x) < 2, obtem-se a monotonicidade do operador.

A demonstragao deste resultado pode ser consultada em [19].
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Definicao 1.31. Um operador T : E — E' € dito hemicontinuo se a funcao real
A— (T(x + N\y), 2)
¢ continua Vx,y,z € E.

Observagao 1.14. Se um operador T : E — E’ € continuo, entao € hemicontinuo. De fato,
seja T+ Ny — T+ Ay em E. Assim

T(x+Ny) — T(z+ \y)
portanto, temos

(T(x+Xy), z) = (T2 + Aoy), 2)] (T'(x +Ay) = T(z + Aoy), 2)

IT(x + Ay) = T(@ + Aoyl o 1 2] -

7.2 O Operador de Leray-Lions.

Seja X um espaco de Banach real e reflexivo. Dizemos que L : X — X’ é um operador de

Leray-Lions se, e somente se, é limitado e satisfaz
L(u) = L(u,u), Yue X,

onde L£:X x X — X’ possui as seguintes propriedades:

1. Para qualquer u € X, a aplicagdo v +— L(u,v) ¢ limitada e hemicontinua de X para
X', com
(LL(u,u) — L(u,v),u —v) >0, para ve X

2. Para qualquer v € X a aplicacdo u — L(u,v) é limitada e hemicontinua de X para
X',

3. Se a sequéncia (u,) converge fracamente para u (u, — u) em X e
(L(tp, tn) — L(Up,u), Uy —u) — 0
entdao, para qualquer v € X, L(u,,v) — L(u,v) em X'
4. Se u, = u em X e L(up,v) = F em X', entdo para qualquer v € X,

<‘C(un7 U)v un) — <F7 U>
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7.3 Existéncia de Solucoes de EDO’s pelo método de Carathéodory

Esta seccao destina-se a apresentar um método para estudar a existéncia de solugoes locais de
equacoes diferenciais de 1* ordem e outros resultados que nos permitira extendé-las tornando-
as globais. Esses resultados constituem um passo importante na demonstracao do teorema
principal, pois garante a existéncia de solugoes de problemas aproximados do problema orig-
inal. Os resultados que serao apresentados nao serao demonstrados. Suas demonstracoes
podem ser consultadas em (][20]) e ([26]).

Consideremos a equacao

2'(t) = f(t,z(t)). (1.16)

Tendo & mao certas condicoes, pode-se garantir a existéncia de solugao (ou solugoes) de (1.16).

Definicdo 1.32. Seja D C R*™ um conjunto aberto. Dizemos que a func¢io f: D — R®

satisfaz as condicoes de Carathéodory, se:

1. Para cada x fixo, f € mensurdvel em t;
2. Para cada t fixo, f € continua em x;

3. Para todo K C D compacto, existe uma fun¢ao integravel g (t) tal que

If(t,z(t)| < gx(t), V(t,z)€ K.

Teorema 1.19. (de Carathéodory). Sejam D C ™™ wum conjunto aberto e a funcdo
f: D — R satisfazendo as condigoes de Carathéodory. Entao para qualquer (to,yo) € D,

existe uma solug¢ao de (1.16) tal que z(to) = yo.

Teorema 1.20. (Prolongamento de Solugées). Seja D = [0,T] x E, com 0<T < oo,

E={yeR; |yl <C}, C>0,

e a funcio f: D — IR satisfazendo as condigcoes de Carathéodory. Seja ainda ¢ uma
solucao de

©(0) =vo, |lyol < C.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ estd definida, tenha-se ||p(t)]] < M,

Vte I, M indepemdente de t e M < C. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].

Lema 1.2. (de Gronwall, versio diferencial). Seja h(t) uma fun¢do nao-negativa e di-
rencidvel em [0,T], tal que
W (t) < f(H)h(t) + g(t) (1.17)

com f(t) e g(t) integraveis em [0,T]. Entao
t
0

vVt € [0,T).

Se f(t) e g(t) forem nao-negativas, entao a expressio (1.18) torna-se

h(t) < oo F(m)dr [h(()) + /tg(s)ds}, (1.19)

vVt € [0,7].
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Capitulo 2

Os Espacgos W% LPT)(Qr)

Neste capitulo, apresentaremos os espacos generalizados de Sobolev de classes de funcoes
definidas no cilindro Qr = Q2 x (0,7"). Para tanto, considera-se ) um dominio aberto e
limitado do IR, n > 2.

Definigao 2.1. Seja Q@ C RR', p € L>®(Q) continua com p > 1. Define-se o espago
Lp(x)(QT) pof,"

LPD(Qp) ={u:Qr = R u ¢ mensurdvel; / lu(x)|P®dxdt < oo},

sendo
p(z)

g, = i0F {2 > 05 / dedt <1} (2.1)
T

a norma definida neste espaco.

T

Definigao 2.2. Seja o = (a1, q9,...,a,) € IN* um multiindice e m € IN. Define-se 0s

espacos

WL (Qr) = {u € L'(Qr); D*u € L' (Qr),|a| <m}

onde estd definida a norma

Hu”wm»up(x)(w) - Z HDO[UHLWC)(QT)’ (2.2)

laj<m

T
Note que / lu(z, )P @ dedt = / / lu(z, )@ drdt < oo, em que p(z) ndo depende
T 0 Q
de ¢.
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Nao se pode afirmar que o espago C§°(Qr) (espago das fungoes testes definidas em Qr)

seja sempre denso em W™ LP(®)(Qr). Por este fato temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.3. Define-se o espaco W""LP@)(Qr) como sendo o fecho de C*(Qr) em
Wme LP@(Qr), isto €,

.z — W Lp@)(Q
Wy L) (Qr) = Cg(Qr) @),

Considerando ﬁ + $ = 1, define-se o dual topoldgico do espaco Wy*LP@)(Qr) por
W= L9®)(Qr), ou seja

(W LP)(Qr)) = W™ L1)(Qr).

Para todo f € W% L9 (Qr) temos a seguinte norma:

11y esor gy = 10 D Mall g, = sup (f,u)]

[l <1

laf<m W L) (@) S

Yu € Wi LP®) (Qr), onde o infimo é tomado sobre todas as decomposicdes possiveis

F=> (-DPDsfe, foeL'™(Qr)

laf<m

Para m =1 temos:

1. WheLre)(Qr) = {u € LP®(Qr); |Vu| € LP®(Qr)} com a norma

ol gy = 1l + 1900 (23)
Wl@LP(I)(Q ) z x z x L
2. C5(Qr) U= DQr) e (Wt L(Qr)) = W LI (Qr);
3. Para todo f € W~1*Li®@)(Qr) temos a norma:
1l =10 S Ml = w0 [f)] (24)

<1
‘a|S1 ”u“WOLsz(x)(QT)_

e Yu € Wy LP)(Qr), f= Z DD, fa€ LY9(Qr).

la|<1
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Observacao 2.1. Os espacos VV1 LP@(Qr) e W LI@)(Qr) sdo espagos de Banach. Se
p~ > 1, entdo Wy LP@(Qr) e W LI®(Qr) sdo separdveis e reflezivos.

Lema 2.1. Seja p~ > 1. Entdo para qualquer f € W= LI®)(Qr), existe uma sequéncia
(fn) C C2(Qr) tal que f, — f em W=HLI@)(Qr), no sentido de que

fowdzdt — (f,u), Yue Wy LP@(Qr).
Qr

Lema 2.2. Sejam 1 < p,p' < 00 € q,q conjugados de p e p', respectivamente. As sequintes

imersoes sao continuas:

1 We L (Qr) < Y0, T; W™ (©)),
2. W= L@ (Qr) — L0, T; W—14@(Q)).
Demonstracao:

1. Seja u € Wy LP™(Qr) e p(u /\u|p dx. Para todo A > 1 temos que Ap(u) <

p(Au) e assim >\p< ) < p(Vu). Como

\Y
—u =1,
LP() ()
pela proposigao (1.15) resulta que
YVu YVu p(z)
HVUHLP(J;)(Q) u LP(®) ()
IVl p(e) (Q
Se L@ > 1, temos
” “HL;D(Z)(Q ) ’
Q HVUHLP(@(QT) |v ||Lp(a:)(QT)|| HLp(x)(n)
> HquLP(I)(Q) / Vu P T = HVUHL”(Z)W)
T VUl g, o 19Ul IVl o,
. HVUHLP(Z)(Q) S/ Vu p(x)dl‘—f-l,
||Vu||Lp(z)(QT> Q ||VU||LP(E>(QT)
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que integrando sobre [0,7] obteremos

.
————dt<14+T=C
o 19l

T
— | V| dt < C||Vull
0 Lr(®) ()

P (Qr)

T
— [l gt < Clul
0 R

W LP(®) (Qr)

= lull < Cllu]

L1075l 7@ (Q)) wo L) Q)

de onde segue que Wo"LP@)(Qr) ¢ L0, T; W™ (Q) e podemos concluir

Wy L"(Qr) = L'(0, T: Wy "().

2. Seja f € WL LI@)(Qr), entdo

f=> (-1)FDf, , fo€ LY@ (Qr)
lal<1

(WA = sup [(fru)l =t Y || fal

w—Llzxzrq (ac)(QT)
<1
HuHﬂr&aI[p’(z)(Q ) |a|<1

Temos que
T
| Ul gt < OVl
:,/ D Mall i@ < € D Mll
la|<1 |laf<1
¢ (fo) = { X 0D ) = 3D {0 D) = Y [ fuDvuds,
la|<m la|<m |a|<m

e para todo u € Wo*' (),
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sy =y o M= s |5 [ fDruds
HUHW&F’(I)( )§1 [l lp(z)( ) la|<1
< Y ATALRTE
”u”Wé’p (x) \O¢|<1
= lall z; el oy o 12" oy
Wo”' <m>< ) " lal<1
< Z HfOéHLq (=) () Z H Lp’(Z)(Q)
[lull 1p(z)<> \oz|<1 || <1
= sup H ” lp(aﬁ)( ) Z HfaHLq (@) ()
(el Wl ) laf<1
Vo
S Z HfaHLq/(x)(Q)'
o] <1

Integrando este resultado sobre [0, 7] e usando (2.5), teremos

T
[N / S Wl € C Ml e, <000 (26)

o<1 loo|<1

logo f € L'0,T; W, ""“(Q)) e portanto W=1LI@(Qr) ¢ L0, T; Wy " “(Q)). Ainda
por (2.6) e sendo C >0,

L1 @ <0063 Wl = 191, i

la|<1
de onde podemos concluir que
WLz L4@(Qr) — LY0,T; W=14®)(Q)) O
Observagoes 2.1. Para 1 < p(z) < oo com p%c) + le) =1, temos:

1. L®(Q) — LP@(Q) = Who(Q) — WhrE)(Q) = W-hi@)(Q) — W-LL(Q).

Assim,

lema(2.2)

WL LY@ Q) =" LY, T W @(Q)) — LH0, T; WHH(Q)).

2. WP Q) < LY(Q) = L0, T; Wy P (Q)) < L0, T; LY(Q)) = L'(Qr)
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3. Whe(Q) — L>(Q) = LY(Q) = W 1YQ).
Temos entao que existe C' > 0 tal que
T T
ol sy € Ol = [ Wl st < C [l

= HUHLI(O’T;W—IJ(Q)) S C/C; ‘u’dxdt = CHUHLI(QT)
T
= LYQr) — L'(0,T;W~11(Q))

4. Para todo ¢ > 0, existe N < oo, tal que para toda u € Wol’p(m)(Q)

[ T

0

Nl

[2(0)

sendo a imersao Wol’p(x)(Q) — LY(Q)) compacta, Y éum espaco de Banach e LP®)(Q) —

Y € continua.

5. Dos itens 2. e 8. temos Wy (Q) = W=11(Q) e assim

LY0,T; Wy (Q)) — LY0,T; W=11(Q))

Lema 2.3. Seja Y um espago de Banach tal que L'(Q) < Y € continua. Se F é limitado em

Wy LP@)(Qr) e relativamente compacto em L'(0,T;Y), entio F € relativamente compacto

em L'(Qr).

Demonstracao: Integrando sobre [0,7] a desigualdade do item (4) das observagoes (2.1),

tem-se
T T T
| Wl e [Tl N [l
T
> sy <2 Tl 2+ Nl
Como F' é limitado, existem ui, ug,..., u, € F' que satisfazem: Yu € F, existem u,,, com

1<n<m e >0, tal que

ot = ull1 0, <

entao
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T
T N TR N 2 e

Ainda pela limitacao de F' em Wy "LP®)(Qr) e pelo item (1) do lema (2.2), podemos

T
dizer que / lun —all | ., dt éum termo limitado, logo
0 wy P (@)

<C,

||u77/ - u”Ll(QT) —

com C > 0. Portanto, F' ¢ relativamente compacto em L'(Qr). O

Observagao 2.2. Para cada h > 0, define-se a translagao usual T,u da fung¢ao w por
Thu = u(t + h). Tem-se que
| Thu — ul| — 0

L0, 7—hw—11(Q))

uniformemente com respeito a w € F quando h — 0 (Ver [3/]).
Teorema 2.1. Se F ¢ limitado em W, " LP@) (Qr) e {94 w e F} élimitado em W= L1 (Qr),
entio F € relativamente compacto em L'(Qr).

Demonstragio: Temos que Vu € F existe u, € C(Q), tal que u, — u em W,"™(Q).
Para 0 <t <ty < T, temos que

to T
u dtH g/ luall . dt
H /tl " TR llyle@ )

T
Ll 9% il (B (2:2)

resulta que

< Clluall,

2 LP()(Qq) )

to
| [ ]
t1 W&»p(

to
Sabe-se que Wol’p(x)(Q) — L'(Q) é compacta, donde podemos deduzir que (/ undt> N
t1 ne
é relativamente compacta em L'(Q) e, portanto, em W~11(Q) (Obs. (2.1), item 3.).

) (@)
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Por outro lado, {%, u€eF } é limitado em W1 LP(®)(Qr), consequentemente é limi-

tado em L'(0,7;W~11(Q)) (Obs. (2.1), item 7). Do item 1 do lema (2.2) e do item 5. das
observagoes (2.1), F C LY(0,T; W—11(Q)).

Da observagao (2.2), temos ||7,u— ul| , — 0 uniformemente com respeito a

L1, 7—h;w—11(Q
u € F' quando h — 0. Pelo teorema (2) em [34], o conjunto F' ¢é relativamente compacto em
LY0,T; W=51(Q)). Desde que L'(Q) — W~11(Q) ¢é continua, pelo lema (2.3) concluimos

que F ¢ relativamente compacto em L!'(Qr). O
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Capitulo 3

A Existéncia de Solucao

Neste capitulo, estudaremos o problema

% + A(u) = f, em Qr
(P) u(z,t) =0, sobre 9Q x (0,T)
u(z,0) = (x), em Q

Nnos espacos VVOl T LP)(Qr), das classes de fungdes definidas no cilindro Qr = Q x (0,7,
com € um domfnio aberto e limitado do R, f € W= L1 (Qr), 1(x) é uma funcio em
L3(2), A(u) = —div(a(z,t,u, Vu)) + ao(z,t,u, Vu), p(z) é uma funcao em C(€), tal que

1<p =infp(e) < plx) < p* = supp(r) < o0
Q
com ¢(x) o conjugado de p(z), isto &, ﬁ + ﬁ =1.

Definigao 3.1. Uma Solu¢io Fraca do problema (P) ¢ uma fun¢io u € Wy " LP®)(Qr) N
L>(0,T; L3()), v € W= L1@(Qr) tal que

/OT(u',v>dt+/OT<A(u),v)dt _ /OT<f,v>dt

para toda v € Wy LP@)(Qr), com u(z,0) = (z) € L*(Q) e v = 5 = U
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1 Meétodo de Galerkin

Escolhemos uma sequéncia de fungées {w;}52, C C5°(Q) tal que o fecho de |J;~, V;,, com

relacio a C*(Q), contém C5°(Q)) com V,, = span{wi,ws, ..., wy,} (ver [23]).

Definimos W,, = C'([0,T], V,,) equipado com a norma

Ow(x,t)
ot

Y

[wllw, = sup |lw(z, )|, + sup
0<t<T 0<t<T

n

onde ||wl,, = sup |w(z)| + sup |Vw(z)|, para w € V,. Pelo lema (2.1) sabemos que, para
zeQ z€Q

f € Wb L1 (Qr) existe uma sequéncia {f,,} € C°(Qr), tal que f, — f fracamente em

W12 La@)(Qr), isto é,

/fn-udxdt — (f,u)
Q

Yu € Wy " LP@)(Qr).

Para qualquer ¢ (z) € L*() existe uma sequéncia {¢,,(x)} € U>", V,, tal que {¢,(z)} —
() em L?(Q).

Definicao 3.2. Uma func¢do u, € W,, é chamada de aproximagdo de Galerkin de (P) se

/ 908;; dxd +/ a(x,t, uy, Vu,) Ve dedt +/ ao(x, t, Uy, Vuy, ) dedt = futp dadt
“r < - Q-

para todo T € [0,T] e o € C'([0,T],V,), onde Q; = Q2 x (0,7) e u,(0) = ().

O objetivo é achar solugdes de Galerkin de (P), no espaco W, na forma
un(t) = Y aj(t)w;,
j=1

com «; :[0,T] = IR que seja solugao do problema aproximado

ou,
q Ot

vdr + / a(x,t, u,, Vu,)Vo dx + / ao(x, t, uy, Vuy)v do = / frov dz,
(P) Q Q Q
A

Un(o) = ¢n<‘r>7 Vn € ]Na

Vo € W, com 9, (x) — (x) em L?(Q).
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Fazendo v = w; em (P,), obtemos

/%wi d:cd+/a(x,t,un,Vun)Vwi dxdt—i—/ao(:z:,t,un,Vun)wi dxdt:/fnwi dxdt,
o Ot Q Q Q

un(0) = ¢n().

n
Sendo u/,(t) = Z s (t)wj, a equagdo em (Py) torna-se
j=1

n

/QZ o (t)ywjw; da +/

j=1 f

a(x, t, z”: a;(t)wy, z”: a; (t)ij> Vw; dx

Jj=1 Jj=1

—|—/ agp (a:,t, i a;(t)wy, i aj(t)ij>wi dr = / fow; dx
Q = = Q

Definimos uma fungao a valores vetoriais p,(t,a) : [0,7] x R* — IR" por

(Palt, @), :/Q [ (:c t Zajwj,Za]ij)Vwﬂrao <:c t Zajwj,za]vzuj>wz] da

Jj=1 Jj=1 Jj=1

onde a = (aj,as,...,a,). Como a e ap sado continuas em ( -,t,s,§) para cada z fixado

em (2, segue que p,(t,a) é continua em t e em «. Tomando

(n(t)), = /Qun(t)wi dz

ou,,
q Ot

teremos (n' (t))Z = | ——w; dr. Como os w; formam uma conjunto ortonormal, entao

Zoz] N (w;, w;) = a;(t), (3.1)

e assim, estudaremos o problema de valor inicial

{ 0+ pa(t,n) = Fu, (3.2)

onde (F),) /fnwldaz Un(0)); = (n(0)); = /un(O)wida: = /wn(az)widx. Para provar-
Q

Q
mos que a EDO (3.2) tem solugao, mostraremos que a fungao G : [0,7] x R* — IR dada

por
G(t> 77) = _pN(t’ 77) + Fn(t)
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¢ uma funcao de Carathéodory. De fato,

a) Fixando ¢, G é continua em 7.

De fato, a fungao F,(t) é constante com relagdo a 1 e as fungdes a e g sdo continuas

em 7, logo p,(t,n) é continua em 7 e portanto G(t,n) serd é continua em 7.
b) Fixando 1, G é mensuravel em t.

Temos que a e ay sado continuas em ¢, portanto mensuraveis, logo p,(t,n) serd mensuravel
em t. A sequéncia (f,) C C§°(Qr) ¢é mensurdvel, portanto a funcdo F,(f) também serd

mensuravel em ¢, consequentemente G(t,7) é mensuravel em ¢.
c) G é majorada por uma fungao integavel num compacto.

Primeiramente, vejamos a forma matricial de 7.

~—

(wy,wy) (wo,wy) ... (Wy,wy) ay(t) = n(t

(w1, wa)  (wa,wa) ... (Wy,ws) as(t) Zaj(t)(wj,w2> n2(t)

L <w1>wn> <w2>wn> <wn7wn> i nn(t>

logo, por (3.1),

Z a;(H)w; = Z ni(tw; e Z a;(t)Vw; = Z n; (1) Vw;

e assim

Q j=1 j=1 j=1 j=1

que multiplicando por 7, obteremos
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(pn(t,n)'r])i = / [a <:c,t, mej,Zmej> Zmej—irao (a:,t,mej, Zﬁiij) me]’] dx.
Q =1 j=1 j=1 j=1 J=1 J=1

Por hipétese, temos a(z,t,s,£)é + ao(x,t,5,&)s > BIE[P@ + ~|s|P®) que nos confirma que
pn(t,n)n > 0, e ao multiplicarmos ambos os lados da equagao (3.2) por 7, veremos facilmente

: 1.1 _
que n'n < F,n e usando a desigualdade de Young, com 5+ 5 =1, teremos

10

1 1
< |E,|In| < =|F,|? + =|n(t)|?.
S 2 nOF < |Fallnl < SIEP + Sin()]

Tomando h(t) = |n(t)|?, resulta
1 1 1
N (t) < S| + <h(t
= N(t) < |E, >+ h(t).
Se tomarmos f(t) =1 e g(t) = |F,|?, teremos as hipdteses do lema (1.2) (de Gronwall) para

f(t),g(t) >0 e assim
h(t) < / |F, |2dt

Observe que para t € [0,T] e |F,|> >0, vem que e e

t t T T
/|Fn\2dt§/ \Fn\2+dt/ ]Fn]2dt:/ P, Pt
0 0 t 0

h(t) < e” [h(O) + /T yFn|2dt},

0

Dai

que resulta em

T 1
. 1
)] < e [P + [ [FPar]’
0
1
onde h(0) = [n(0)|? e tomando e? [|n(0)|2 - fOT |Fn|2dt] * = C,(T) obtemos

In(t)] < Cu(T), Vte[0,T],
Note também que [n(0)| < Co(T) Vt € [0,T], assim

‘ /0 i ()ds

= [n(t) = n(0)] < [n(®)] + [7(0)] < 2Cu(T).
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Tomemos E = {n e R; [n]m < Cu(T), Cu(T) > 0}. Redefinindo G :[0,7] x E —
IR*, podemos afirmar que existem Cp,Cy > 0 tal que [p,(t,n)| < Cy, Y(t,n) € K C [0, T|xE,
com K compacto, pois p,(t,n) é continua e |F,(t)| < Cy, V(t,n) € K e assim

G )| < lpa(t, )] + [Fa(t)] < Cr+ Co = C,

portanto, (3.2) satisfaz as condig¢oes de Carathéodory. Logo, existe uma solugao para o prob-
lema aproximado Pj.

Seja L, = n%a;(] |F, — pa(t,n)| e ¢ = min{T, %(T)} Podemos obter uma solucao local
telo, n

em [0,q]. Seja ¢ = t;. Adiante, supondo t; um valor inicial, podemos obter para a equagao
diferencial ordindria, uma solugao local em [t1, 5] onde to = t; + ¢. Assim, podemos dividir
[0, 7] em [0,t1], [t1,ts],..., [ti_1,ti], com t; =t; 1 +¢q, 1 =1,2,...,0—1,t, =T e existe
uma solucao local em [t;_1,t;] e [t;_1,t]. Desta forma, podemos dizer que existe uma solugao
n. em C1([0,T7]).

Pela definigao de p,(t, ), sabemos que a fun¢ao u,(t,z) = Z(nn (t));w;j(x) éuma solucao

j=1

de Galerkin de (P).

2 O Resultado de Existéncia de Solugao de (P)

Demonstraremos agora o principal resultado deste capitulo, referente a existéncia de solugao
para o problema (P), onde serdo consideradas as seguintes hipéteses sobre os coeficientes a

€ Qp-

la(z,t,5,8)] < a(C(z,t) + [s|PO7" + |¢[rE71), (3.3)
lao(w, 1, 5,€)] < a(Ca,t) + [sPD 7"+ [¢[T), (3.4)

la(@,t,5,€) — a(x,t,5,6)](§ — €) >0, (3.5)
a(x,t,s,)6 + ao(x,t,5,€)s > BIEPT 4 ]s[P) (3.6)

Teorema 3.1. Suponha que f € WYL (Qr) e as condi¢oes (3.3) — (3.6) sejam satis-
feitas. Entdo existe uma solugao fraca u € Wy" LP®(Qr) N L=(0,T; L2(Q)) de (1) no sentido
de que
0
—/ uZ? dacdt—l—/u(t)cp(t)dx)
T ot Q

T

. +/ [a(x,t,u, Vu)Vo + ap(z, t,u, Vu)go} dxdt = (f, )
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para toda ¢ € C1(0,T; C5°(52)).

Demonstragao: Serd feita em trés passos:
Passo 1: Convergéncia fraca das sequéncias u,, a(x,t, u,, Vu,) e ao(z,t,u,, Vuy,).

Primeiro obteremos uma aproximacao de Galerkin u, para a solugdo do problema (P),

isto é,

/ SOaaUtn dmd+/ a(x,t, Uy, Vu,) Ve dxdt+/ ao(z, t, Uy, Vu,)p drdt
v v " (3.7)
= futp dxdt
Qr
Vo € W, e T €[0,T]. Fazendo ¢ = u,, em (3.7) obtemos,
/ un% da:d—i—/ a(z,t, u,, Vu,)Vu, dxdt—l—/ ao(x, t, uy, Vi, )u, dedt = Fotty, dxdt.
o ©r v Q-

Tomando s =u, e &= Vu,, em (3.6) teremos:

/ un% dxdt + / <ﬁ|wn|p<x>+yyunyp<z>> dxdt
Q. Ot Q-

Ouy,
§/ unaut dxd—l—/ a(x,t, up, Vu,)Vu, da:dt+/ ao(x, t, Uy, Vu,)u, dedt
. Q-

:f Fou, ddt g/ (ot dzdt < | £,
QT

T

w1z (Qy) e HWS”:L”(I)(QT)
Wy LP(®)(Qr)

onde C' > 0 é uma constante. Temos que

ou 1 1
un—ndxalt:—/u?I x,T dw——/wix dz 3.8
[ S ot =5 [ e e = [ i) (3.9
obtemos

/ (6|Vun‘p(x) +7\un|p(z)> drdt < CHunIIWé,m(z)(QT) + /Qz/zi(:c) dx

T

+ [|[Vu + M. (3.9)

£P(®) (Qr) "HLP(ZNQT))

:,/ (BIVualP® + A ) it < ([
Qr

Desde que ¥,(z) — ¥(x) em L*(Q), sabemos que /wi(x) dx < M, para M > 0. Temos

Q
entao as seguintes possibilidades para ||u,|| e ||V,

LP(®)(Qr) P@)(Qr)’
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a) Se |[lun|
Dai

<1 e [[Vu,] <1

LP(®) (@) — LP(®)(Qr) —

[t <C, Vrel0,7).

Observagao 3.1. Sejam a,b € Rek>1 = (|a| + [b))* < 25(|a]* + |b]*).

+ ||Vu,

LP(®)(Qr) HLM@(QT)

b) Se ||uyl| >1 e [Vu,

<
LP(®)(Qr) LP(®)(Qr) —

Observe que podemos ter, sem perda de generalidade,

C(ltnll o g, H IVl ) )+ Clltall o +C+M = C (], +1), (3:10)
com C > 0. Tomando C<||un||Lp(z)<Q ,+ 1) esendo 1 < p~,¢" < oo, com % + % =1,
usando a desigualdade de Young para algum &; > 0, teremos

P a1
€ pi
Ol sy 1) S 5= Ul g, 17+ 2
Pela observagao (3.1),
e’ - o 5”_21’7
Ll e, 417 < 42
P~ LP(*)(Qr > D
P 2p”
e fazendo ¢ = -—— obteremos
cr Cc1 21
8? q- g(q - )q_
e assim
c1 29 Eq_(]_ +(C7 27
(H nHLp(“)(Q ) ) < eflu "HLP(@(QT) tet s(qT el "“LP(@(Q ) gla™=Ng- 7
o tultimo termo depende de e, portanto
Il g, +1) S ellual? ) +CGE). (3.11)

Pela proposi¢ao (1.15), usando (3.9), (3.10) e (3.11), chegamos a

/ [ [P® drdt < / <5|Vun|p<x>+7|unv’<x>> drdt

T QT

ellunll? ,, 4 C(e),

|

IN

LP(®)(Qr)

e tomando € = 1/2,
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lunll?, sy o, £2C(1/2) = lual < (20(1/2)"",

P (Qr) P (@r)
entao existe uma constante C' tal que ||u,|| Lo (@) < C e assim teremos
fall yor + IVl e, €, ¥r € 0.7
&) Se i, <1 € IVl > 1
Valendo-se do mesmo procedimento feito em b), agora para HVunHLp(w)(Q » teremos,
p(x p
IVunll? o) < /|va dedt < e||Vunl? ) +C(e).
Logo, para ¢ = 1/2, resultard que ||Vun||Lp(w)(Q < C eassim
[unll ooy, F IV ., <€ VT € [0, T7.
d) Se |lunll ., o Le [[Vua| . on 1.
Da mesma forma, usando a proposigao (1.15) e a observagao (3.1)
1 _
Q,T(HUnHLp(z)(QT) + HVunHL,,@)(QT) < Ml o, H IVl
< /|%W”Mﬁ+/‘W%W”Mﬁ
. Q-
<

||un||Lp(x)(QT) + ||vun||Lp(:c)(QT) + 1)

< ellunll o, + 1Vt e, ) +CE).

que tomando € = 1/(2P" ™), existe uma constante C' tal que

+ || Vu, <C, VYT el0,T].

HunHLp(w)(QT) ”LPW(QT)

Pela discussao nos itens a), b), ¢) e d), concluimos que

HUnHWOl,sz(I)(QT) ~

Assim, temos que u, € I/VO1 TLP@(Qr). Igualmente, usando (3.8) e sabendo que 4, €
L?(Q), teremos
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[wwn<c en .1
Q

= l[unll o, < €, em [0,T]

L2(Q) —

= [Ju,| <C.

Lo© (O,T;LQ(Q))

Portanto, u, € Wy L (Qr) N L (O,T; LQ(Q)).

Pode-se verificar ainda, que

/ a(x,t,un,Vun)Vundxdt—i—/ ao(x,t, Up, Vu, ) u,dedt < C. (3.12)

T ka

De fato, tomando a primeira parte de (3.12) e usando a desigualdade de Holder, teremos

/a(x,t,un,Vun)Vundxdt—l—/ ao(x, t, Uy, Vu, ) u,dedt

T T

S/ |a(x,t,un,Vun)Vun|dxdt+/ lao(z, t, upn, Vuy,)u,|dedt

-

D.H

< bt Vi)l IVl o+ a0 bt V) ol

: + |lao(z, t, wp, Vuy,)||

LP(@)(Qr) L) Q) LP(@) Q)

< (||a(x,t,un,Vun)||

L9 (Qr LW)(QT)) I Wy LP() (@)

< (Ha(a:,t,un,Vun)H

Y

: + ||ao(x, t, up, Vuy,)||

L9 (Qp (@) (QT>)

agora

/ |ao(,t, U, V)| 9@ dedt < / la(C(z,t) + |V, |P@) 1 + |un|p(x)_1) 17@) et

T T

< / laC (1) + | Vu, [P~ + alu, P11 drdt

j 34(@) (|a0(x, 1)|9@) 4 01@) |7y, |P@)-Dae) 4 qal@) ,un,@(x)fl)q(x)) dadt

<
< j 30" (|ozC(x, H)]9@) " |V, |P@) + aq+|un|p(’”)>dxdt
<o
de onde podemos obter
Hao(x,t,un,Vun)HLq(z)(QT) <
Igualmente tem-se
la(e, 1w, Vo)l < C
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Logo, (3.12) se verifica. Portanto, existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por

{u,}, tal que

U, — uem W"LPO)(Qr),
a(z,t,uy, Vu,) — hem (LQ(x)(QT))n, (3.13)
ao(z,t,Up, V) — ho em L@ (Qr),

com h € (Lq(x)(QT))n e hy € LY@ (Qyr). Logo, u € Wy " LP@)(Qy).

Sabemos que {u,} ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q)), assim, existe uma subsequéncia de
{u,}, ainda denotada por {u,}, tal que w, —u em L (O,T; LQ(Q)), assim wu € L™ (O,T;
L*(Q)).

Passo 2: Convergéncia q.t.p. de Vu,.

Para cada &£ > 0 definimos

Ty(s) s, se|s| <k,
S) =
" %5‘, se |s| > k.

Desde que u,, € Wol’pr(r)(QT), segue que u, € L™ (Qr) e Vu, € (Lp(‘”)(QT))n. Pelo fato

de que VTi(u,) = %Vun e % ¢ limitado, temos

/ |VTk(un)\p(z)dxd§/
T T

para algum K > 0, e

0Ty,

—Vu,
S

p(z)
dxdt < / | K Vu, |P@dzdt < oo,
T

/ | PP dadt < oo, se |uy,| < k,

T /
Qr

n

ku,

p(z)
] dxdt < / U [P dadt < 0o, se |u,| > k,
Up, -

= VTi(u,) € (LPN(Qr))" e Ti(u,) € LPP(Qr)) e assim Ty(u,) € WHLP@(Qr). Da

mesma maneira prova-se que Tj(u) € W LP@) (Qr).

Considere um conjunto compacto M C Qr e uma fungdo ¢y € C3°(Qr) tal que,

0<ou <1 em  Qr,
oy =1 sobre M.

Seja vy, = o (Th(un) — Ti(uw)) € Wy LP®)(Qr) N L>(Q7). Usando esta funcdo no lugar

da fungao teste em (3.7) teremos
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frvn dxdt :/ Un% dxd—i—/ a(x,t, uy, Vu,)Vu, dxdt+/ ao(x, t, Uy, Vuy,)v, dedt.
Qr T ot T T

Como Vv, = Vou (Ti(u,) — Tr(w)) + o V(T (un) — Tr(u)) segue que

faon (Ti(un) — Ti(u)) dadt /Q e (Th(un) Tk(u))% dxdt
Qr T
+/ a(z, t,up, V) opV(Te(uy) — Ti(w)) dedt
+j a(x,t, up, Vu,)Vor (Ti(u,) — Ti(u))dzdt

+i ao(x, t, Up, Vun)on (T (un) — T (w)) dedt
Q
J1

+ Jo+ J3+ Jy.
1) Provaremos que J; — 0, isto é, que

duy, 0
/ @M(Tk(un);t o goMTk(u))a—;L dxdt.

T

Primeiramente, V5 € Wy L) (Qr), temos
|(—div a(x,t,u,, Vuy,), B)] = ‘/ a(x,t, u,, Vu,)VS dazdt‘
T

< lla(a .t V) |y, IV 5019
< Clall,.

LP@)(Qp)

{div a(z,t,u,, Vuy,), B)] <C

= ||div a(z,t, up,, Vu,)|| = sup <
BEWl’sz(m)(QT) HBH 1TLP(I)(Q )

w—Lea(®) (Qp)

de onde concluimos que div a(z,t, u,, Vu,) é limitado em W5 LI@)(Qr).

%n ¢ a soma de termos limitados em W='*L1®)(Qr) e {u,} élimitadaem Wy " LP@)(Qr),
entao pelo Teorema (2.1) existe uma subsequéncia, ainda denotada por {u,}, tal que u,, — u
em L'(Qr), além disso, u, — u q.t.p. em Qr. Como Ty(s) é continuo, Ty (u,) — Ti(u)
q.t.p. em Q7. Por outro lado |Ty(u,) — Ti(uw)[P™® é limitado, pelo teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue segue que

em LP@Qq.

Seja Sk(s) = / Ti(7)dr. Sabe-se que T} ¢é limitado, isto é, existe C' > 0 tal que
0
Th(s)| < C' e para todo w € Wy™* L) (Qr), temos
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w (z) w (z)
0) / S (w)[P@ dadt = / / Toydr| dudt < / ( / 1)) dr) " v
T T 0 T 0

w p(z)
g/ (/ CdT) dq:dtg/ |Cw|P@ dadt < oo,
T 0 T

como Vu, € (Lp(“)(QT))n e VSi(w) = Ti(w)Vw

b) / VS ()PP dedt = / T () Vo PO drdt < / OV dedt < oo,
T T

T

de a) e b), segue que Si(w) € Whp( (QT) Como u, —u em L' (Qr)e

/T 1Sk (1) — S ()| dadlt _/
-1/

< |IT%()

dT—/ Tk(T)dT‘d]?dt
0

dT’dl’dt < / T3 (&) (up, — w)|dadt

— | — 0,

“LOO(QT) Hun Ll(QT)

onde ¢ ¢é um elemento que esta entre u e wu,, assim, obtemos
Sk(uy) = Sk(u) (3.15)

em L'(Qr).

Consideremos o espago

W@ = fue 29 5 € r0(an .

Para u, € C*(0,T;V,) C WYLP@(Qr), tem-se Ty(u,) € WHLP@(Qr). Entao

/T ag;wsk(un)dxdt _ <as§y,sk(un)> _ _<¢M7 “ka—?)> _ _<¢M’Tk(un)%>

— aSOMSk(un)dxdt: —/ gOMTk(un)%dxdt. (3.16)
o, Ot - ot

Sendo a—‘(';t—M limitada q.t.p. em Q7 e fazendo n — oo, segue

1Sk () — S (w)

Lo (Qr)

/Q &a’% <Sk(un) - Sk(u)> ‘da:dt < Hag% 0,

por (3.15), e como % € C§°(Qr), obtemos

”LI(Q)

0 0
o g;wSk(un)dxdtH o gé\/[Sk(u)dmdt
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e por (3.16) vem que

—/ ¢MTk(un)%dxdt—> agpMSk(u)dxdt. (3.17)
. ot op Ot

Como %” é a soma de termos limitados em W~1? L) (Q7), teremos entdo que

ou,,
ot

—n em W L@ (Qy).

Por outro lado, V¢ € C3°(Q7),

/ 60 vt = — [ 0 dwat — — [ 2% dwar
ot o, Ot o, Ot

e gbaun dxdt — / on dxdt, assim on dxdt = (b@d:cdt, pela unicidade do
QT at T QT 8t

Qr
limite ‘?)—? =1 e portanto
ou,, ou
5 — E (3.18)
em W-'Li0(Qr). E facil ver que
enTi(u) € WHLPD(Qr), (3.19)
logo
ou,, ou
onTr(u)——dxdt — Ty (u)—=dzdt.
[, et Tpaste [ entin;
I ou
Como Sy (u)dzdt = — omTi(u)—=dzdt (usando (3.16)), obtemos
. Ot - ot
ou,, ou
Ty (u)——dxdt — onTy(u) —=—dzdt,
[, et Tpaste [ oo
e assim
ou,, ou
/ gpMTk(un)dedt — goMTk(u)Eda:dt,
Qr Qr
Portanto, esta provado que J; — 0.
2) J; e Jy tendem a 0(zero).
De fato, como ||a(x,t, uy,, Vun)||Lq(w)(QT>, ||a0(x,t,un,Vun)HLq(w)(QT) < C etambém V) €

L>*(Qr), teremos
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J3 :/ a(x,t, un, Vu, ) Vorr (Te(u,) — Ti(u))dzdt
Qr

< HVsOMHLm@T)/ |a(z, T, un, V) (Ti(un) — Ti(u))|dedt
(D.H) o

20 < 1Vl g 00, T Tel) = T,
< IVeull oo o Cll(Te(un) = Tu()l o .
= J3 = / a(x,t, upn, V) Vo (Ti(u,) — T (u))dzdt — 0 (3.20)
T
Analogamente obteremos
Jy = / ao(x, t, un, V) onr (T (uy,) — T (w))dzdt — 0, (3.21)
T

quando n — oo.

3) Pelo fato de que f, — f em W™ 'LI@(Qr)(lema (2.1)) e Ti(u,) — Ti(u,) em
L1®(Qr), vem que

o foom (Te(uy) — Ty (w))dzdt — 0.

Assim, por 1), 2) e 3), fica provado também que

Jo = / a(@, t, un, V) orr (VT (un) — VTi(uw))dadt — 0. (3.22)
T

Fixado um nimero real s > 0, considere o conjunto Qs = {(z,t) € Qr; |VTi(u)| < s}

e Xs a funcao caracteristica de G,. Tendo r <'s,

0< / oM [a(x,t,un,VTk(un)) — a(x,t,un,VTk(u))] [VTk(un) — VTk(u)]da:dt
Qe

OM [CL({L‘, t, Uy, VTk(un)) — a(x,t,un, VTk(u))] [VTk(un) - VTk(u)]da:dt

IA
S

OM [a(m, t, Uy, VTk(un)) - a(m, t, Uy, VTk(u)XS)] [VTk(un) — VTk(u)xs}dxdt

I
S

Qs)

oM [a(m,t,un, VTk(un)) - a(m,t, Up, VTk(u)XS)] [VTk(un) — VTk(u)Xs}dmdt

IA
S

T

<pMa(:v, t, uy, Vun) [VTk(un) — VTk(u)}dxdt

T

—/ ema(z,t,un, Vu,) [VTi(u,) — VI (uw)|dodt

T

Il
S
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+/ goMa(a:,t,un,Vun)VTk(u)Xsd:Edt—/ @Ma(x,t,un,Vun)VTk(u)Xsda:dt
T

T

+/Q oM [a(x,t,un,VTk(un)) — a(x,t,un, VTk(u)Xs)} [VTk(un) — VTk(u)Xs]dxdt

= / oma(z, t,u,, Vuy) [V (u,) — VTi(u)| dudt

T

—/ goMa(a:,t,un,Vun)VTk(un)dxdt+/ goMa(a:,t,un,Vun)VTk(u)}da:dt

T T

+/ <pMa(x,t,un,Vun)VTk(u)Xsdxdt—/ @Ma(x,t,un,Vun)VTk(u)Xsdxdt
Qr

+

Qr
/ gpMa(x,t,un, VTk(un))VTk(un)dmdt —/ goMa(m,t,un, VTk(un))VTk(u)Xsdmdt
Qr T

—/ oma(z, t,uy, VTi(w)xs) [VTi(un) — VTi(w) x| dadt

O
}i

= /Q goMa(x, t, Uy, Vun) [VTk(un) — VTk(u)]dxdt
/Q Onm [a(x,t, Up, Vun) - a(x,t, Up, VTk(un))} [VTk(un) - VTk(u)XS}dxdt
+/ goMa(:L‘, t, U, Vun) [VTk(u) — VTk(u)Xs} dxdt
Q

T

(1, = / onra(@,t, wn, V) [V (u,) — VT ()] dwdt

L = —Q7 onr[a(z, t,un, V) — a(2,t, un, V()] [VT(un) — VT (w) x| drdt
I = / Q(pTMa(x,t,un,Vun) [V Ti(w) — VT (w)x.] dedt

I, = —QZ oma(z, t, un, VT (w)xs) [V (un) — VTi(w) x| dadt.

\ T

1). Temos que I; — 0.

De fato, por (3.22), procede a afirmacao.
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2). Mostraremos que,

I, = —/ e la(z, b, un, Vuy) — a(z, t, up, VTi(un)) | [V (un) — VT (w)xs) dedt — 0
Qr

Denotando por x. a funcao caracteristica do conjunto
Gn ={(x,t) € Qr; |u,(x,t)| > k},
teremos:

a) Se |up(x,t)| > k, implica que VT (u,) = 0, e assim podemos escrever

[2 = / M [a(x, ta Up, Vun) - a(x, ta U, O))] [XGank(u)Xs] dzdt

Qr
b) Se |u(z,t)] > k, implica que VTi(u) = 0, teremos xg, VIr(u)xs = 0 e portanto
I, = 0.
c) Se |u(z,t)| <k, Ing € N tal que Vn > nyg, |u,(x,t)| < k. Neste caso teremos que
X6, VT (u)xs — 0, (3.23)

q.t.p. em @r. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

tem.
fortem

= xqa, VTi(u)xs 0 (3.24)

em (Lp(x)(QT)>n, e como [a(x,t,un,Vun) — a(m,t,un,O))] é limitada em (Lq(x)(QT)Y,

segue que

I, = / ©Onm [a(:v,t,un, Vun) - a(:v,t,un,()))] [XGHVTk(u)XS]dxdt — 0.
Qr

3). Agora mostremos que
Is = / ona(z,t,u,, Vuy,) [VTk(u) — VTk(u)XS} dxdt — onhVTi(u) dedt
T QT\Q(s)
De fato, como a(x,t, u,, Vu,) — h em (Lq(x)(QT)>n e Ti(u)xs = 0 em Qr\Qs),
teremos
I3 = / QOM(Z($, t,un, Vun) [VTk(u) - VTk(u)Xs] dxdt
T
—ﬁ opma(x, t, uy, Vu,) VT (u) dedt
Q

T\Q(s)

— omhVTi(u) dedt.
QT\Q(s)
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4). Por ultimo, mostra-se que

I, = —/ on-a(x,t, up, VT (w)Xs) [VTi(un) — VTi(u) x| dadt
— — oma(x,t, Tp(u),0) VT (u) dxdt.
QT\Q(s)

Pelo fato de que u,, — u q.t.p. em Qp, teremos
(I(ZE, Ly Unp, VTk(u)Xs) — CL(J}, t,u, VTk<u>XS>

q.t.p. em Qp. Esendo a(x,t,u,, VTi(u)x,) limitada em (L‘Y(“””)(QT)YL

a(x,t, Uy, VIp(u)xs) — a(x,t,u, VI (u)xs)

em (Lq(m)(QT)> , € como Ty (u,) = u,, para |u,| < k, e tomando a = 1, teremos entdo que

la(@, t, Ti(un), VT (u)xs)[ 1 (2, ) + | Ti(un) PO + [V T (u) x5 PO~ |70

< |C(x
< |C (2, 1) 7@ 4+ | Ty, (uy, ) |P@=1@) 1 | VT (u) y, ) |PE D)
< O, D) + B 4 VT () P,

A dltima parte da desigualdade acima é integravel, logo pelo Teorema da Convergéncia Dom-
inada, segue que

forte.

a(x,t, Ty (un), VTe(u)xs) — a(z, t, Tp(u), VIi(u)xs) (3.25)

em (L1@(Qr))".
Por outro lado, temos que (VTk(un)> é limitada em (Lp(’”)(QT))n, portanto

VTi(u,) — 7

em (LP@(Qr))", assim, Vo € C5°(Qr)

VT (u,)¢ dedt = —/ Ty (u,)Vo dedt — — Ty (u)Vo dudt
Qr T Qr

e ainda

VTi(uy)¢ drdt — n'¢ dxdt,
Qr Qr

que pela unicidade do limite teremos

/ n'¢ dvdt = — / Te(w)V dedt = | VTi(u)g dudt
T T Qr
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= 1’ = VT (u), portanto
VTi(u,) = VTi(u) (3.26)

em (Lp("”)(QT))n e assim, podemos dizer que
(VTk(un) - VTk(u)XS> - <VTk(u) - VTk(u)XS> (3.27)

em (LP@(Qr))".

Pelo fato de que VTy(u,) =0, para |u,| >k, e

I, = —/ orr-a(x,t, u, VT (u)Xs) [V (un) — VTi(u) x| dadt

T

= / on-a(x, t, g, VT (u)xs) VT (u)xsdrdt

T

= on-a(z, ty g, VT (u)xs) VT (u)xsdedt
Qr

/ orr-a(z, t, wn, VI (u)xs) VTk(w) X5 X, drdt

T

+
O

(
— / onr-a(z, t, un, VI (w)xs) VI (w) Xs X, drdt
Q

T

= onr-a(z, t, un, VI (w)xs) VI (1) Xs X, dzdt
Qr

+

/goM.a(x,t,un,VTk(u)XS)VTk(u)Xsdxdt

T

- / onr-a(z, t, un, VI (w)xs) VI (u) Xs X, drdt.

T
Se tomarmos T (u,) = u,, para |u,| < k, e o substituirmos nos dois tltimos termos da
equacao anterior, teremos

1, :/ oar-a(@,t, up, VI (u)xs) VI (u) XX, drdt

T

—/ on-a(z, t, Tp(un), VIi(w)Xs) [V (un) — VI (w) x| dzdt

+/ on-a(z, t, Tp(un), VIi(w)xs) [V (un) — VIi(w)Xs] X, dudt.

Similarmente a I, teremos

/ onr-a(z, t, un, VI (w)Xs) V(1) XsX g, dzdt — 0

T

/ -z, t, Tp(un), VIi(w)Xs) [V (un) — VIi(w)Xs] X, dzdt — 0.

T
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Temos ainda por (3.25) e (3.27), que

—/ onr-a(@, t, Tp(un), VI (w)xs) [V (un) — VT (u) x| dudt

T

— —/ on-a(z, t, Tp(uw), VI (u)xs) [VTi(u) — VT (w)xs) dvdt

T

= — op-a(x,t, Tp(u),0) VT (u)dxdt.
QT\Q(s)

E assim teremos que

I =— / ar-a(x, b, VI(u)xs) [VTr(un) — VTi(w)x.] ddt

T

— — on-a(z, t, Tp(u),0) VT (u)dxdt.
QT\Q(s)

Passando ao limite quando n — oo,

0 < lim OM [a(az,t,un,VTk(un)) - a(x,t,un,VTk(u))] [VTk(un) — VTk(u)] dxdt

n—oo
Q)

< ©opmhVTi(u) dedt — / on-a(z, t, Tp(u),0) VT (u)dxdt
QT\Q(s) QT\Q(s)

= / ©m (h —a(x,t, T (u), 0)>VTk(u)dxdt.
QT\Q(s)

como (h— a(x,t, Ty (u), O))VTk(u) € L'(Qr) e fazendo s — oo, implica que |Qr\Q(s)] — 0

e assim

lim OMm [a(x, t, Uy, VTk(un)) - a(:z:, t, Uy, VTk(u))] [VTk(un) — VTk(u)} dxdt = 0.

n—o0 Q('r)

Consequentemente

lim [CL(Q?, t, U, VTk(un)) — a(x, t, U, VTk(u))} [VTk(un) — VTk(u)} dzdt =0

e podemos obter uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), tal que
[a(m,t,un, VTk(un)) — a(z,t,un, VTk(u))} [VTk(un) — VTk(u)] —0

q.t.p. em Q)N M.

Para (z,t) € Q)N M, temos

o VTP = C (14 [V T () P + [V T (1))
< [a(m,t,un, VTk(un)) - a(x,t,un, VTk(u))] [VTk(un) — VTi(u)|,
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isto mostra que (VTk(un)) ¢ limitada em () N M. Entao existe uma subsequéncia de
(VT (un)), ainda denotada por (VT (u,)), tal que

em ()N M. Assim

[a(w, t, Uy, VTk(un)) — a(ac,t,un, VTk(u))} [VTk(un) — VTk(u)]
— [a(az,t,un,ﬁ)) — a(:z:,t, Up, VTk(u))} [5 — VTk(u)}
em Q) N M, se n - oco. Temos entdo, usando unicidade do limite, que VTji(u) = & e

portanto

q.t.p. em Q)N M. E pelo fato de que r, k e M serem arbitrarios, podemos construir uma
subsequeéncia tal que

Vu, — Vu

q.t.p. em Q. Assim, teremos que

a(m, t, Uy, Vun) — a(x, t,u, Vu)

q.t.p. em Q7.
Sendo a(x,t, U, Vun) uma sequéncia limitada em (LQ(x)(QT)) , pela proposigao (1.19)

temos
a(x, t, Up, Vun) — a(x, t,u, Vu)

em (Lq(x)(QT)>n. Como a(x,t,un,Vun) — h em (LQ(x)(QT)>n, segue que a(x,t,u, Vu) =

h. Igualmente, obtem-se que
ao(x,t,un,Vun) — ao(x,t,u, Vu)

em L1®(Qr) com ao(x,t,u, Vu) = hyg.
Passo 3: Passagem ao limite.

Para ¢ € C'([0,T];C5°(2)), desde que u, — u em LP®(Qr) e u, — u em L2*(),

temos

T T
lim 8ungo dxdt = lim / UnP da:’ —/ un@_&p dxdt | = / up da:’ —/ u@_go dxdt.
n—o0 Qr (9t n—00 Q 0 Qr at Q 0 Qr 8t
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Assim, para toda ¢ € C*([0,T]; C5°(2)),
Oy T
— Usy dxdt + u(t)gp(t)d:p‘o + la(z,t,u, Vu) Vo + ag(z, t, u, Vu)p| dedt = (f, ¢).
T Q T

A demonstragao esta completa. 0
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Consideracoes Finais

Observemos que nos casos em que o operador A é o p-Laplaciano definido em (1.13)
ou é o p(z)-Laplaciano definido em (1.14), teremos a unicidade de solugao para o problema
(P), pois, em ambos, o operador A é mondtono e a prova da unicidade é feita da seguinte

forma:

Consideremos A : Wy " LP@®) (Qp) — W-1*LI®)(Qp) mondtono. Sabe-se que a equacio
us + A(u) = f no problema (1) torna-se
(ur, v) + (Au),v) = (f,v),

para toda v € Wy L™ (Qr). Suponhamos que u; e uy sejam solucoes de (1), isto é
(ui(t),v) + (A(w (), v) = (f,v), (3.28)
(ua(t), v) + (A(uz(t)), v) = (f,v). (3.29)

Entdo, u(z,0) = ¢(z) e ug(z,0) =(x) em €. Subtraindo (3.29) de (3.28) obteremos

(uy (t) — uy(t), v) + (Alur (1)) — A(uz(t)), v) = 0.

Fazendo v = u; — usq, teremos
(uy(t) — ua(t), ur (t) — ua(t)) + (A(us () — A(ua(t)), ur () — ua2(t)) =0

= S llm®) —uw®)], 4+ (A ) — Aluz(t)), ui(t) — ua(t)) = 0.

L2(Q)

Integrando sobre [0,77] resulta

() = w01, = 5l = O, + [ (A ) = Atw(®) (o - )i =o.

L2(Q)
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Sendo A um operador mondétono, isto é

(Alur (1)) = Aluz(t)), wr (1) = ua(t)) > 0,

nos dara que

/0 (A1 (1)) — Alun(t)), w1 (1) — ua(t))dlt > 0

e como u;(0) —u2(0) =0, segue que |lui(0) — uz(0) =0, e assim

|| L2 Q)

L2(9)

0 )=, , < 5ln)—uwlE,, + [ (A) - Aw®).ulb) - -0

= 0 < [luma(t) —wa(t)[, <0

L2(Q) —

= JJui(t) — ua(t) =0 q.t.p. em [0,7], portanto

HL2(Q)

Uy = Ug.

Observamos também que talvez seja possivel estudar o sistema acoplado do tipo:

( Ou
ot
ov
ot
u(z,t) =v(x,t) =0, sobre 0 x (0,T),

u(z,0) =ug e v(x,0) =vy, em €,

+ A(u) = f(z,t,v,Vv), em Qr,

+ A(v) = f(x,t,u,Vu), em Qr, (3.30)

com A(u) = —div(a(z,t,u, Vu)) + a(z,t,u, Vu). Como nio se tem a unicidade da solugao
para o problema (P) talvez nao seja possivel obter uma solugao para o sistema (3.30) uti-
lizando o método do ponto fixo de Leray-Schauder. No entanto, acreditamos que o método de
Faedo-Galerkin possa superar essa dificuldade, uma vez que provando a existéncia de solucoes
dos problemas aproximados, restara obter as convergéncias fracas dessas solugoes e, por um
resultado tipo Aubin-Lions, o Teorema (2.1), obter a convergéncia forte para passagem ao

limite no operador.
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Vale ressaltar que sistemas do tipo (3.30) modelam a difusdo e a interacdo entre duas
espécies bioldgicas diferentes que compartilham o mesmo territério €2, como em [17], em que
o autor apresenta, além do resultado principal, outros quatro resultados onde os casos de

coercividade e nao-coercividade dos termos nao-locais sao considerados.

63



Bibliografia

[10]

[11]

ACERBI, E.; MINGIONE, G. Regularity results for stationary electro-rheological
fluids. Arch. Ration. Mech. Anal. 164 (2002) 213-2509.

ACERBI, E.; MINGIONE, G. Gradient estimates for the p(x)-Laplacian system.
J. Reine Angew. Math. 584 (2005) 117-148.

ACERBI, E.; MINGIONE, G. Gradient estimates for a class of parabolic systems.
Duke Math. J. 136 (2007) 285-320.

ALKHUTOV, Y.; ANTONTSEV, S.; ZHIKOV, V. Parabolic equations with vari-
able order of nonlinearity, in: Collection: ”Theory of Operators, Differential
Equations and Theory of Functions”. Collection of Works of the Mathematics In-
stitute of the Ukranian Academy of Sciences, vol. 6, 2009, pp. 23-50.

BARTLE, R. G. The elements of integration and Lebesgue measure. New York:
John Wiley & Sons, 1995.

BREZIS, H.; BROWDER, F.E. Strongly nonlinear parabolic initial boundary
value problems. Proc. Natl. Acad. Sci. USA 76 (1979) 38-40.

BREZIS, H. Anilisis Funcional. Teoria y Aplicaciones. Alianza Editorial. Madrid,
Paris, 1984.

CAVALCANTI, Marcelo M.; CAVALCANTI, Valéria N. D. Iniciagcao a Teoria das
Distribuicoes e aos Espacos de Sobolev. Maringa: UEM, 2000, Vol: I e II.

CHEN, Y.M.; LEVINE, S.; RAO, M. Variable exponent, linear growth functionals
in image restoration. SIAM J. Appl. Math. 66 (2006) 1383-1406.

CHILL, R. Quelques méthodes de résolution pour les équations non-linéaires.
Lab. de Mathém. et Applications de Metz, Université de Metz, 2007/08.

CHIPOT. M. Elements of Nonlinear Analysis. Berlin. Birkhauser Basel, 2000.

64



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[21]

[22]

[23]

DIBENEDETTO, E. Degenerate Parabolic Equation. Berlin: Springer-Verlag, 1993.

ELMAHI, A.; MESKINE, D. Strongly nonlinear parabolic equations with natural
growth terms in Orlicz spaces. Nonlinear Anal. 60 (2005) 1-35.

ELMAHI, A.; MESKINE, D. Parabolic equations in Orlicz spaces. J. London Math.
Soc. (2) 72 (2005) 410-428.

FAN, X. L.; SHEN, J. S.; ZHAO, D. Sobolev embedding theorems for spaces
WmPE)(Q). J. Math. Anal. Appl. 262, 749-760, 2001.

FAN, X. L.; ZHAO, D. On the Spaces L™ (Q2) and W™?®)(Q). Journal of Mathemat-
ical Analysis and Applications. 263, 424- 446, 2001.

FRAGNELLI, G. Positive periodic solutions for a system of anisotropic
parabolic equations. J. Math. Anal. Appl. 367 (2010) 204-228

FU, Y.; PAN, N. Existence of solutions for nonlinear parabolic problem with
p(z)-growth. J. Math. Anal. Appl. 362 (2010) 313-326.

GUIMARAES, Cicero J. Sobre os Espacos de Lebesgue e Sobolev Generalizados e
Aplicagoes envolvendo o p(x)-Laplaciano. Dissertagao de Mestrado, PPGM, UFCG,
2006.

HALE, J. K. Ordinary Differential Equations. New York: Robert E. Krieger Pub-
lishing Company, 1980.

KREYSZIG, E. Introductory functional analysis with applications. New York:
John Wiley e Sons, 19809.

KOVACIK, O.; RAKOSNIK, J. On spaces LP® and W™P®)  Czechoslovak Math. J.
41 (1991) 592-618.

LANDES, R. On the existence of weak solutions for quasilinear parabolic initial
boundary value problem. Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 89 (1981) 217-237.

LANDES, R.; MUSTONEN, V. A strongly nonlinear parabolic initial boundary
value problem. Ark. Mat. 25 (1987) 29-40.

LIONS, J.L. Quelques methodes de resolution des problems aux limits non
lineaties. Gauthier.Villars, Paris, 1969.

LOBATO, Renato F. C. Solvabilidade e Decaimento Exponencial para um Sis-
tema de EDP nao-linear com Acoplamento na Fonte. Dissertacao de Mestrado,
PPGME, UFPA, 2006.

65



[27]

28]

[29]

[30]

[34]

MEDEIROS, L. A.; MILLA, M. A. Espacos de Sobolev (Iniciagao aos Problemas
Elipticos Nao Homogéneos). Rio de Janeiro: IM-UFRJ, 2004.

MIHAILESCU, M.; RADULESCU, V. On a nonhomogeneous quasilinear eigen-
value problem in Sobolev spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 135 (2007) 2929-2937.

MUJICA, Jorge. Andalise Funcional. Notas de aulas.

RIVERA, J. E. M. Introdugao as Distribuicoes e Equagoes Diferenciais Parciais.
Rio de Janeiro: LNCC, 2004.

RUZICA, M. Electrorheological Fluids: Modeling and Mathematical Theory.
Lecture Notes in Math., vol. 1748, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

SANTOS, Manoel J. Dos. Existéncia e Unicidade de Solugao de uma Equacao
Parabdlica com Expoente Variavel da Nao-Linearidade. Dissertacao de Mestrado,
PPGME, UFPA, 2008.

SHI, S. J.; CHEN, S.T.;, WANG, Y.W. Some theorems of convergence in
Wy "LP*)(Q) spaces and their conjugate spaces. Acta Math. Sinica (Chin. Ser.)
50 (2007) 241-249.

SIMON, J. Compact sets in the space LP(0,7; B). Ann. Mat. Pura Appl. 146 (1987)
65-96.

66



	Introdução
	Conceitos e Resultados Preliminares
	Definições e Resultados de Análise Funcional
	1.1 Covergência Fraca e Covergência Fraca-Estrela.
	1.2 Espaços Reflexivos
	1.3 Espaços Separáveis
	1.4 Conjunto OrtonormaL

	Teoria das Distribuições
	2.1 Notações e Resultados Preliminares
	2.2 Os Espaços Lp()
	2.3 O Espaço das Funções Teste (to.C0())to.
	2.4 Distribuições Escalares sobre 
	2.5 Derivada de Distribuição
	2.6 Extensão e Restrição de Uma Distribuição

	Espaços de Sobolev
	3.1 O Espaço Wm,p()
	3.2 O Espaço W-m,q()
	3.3 Desigualdades de Poincaré e de Sobolev

	Os Espaços Ckb() e Ck,().
	Distribuições Vetoriais
	5.1 Espaço das Funções com Valores em Espaços de Banach
	5.2 Distribuições com Valores Vetoriais

	Os Espaços Lp(x)() e Wm,p(x)()
	6.1 Os Espaços Lp(x)()
	6.2 Os Espaços Wm,p(x)()

	O Operador de Leray-Lions.
	7.1 Operadores Limitados, Contínuos, Monótonos e Hemicontínuos.
	7.2 O Operador de Leray-Lions.
	7.3 Existência de Soluções de EDO's pelo método de Carathéodory


	Os Espaços Wm,xLp(x)(QT)
	A Existência de Solução
	Método de Galerkin
	O Resultado de Existência de Solução de (P)

	Considerações Finais
	Bibliografia

