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Resumo

Neste trabalho investigamos o comportamento assintotico das solucoes para o problema

de valor inicial e de contorno para uma mistura de dois solidos rigidos modelando temperatura

e porosidade. Nosso principal resultado é a estabilizacao analitica do semigrupo correspondente

ao seguinte sistema

(

\

P1Us — A11Ugy — A12Wey + Oé(U, - CU) - 610@‘ - blluth - b12wxxt =0
PoWit — A12Uge — G22Wee — OZ(U - w) — Baly — bioUpet — boowaay = 0O
Cet - /{ch - 51“:&5 - ﬁ2th =0

Palavras-chaves: Misturas termoviscoelasticos, Cy-semigrupo, analiticidade, sistema

acoplado.
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Abstract

In this paper we investigate the asymptotic behavior of solutions to the initial boundary
value problem for a one-dimensional mixture of thermoviscoelastic solids. Our main result is to

establish the analyticity of the corresponding semigroup of the following system

.
Pl — 11Uy — Q12Way + (U — w) — B10; — bi1Ugg — biowWege = 0

Pt — A12Uzy — A22Way — Oé(U, - CU) - 620@‘ - lewat - b22wxxt =0

Cet - "iezmz - 51“115 - ﬁwat =0

\

keywords: Thermoviscoelastic mixtures, Cy-semigroup, analyticity, coupled system.
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Introducao

Nesta dissertacao estudamos o comportamento assintético das solucoes de uma mistura
de sélidos termoviscoelasticos unidimensional. Nessa abordagem as equagoes de movimento sao

dadas por

prug =T, — P |, pawy =S, + P (1)

A equacao de balanco de energia é dado por

(p1+ p2) 100 = Qu; (2)

Denotamos p; a densidade da massa de cada elemento no tempo t = 0. T,S a tensao parcial
associada com os elementos, P a forga difusiva interna, © a densidade de entropia, Q o vetor
fluxo de calor e Tj é a temperatura absoluta na configuragao de referéncia. O deslocamento de
particulas tipicas no tempo t sdo u e w onde u = u(zx,t) , w(y,t), x , y pertencem a (0, L):

As equagodes constitutivas sao

T = a1 Uy + a19wWy + bi1Ugs + biowye + B16; (3)
S = 12Uy + 2wy + bioUyy + baswyy + B20. (4)
P=oa(u—w), ©=—PF1u, — fow, +cl, Q = Kb,; (5)

Substituimos as equagbes constitutivas (3), (4), (5) nas equagoes de movimento (1) e na

equacao energia (2) encontramos um sistema formado por trés equagoes , dada por



P1UL — A11Ugy — A12Wxy + a(u - OJ) - ﬁlax - bllux:vt - leWxxt =0

Powit — A12Uze — A22Way — (U — w) — B2by — bioUggr — boowaer = 0 (6)

Cet - "ﬁgzm - Blumt - BQWH =0

com0<z<L t>0er=KT, (p1+p2)7".

Assumimos que

p1>0, p2>0, k>0, a>0ef2+B2+£0

A matriz A = (a;;) é simétrica e definida positiva e B = (b;;) # 0 é simétrica e definida nao
negativa, isto é,

ail > 0, a11a929 — CL%Q > 0,
bi1 > 0,b11bag — b3y > 0.

Misturas de sélidos termoelasticas é um assunto que tem recebido muita atencao nos tltimos anos.
Os primeiros trabalhos sobre este tema foram as contribuigoes de Truesdell e Toupin [1], Green e
Naghdi [2, 3] e Bowen e Wierse [4]. Apresentagoes dessas teorias podem ser encontradas nos artigos
de Atkin e Craine[5], Bredford e Drumbheller[6] e nos livros de Bowen[7], e Rajagopal e Tao[8].

A teoria de misturas de sélidos apresentados em Bowen [7], Green e Steel [9] e Steel [10] usadas
como variaveis independentes constitutivas os gradientes deslocamento e a velocidade relativa, e a
descricao espacial é usada. A primeira teoria baseada na descricdo Lagrangiana tem sido apresentada
por Bedford e Stern [11].

Neste trabalho, as varidveis contitutivas independentes sdao os gradientes deslocamento e o
deslocamento relativo. Nos 1ltimos anos um crescente interesse tem sido direcionado para o estudo
das propriedades qualitativas desta teoria. Em particular, podemos encontrar muitos resultados sobre
existéncia, unicidade, dependéncia continua e estabilidade assintética (ver [12, 13, 14]). Neste trabalho,
queremos enfatizar o estudo da analiticidade para o caso de uma viga unidimensional composta por
uma mistura de dois sélidos termoviscoelastico.

Nossa finalidade neste trabalho é investigar a analiticidade do semigrupo associado com o sistema



dado por:

P1UL — A11Ugy — A12Wgg + (U — w) — B10; — 11Uzt — b12wgat = 0

P2wWtt — A12Uzy — U22Weg — (U — W) — Pably — b1oUgar — boowegr = 0

ctp — KO0pp — /Bluxt - Bwat =0

u(x,0) = ug, ug(z,0) = uy,w(z,0) = wo,wi(x,0) = wi,0(x,0) =0y em (0, L)

u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) = 0 em (0, 00)

A estabilidade assintética e a analiticidade do semigrupo associado com sistemas dissipativos
tem sido estudados por muitos autores. Nos referimos ao livro de Liu e Zheng [16] para um
levantamento geral destes assuntos. Contudo, a estabilidade exponencial para este caso de misturas
termoviscoelasticas (B = 0) tem sido estudada apenas em [13] e [15]. Em [13], os autores mostram
(genericamente) a estabilidade assintética. Em [15], os autores mostram que o semigrupo associado é

exponencialmente estavel se, e somente se

Ba(Brp2air + Bapraiz) # Bi(Baprazs + Pip2aiz)

n’r’ a((p1B3 — paBi) + BrBa(pr — p2))
L2 7 BifBa(pears — azepr) — ar2(Bip2 — B3p1)

Relembramos que pouquissimas contribuigoes tem sido destinadas para estudar o comportamento
de solugoes de teorias elasticas nao-classicas. Nosso principal resultado é estabelecer condicoes para a
matriz B, que garanta a analiticidade de um semigrupo correspondente. Mostraremos que o semigrupo
¢é analitico se, e somente se, B é nao-singular.

No Capitulo 1, apresentamos algumas teoremas , defini¢Ges, corolédrios e alguns resultados que serao
usados para entender e desenvolver o trabalho.

No Capitulo 2, mostramos a existéncia e unicidade de solugao do nosso sistema, utilizando o lema
de Lax-Milgran.

No Capitulo 3, mostramos a analiticidade do semigrupo correspondente quando B é definido

positivo.



Finalmente, ao longo deste artigo, C é uma constante genérica, necessariamente nao sera o mesmo
em cada ocasidao (mudara de linha em linha), que depende de modo crescente conforme as quantidades

indicadas.



Capitulo

1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo faremos uma introdugao a Teoria de Semigrupos e Espagos de Sobolev, de maneira

suficiente para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

1.1 Teoria de Semigrupos

Definicao 1.1 Dizemos que a familia de subconjuntos {T'(t) : t > 0} de L(X) € um semigrupo de
operadores lineares em X, quando:

(1) T(0) = I, onde I € o operador identidade.

(2) T(t+s) = T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definicao 1.2 Um semigrupo {T'(t) : t > 0} é dito uniformemente continuo, quando tivermos

lim || T(t) — I ||= 0.

t—0t

Definicao 1.3 Um semigrupo {T'(t) : t > 0} € dito fortemente continuo ou Cy-semigrupo, se
lim T(H)zr =2, Ve e X

t—0t

De modo equivalente, temos
lim | T(t)z—x||=0, Vz e X
t—0t+

Definigao 1.4 Sendo o conjunto {T(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em X. Seu gerador

infinitesimal € o operador A : D(A) C X — X definido por



Ay = lim L@z -2
t—0t t

onde

t—0t

T(t)x —
D(A) = {x € X: lim W existe }

Observemos que

_ +
Ax = lim 7T(t)$ - d
t—0t t dt

para x € D(A).

Teorema 1.1 Seja {T'(t) : t > 0} um Cp-semigrupo. Entdo existem constantes w > 0 e M > 1 tais
que

| T(t) [|< Me®t, vt > 0.
Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Corolério 1.1 Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entdo para cada x € X, a fungdot — T(t)x €
continua de R" em X.

Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Definicao 1.5 Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Quando || T'(t) ||[< M dizemos que o semigrupo

é uniformemente limitado. Quando || T(t) ||[< 1, dizemos que o semigrupo € de contragies.

Definicao 1.6 Seja A um operador linear em X, limitado ou nao. Denotamos por p(A) o conjunto
resolvente formado por A € C tais que NI — A seja inversivel e (A — A)~1 ¢ um operador limitado. A

familia RO\ : A) = (A — A)~! | X\ € p(A) é chamada de resolvente de A.

Teorema 1.2 Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Entao sao vdlidas

as sequintes propriedades:

(a) YV € X,

1 t+h
ilzll}%) h/t T(s)x ds =T(t)x.



(b) Ve € X, /tT(s)aﬁ ds € D(A)e
0

A(/OtT(s)x ds> =T(t)z — a.

(¢)Vz € D(A), T(t)x € D(A) e

%T(t)x = AT (t)x = T(t)Az, para t > 0.

(d)Vz € D(A) , t,s>0e
T(t)xr —T(s)x :/ T(7)Azdr :/ AT (1)xdr.

Demonstracao: Veja Pazy [19].

Corolario 1.2 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0}. Entao D(A) é

senso em X e A € um operador linear fechado.
Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Proposicao 1.1 Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T'(t) : t > 0} e D(A™) o dominio
de A™. Entao (2, D(A™) € denso em X.

Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Proposicao 1.2 Seja A : D(A) C X — X um operador linear, fechado de modo que D(A) = X,
1
p(A) D (0,00) e || R(A: A) [|[< — para todo A > 0. Entao sao vdlidas as sequintes propriedades:

R
(1) lim AR(A: A)z =z, Vx € X.
A—00

(2)Se Ay = N2R(\: A)x — M entdo /\lim Az = Az, Yz € D(A).
—00

(8) Para cada A > 0, A\ € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo

{etAA :t>0}. E para cada A\, p,t >0 e x € X, temos

let —ef <t || Aya — Az ||



Demonstracao: Veja Pazy [19].

Teorema 1.3 (Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

de contracoes se, e somente se:

(1)A € fechado e D(A) = X.
(2) p(A) > (0,00) ¢ | RO\ : A) ||< % para A > 0

Demonstragao: Veja Pazy [19]

Coroldrio 1.3 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} de contragies. Se

Ay € a aproximacdo de Yosida de A, entdo para x € X, temos

T(t)z = lim ez
A—00

Demonstragao: Veja Pazy [19]

Coroldrio 1.4 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} de contragoes. O

conjunto resolvente de A contem o semi-plano {\ : ReX > 0} e para A > 0 temos

1
: < —
| RO A) lI< s

Demonstracgao: Veja Pazy [19]

Definigcao 1.7 Seja X um espaco de Banach real ou complexo e X* o seu dual. Assim, indicamos o
valor de z* € X* em x € X por (z*,z) ou (x,z*). Para cada x € X, definimos o conjunto dualidade
F(z) C X* por

F(z) = {z* € X*: Re(z",2) =|| = |I*=| «* |*}.

Definicao 1.8 Diremos que um operador A € dissipativo, se para todo x € D(A), existe um x* € F(x)

tal que Re{x* z) < 0.

Teorema 1.4 Um operador A € dissipativo se, e somente se ,
| (M =Az =Xz, VeeDA)eAr>0

Demonstragao: Veja Pazy [19].



Teorema 1.5 (Lummer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com dominio D(A) denso em
X.

(1) Se A € dissipativo existe Ao > 0 tal que a imagem R(A\oI—A) = X, entao A € o gerador infinitesimal
de Cy-semigrupo de contracoes em X.

(2) Se A é o gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes em X, entao R(A\ — A) = X, para
todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Lema 1.1 Seja S : X — X um operador linear e continuo com inversa continua. Seja B € L(X) tal

que

1

| Bl< =
| S=1

entdo S+ B € linear, continuo e invertivel.
Demonstracao: Veja Rivera [18].
Corolério 1.5 Seja A um operador com dominio D(A) denso em um espago de Hilbert H. Se A é

dissipativo e 0 € p(A), entao A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées sobre H.

Demonstragao: Suponhamos que 0 € p(A), entdo A é invertivel e A~! ¢ limitado. Notamos que
(M —A) =AML —T)

Por outro lado, tomando B = AA™1 e S = —TI para |\ <|| A7! ||71. Logo, usando o lema anterior ,
concluimos que (AA~! — I) é invertivel. Além disso, o operador AI — A é invertivel, por se composicio
de operadores invertiveis. Assim, segue do teorema de Lummer-Phillips que A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo Cy de contragoes.
Proposicao 1.3 Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H entdo A € fechado.
Demonstracgao: Veja Pazy [19].

Teorema 1.6 (Gearhart) Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragées sobre o espaco de Hilbert

H. Entao, S(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se

p(A) D {if: B e R} =iRe limsup || (il — A)~" ||u< occ.

|Bl—00

Demonstragao: Veja Rivera [18].



1.2 Espacos de Sobolev e Resultados Béasicos

Definicao 1.9 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia {xy}new no espago normado X é chamada

de Cauchy quando para cada € > 0 corresponde um nimero real N tal que || xp—xm ||x< €, ¥V n,m > N.
Definicao 1.10 (Espacgos de Banach e Hilbert) O espaco X € dito de Banach se é completo, isto

€, toda sequéncia de Cauchy em X converge em X. Além disso, X € dito espaco de Hilbert se € um
1

espago vetorial com produto interno (-,-) e completo com respeito a norma || - || = (-, -)2.

Seja £ um aberto do IR" e considere p > 1, denotamos por LP(Q2) a classe de fungdes mensurdveis

u, de modo que |ul? seja integrével no sentido de Lebesgue. No espago LP(2) definimos a norma

= [l de, onde pe 1,001
Proposicao 1.4 LP(Q2) é um espago de Banach.

Demonstragao: Veja Brezis [17].

Quando tivermos p = 2, obtemos o espaco L?(f2), que munido do produto interno

(u,v)2() = /Qu(:v)v(a:) dx

e norma
) = [ futa)P o
Q
se transforma num espago de Hilbert. Consideremos os elementos © = (z1,%2,...,2,) € R" e
a = (a1,a2,...,a,) € N" e |a] = a1 + az + ... + a,. Denotamos por D® o operador derivada de

ordem «, onde escrevemos da forma

olal

= a1 (o) Qn *
0z 0x5° .07y

Da

Denotamos D“u = u, quando a = (0,0, ...,0). Agora, construimos um espago de todas as fungoes u
de LP(Q2), onde D* € LP(Q2), sendo que D%u ¢ a derivada no sentido das distribuigdes. Assim, obtemos

o espaco de sobolev

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), com |a| < m},

10



com a norma

Il w HgV’”vP(Q): Z /Q|Dau|1’ dz, onde p € [1,00][.

laj<m

Proposigao 1.5 W™P(Q) é um espago de Banach.

Demonstracgao: Veja Brezis [17].

Quando p = 2, obtemos WP (Q) = H™(2). Assim, nesse novo espago temos o produto interno
()i = 3 [ (D0, D))
o <m * ¢

com a norma

L lmg= 3 /Q D%u(z)|? de

|| <m

Proposicao 1.6 H™(Q) é um espago de Hilbert

Demonstracgao: Veja Brezis [17].

Em particular temos a norma para o espaco H'(Q), denotada por

2
dx.

Ou(x)
81’1'

o= [ Ju@)P o3 [
Q — Ja

Considerando C§°(£2) como sendo o espaco das fungdes ¢ infinitamente diferencidveis em € e
que possuem suporte compacto. Portanto, definimos o espaco Wén P(Q)) como sendo o fecho de

C3°(Q2) em W™P. Desse modo, obtemos
Feo oW (Q) m,
C5e(©) = Wy™"(9).

Quando p = 2, escrevemos H{*(€2) no lugar de WOm’Q(Q), onde m > 1.

Definicao 1.11 Sejam V e H espacos de Hilbert. Dizemos que V estd imerso em H com imersao

continua, quando existe uma constante positiva c tal que
lulg <cllulv, YueV.

Proposicao 1.7 H™(Q) — L?(Q).

11



Demonstracgao: Veja Brezis [17].

Definicao 1.12 Seja um espaco de Hilbert real H, dizemos que b: H x H — IR é uma forma bilinear

limitada, (continua) quando existe uma constante c tal que
b(z,y)| <cllz| [yl ondex,yeH.

Definicao 1.13 Seja um espaco de Hilbert real H, dizemos que b: H x H — IR é uma forma bilinear

coerciva, quando uma constante k > 0 tal que
b(z,z) > k. ||z |? ondexc H
Proposicao 1.8 (Desigualdade de Young) Sejam a e b nimeros reais nao negativos e considere

1 1
p € (1,00) com — + — = 1.Entdo
p g

a? b
ab < — + —.
b q

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hélder) Seja f € LP(Q) e g € LI(2) com p e q satisfazendo
1 1

1<pg<oce-+-=1. Entio f,g€ L'(Q) e
P q

/Q F@)g(@)] do <I| £ Lol g lloa
Demonstragao: Veja Brezis [17].

Seja H um espago normado com norma || - ||. A aplicagdo denotada por
a(-,-): HxH —C

¢ chamada

(i) Sesquilinear se, para todo ay, ag, 51,82 € C e para todo u,v,w € H, se verifica

alaiu + v, w) = aja(u,w) + aga(v,w)

a(u, frv + Pow) = ECL(’U,, v) + Ea(uv w)

12



(ii) Continua se existe uma constante C tal que

la(u,0)| <C |l u |l v || Vu,0 € H

(iii) Coerciva se existe uma constante a > 0 tal que
a(v,v) > a v ||, Yu € H.

Observacao 1.1 Se
a(-,-): Hx H—1R

entao o conceito de sesquilinearidade € equivalente a bilinearidade.

Lema 1.2 (Laz-M:ilgran) Seja uma forma bilinear a(-,-), limitada e coerciva num espago de Hilbert

H. Entao, dado qualquer funcional linear continuo f em H, existe um unico v € H de modo que
a(u,v) = f(u), onde u € H.

Demonstracao: Veja Brezis [17].

Lema 1.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto limitado do IR'. FEntao existe uma

constante positiva c, que depente univocamente de §) e n tal que
17
| ullze@)< p | VU |y Yu € WyP(Q)

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Demonstragao: Veja Brezis [17].

13



Capitulo

2

Existencia e unicidade de solucao

Neste capitulo mostraremos a existéncia e unicidade da solugao do sistema (2.1). Primeiramente

provaremos que o operador A desse sistema é dissipativo.

O sistema é dado por

PLUL — A11Ugy — A19Wag + (U — W) — f10; — b11Uzet — b1oWagr = 0

Pawit — A12Uggy — A22Wae — (U — W) — B2by — b1oUgat — boowyer = 0

Oy — Kbz — Brugt — Pawaze = 0
com condicoes iniciais
u(z,0) = ug, u(x,0) = u1,w(x,0) = wo,wi(z,0) = wi,0(x,0) =0y em (0, L)
onde as condigoes fronteiras homogéneas sao dadas por
u(0,t) = u(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) =0 em (0, 00)

Definimos o seguinte espago funcional

L%0,L) = {9 € L2(0,L);/0L9 dx = o}
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2.1 Funcional de Energia

Nesta segao encontraremos a Energia do sistema (2.1) — (2.3), que sugere o espago de Hilbert H. Além
disso, encontramos o operador 4 com seu respectivo dominio D(.A) e construiremos o problema de

Cauchy associado.

Lema 2.1 A Energia E(t) associada ao sistema (2.1) - (2.3) € dada por

1 L
E(t) :=2/ (ol e 2 4 ant wo [2 + o w [ 4 pof we 2+ azal wo |2 +¢| 02
0

+ a|w \2 + 2a12uw,; — 20uw) dz,

satisfaz a lei de dissipacdo dada por

d L L L
—E(t) = —b11/ | gy |? da — bgg/ | wet |2 da — 2612/ Wat Uyt AT
0 0 0

dt
L
—Ii/ | 6, |* dx
0

Demonstracao: De fato, multiplicamos a primeira equagao do sistema (2.1) por wu;, em seguida

integramos de 0 a L em relagao a x. Dessa forma, obtemos:

L L L L
p1/ UppUy AT — a11/ Uppls AT — a12/ Weg Ut dx + a/ (u —w)uy de
0 0 0 0

L L L
—B1 / Oyus dx — b1y / Uggt Ut AT — 12 / Waet Ut do =0
0 0 0

Logo, encontramos

p1 d

L L L L
a;l d ad
—— | |? do 4+ 22— | ug |? dx+a12/ Wylgt dr + = |u |* dz

2 dt J, 2.dt J,
(2.4)

L L L L
—a/ wuy dr — ,6’1/ Opup dx + bn/ | ugt |2dac + b12/ Wet Ugt dx =0
0 0 0 0

Agora, multiplicamos a segunda equacao do sistema (2.1) - (2.3) por wy, em seguida integramos de

0 a L em relacao a x. Dessa forma, obtemos:
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L L L L
p2/ witwy dr — alg/ Uggpwi AT — (122/ Wepwi dx — a/ (u — w)wy dx
0 0 0 0

L L L
— B2 / Orwy dz — bio / Uggt wrdx — bog / Wazt w dr =10
0 0 0

Logo, encontramos

p2d [ 2 L ap d [T 2 L
5@ ; | we |© dx + aqo ; uxwztdx—i—T% ; | we | do — « ; uwy dx

ad [

L L L
+—— | w \2 dx — Bg/ O,w; dx + blg/ Ugpt Wt dT + 522/ | wat |2 dr =0 (2.5)
2dt Jo 0 0 0

Agora, multiplicamos a terceira equagao do sistema (2.1) por 6, em seguida integramos de 0 a L

em relacao a x. Dessa forma, obtemos:

L L L L
c/ 0.0 dz — /1/ 0.0 dx — ﬁl/ U6 dx — Bg/ wat der =0
0 0 0 0

Logo, encontramos

cd (F

L L L
- |9|2d:p—|—n/ |9x|2d1:—51/ uxtﬁdx—ﬁg/ wyib dz =0 (2.6)
2dx Jo 0 0 0

Somando as equagoes (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos:

L
[/ (o] we |2+ ann| us P+ o w * + pal wi [ + ago| we > +¢| 0]
0

+a| w [* 4 2a19upw, — 20uw) dac]

L L L
= —bu/ | ugt [ da — 622/ | wat |* do — 2612/ Watllzy T
0 0 0

L
—IQ/ | 6, | dx
0

Definindo a energia associada ao sistema (2.1) - (2.3) por

16



L
E(t) = 2/ (ol e I? + autl s 12+ 0l w 2+ pof wy 2+ azs| w, 2+ | 62
0

+ o w |2 + 2a12uw, — 20uw) dx

a equacao (2.7) pode ser escrita da forma

d L L L
—E(t) = —bn/ | Ut \2 dx — b22/ | Wt |2 dx — 2612/ Watlgr AT
0 0 0

dt
L
—/1/ |6, | dx
0

A energia sugere que o espago Hilbert H seja dado por

H = H}(0,L) x H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L) x L%(0,L)

com produto interno dado por

L
<UU* >y= / (allux@ + alg(ug;;; + wxf;) + aggwx@) dx
0
L S —— E—
+ a/ (u— w)(u* — w*) d:E—i—pl/UU* dz
0

L L
—i—pz/ nn* dx—i—c/ 00* dux.
0 0

onde U = (u,w,v,n,0)7T e U* = (u*,w*,v*,n*,0*)T. A norma correspondente em H é dada por:

L

L
||UH%{ = / (a11UgTUy + a12(UpWy + Wely) + a20wWa Wy ) + / a(u —w)(u—w)
0 0

L L L
+p1/ vvd:v—l—pg/ nnd:c+c/ 00 dx
0 0 0

Também, consideremos o espaco de Hilbert dado por

V ={peH*0,L)NL2(0,L): ¢, € Hj(0,L)}

17



com a norma

lellv = llezzllz2(0,1)

Considere o operador A : D(A) C H — H onde

[ 0 0 I 0 0 ]
0 0 0 I 0
ai1 «a a12 « Bl
A=| () p () P 11(-)ez b12() g1() (2.8)
ai19 [0 a9 [0 2
P2 ©) P2 P2 ©) P2 ;2() ;2() Pz()
1 2 KR

com dominio dado por

D(A) = {U = (u,w,v,n,0) € H :u,n € H}0,L),0 €V,

a11u + 1w + b11v + bian, a12u + agew + biav + bagen € H2(0, L)}

Logo o problema de valor inicial e fronteira (2.1) - (2.3) pode ser reescrito como o seguinte problema

de valor inicial

onde U(0) = (ug,wo, u1,w1,0) € D(A)

2.2 Existencia e unicidade de solucao
Lema 2.2 O operador A definido em (2.8) é dissipativo.

Demonstragao Com efeito, considerando U = (u,w,v,n,0)T € D(A), obtemos
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’ U
K w
! @ b1
SAUU >= (| planutapwtbuvtbian)e = u—w)+ 0
1 «
B K
@Uz + —27]:,; + —0uz
C C I ”

L L L L
= a / Uply dT + CL12/ Uply dx + a/ v dr — a/ vw dx
0 0 0 0

L L L L
—|—a12/ NyplUy dx + agg/ NpWy dT — a/ nu dr + a/ nw dz
0 0 0 0

L L
—/ (a11ug + a12wy + b11Vz + bi2ny)Us dz + 51 / 0,0 dx
0 0

L L
—/ (a12uy + azowy + b12vg + baong )7, dz + 52/ 0.1 dw
0 0

L L L L
—a/ uvdx+a/ wvdm—{—a/ undm—a/ wn dx
0 0 0 0
L —
+/ (Blvx+/8277m+:‘€(9m:)9 dx
0

Tomando a parte real

L L L
Re < AU,U >y = —bn/ [vg|? da — b22/ e |? do — n/ 0|7 da
0 0 0
L
—2b12 Re / VeTly dx (2.10)
0

L
= _’{”990”%2(0@) - bllHUxH%z(&m - 522”7]1”%2(07” —2big Re/o Ua Tz dz

Caso I A matriz B = (b;;) ¢é definida positiva:

desde que boo,b11 >0 e

L
—blzRe/ Vg Ty dr < b11HUx”2 + b22H77x||2
0
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Assim

Re < AU, U >4 < —'€||9a:||%2(0,L) <0

Portanto o operador A é dissipativo.
Caso IT A matriz B = (b;;) é singular:

a) by; > 0, entao

1 L
Re < AU,U >3 = —HH@mH%Q(O’L) — bll{ / bT1|Ug|? + bi1boa|na|* + 2 bi1bi2vam, dl’}
0
2 1 by 2,12 1 (2
< _"5||9x||L2(0,L) - le /0 bi1|ve|” + bia|ne|” + 2 b11bi2ven, dx

1 L
= _’QHHxH%z(O’L) - bill (/0 ’bllvx + b1277x‘2 dl‘) <0.

b) bag > 0, entao

1 L
Re < AU,U >3 = —4|02]13 2001y — bm{ / b11bao|vz|® + b3y |na|® + 2 bosb12vane dﬂf}
0

IN

L (L
=610z 20 1) — bm{/@ bialval® + b33 [n0[” + 2 baobrovens dJU}

1 L
= 0201720,y — [ (/0 [b12vs + boane|? dx) <0.

Portanto A é dissipativo

Teorema 2.1 O operador A definido no problema de valor inicial (2.9) é o gerador infinitesimal de

um semigrupo Cy de contragoes sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstragao: Sendo D(A) denso em H e A um operador dissipativo, entdo para provar é suficiente
mostrar que 0 € p(A), de acordo com o Corolario 1.5.
Dado F = (f,g,h,p,q)7 € H , devemos mostrar que existe um tinico U = (u,w,v,n,0)" € D(A) tal

que
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AU = F (2.11)

Da equacao acima, encontramos

v=f€H}0,L) (2.12)

n=gecHi0,L) (2.13)

(a11u + ajow + b11v + b12n)ze — a(u — w) + 16, = p1h € LZ(O, L) (2.14)
(a12u + azsw + b1V + boan)ew + a(u — w) + B2y = pap € L*(0,L) (2.15)
Brvg + Bane + Kbze = cq € L7(0, L) (2.16)

De (2.12) e (2.13) concluimos que

veHN0,L) e neHH0,L)

Aplicando em (2.16), obtemos:

KOz = cq — B1fr — Page € L2(0, L) (2.17)

Sabe-se que hd um tnico 0 € V satisfazendo ( 2.17)

De (2.14) e (2.15), obtemos o seguinte problema eliptico

11Uy + A12Wey — a(u — w) = —(bi1 f + b12g) ., + p1h — P16, € L*(0, L) (2.18)
A12Ugz + A22wez + (U — w) = —(biaf + ba2g) ., + p2p — G20, € L*(0,L) (2.19)
com condigoes de contorno u(0) = w(L) = w(0) = w(L). Procedemos agora com a formulagao

variacional. Portanto, multiplicando (2.18) por ¢ e integrando de 0 a L, segue-se que
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L L L
(111/ Uz p dx + a12/ Wepp dx — / alu —w)p dx
0 0 0

(2.20)
L L L
= —/ (birf + b12g) . dx + ,01/ he dzr + 51/ 0z pdx
0 0 0

Usando integracao por partes na primeira e na segunda integral do primeiro membro e na primeira

integral do segundo membro em (2.20), obtemos:

L L L
au/ Uppp dT + CL12/ Wz Py dx —|—/ alu—w)p dx
0 0 0

(2.21)

L L L

= —/ (b11f + b129) .00 do — pl/ hp + dx — 51/ 0. dx
0 0 0
Por outro lado, multiplicando (2.19) por % e depois integrando de 0 a L, encontramos
L L L
a12/ Ugp) dT + agg/ Wezt) dx +/ a(u —w) de =
0 0 0

(2.22)

L

L L
__ / (biof + bang),, b dz + p / W dz — B / 6,0 da
0 0 0

Usando integracao por partes na primeira e na segunda integral do primeiro membro e na primeira

integral do segundo membro em (2.22), obtemos:

L L L
a12/ UgWy dx + CL22/ Wy dx — / a(u —w) de =
0 0 0

(2.23)
L

L L
. / (biaf + bang), bad — po / pda + fo / 0, 10da
0 0 0

Somando (2.21) com (2.23), obtemos o seguinte problema variacional: Determinar (u,w) em W

onde W = H}(0,L) x H(0,L) tal que

L L L
M((u,0), (p,9)) = — / (biyv + bion), Bode — pr / W+ dz — By / 0, 7dz
0 0 0

L L L
- / (bigv + bogm), By + p2 / Wode — By / 0, da
0 0 0

Ve € HY(0,L), Ve € HY(0,L)
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Logo, segue que

L L L
M(<u7 w)a (807 w)) = a1 / ul‘@axdm + a2 / Uzwam + a2 / wx@xdx
0 0 0

L L
+ az /0 woyde + a /0 (u— ) (o — P)de

Temos que M é uma forma sesquilinear. De fato, sejam V; = (u,w), Vo = (b,c) e S = (d,e) em W.

Entao, temos

MW+ V,,8) = M((u+b,w+c),(d,e))

L L L
=aj / (u+ b)ﬂz dx + a9 / (u+0b),€r do+ a2 / (w+ c)max dx
0 0 0

L L
+a22/ (w+c)xe$dx+oz/ (u+b—w—c)(d—e)dx
0 0
L B L
=a / (ugdy + bypdy) dx + a12/ (ug€y + byp€y) dx
0 0

L L
+ a2 / (wedy + cpdy) dx + azo / (wyply + cr€y) dx
0 0

L
+a/0 (w+b—w—c)d—e) do

L L L L
= a1 / Ugpdy dx + ajo / Ug €y dT + a19 / Wedy dx + aso / Wy €y dx
0 0 0 0

L L L
+ a/ (u—w)(d—e) dx+ ai; / byd, dx + a12/ by, dx
0 0 0

L L L
+ a12/ Cpdy dx + a22/ Cp€r dr + / (b—c)(d—e) dx
0 0 0

=MW1, S5) + M(V2,5)
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Por outro lado, seja K uma constante real. Entao temos:
M(KV1,S) = M(K(u,w), (d,e))

= M((Ku, Kw), (d, e))

L L L
= a11/ Kuy,d, dx + a12/ Kuge, dr + a12/ Kw,d, dx
0 0 0

L L
+a22/ Kwye, da:—l—a/ K(u—w)(d—e)dz
0 0

L L L
=K [an/ Ugpdy dr + alg/ UgCy dx + CL12/ wWedy dx
0 0 0

L L
+a9o / We€y dx + a/ (u—w)(d—ce) da:]
0 0

= KM(V4, S)
De modo semelhante obtemos M(V,S1 + S2) = M(V,S1) + M(V,S2) e M(V,KS1) = KM(V, Sy).

Além disso, nesse espago W = H{(0,L) x HZ(0, L) definimos a norma onde V = (u,w) € W, por

L L
||Vy|%vz/0 2 d:}c—l—/o W2 do

A forma bilinear M é continua. Com efeito, sejam V = (u,w) e S = (p,9) em W, e usando a

desigualdade de Holder e Poincaré, obtemos:
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L L L
|M(V,S)| = all/ Uz Pz dT + a12/ Upt)y dx + CL12/ We oy dx
0 0 0

L L
+@géc%%dm+é oy —w)(p — ) do

L
ail / Uz Py dx
0

L
ano / Wz dx
0

< + +

L
a12 / Wy P dz
0

L
a2 / U;L’wac dx
0

+ +

L
| atu—w)o =) do
0

IN

L L L
mg/mwam+m¢/WWAm+m4/wwaw
0 0 0

_l’_

L L
\azﬂlz;la&¢%ldx-+la|j£ (u— w)( — )| da

IN

lan|luallll@z]l + larz|l[uz |1zl + larzlllwz @zl + azz|[lwe|[[z]]
+ alfluallllezll + luallldzll + llwellllezll + lwz[[¢]])

< Ci(lluall + llwe ) lpall + 14 |)

L L % L L %
— 01{ /0 |u:,;|2 dx /0 |ougc|2 daz] }{ !/0 |gox\2 dz /0 |77bgc|2 d:c] }
L L L L %
2 2 2 2
01{2 /0 [t | d:n—i—/o |we| dx] }{2[/0 |0z d:n—i—/o ke dx] }

< VIS

1
2

+

1
2

+

N

IN

onde C é uma constante. Finalmente, M é coerciva. De fato, dado V' = (u,w) em W, obtemos:
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dai

L L L
MV, V)= all/ ui dx + alg/ Ugwy AT + a12/ Welly dx
0 0 0
L L
+CL22/ wid:n+oz/ (u—w)2d$
0 0

L L L
= a11/ u:% dxr + agg/ wg dx + 2 a12/ UpWy AT
0 0 0

L L L
+a/ u2d:c—2a/ uwdaz+a/ Ww? dz
0 0 0
L L L ay L
2(111/ uid:ﬁ—a/ uid$+a22/ widaj—/
0 0 0 a Jo
L L L L
+a/ uzd:v—a/ uzd:v—i—oz/ wzdx—a/ w? dx
0 0 0 0
L a2 L
(o) [ dot (an -2 [u2 e
0 Q@ 0

Portanto pela condicao a1 > o e aagy > a% e tomando
a2
Cl = min ail — o, a9 — —12
«
MV,V)>C|V|§,VV ew
Nesta demonstragao usamos o seguinte resultado:

(a£b)?>0=a®+b*> =+ 2ab

2
a -
fazendo a = \Jau, e b = 12, entdo

Va

gk

2019UzWy = 2(\/&UCE) (

(L2
Wz | = — aug + fuﬁ

au 5
e fazendo a = — e b = \/aw entéo:

Ja
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Agora, consideremos o seguine funcional, definido por:

—20uw = —2 (au) (Vaw) > —(au? + aw?)

L

L L
Glp,d) = — / (b + bran)y 0 dz — py / he dz — B / 0 da
0 0 0

L L L
—/ (b12U + b2277)x1/1x dx + pz/ hy dr — 62/ 0.¢ dx
0 0 0

onde G é linear. De fato, considerando S = (¢, %) e V = (u,w) em W e X € IR, segue que

G(S + AV) = G(p + A, b + Iw)

L L L
= —/ (b11v + bian) (¢ + Au), dx — py / h(e + Au) dx — By / 0:(¢ — Au) dx
0 0 0

L

L L
— / (b12v + boon) . (Y + Aw), dx + p2 / h(¢ 4+ Mw) dx — By / 0.(¢v + M\w) dx
0 0 0

L L L
= — / (b11v + b12n) ypzdx — p1 / ho +dx — 1 / 0 pdx
0 0 0

L

L L
— / (b12v + boan)  Yedx 4 p2 / hypdr — By / Opdx
0 0 0

L L L
N / (b11v + bian) ,uy da — ,01/ hu dx — ﬂl/ O,u dz
0 0 0

L L L
_/ (b12v + boan) ,wy dx + p2/ hw dx — ﬁg/ 0w dx]
0 0 0

= G(S) + \G(V)

O funcional G é continuo. De fato, seja S = (¢, 1) em W e usando as desigualdades de Holder e

de Poincaré, obtemos:
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L L L
G(S)| = ‘ _ / (b110 + bian), 00 dz — p1 / heo + dz — fy / brp da
0 0 0

L

L
hy dz —ﬂg/o 0. dx

by /OL 0,0 dm'

BQ/OLM dx

L
- / (b12v + b2an) Y dx + p2 /
0 0

L
,ol/ he da
0

L
P2/ W da
0

IN

+ +

L
/ (b11v + b12n) @z dx
0

+ + +

L
/ (61212 + bQQ?])zﬂ)x dx
0

L L L
s/ |(511U+b1277)$||%|d$+/)1/ IRl dmwl/ 0,l¢] do
0 0 0

L L L
+ / |(b1zv + boan), || dz + po / Rl da + s / 10,1/ da
0 0 0

IN

L I [ o Y 7 e (e [ [ e | R
+ [bu2] [l vz [l 9o | + lb22| [ 7 (Il 9 | + p2 2 T4 1+ B2 [ 6z [ 4 |
< Cilllve [+ 1z D [T |+ C2 (LA T+ 1102 1) [ @2 |

+ Ca(ll e [+ e ) 102 [+ Ca (T [+ 1102 1) | 2 |

< Cs([lvz [+ 1 |+ 1AM+ 1162 1) 1 o |

+ Coll va [+l me 1+ T2 1+ 1162 1) | 2 |

< Cr(ll a [+ 1] 4z 1)

L L 3
_ 07{ | teal dz| | [l da:] }
0 0
L L 3
26’7{/ |z |? dac—i—/ | | dxk
0 0 8

1
2

+

IN



Assim considerando o espago W = H}(0,L) x H}(0, L), encontramos a aplicacio
M(,):WxW =R

Além disso, concluimos que M(.,.) é uma forma bilinear, continua e coerciva. Logo, usando o lema de
Lax-Milgran, concluimos que existe uma unica solucao para o problema variacional
MV,S)=G(S), VSeW

onde V = (u,w) e S = (p,1). Ou seja, a solucdo unica V satisfaz ao sistema formado pelas equagoes
(2.18) e (2.19). Por outro lado, usando a regularidade eliptica, concluimos que existe solugao tnica
U € D(A) para (2.11). Logo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes sobre o
espaco de Hilbert .

Teorema 2.2 Sejam Uy € H entdo existe uma unica solugao (u,w) para o sistema (2.1) satisfazendo

u,w € C([0,00[: HY(0,L)) N C([0, 00[: L*(0, L)),

ug,w; € L?(]0, 00[: HE(0, L))
e § € C([0,00[: L2(0, L)) N L?(0,00[: H*(0, L)).
Por outro lado, se Uy € D(A) entdo
u,w € C([0, 00: L2(0, L)) N C?([0, o0[: L*(0, L)),
anu + ajow + byjug + biswy € C([0, col: H2(O, L)),
a12u + agow + biauy + bagwy € C([0, 00[: H(0, L)),

e c CY([0,00[: L?(0,L)) N C([0,00[: V).
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Capitulo

3

Analiticidade

Nesta se¢ao iremos provar a analiticidade do semigrupo S4(t) quando a matriz B é definida positiva.

Nossa principal ferramenta serd o teorema cuja demonstracao pode ser vista em Liu and Zheng [16].

Teorema 3.1 Seja S; um semigrupo Cy de contra¢des de operadores lineares em um espago de Hilbert
M com gerador infinitesimal B. Suponha que iR C p(B). Entdo, S(t) é analitico se, e somente se

limsup || A(GAT — B)ilHL(M) < 0o (3.1)

[A| =00

onde L(M) denota o espaco das fungoes continuas lineares em M.

Lema 3.1 Seja A como definido em (2.8) e assuma que (bij) € definida positiva. Entdo o conjunto

iIR={i\ : A € R} estd contido em p(A), o resolvente de A.

Demonstragao: Neste lema, usaremos || - || para denotar a norma no espaco L£(H). Usaremos a
caracterizacao dos semigrupos analiticos dada por Liu and Zheng [16], cuja demonstracao consiste
em trés partes. Primeiramente vejamos que a funcio ||(iA] — A)7!| é continua em algum intervalo

contendo o zero.

Passo i: Como 0 € p(A), entdo A é inversivel e A~! é limitada. Pelo lema (1.1), concluimos que
(iANA~L — I) é inversfvel, basta tomar B =i \A~! e S = —TI para |\| < ||[A7}|7 .
Alem disso o operador

iN— A= AGNAT = T)

é inversivel por ser a composicao de operadores inversiveis e seu inverso pertence a L(H). Isto é,

i\ € p(A). Também ||(iA] —.A)7!|| é uma fungdo continua para A no intervalo (—|| A= ~L, A=Y 71).
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Passo (ii): Seja M > 0 tal que
sup{[| (AL — A) 7 A < [ATHI T = M < o0
entao para |Ao| < [[A7||7! e A € Rtal que |\ — \g| < M1, temos
I = X0)(irol = A)7H| < 1.

Entao o operador

i — A= (ixol — AT +i(X— Xo)(idol — A)7Y),

é inversivel e sua inversa pertence a L(H), isto é i\ € p(A).

Como \g foi escolhido de forma arbitraria tal que [A\o| < [|[A71||~! , deduzimos que

{ix A< JATHTH+ M7 C p(A),

além disso a funcio ||(iAl — A)~!|| é continua para A no intervalo (—|| A7~ =M~ A7 |7t + M.

Passo (iii): Agora por contradi¢ao suponha que iIR Z p(A). Pelo argumento em (ii), existe w € IR
com [|[A7|! < | w| < oo, tal que

(XA < T wl} € p(A)

sup{[| (AL — A)7H [ Al < | wl} = co.

Além disso, deve existir uma sequéncia {\,} C IR, satisfazendo

[ An | < |w]
(3.2)

An = w quando n — o0

e duas sequéncias de vetores U,, = (upn,wn, U, M, 0n) € D(A) e Fy = (fn, gn, An, Pn, @n) € H tais que
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(A — AU, = F
||Un||7-l =1 (3'3)

F,—0 em H quando n — oo.

isto é
ity — Up — 0 em HE(0,L) (3.4)

iAnwn — n — 0 em HE(0,L) (3.5)

iIMUn — py (@11 + 12wy + b11vs + 01270 )ze + p7 ety — wn) — p1 B10ny — 0 em L2(0, L)

(3.6)

ZAnnn - p2_1(a12un + agsown + b12Un + b2277n>a::c - p;la(un - wn) - p2_1/820n:c — 0 em L2(07 L)
(3.7)
Z>\n0n - C_l/Blvnx - 0_162777110 - C_lﬂenxx —0em L3(07 L) (38)

Passando o produto interno e fazendo A, =< F,,U, >4

AUy — Up, Unp,
IApn — Tin Wn
Ap = < iMn — p1 (@11t + a1own + b110y + b1270)ze + P17 (U — wi) — p1 B1ne S
Z)‘nnn - P;l(alwn + agowy, + blZUn + b227]n)mc - p;la(un - Wn) - p51529nx —0 Tin
Z>\n9n - C_lﬁlvna: - C_lﬁQan - C_lliena:x en
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L L
= a1l / (ZAnun - Un)mﬂna: dxr + a12/ (Z)\nun - Un)mwnm(@)\nwn - nn)xﬂnm dx
0 0

L L
+ agg/ NnaWne dT + a/ ((IAnup — V) — (IAwn — Mn)) (U, — wy) dz
0 0
L L
+ p / Z.)\nUnUn dr — / (allun + ajowy + bllvn + blZUn)xa:En dx
0 0
L L L
+CY/ (Un - wn)Un dx — 61 / eann dx + PZ/ ’L)\nnnﬁn dx
0 0 0

L L L
- / (a12un + agown + leUn + b?ﬂ%z):cxﬁn dr — Oé/ (un - wn)nn dx — 52 / Hn:vﬁn dx
0 0 0

L B L L L
+C/ iAOnby do — B / Ungbtn dx — 52/ MnaOn — ’Q/ Onzztn do
0 0 0 0

Em seguida tomando a parte real, obtemos
L L L
Re(A,) = n/ |0 |? da + bH/ |Une | d + —‘rbgg/ e |* dx
0 0 0

+ 2b19 Re/vmnm — 0 quando n — oo

Como B é definida positiva

B L B L L
Re(An) = i / |Vna|* da + o / [1hnal? da + “/ |Onz|* dz
2622 0 2b11 0 0

dai

detB L detB L L

by / [Une |2 doe + 511 / e |? dz + n/ 0ne|* dz — 0 com n — oo
0 0 0

Portanto

v, — 0

N — 0 (3.9)
0, —0

Por outro lado de (3.3) temos que

33



iAnun —Un = fn — 07

IApwpn — N, = gn, — 0.

Como A, — w e w # 0, das equagdes anteriores obtem-se

Up, — 0
(3.10)
wn — 0

De (3.9) e (3.10), concluimos que
Un = (Un,wn, Uy M,y 0n) € D(A) — 0 o qual contradiz o fato de que ||U,|lyx = 1, para todo n € IN.
Portanto,

iIRC p(A).

Teorema 3.2 Seja A como foi definido em (2.8) e assuma que (b;j) € definida positiva. Entao o

semigrupo Sa(t) € analitico.

Demonstracgao: Pelo Teorema (3.1) e Lema (3.1) é suficiente provar que (3.1) é verdade. Dado A € IR
e F=(f,g,h,p,q) €H, existe um tnico U = (u,w,v,n,0) em D(A), tal que i\l — A)U = F.

A equacao acima em termos das componentes se escreve

idu—v=f em H}O,L), (3.11)

ido—n=g em H}0,L), (3.12)

iAp1U — (anu + ajpw + b11v + b12n) g

(3.13)
+a(u —w) — 10, = pth em L*(0,L),
iApan — (a12u + agow + b1ov + b227) 1z (3.14)
—a(u —w) — Boby = pap em L*(0,L),
iAcd — Brvg — Bomny — Kbz = cq em L2(0, L), (3.15)

Note que

Re((iM — A)U,U)y = —Re(AU,U)y = Re(F,U)y

34



dai

L L
R6<F, U>7.[ = / (bnvxm + b1a (nxe + ﬁx’ux) + bggnxﬁx) dr + H/ 0.0, dx
0 0

Como a matriz B é definida nao negativa, deduzimos que

B L B L L
Re(F, Uy > 24 / a2 dar + 9 / a2 da + m/ 10,2 da
2b22 0 2b11 0 0

L L L
zco{/ U] dac—l—/ 7] dw—i—/ 1022 dx}
0 0 0

dai

L L L
Co{ / fval? dz + / Inaf? da + / 0, d:c}anHHHFHH (3.16)
0 0 0

detB detB }

de Cp = ming ——, ——
onde Cy mm{ 2b11’2b22’ﬁ

Calculando o produto interno em L?(0, L) de (3.13) e (3.14) com u e v respectivamente, temos:

L L L L L
1AL / vu dxr — a1 / Uge U AT — 12 / Weet — b11 / Vgl dx — b1o / Nzt dT
0 0 0 0 0

L L L
+a/ (u—w)uda:—ﬁl/ qudx:pl/ hu dz
0 0 0

dai

L L L L L
IAP1 / v dxr + a1 / |ux]2 dx + a1 / Wzl + b11 / Uglly dT + b1o / N Uy dx
0 0 0 0 0

L L L
+a/ (u—w)udw—ﬁl/ qudx:pl/ hu dz
0 0 0

(3.17)

Também
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L L L L L
i)\pg/ nw dxr — a2 / Upr AT — a99 / Wezw — b1g / Vgew dx — bog / Nezxw dx
0 0 0 0 0

L L L
—a/ (u—w)wdm—ﬁg/ wadxzm/ pw dx
0 0 0

dai

L L L L L
IAP2 / nw dx + a2 / UgWy dx + a9 / |w$]2 dx + b1a / Vg dT + bog / Newy dx
0 0 0 0 0

(3.18)
L L L
—a/ (u—w)udm—ﬁg/ wad:c:pg/ pw dx
0 0 0
Somando as equagoes (3.17) e (3.18) , obtemos
L L
/ (a11UzTy + a12(Ugly + Welly) + a2owyWy) do = —big / Vplly AT
0 0
L L L L
— blg/ Ny dr — bgg/ NeWy dr — b12/ Vg dT — i)\,og/ nw dx
0 0 0 0
(3.19)

L L L L
—Mpl/ Uudx—}—pl/ hudm+p2/ pwd:c+a/ (u —w)w dx
0 0 0 0

L L L
—a/ (u—w)udw+ﬁ1/ 0xudx+52/ 0,00 dx
0 0 0

Como A é uma matriz definida positiva, temos que

L L L
all/ |u$|2d:c + CL22/ |ougc|2 dx + 2a12 Re/ Uy dT
0 0 0

L L
e /um|2d$—|—/ wa? da
0 0

detA detA
>

onde C1 = min >0

2a11 " 2a22
Agora aplicamos esta ultima desigualdade e substituimos as equagoes (3.11), (3.12) em (3.19),

usando a desigualdade de Young e Cauchy-Schwartz e realizando calculos simples, obtemos:
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L L L
Cq / ek dm—i—/ |we|? da —|—a/ lu — w|? dx
0 0 0

L L L L
< \bu|/ vl ] dm+b12|/ \nx\lum!dwﬂbml/ \mmdwbm/ ] de
0 0 0 0
L L L L L
+|ﬁ1l/ 10, [ul d:rHBQ\/ 10,|w] dw+p2/ rnPdeQ/ inllg] dm+p1/ of? d
0 0 0 0 0

L L L
+p1/0 oI dm+p2/0 1pll] dx+p1/0 ] de
(3.20)

Observe que

L
a/ lu—w|? dz >0
0

Pela definigao de || - ||y, é simples ver que

L L L L
o /0 bl dz + ps /O Iplle] d + py /0 ol|f] de + po /0 nllgl de < KUl Fllas (3:21)

para algum K > 0. Além disso, consideremos
o VP +
b< N — b
ab < Na* + N VabelR

e (3.16), assim,

L L L L
|/31|/ 10,lul dx+52/ 10,11 dw+rbu\/ rvxuuzmxﬂbu/ s de
0 0 0 0

L L
+ |512|/ |V [|we| da + |b22!/ Nallwe| dz < 4 KyNC||U||u||F || (3.22)
0 0
Ko f ("0 b
+ QN{/O |tz | dx+/0 lwg | dx

onde K1 = maz{[Bi|, Bz, [b11], [bi2], [b22|} > 0 e N € IN.
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Também

L
pl/ ]2 dz < Eal|U|2¢] | F I
0

(3.23)
L
o [ Il do < Kol Ull (3:24)
0
Agora, substituimos (3.21) , (3.22), (3.23), (3.24) em (3.20), para obter
L L
Cq / || dx+/ lwe|? da p < (k + ko 4 k3 + 4 k1 N)||U||»||F) |
0 0
kl L L
ton /0 || dx—i—/o |w|? dx
) : Ky .
Também consideremos N > o assim
1
L L
| o+ [l do < YUl Pl (3:29
0 0
De (3.11) e (3.12), temos:
iUy — Vg = [z
e
Ny — Nz = Gz
multiplicando as equacoes anteriores por iu, e iw, respectivamente, obtemos:
1 1 1 1
L L 2 L 2 L L 3
D O e B O A AT B O AT
0 0 0 0 0
1 1 1 1
L L 2 L 2 L 3 L 3
[l do< ([l do) ([P ae) +( [Tl a) ([ d
0 0 0 0 0
Somando as desigualdades anteriores e aplicando a definigao de || - ||z , temos que existe uma

constante ks > 0 tal que
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L L
|>\|{/ Pk dx+/ |ws|? dfﬁ} < Ks[|U]|||Fl|%
0 0
1 L L L L
4= / |u,3|2 dﬂs+/ wz\2+/ \01\2 d$+/ |77z\2 dz dz
21 Jo 0 0 0

aplicando (3.16) e (3.25) em (3.26), temos:

L L
w{/ g daz+/ oal? dx} < CU Nl Pl
0 0

De (3.15), temos

iAcl — B1v, — Bang — kb = cq

multiplicando a equagao por —if, obtemos

L
N /0 16,2 dz < CI[U 13| Fl5

Finalmente multiplicamos (3.13) e (3.14) por v e n respectivamente, para obter:

L L
iAp1 / ‘U|2 dr + / (a11UzTy + a12W Ty + bll‘vx‘Q + b12m,U,) dx
0 0

L L L
—|—a/ (u—w)vdm—ﬁl/ vadl‘:pl/ hv dz
0 0 0

L L
IAp2 / \77\2 dx + / (@12ug T, + A20wW T, + b2V T, + b22\77:c\2) dx
0 0

L L L
—a/ (u—w)ndw—ﬁg/ 9$nd$=f72/ p1 dx
0 0 0
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Somando as igualdades anteriores e tomando a parte imaginaria temos:

L L L L
)\pl/ [v|? da:—l—)\p2/ In? de = Im ,01/ ho d:c+p2/ pn dx
0 0 0 0

L
+Im{ / (a11U Ty 4 a12(ugT, + WeUs) + G20wWeT,) dx}
0

L
—i—Im{ / (511|Ugg|2 + b12(vy T, + N2UL) + 622\%!2) dx}
0

L L
—i—Im{a/ (u—w)(v—n) dac} —Im{ﬁl/ 0,0 dx + Po /LHIn da:}
0 0 0

Usando (3.16) e (3.25) na equagao anterior, existe C' > 0 tal que
L L
A [l dot [l do < IOl Pl (3.31)
Combinando (3.27),(3.28)e(3.31), temos

I s w0, 0,7, 03, < ClU |1 32

onde C' > 0. Dali,

AU < C[|F |3

ou equivalententemente

[INGAT = A) YLy < C

onde U € D(A),F € H e C é uma constante que nao depende de A, o que conclui a demonstracao.
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