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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a existência, unicidade e o decaimento exponencial de soluções do
seguinte sistema elástico poroso

ρutt = µuxx + βϕx − γut

ρκϕtt = αϕxx − βux − τϕt − ξϕ
(1)

Usamos técnicas de semigrupos e método de energia.

Palavras Chaves: Semigrupos, energia e decaimento exponencial.
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ABSTRACT

In this work we study the existence, uniqueness and the exponential decay of the solutions of
the following porous elastic system

ρutt = µuxx + βϕx − γut

ρκϕtt = αϕxx − βux − τϕt − ξϕ

We use semigroups techniques and energy method.

Keywords : Semigroups, energy and exponential decay.



Sumário

1 Preliminares 8
1.1 Teoria de Semigrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Introdução

Nesta dissertação estudamos o comportamento assintótico de um sistema elástico poroso em
uma dimensão com dissipação. Nessa abordagem as equações de evolução são dadas por

ρutt = sx − γut e ρκϕtt = hx + g , (2)

onde s é a tensão, h é a tensão de equilibrio e g é a força de equilibrio. As variáveis u e ϕ
representam o deslocamento do material elástico sólido e o volume fracional, respectivamente.

As constantes ρ e κ são positivas em relação ao mecanismo f́ısico, e as equações constitutivas
são

s = µux + βϕ, (3)

h = αϕx, (4)

g = −βux − τϕt − ξϕ. (5)

Nesse problema, a densidade da energia interna é uma forma definida positiva e os coeficientes
constitutivos satisfazem as condições

µ > 0 , α > 0 , ξ > 0 e ξµ > β2. (6)

Assumimos que m e f são as funções responsáveis pela dissipação, onde m é a dissipação
viscoelástica e f é a dissipação porosa, sendo definidas por

m = −γut e f = −τϕt, (7)

onde γ e τ são positivos. Inicialmente substituindo as equações (3),(4) e (5) nas equações de
evolução (2) encontramos um sistema formado por duas equações, dadas por

ρutt = µuxx + βϕx − γut

ρκϕtt = αϕxx − βux − τϕt − ξϕ.
(8)

Ressaltamos que em (8), quando γ = 0 resulta num sistema elástico poroso com dissipação
porosa, onde os coeficientes do sistema satisfazem as relações em (6). Esse sistema elástico foi
estudado por Quintanilla [1], com respeito ao decaimento lento de soluções. Em artigos dessa
natureza, os pesquisadores Rivera e Quintanilla [9] estudaram vários sistemas, entre eles um
sistema onde somente a dissipação porosa estava presente. Eles mostraram que esse sistema

6
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tinha decaimento polinomial. Outros matemáticos fizeram várias contribuições para essa teoria
de materiais elásticos porosos, como por exemplo: Pamplona [6] em sua tese de doutorado
estudou vários tipos de sistemas, entre eles um sistema termo-elástico-poroso quando apenas a
viscoelasticidade e efeitos térmicos estavam atuando como mecanismos dissipativos. Nesse caso
ele mostrou a falta de decaimento exponencial e o decaimento polinomial. Os autores Magaña
e Quintanilla [5] estudaram sistemas elásticos porosos, onde dissipação porosa e viscoelástica
estavam presentes. Nesse caso, eles mostraram o decaimento exponencial. No artigo [4] os
autores Casas e Quintanilla mostraram o decaimento exponencial de um sistema termo-elástico-
poroso.

Este trabalho foi dividido em três caṕıtulos. No primeiro deles fizemos uma breve in-
trodução a teoria de semigrupos e espaços de Sobolev. No caṕıtulo 2 mostramos a existência
e unicidade de solução do problema, usando o lema de Lax-Milgran e finalmente no último
caṕıtulo estudamos o decaimento exponencial de soluções usando duas técnicas diferentes.
Primeiramente mostramos o decaimento usando método de energia, via técnicas multiplicati-
vas. Em seguida provamos o mesmo decaimento com técnicas de semigrupos, usando o teorema
de Gearhart e colaboradores.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo faremos uma introdução a Teoria de Semigrupos e Espaços de Sobolev, de
maneira suficiente para o desenvolvimento dos próximos caṕıtulos.

1.1 Teoria de Semigrupos

Definição 1.1.1. Dizemos que a famı́lia de subconjuntos {T (t) : t ≥ 0} de L(X) é um semi-
grupo de operadores lineares em X, quando:
(1) T (0) = I, onde I é o operador identidade.
(2) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s > 0.

Definição 1.1.2. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito uniformemente cont́ınuo, quando tiver-
mos

lim
t→0+
||T (t)− I|| = 0.

Definição 1.1.3. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é dito fortemente cont́ınuo ou Co−semigrupo,
se

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

De modo equivalente, temos

lim
t→0+
||T (t)x− x|| = 0, ∀x ∈ X.

Definição 1.1.4. Sendo o conjunto {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo fortemente cont́ınuo em X.
Seu gerador infinitesimal é o operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
.

8
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Observemos que

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+

dt
T (t)x

∣∣∣
t=0

para x ∈ D(A).

Teorema 1.1.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então existem constantes ω ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que

||T (t)|| ≤Meωt , ∀t ≥ 0.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Corolário 1.1.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então para cada x ∈ X, a função
t 7−→ T (t)x é cont́ınua de R+ em X.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Definição 1.1.5. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0 - semigrupo. Quando ||T (t)|| ≤ M dizemos que
o semigrupo é uniformemente limitado. Quando ||T (t)|| ≤ 1, diremos que o semigrupo é de
contrações.

Definição 1.1.6. Seja A um operador linear em X, limitado ou não. Denotamos por ρ(A)
o conjunto resolvente formado por λ ∈ C tais que λI − A seja invert́ıvel e (λI − A)−1 é um
operador limitado. A famı́lia R(λ : A) = (λI −A)−1 , λ ∈ ρ(A) é chamada de resolvente de A.

Teorema 1.1.2. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0 - semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Então
são válidas as seguintes propriedades:

(a) ∀x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) ∀x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(c) ∀x ∈ D(A), t ≥ 0, T (t)xds ∈ D(A) e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, para t > 0.

(d) ∀x ∈ D(A), t, s ≥ 0 e T (t)x− T (s) =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Corolário 1.1.2. Seja A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}. Então
D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração. Veja Pazy [2].
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Proposição 1.1.1. Seja A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} e
D(An) o domı́nio de An. Então,

⋂∞
n=1D(An) é denso em X.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Proposição 1.1.2. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, fechado de modo que
D(A) = X, ρ(A) ⊃ (0,∞) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

|λ| para todo λ > 0. Então são válidas as seguintes
propriedades.

(1) lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x para todo x ∈ X.

(2) Se Aλ = λ2R(λ : A)− λI então lim
λ→∞

Aλx = Ax para todo x ∈ D(A).

(3) Para cada λ > 0, Aλ é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo
{etAλ : t ≥ 0}. E para λ, µ, t > 0 e x ∈ X, temos∥∥etAλ − etAµ∥∥ ≤ t ‖Aλx− Aµx‖ .

Demonstração. Veja Pazy [2].

Teorema 1.1.3. (Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0-
semigrupo de contrações se e somente se

(1) A é fechado e D(A) = X.

(2) ρ(A) ⊃ (0,∞) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1
λ

para todo λ > 0.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Corolário 1.1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} de con-
trações. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então para x ∈ X, temos

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Corolário 1.1.4. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} de con-
trações. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {λ : Reλ > 0} e para λ > 0 temos

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Definição 1.1.7. Seja X um espaço de Banach real ou complexo e X∗ o seu dual. Assim,
indicamos o valor de x∗ ∈ X∗ em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Para cada x ∈ X, definimos o
conjunto dualidade F (x) ⊆ X∗ por

F (x) =
{
x∗ ∈ X∗ : Re 〈x∗, x〉 = ||x||2 = ||x∗||2

}
.
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Definição 1.1.8. Diremos que um operador A é dissipativo, se para todo x ∈ D(A), existe um
x∗ ∈ F (x) tal que Re 〈x∗, x〉 ≤ 0.

Teorema 1.1.4. Um operador A é dissipativo se, e somente se,

‖(λI − A)x‖ ≥ λ ‖x‖ , ∀x ∈ D(A) e λ > 0.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Teorema 1.1.5. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com domı́nio D(A)
denso em X.

(1) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que a imagem R(λ0I−A) = X, então A é o gerador
infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X.

(2) Se A é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo de contrações em X, então R(λI−A) = X,
para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Lema 1.1.1. Seja S : X → X um operador linear e cont́ınuo com inversa cont́ınua. Seja
B ∈ L(X) tal que

||B|| < 1

||S−1||
então S +B é linear, cont́ınuo e invert́ıvel.

Demonstração. Veja Rivera [8].

Corolário 1.1.5. Seja A um operador com domı́nio D(A) denso em um espaço de Hilbert
H. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações sobre H.

Demonstração. Suponhamos que 0 ∈ ρ(A), então A é invert́ıvel e A−1 é limitado. Notamos que

(λI − A) = A.(λA−1 − I)

Por outro lado, tomando B = λA−1 e S = −I, para |λ| < ||A−1||−1. Logo, usando o lema 1.1.1,
conclúımos que (λA−1 − I) é invert́ıvel. Além disso, o operador λI − A é invert́ıvel, por ser
composição de operadores invert́ıveis. Assim, segue do teorema de Lumer-Phillips que A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações.

Proposição 1.1.3. Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H então A é
fechado.

Demonstração. Veja Pazy [2].

Teorema 1.1.6. (Gearhart) Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações sobre o espaço
de Hilbert H. Então, S(t) é exponencialmente estável se e somente se

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR e lim
|β|→∞

∥∥(iβI − A)−1
∥∥
H
<∞.

Demonstração. Veja Rivera [8].
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1.2 Espaços de Sobolev

Seja Ω um aberto do Rn e considere p ≥ 1, denotamos por Lp(Ω) a classe funções mensuráveis
u, de modo que |u|p seja integrável no sentido de Lebesgue. No espaço Lp(Ω) definimos a norma

||u||pLp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx, onde p ∈ [1,∞[.

Proposição 1.2.1. Lp(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja Brezis [7].

Quando tivermos p = 2, obtemos o espaço L2(Ω), que munido do produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

e norma

|u|2L2(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2dx,

se transforma num espaço de Hilbert. Consideremos os elementos x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn e
α = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Nn e |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn. Denotamos por Dα o operador derivada
de ordem α, onde escrevemos da forma

Dα =
∂|α|

∂x1
α1∂x2

α2 . . .∂xnαn
.

Denotamos Dαu = u, quando α = (0, 0, · · · , 0). Agora, construimos um espaço de todas as
funções u de Lp(Ω), onde Dα ∈ Lp(Ω), sendo que Dαu é a derivada no sentido das distribuições.
Assim, obtemos o espaço de sobolev

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), com |α| ≤ m},

com a norma

||u||pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p dx, onde p ∈ [1,∞[.

Proposição 1.2.2. Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja Brezis [7].

Quando p = 2, obtemos Wm,p(Ω) = Hm(Ω). Assim, nesse novo espaço temos o produto interno

((u, v))Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ,

com a norma

||u||Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx.
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Proposição 1.2.3. Hm(Ω) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Veja Brezis [7].

Em particular temos a norma para o espaço H1(Ω), denotada por

||u||2H1(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2 dx+
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2 dx.

Considerando C∞0 (Ω) como sendo o espaço das funções ϕ infinitamente diferenciáveis em Ω e
que possuem suporte compacto. Portanto, definimos o espaço Wm,p

0 (Ω) como sendo o fecho de
C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω). Desse modo, obtemos

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Quando p = 2, escrevemos Hm
0 (Ω) no lugar de Wm,2

0 (Ω), onde m ≥ 1.

Definição 1.2.1. Sejam V e H espaços de Hilbert. Dizemos que V está imerso em H com
imersão cont́ınua, quando existe uma constante positiva c tal que

|u|H ≤ c||u||V , ∀u ∈ V.

Proposição 1.2.4. Hm(Ω) ↪→ L2(Ω).

Demonstração. Veja Brezis [7].

Definição 1.2.2. Seja um espaço de Hilbert real H, dizemos que b : H ×H → R é uma forma
bilinear limitada, ( cont́ınua ) quando existe uma constante c tal que

|b(x, y)| ≤ c||x||.||y||, onde x, y ∈ H.

Definição 1.2.3. Seja um espaço de Hilbert real H, dizemos que b : H ×H → R é uma forma
bilinear coerciva, quando uma constante k > 0 tal que

b(x, x) ≥ k.||x||2 , onde x ∈ H.

Lema 1.2.1. (Lax-Milgran) Seja uma forma bilinear b, limitada e coerciva num espaço de
Hilbert H. Então, dado qualquer funcional linear cont́ınuo f em H, existe um único v ∈ H de
modo que

b(u, v) = f(u) , onde u ∈ H.

Demonstração. Veja Brezis [7].

Proposição 1.2.5. (Desigualdade de Young) Sejam a e b números reais não negativos e
considere p ∈ (1,∞) com 1

p
+ 1

q
= 1. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Demonstração. Com efeito, sabendo que log é uma função concava. Logo, temos

log

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ 1

p
log (ap) +

1

q
log (bq) = log(ab)

e sendo log crescente. Assim segue imediatamente o resultado.

Observação 1.2.1. Dado ε > 0 e através da desigualdade de Young, obtemos

ab ≤ εap +M(ε)bq.

De fato, seja k > 0 então encontramos

ab = (ka)

(
b

k

)
≤ 1

p
(ka)p +

1

q

(
b

k

)q
=
kp

p
ap +

1

qkq
bq

Logo, fazendo ε = kp

p
e M(ε) = 1

q(εp)
q
p

temos o resultado desejado.

Observação 1.2.2. Dado ε > 0 e usando a desigualdade de Young obtemos a desigualdade

ab ≤ 1

2ε
a2 +

ε

2
b2.

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Holder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1
p

+ 1
q

= 1

e p ∈ (1,+∞). Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ||f ||p.||g||q.

Demonstração. De fato, sejam p ∈ (1,+∞) e ||f ||p.||g||q 6= 0. Assim, usando a desigualdade de
Young, temos

|f(x)||g(x)|
||f ||p||g||q

≤ |f(x)|p

p||f ||pp
+
|g(x)|q

q||g||qq
(1.1)

Logo, fg ∈ L1(Ω) e integrando (1.1) encontramos o resultado desejado.

Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um domı́nio aberto limitado do Rn.
Então, existe uma constante positiva Cp tal que

||u||Lp(Ω) ≤ Cp||∇u||Lp(Ω) onde u ∈ W 1,p
0 (Ω)

onde Cp é chamada de constante de Poincaré.

Demonstração. Veja Brezis [7].



Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade de Solução

Neste caṕıtulo mostramos a existência e unicidade de solução do sistema (2.1). Primeiramente,
provamos que o operador A desse sistema é dissipativo. Por fim, montamos um problema
variacional, e obtemos o principal resultado deste caṕıtulo usando o lema de Lax-Milgran.

2.1 Introdução

Nesta seção estudamos um sistema elástico poroso em uma dimensão com dissipação, formado
por duas equações diferenciais parciais, dadas por

ρutt = µuxx + βϕx − γut

ρκϕtt = αϕxx − βux − τϕt − ξϕ
(2.1)

com condições iniciais

u(x, 0) = u0, ut(x, 0) = u1, ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1 e x ∈ (0, L) (2.2)

onde as condições de fronteiras homogêneas são dadas por

u(x, t) = ϕx(x, t) = 0, x = 0, L. (2.3)

Assumimos também as seguintes condições∫ L

0

ϕ0(x) dx =

∫ L

0

ϕ1(x) dx = 0. (2.4)

Dessa forma, definimos os seguintes espaços

L2
∗(0, L) =

{
ω ∈ L2(0, L) ;

∫ L

0

ω(x) dx = 0

}
e

Hm
∗ (0, L) =

{
ω ∈ Hm(0, L) ;

∫ L

0

ω(x) dx = 0 , m = 1, 2

}
.

15
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Considere o espaço de Hilbert

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2
∗(0, L),

com o produto interno dado por

〈U,U∗〉H =

∫ L

0

(ρvv∗ + µuxu∗x + ρκww∗ + αϕxϕ∗x + ξϕϕ∗ + β(uxϕ∗ + u∗xϕ)) dx,

onde U = (u, v, ϕ, w)T e U∗ = (u∗, v∗, ϕ∗, w∗)T . A norma correspondente é dada por

‖U‖2
H =

∫ L

0

(
ρ|v|2 + µ|ux|2 + ρκ|w|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βRe(uxϕ)

)
dx.

Considere o operador A : D(A) ⊂ H→ H onde

A =


0 I 0 0

ρ−1µD2 −ρ−1γI ρ−1βD 0
0 0 0 I

−(ρκ)−1βD 0 (ρκ)−1(αD2 − ξI) −(ρκ)−1τI

 , D =
d

dx
(2.5)

com domı́nio dado por

D(A) =
(
H2(0, L) ∩H1

0 (0, L)
)
×H1

0 (0, L)×
(
H2
∗ (0, L) ∩H1

∗ (0, L)
)
×H1

∗ (0, L).

Dáı o sistema (2.1) é equivalente ao problema de valor inicial
d

dt
U(t) = AU(t)

U(0) = U0 ,

(2.6)

onde U0 = (u0, u1, ϕ0, ϕ1)T ∈ D(A).

2.2 Existência e Unicidade de Solução

Lema 2.2.1. O operador A definido em (2.5) é dissipativo.

Demonstração. Com efeito, considerando U = (u, v, ϕ, w)T ∈ D(A), obtemos

〈AU,U〉H =

〈
v

ρ−1µuxx + ρ−1βϕx − ρ−1γv
w

−(ρκ)−1βux + (ρκ)−1αϕxx − (ρκ)−1ξϕ− (ρκ)−1τw

 ,


u
v
ϕ
w


〉
H

=

∫ L

0

(µuxx + βϕx − γv)v dx + µ

∫ L

0

vxux dx

+

∫ L

0

(−βux + αϕxx − ξϕ− τw)w dx+ α

∫ L

0

wxϕx dx

+ ξ

∫ L

0

wϕ dx + β

∫ L

0

(vxϕ+ uxw) dx.
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Ou seja

Re 〈AU,U〉H = −γ
∫ L

0

|v|2 dx− τ
∫ L

0

|w|2 dx ≤ 0.

Visto que γ e τ são positivos, então o operador A é dissipativo.

Teorema 2.2.1. O operador A definido no problema de valor inicial (2.6) é o gerador infinites-
imal de um semigrupo C0 de contrações sobre o espaço de Hilbert H.

Demonstração. Sendo D(A) denso em H e A um operador dissipativo, então para provar é
suficiente mostrar que 0 ∈ ρ(A), de acordo com o corolário 1.1.6. Desse modo, consideremos
F = (f1, f2, f3, f4)T ∈ H e devemos achar U = (u, v, ϕ, w)T ∈ D(A) tal que

−AU = F. (2.7)

Da equação acima, encontramos

v = −f1 ∈ H1
0 (0, L), (2.8)

µuxx + βϕx − γv = −ρf2 ∈ L2(0, L), (2.9)

w = −f3 ∈ H1
∗ (0, L), (2.10)

−βux + αϕxx − ξϕ− τw = −ρκf4 ∈ L2
∗(0, L). (2.11)

De (2.8) e (2.10) conclúımos que

v ∈ H1
0 (0, L) e w ∈ H1

∗ (0, L).

Assim, obtemos o seguinte problema eĺıptico

µuxx + βϕx = −γf1 − ρf2 ∈ L2(0, L), (2.12)

−βux + αϕxx − ξϕ = −τf3 − ρκf4 ∈ L2
∗(0, L), (2.13)

com condições de contorno u(0) = u(L) = ϕx(0) = ϕx(L) = 0. Procedemos agora com a
formulação variacional. Portanto, multiplicando (2.12) por ψ e integrando de 0 a L, segue que

µ

∫ L

0

uxxψ dx+ β

∫ L

0

ϕxψ dx = −
∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx. (2.14)

Usando integração por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.14), obtemos

µ

∫ L

0

uxψx dx− β
∫ L

0

ϕxψ dx =

∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx. (2.15)

Por outro lado, multiplicando (2.13) por θ e depois integrando de 0 a L, encontramos

− β
∫ L

0

uxθ dx+ α

∫ L

0

ϕxxθ dx− ξ
∫ L

0

ϕθ dx = −
∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx. (2.16)
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Usando integração por partes na segunda integral do primeiro membro de (2.16), obtemos

β

∫ L

0

uxθ dx+ α

∫ L

0

ϕxθx dx+ ξ

∫ L

0

ϕθ dx =

∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx. (2.17)

Somando (2.15) com (2.17), obtemos o seguinte problema variacional: Determinar (u, ϕ) ∈ W
onde W = H1

0 (0, L)×H1
∗ (0, L) tal que

b((u, ϕ), (ψ, θ)) =

∫ L

0

(F1ψ + F2θ) dx

∀ψ ∈ H1
0 (0, L) , ∀θ ∈ H1

∗ (0, L) , F1 ∈ L2(0, L) e F2 ∈ L2
∗(0, L). Logo, segue que

b((u, ϕ), (ψ, θ)) = α

∫ L

0

ϕxθx dx+ β

∫ L

0

(uxθ − ϕxψ) dx+ ξ

∫ L

0

ϕθ dx+ µ

∫ L

0

uxψx dx.

Assim, b é uma forma bilinear. De fato, sejam V1 = (u, ϕ) , V2 = (g, h) e S = (ψ, θ) em W .
Então, temos

b(V1 + V2, S) = b((u+ g, ϕ+ h), (ψ, θ))

= α

∫ L

0

(ϕ+ h)xθx dx+ β

∫ L

0

((u+ g)xθ − (ϕ+ h)xψ) dx

+ ξ

∫ L

0

(ϕ+ h)θ dx+ µ

∫ L

0

(u+ g)xψx dx

= α

∫ L

0

(ϕxθx + hxθx) dx+ β

∫ L

0

(uxθ + gxθ − ϕxψ − hxψ) dx

+ ξ

∫ L

0

(ϕθ + hθ) dx+ µ

∫ L

0

(uxψx + gxψx) dx

= α

∫ L

0

ϕxθx dx+ β

∫ L

0

(uxθ − ϕxψ) dx+ ξ

∫ L

0

ϕθ dx+ µ

∫ L

0

uxψx dx

+ α

∫ L

0

hxθx dx+ β

∫ L

0

(gxθ − hxψ) dx+ ξ

∫ L

0

hθ dx+ µ

∫ L

0

gxψx dx

= b(V1, S) + b(V2, S).

Por outro lado, seja k uma constante real. Então, temos

b(kV1, S) = b((ku, kϕ), (ψ, θ))

= α

∫ L

0

(kϕ)xθxdx+ β

∫ L

0

((ku)xθ − (kϕ)xψ)dx+ ξ

∫ L

0

(kϕ)θdx+ µ

∫ L

0

(ku)xψxdx

= k

[
α

∫ L

0

ϕxθx dx+ β

∫ L

0

(uxθ − ϕxψ) dx+ ξ

∫ L

0

ϕθ dx+ µ

∫ L

0

uxψx dx

]
= kb(V1, S).
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De modo semelhante obtemos b(V, S1 +S2) = b(V, S1)+b(V, S2) e b(V, kS1) = kb(V, S1). Além
disso, nesse espaço W = H1

0 (0, L)×H1
∗ (0, L) definimos a norma, onde V = (u, ϕ) ∈ W , por

||V ||2W =

∫ L

0

u2
x dx+

∫ L

0

ϕ2
x dx.

Assim, a forma bilinear b é cont́ınua. Com efeito, sejam V = (u, ϕ) e S = (ψ, θ) em W , e
usando as desigualdades de Holder e Poincaré, obtemos

|b(V, S)| =

∣∣∣∣α ∫ L

0

ϕxθx dx+ β

∫ L

0

(uxθ − ϕxψ) dx+ +ξ

∫ L

0

ϕθ dx+ µ

∫ L

0

uxψx dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣α ∫ L

0

ϕxθx dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣β ∫ L

0

(uxθ − ϕxψ) dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ξ ∫ L

0

ϕθ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣µ ∫ L

0

uxψx dx

∣∣∣∣
≤ α

∫ L

0

|ϕxθx| dx+ |β|
∫ L

0

(|uxθ|+ |ϕxψ|) dx+ ξ

∫ L

0

|ϕθ| dx+ µ

∫ L

0

|uxψx| dx

≤ α||ϕx||.||θx||+ |β|.||ux||.||θ||+ |β|.||ϕx||.||ψ||+ ξ||ϕ||.||θ||+ µ.||ux||.||ψx||
≤ C1. (||ϕx||.||θx||+ ||ux||.||θx||+ ||ϕx||.||ψx||+ ||ux||.||ψx||)
= C1. (||ux||+ ||ϕx||) . (||ψx||+ ||θx||)

= C1.

{[∫ L

0

|ux|2dx
] 1

2

+

[∫ L

0

|ϕx|2dx
] 1

2

}
.

{[∫ L

0

|ψx|2dx
] 1

2

+

[∫ L

0

|θx|2dx
] 1

2

}

≤ C1.

{
2.

[∫ L

0

|ux|2dx+

∫ L

0

|ϕx|2dx
] 1

2

}
.

{
2.

[∫ L

0

|ψx|2dx+

∫ L

0

|θx|2dx
] 1

2

}
≤ C.||V ||.||S||,

onde C é uma constante. Finalmente, b é coerciva. De fato, dado V = (u, ϕ) em W , obtemos

b(V, V ) = α

∫ L

0

ϕxϕx dx+ β

∫ L

0

(uxϕ− ϕxu) dx+ ξ

∫ L

0

ϕϕ dx+ µ

∫ L

0

uxux dx

= α

∫ L

0

ϕ2
x dx+ 2β

∫ L

0

ϕux dx+ ξ

∫ L

0

ϕ2 dx+ µ

∫ L

0

u2
x dx

≥ α

∫ L

0

ϕ2
x dx− ξ

∫ L

0

ϕ2 dx− β2

ξ

∫ L

0

u2
x dx+ ξ

∫ L

0

ϕ2 dx+ µ

∫ L

0

u2
x dx

= α

∫ L

0

ϕ2
x dx+

(
µ− β2

ξ

)∫ L

0

u2
x dx.

Por outro lado, fazendo C1 = min
{
α, µ− β2

ξ

}
. Encontramos

b(V, V ) ≥ C1||V ||2.

Nessa demonstração de coercividade, usamos o resultado

2βϕux = 2(
√
ξϕ)

(
β√
ξ
ux

)
≥ −

(
ξϕ2 +

β2

ξ
u2
x

)
.
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Agora, consideremos o seguinte funcional, definido por

m(ψ, θ) =

∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx+

∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx,

onde m é linear. De fato, considerando S = (ψ, θ) e T = (p, q) em W , e λ ∈ R, segue que

m(S + λT ) = m(ψ + λp, θ + λq)

=

∫ L

0

(γf1 + ρf2)(ψ + λp) dx+

∫ L

0

(τf3 + ρf4)(θ + λq) dx

=

∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx+

∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx

+ λ

[∫ L

0

(γf1 + ρf2)p dx+

∫ L

0

(τf3 + ρf4)q dx

]
= m(S) + λm(T ).

O funcional m é cont́ınuo. Com efeito, seja o elemento S = (ψ, θ) em W e usando as desigual-
dades de Holder e Poincaré, obtemos

|m(S)| =

∣∣∣∣∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx+

∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ L

0

(γf1 + ρf2)ψ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ L

0

(τf3 + ρf4)θ dx

∣∣∣∣
≤

∫ L

0

|(γf1 + ρf2)||ψ| dx+

∫ L

0

|(τf3 + ρf4)| |θ| dx

≤ γ||f1||.||ψ||+ ρ||f2||.||ψ||+ τ ||f3||.||θ||+ ρ||f4||.||θ||
≤ C1(γ||f1||+ ρ||f2||)||ψx||+ C2(τ ||f3||+ ρ||f4||)||θx||
≤ C3(||ψx||+ ||θx||)

= C3

{[∫ L

0

|ψx|2 dx
] 1

2

+

[∫ L

0

|θx|2 dx
] 1

2

}

≤ 2.C3

{∫ L

0

|ψx|2 dx+

∫ L

0

|θx|2 dx
} 1

2

≤ C||S||.

Assim, considerando o espaço W = H1
0 (0, L)×H1

∗ (0, L), encontramos a aplicação

b(., .) : W ×W → R.

Além disso, conclúımos que b(., .) é uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva. Logo, usando o
lema de Lax-Milgran, conclúımos que existe uma solução única V para o problema variacional

b(V, S) = m(S) , ∀ S ∈ W.
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Onde V = (u, ϕ) e S = (ψ, θ). Ou seja, a solução única V satisfaz ao sistema formado pelas
equações (2.12) e (2.13). Por outro lado, usando a regularidade eĺıptica, conclúımos que existe
solução única U ∈ D(A) para (2.7). Logo, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de
contrações sobre H.

Logo, como consequência do teorema acima, temos o seguinte resultado

Teorema 2.2.2. Sejam U0 ∈ H então existe uma única solução (u, ϕ) para o sistema (2.1)
satisfazendo

u ∈ C0(0,∞;H1
0 (0, L)) ∩ C1(0,∞;L2(0, L))

e
ϕ ∈ C0(0,∞;H1

∗ (0, L)) ∩ C1(0,∞;L2
∗(0, L)).

Por outro lado, se U0 ∈ D(A) então existe uma única solução (u, ϕ) para o sistema (2.1) na
classe

u ∈ C0(0,∞;H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)) ∩ C1(0,∞;H1

0 (0, L)) ∩ C2(0,∞;L2(0, L))

e
ϕ ∈ C0(0,∞;H2

∗ (0, L) ∩H1
∗ (0, L)) ∩ C1(0,∞;H1

∗ (0, L)) ∩ C2(0,∞;L2
∗(0, L)).



Caṕıtulo 3

Decaimento Exponencial

Neste caṕıtulo mostramos que existe decaimento exponencial para a solução do sistema (2.1) e
para esse objetivo usamos o método de energia e técnicas de semigrupos.

3.1 Método da Energia

Nessa seção usamos o método da energia para mostrar que a solução do sistema decai expo-
nencialmente. Para atingir esse objetivo definimos o funcional de energia associado ao sistema
(2.1) por

E(t, u, ϕ) =
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx. (3.1)

Lema 3.1.1. De acordo com o sistema (2.1) e do funcional de energia acima, obtemos

dE

dt
= −γ

∫ L

0

|ut| dx− τ
∫ L

0

|ϕt|2 dx.

Demonstração. Primeiramente, multiplicamos a primeira equação do sistema (2.1) por ut, em
seguida integramos de 0 a L em relação a x. Dessa forma, obtemos

ρ

∫ L

0

uttutdx− µ
∫ L

0

uxxutdx = β

∫ L

0

ϕxutdx− γ
∫ L

0

|ut|2dx.

Logo, encontramos

ρ

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx+
µ

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx = β

∫ L

0

ϕxutdx− γ
∫ L

0

|ut|2dx. (3.2)

Agora, multiplicamos a segunda equação de (2.1) por ϕt, em seguida integramos de 0 a L em
relação a x. Dessa forma, obtemos

ρκ

∫ L

0

ϕttϕtdx− α
∫ L

0

ϕxxϕtdx+ τ

∫ L

0

ϕtϕtdx = −β
∫ L

0

uxϕtdx− ξ
∫ L

0

ϕϕtdx.

22
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Logo, encontramos

ρκ

2

d

dt

∫ L

0

|ϕt|2dx+
α

2

d

dt

∫ L

0

|ϕx|2dx+
ξ

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ|2dx = −β
∫ L

0

uxϕtdx− τ
∫ L

0

|ϕt|2dx. (3.3)

Por outro lado, somando (3.2) com (3.3), obtemos

d

dt
E(t) = −γ

∫ L

0

|ut|2dx− τ
∫ L

0

|ϕt|2dx.

Agora, definimos o seguinte funcional

R(t) :=

∫ L

0

(
ρutu+

γ

2
|u|2
)
dx.

Lema 3.1.2. Suponha que U0 = (u0, u1, ϕ0, ϕ1)T ∈ D(A). Então vale a igualdade

dR

dt
= ρ

∫ L

0

|ut|2dx− µ
∫ L

0

|ux|2dx−
∫ L

0

βϕuxdx.

Demonstração. Multiplicando a primeira equação do sistema (2.1) por u e depois integrando
de 0 a L em relação a x, obtemos

d

dt

∫ L

0

ρutudx = ρ

∫ L

0

|ut|2dx+ ρ

∫ L

0

uttudx

= ρ

∫ L

0

|ut|2dx+ µ

∫ L

0

uxxudx+ β

∫ L

0

ϕxudx− γ
∫ L

0

utudx

= ρ

∫ L

0

|ut|2dx− µ
∫ L

0

|ux|2dx− β
∫ L

0

ϕuxdx−
γ

2

d

dt

∫ L

0

|u|2dx.

Ou seja,

d

dt

∫ L

0

ρutudx+
γ

2

d

dt

∫ L

0

|u|2dx = ρ

∫ L

0

|ut|2dx− µ
∫ L

0

|ux|2dx−
∫ L

0

βϕuxdx.

Logo, conclúımos imediatamente o resultado do lema.

Um segundo funcional é definido por

S(t) :=

∫ L

0

(
ρκϕtϕ+

τ

2
|ϕ|2

)
dx.

Lema 3.1.3. Suponha que U0 = (u0, u1, ϕ0, ϕ1)T ∈ D(A). Então, teremos a igualdade

dS

dt
= ρκ

∫ L

0

|ϕt|2dx− α
∫ L

0

|ϕx|2dx− ξ
∫ L

0

|ϕ|2dx−
∫ L

0

βϕuxdx.
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Demonstração. Multiplicando a segunda equação do sistema (2.1) por ϕ e em seguinda inte-
grando de 0 a L em relação a x, obtemos

d

dt

∫ L

0

ρκϕtϕ dx = ρκ

∫ L

0

|ϕt|2 dx+ ρκ

∫ L

0

ϕttϕ dx

= ρκ

∫ L

0

|ϕt|2dx+ α

∫ L

0

ϕxxϕdx− β
∫ L

0

uxϕdx

− τ

∫ L

0

ϕtϕdx − ξ

∫ L

0

|ϕ|2dx

= ρκ

∫ L

0

|ϕt|2dx− α
∫ L

0

|ϕx|2dx− β
∫ L

0

uxϕdx

− τ

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ|2dx − ξ

∫ L

0

|ϕ|2dx.

Ou seja,

d

dt

∫ L

0

ρκϕtϕdx+
τ

2

d

dt

∫ L

0

|ϕ|2dx = ρκ

∫ L

0

|ϕt|2dx−α
∫ L

0

|ϕx|2dx− ξ
∫ L

0

|ϕ|2dx−
∫ L

0

βϕuxdx.

Portanto, segue imediatamente o resultado do lema.

Teorema 3.1.1. Suponha que U0 = (u0, u1, ϕ0, ϕ1)T ∈ D(A). Então a solução do sistema (2.1)
decai exponencialmente para zero.

Demonstração. Com efeito, inicialmente definimos o seguinte funcional

L(t) = R(t) +NS(t) +N1E(t). (3.4)

Onde as constantes N e N1 serão determinadas posteriormente. Portanto, devemos mostrar
que existe uma constante γ0 positiva tal que

dL(t)

dt
≤ −γ0E(t). (3.5)

Assim, derivando (3.4) em relação a t, encontramos

dL

dt
=
dR

dt
+N

dS

dt
+N1

dE

dt
.

Logo, usando os lemas (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3), obtemos

dL

dt
= ρ

∫ L

0

|ut|2 dx− µ
∫ L

0

|ux|2 dx−
∫ L

0

βϕux dx

+ N

(
ρκ

∫ L

0

|ϕt|2 dx− α
∫ L

0

|ϕx|2 dx− ξ
∫ L

0

|ϕ|2 dx−
∫ L

0

βϕux dx

)
+ N1

(
−γ
∫ L

0

|ut|2 dx− τ
∫ L

0

|ϕt|2 dx
)
.
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Assim, encontramos

dL

dt
= (ρ−N1γ)

∫ L

0

|ut|2dx− µ
∫ L

0

|ux|2dx+ (Nρκ−N1τ)

∫ L

0

|ϕt|2dx

− Nα

∫ L

0

|ϕx|2dx−Nξ
∫ L

0

|ϕ|2dx+ (−1−N)

∫ L

0

βϕuxdx.

Logo

dL

dt
= −

(
N1γ

ρ
− 1

)∫ L

0

ρ|ut|2dx−
∫ L

0

µ|ux|2dx−
(
N1τ

ρκ
−N

)∫ L

0

ρκ|ϕt|2dx

− N

∫ L

0

α|ϕx|2dx−N
∫ L

0

ξ|ϕ|2dx−
(
N + 1

2

)∫ L

0

2βϕuxdx.

Por outro lado, fazendo N1 > N de modo que

γ0 = min

{
N1γ − ρ

ρ
, 1 ,

N1τ − ρκN
ρκ

, N ,
N + 1

2

}
> 0

obtemos

dL(t)

dt
≤ −γ0E(t).

De (3.4) conclúımos que existem constantes positivas C1 e C2 tais que

C1E(t) ≤ L(t) ≤ C2E(t). (3.6)

Assim, obtemos

d

dt
L(t) ≤ − γ0

C2

L(t).

De onde vem que

L(t) ≤ L(0)e
− γ0
C2
t
.

Novamente usando (3.6) temos

C1E(t) ≤ C2E(0)e
− γ0
C2
t
.

Portanto

E(t) ≤ C2

C1

E(0)e
− γ0
C2
t
.

Dessa forma, o teorema 3.1.1 fica estabelecido.
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3.2 Técnicas de Semigrupos

Nessa seção mostramos que a solução do problema decai exponencialmente, para isso usamos ar-
gumentos de semigrupos devido a Liu e Zheng [3]. Para estabelecer esse resultado necessitamos
de alguns resultados preliminares. Dessa forma, temos

Lema 3.2.1. Seja o operador A definido em (2.5). Então, vale a condição

{iλ;λ ∈ R} ⊆ ρ(A). (3.7)

Demonstração. Mostramos esse lema em 3 etapas.

(1) Desde que 0 ∈ ρ(A). Então para todo λ ∈ R com |λ| < ||A−1||−1 o seguinte operador

(iλI −A) = A(iλA−1 − I)

é invert́ıvel. Além disso, ||(iλI−A)−1|| é uma função cont́ınua para λ ∈ (−||A−1||−1, ||A−1||−1).

(2) Se sup{||(iλI −A)−1||; |λ| < ||A−1||−1} = M <∞ então o operador

(iλI −A) = (iλ0I −A).(I + i(λ− λ0)(iλ0I −A)−1),

com |λ0| < ||A−1||−1 é invert́ıvel para |λ − λ0| < M−1. Por outro lado, o seguinte conjunto
{λ; |λ| < ||A−1||−1 + M−1} está contido em ρ(A). Além disso, ||(iλI − A)−1|| é uma função
cont́ınua para λ ∈ (−||A−1||−1 −M−1, ||A−1||−1 +M−1).

(3) Suponha que (3.7) seja falso. Então existe m ∈ R, com ||A−1||−1 ≤ |m| <∞ tal que

{iλ; |λ| < |m|} ⊂ ρ(A) e sup{||(iλ−A)−1||; |λ| < |m|} =∞.

Resulta que existe uma sequência λn ∈ R com λn → m, |λn| < |m| e uma sequência de vetores
Yn = (un, vn, ϕn, wn)T com norma unitária em D(A) tal que

||(iλnI −A)Yn|| −→ 0. (3.8)

Logo, escrevendo a condição acima termo a termo. Encontramos

iλnun − vn −→ 0 em H1
0 (0, L), (3.9)

iλnvn + ρ−1γvn − ρ−1µD2un − ρ−1βDϕn −→ 0 em L2(0, L), (3.10)

iλnϕn − wn −→ 0 em H1
∗ (0, L), (3.11)

iλnwn + (ρκ)−1τwn + (ρκ)−1βDun − (ρκ)−1(αD2 − ξI)ϕn −→ 0 em L2
∗(0, L). (3.12)
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Por outro lado, fazendo o produto interno de Xn = (iλnI −A)Un com Yn em H. Obtemos

〈Xn, Yn〉 =

〈
iλnun − vn

iλnvn + ρ−1γvn − ρ−1µD2un − ρ−1βDϕn
iλnϕn − wn

iλnwn + (ρκ)−1τwn + (ρκ)−1βDun − (ρκ)−1(αD2 − ξI)ϕn

 ,


un
vn
ϕn
wn


〉

=

∫ L

0

ρ(iλnvn + ρ−1γvn − ρ−1µD2un − ρ−1βDϕn)vn dx

+

∫ L

0

µ(iλnunx − vnx)unx dx+

∫ L

0

α(iλnϕnx − wnx)ϕnx dx

+

∫ L

0

ρκ(iλnwn + (ρκ)−1τwn + (ρκ)−1βDun − (ρκ)−1(αD2 − ξI)ϕn)wn dx

+

∫ L

0

ξ(iλnϕn − wn)ϕn dx+

∫ L

0

β[(iλnunx − vnx)ϕn + unx(iλnϕn − wn)] dx.

Tomando a parte real, temos

Re(〈Xn, Yn〉) = γ

∫ L

0

vnvn dx+ τ

∫ L

0

wnwn dx.

Portanto

γ||vn||2 + τ ||wn||2 −→ 0 em L2(0, L).

Logo, conclúımos que vn −→ 0 e wn −→ 0. Usando (3.9) e (3.11) encontramos un −→ 0 e
ϕn −→ 0. Por outro lado, simplificando (3.10) e (3.12) obtemos

− ρ−1µD2un − ρ−1βDϕn −→ 0 em L2(0, L), (3.13)

e

(ρκ)−1βDun − (ρκ)−1αD2ϕn −→ 0 em L2(0, L). (3.14)

Integrando (3.13) em relação à x. Encontramos

µDun + βϕn −→ 0 em L2(0, L).

Logo, ||Dun|| −→ 0. Prosseguindo, podemos integrar (3.14) em relação à x. Assim, temos

βun − αDϕn −→ 0 em L2(0, L).

Portanto, obtemos ||Dϕn|| −→ 0. Assim, conclúımos que Yn não pode ter norma unitária, o
que é uma contradição. Com isso terminamos a prova do lema.
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Lema 3.2.2. Seja o operador A definido em (2.5). Então, vale a condição

lim
|λ|→∞

∥∥(iλI −A)−1
∥∥ <∞. (3.15)

Demonstração. Suponha que (3.15) seja falso. Então, existe uma sequência de números reais
λn tal que |λn| −→ ∞ e uma sequência de vetores Yn = (un, vn, ϕn, wn)T no domı́nio de A com
norma unitária em H, de modo que

||(iλnI −A)Yn|| −→ 0. (3.16)

Escrevendo (3.16) termo a termo e depois tomando a parte real de < Xn, Yn >, onde Xn =
(iλnI − A)Un. Conclúımos que vn −→ 0 e wn −→ 0. Por outro lado, tomando o produto
interno de (3.10) com un. Temos

iλn < vn, un > +ρ−1γ < vn, un > −ρ−1µ < D2un, un > −ρ−1β < Dϕn, un >−→ 0. (3.17)

Integrando por partes (3.17) e usando (3.9) obtemos

−||vn||2 + ρ−1µ||Dun||2 −→ 0 em L2(0, L).

Logo, conclúımos que ||Dun|| −→ 0. Por outro lado, tomando o produto interno de (3.12) com
ϕn. Encontramos

iλn < wn, ϕn > + (ρκ)−1τ < wn, ϕn > + (ρκ)−1β < Dun, ϕn >

− (ρκ)−1α < D2ϕn, ϕn > + (ρκ)−1ξ < ϕn, ϕn > −→ 0. (3.18)

Integrando por partes (3.18) e usando (3.11) obtemos

−||wn||2 + (ρκ)−1α||Dϕn||2 + (ρκ)−1ξ||ϕn||2 −→ 0 em L2(0, L).

Dessa forma, conclúımos que ||Dϕn|| −→ 0. Portanto, o vetor Yn não tem norma unitária, mas
isso é uma contradição. Assim, conclúımos a demonstração do lema.

Teorema 3.2.1. Seja (u, ϕ) a solução do sistema (2.1) com condições iniciais (2.2) e condições
de fronteira (2.3). Então a solução (u, ϕ) decai exponencialmente.

Demonstração. Esse resultado segue do teorema 1.1.6 e dos lemas 3.2.1 e 3.2.2.



Apêndice

Equivalência Entre L(t) e E(t)

3.3 Introdução

Nesse apêndice mostramos a equivalência entre L(t) e E(t). Inicialmente sabemos que

L(t) = R(t) +N.S(t) +N1.E(t)

onde

R(t) :=

∫ L

0

(
ρutu+

γ

2
|u|2
)
dx e S(t) :=

∫ L

0

(
ρκϕtϕ+

τ

2
|ϕ|2

)
dx,

com a energia dada por

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx.

Assim, usando as informações acima e a desigualdade de Young, temos

L(t) = R(t) +N.S(t) +N1.E(t)

=

∫ L

0

(
ρutu+

γ

2
|u|2
)
dx + N.

[∫ L

0

(
ρκϕtϕ+

τ

2
|ϕ|2

)
dx

]
+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]
≤ ρ

2

∫ L

0

|ut|2 dx+
ρ

2

∫ L

0

|u|2 dx+
γ

2

∫ L

0

|u|2 dx

+
Nρκ

2

∫ L

0

|ϕt|2 dx+
Nρκ

2

∫ L

0

|ϕ|2 dx+
τ

2

∫ L

0

|ϕ|2 dx

+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]

29
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Agora, usando a desigualdade de Poincaré, temos

L(t) ≤ ρ

2

∫ L

0

|ut|2 dx +

(
Cp1.ρ+ Cp1.γ

2

)∫ L

0

|ux|2 dx

+
Nρκ

2

∫ L

0

|ϕt|2 dx +

(
Nρκ+ τ

2

)∫ L

0

|ϕ|2 dx

+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]
= (N1 + 1)

∫ L

0

ρ

2
|ut|2 dx +

(
Cp1.ρ+ Cp1.γ

µ
+N1

)∫ L

0

µ

2
|ux|2 dx

+ (N +N1)

∫ L

0

ρκ

2
|ϕt|2 dx + N1

∫ L

0

α

2
|ϕx|2 dx

+

(
Nρκ+ τ

ξ
+N1

)∫ L

0

ξ

2
|ϕ|2 dx + N1

∫ L

0

βϕux dx

Além disso, fazendo

C2 = max

{
N1 + 1 ,

Cp1.ρ+ Cp1.γ

µ
+N1 , N +N1 , N1 ,

Nρκ+ τ

ξ
+N1

}
> 0,

obtemos

L(t) ≤ C2E(t). (3.19)

Agora, sejam

ρutu = 2.(ρut).
(u

2

)
≥ −

(
ρ2u2

t +
u2

4

)
e ρκϕtϕ = 2.(ρκϕt).

(ϕ
2

)
≥ −

(
(ρκ)2ϕ2

t +
ϕ2

4

)
.

Por outro lado, usando as desigualdades acima, temos

L(t) = R(t) +N.S(t) +N1.E(t)

=

∫ L

0

ρutu dx+

∫ L

0

γ

2
|u|2 dx + N.

[∫ L

0

ρκϕtϕ dx+

∫ L

0

τ

2
|ϕ|2 dx

]
+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]
≥ −ρ2

∫ L

0

|ut|2 dx−
1

4

∫ L

0

|u|2 dx+
γ

2

∫ L

0

|u|2 dx

+ N.

[
−(ρκ)2

∫ L

0

|ϕt|2 dx−
1

4

∫ L

0

|ϕ|2 dx+
τ

2

∫ L

0

|ϕ|2 dx
]

+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]
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Portanto, através da desigualdade de Poincaré, obtemos

L(t) ≥ −ρ2

∫ L

0

|ut|2 dx−
Cp2
4

∫ L

0

|ux|2 dx+
γ

2

∫ L

0

|u|2 dx

+ N.

[
−(ρκ)2

∫ L

0

|ϕt|2 dx−
Cp3
4

∫ L

0

|ϕx|2 dx+
τ

2

∫ L

0

|ϕ|2 dx
]

+ N1.

[
1

2

∫ L

0

(
ρ|ut|2 + µ|ux|2 + ρκ|ϕt|2 + α|ϕx|2 + ξ|ϕ|2 + 2βϕux

)
dx

]
= (N1 − 2ρ).

∫ L

0

ρ

2
|ut|2 dx+

(
N1 −

Cp2
2µ

)
.

∫ L

0

µ

2
|ux|2 dx

+ (N1 − 2Nρκ).

∫ L

0

ρκ

2
|ϕt|2 dx+

(
N1 −

NCp3
2α

)
.

∫ L

0

α

2
|ϕx|2 dx

+

(
N1 +

nτ

ξ

)
.

∫ L

0

ξ

2
|ϕ|2 dx+N1

∫ L

0

βϕux dx+
γ

2

∫ L

0

|u|2 dx

Logo, temos

L(t) ≥ (N1 − 2ρ).

∫ L

0

ρ

2
|ut|2 dx+

(
N1 −

Cp2
2µ

)
.

∫ L

0

µ

2
|ux|2 dx

+ (N1 − 2Nρκ).

∫ L

0

ρκ

2
|ϕt|2 dx+

(
N1 −

NCp3
2α

)
.

∫ L

0

α

2
|ϕx|2 dx

+

(
N1 +

Nτ

ξ

)
.

∫ L

0

ξ

2
|ϕ|2 dx+N1

∫ L

0

βϕux dx

Além disso, sabemos que N1 e N são suficientemente grandes, obedecendo a condição N1 > N .
Assim, escolhendo

C1 = min

{
N1 − 2ρ , N1 −

Cp2
2µ

, N1 − 2Nρκ , N1 −
NCp3

2α
, N1 +

Nτ

ξ
, N1

}
> 0,

obtemos

L(t) ≥ C1E(t). (3.20)

Observando que Cp1, Cp2 e Cp3 são constantes de Poincaré. Logo, de (3.19) e (3.20) conclúımos
o resultado desejado.
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[9] Rivera, Jaime E. Muñoz e Quintanilla, Ramon. On the time polynomial decay in
elastic solids with voids. J. Math. Anal. Appl. 338 (2008).

32


