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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a existéncia, unicidade e o decaimento exponencial de solugoes do
seguinte sistema eldstico poroso

PUy = Mgy + Bor — Y
(1)
PEG = Pz — PBuy, — T — &p

Usamos técnicas de semigrupos e método de energia.

Palavras Chaves: Semigrupos, energia e decaimento exponencial.



ABSTRACT

In this work we study the existence, uniqueness and the exponential decay of the solutions of
the following porous elastic system

PUy = [y + B — Yw

PEG = Pz — Puy, — T@r — Ep

We use semigroups techniques and energy method.

Keywords : Semigroups, energy and exponential decay.
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Introducao

Nesta dissertacao estudamos o comportamento assintotico de um sistema eldstico poroso em
uma dimensao com dissipagao. Nessa abordagem as equacoes de evolugao sao dadas por

Py = Sz —Yur € prpy =hy+g , (2)

onde s é a tensao, h é a tensao de equilibrio e g é a forca de equilibrio. As variaveis u e
representam o deslocamento do material elastico solido e o volume fracional, respectivamente.
As constantes p e k s@o positivas em relagdo ao mecanismo fisico, e as equagoes constitutivas

sao
s = pug+ B, (3)
h = «ap,, (4)
= —fu, — T — & (5)

Nesse problema, a densidade da energia interna é uma forma definida positiva e os coeficientes
constitutivos satisfazem as condicoes

w>0 , a>0 , £>0 e &u>p2 (6)

Assumimos que m e f sdao as fungoes responsaveis pela dissipacao, onde m é a dissipacao
viscoelastica e f é a dissipacao porosa, sendo definidas por

m=—yu; e [f=—Tg, (7)

onde 7 e T sao positivos. Inicialmente substituindo as equagoes (3),(4) e (5) nas equagoes de
evolugao (2) encontramos um sistema formado por duas equagoes, dadas por

PUy = [z + Bz — yur
(8)

PEG = gy — Puy — TP — Ep.

Ressaltamos que em (8), quando v = 0 resulta num sistema elastico poroso com dissipagao
porosa, onde os coeficientes do sistema satisfazem as relagoes em (6). Esse sistema eldstico foi
estudado por Quintanilla [1], com respeito ao decaimento lento de solugoes. Em artigos dessa
natureza, os pesquisadores Rivera e Quintanilla [9] estudaram vdrios sistemas, entre eles um
sistema onde somente a dissipagao porosa estava presente. Eles mostraram que esse sistema
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SUMARIO 7

tinha decaimento polinomial. Outros matematicos fizeram varias contribuicoes para essa teoria
de materiais eldsticos porosos, como por exemplo: Pamplona [6] em sua tese de doutorado
estudou varios tipos de sistemas, entre eles um sistema termo-elastico-poroso quando apenas a
viscoelasticidade e efeitos térmicos estavam atuando como mecanismos dissipativos. Nesse caso
ele mostrou a falta de decaimento exponencial e o decaimento polinomial. Os autores Magana
e Quintanilla [5] estudaram sistemas elasticos porosos, onde dissipagdo porosa e viscoeldstica
estavam presentes. Nesse caso, eles mostraram o decaimento exponencial. No artigo [4] os
autores Casas e Quintanilla mostraram o decaimento exponencial de um sistema termo-eléstico-
POroso.

Este trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro deles fizemos uma breve in-
trodugao a teoria de semigrupos e espacos de Sobolev. No capitulo 2 mostramos a existéncia
e unicidade de solucao do problema, usando o lema de Lax-Milgran e finalmente no tultimo
capitulo estudamos o decaimento exponencial de solugoes usando duas técnicas diferentes.
Primeiramente mostramos o decaimento usando método de energia, via técnicas multiplicati-
vas. Em seguida provamos o mesmo decaimento com técnicas de semigrupos, usando o teorema
de Gearhart e colaboradores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma introducao a Teoria de Semigrupos e Espacos de Sobolev, de
maneira suficiente para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

1.1 Teoria de Semigrupos

Definicao 1.1.1. Dizemos que a familia de subconjuntos {T'(¢) : t > 0} de L(X) é um semi-
grupo de operadores lineares em X, quando:

(1) T(0) = 1, onde I é o operador identidade.

(2) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definicao 1.1.2. Um semigrupo {7(¢) : t > 0} é dito uniformemente continuo, quando tiver-

mos
lim [|T(t) — I|| = 0.
t—0t

Definigao 1.1.3. Um semigrupo {7'(t) : t > 0} é dito fortemente continuo ou C,—semigrupo,
se

lim T'(t)x =z, Vre X.

t—0t+

De modo equivalente, temos

lim ||T(t)x — z|| =0, Vze X.

t—0+
Defini¢ao 1.1.4. Sendo o conjunto {7'(¢) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em X.
Seu gerador infinitesimal é o operador A : D(A) C X — X definido por
T(t)r —
Ax = lim M,
t—0+ t

onde

t—0t

T(t)x —
D(A) = {:c € X : lim W existe} :

8



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Observemos que

para x € D(A).

Teorema 1.1.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entdo existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que

IT@)|| < Me*", vt >0.
Demonstragao. Veja Pazy [2]. O

Corolario 1.1.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entao para cada x € X, a fun¢ao
t — T(t)x é continua de RT em X.

Demonstragao. Veja Pazy [2]. ]

Definicao 1.1.5. Seja {T'(t) : t > 0} um Cj - semigrupo. Quando ||T'(¢)|| < M dizemos que
o semigrupo ¢é uniformemente limitado. Quando ||T'(¢)|| < 1, diremos que o semigrupo é de
contragoes.

Definigao 1.1.6. Seja A um operador linear em X, limitado ou nao. Denotamos por p(A)
o conjunto resolvente formado por A € C tais que Al — A seja invertivel e (A\] — A)™! é um
operador limitado. A familia R(A: A) = (Al — A)™' , X € p(A) é chamada de resolvente de A.

Teorema 1.1.2. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy - semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. Entao
sao vdlidas as sequintes propriedades:

1 t+h
(a) Ve e X, lim —/ T(s)xds =T(t)x.
h—0 h t

(b) Vz € X, /tT(s)a:ds €ED(A) e A (/tT(s):Bds) =T{)xr — z.
(c) Yxe D(A), t>0, T(t)zdse D(A) e %T(t)x = AT (t)x =T(t)Az, para t > 0.

(d) Yz € D(A), t,s>0 e T(t)x—T(s) = /tT(T)AxdT = /t AT (1)xdr.

S

Demonstragao. Veja Pazy [2]. ]

Corolario 1.1.2. Seja A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0}. Entao
D(A) ¢é denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragao. Veja Pazy [2]. O



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10
Proposicao 1.1.1. Seja A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} e
D(A™) o dominio de A™. Entao, (\,—, D(A™) € denso em X.

Demonstragao. Veja Pazy [2]. O

Proposicao 1.1.2. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear, fechado de modo que
D(A) = X, p(A) D (0,00) e [R(X: A)|| < 1

B Para todo A > 0. Entao sao vdlidas as sequintes
propriedades.

(1) )\lim AR(A : A)x = x para todo © € X.
—00
(2) Se Ay =X N2R(X\: A) — X entao Alim Az = Az para todo x € D(A).
— 00

(3) Para cada \ > 0, Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo
{e™ 1t >0}. Epara A\, ju,t >0 ex € X, temos

tAN €tA”

IE <t||Axz — Az

Demonstracao. Veja Pazy [2]. ]

Teorema 1.1.3. (Hille-Yosida) Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um Cy-
semigrupo de contragoes se e somente se

(1) A € fechado e D(A) = X.
(2) p(A) D (0,00) e ||R(A: A)|| < para todo A > 0.
Demonstragao. Veja Pazy [2]. O

Corolario 1.1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0} de con-
tracoes. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entdo para x € X, temos

T(t)r = lim e .
A—00

Demonstracao. Veja Pazy [2]. O]

Corolério 1.1.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} de con-
tragoes. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {\ : ReX > 0} e para X\ > 0 temos

1
: < —.
1RO A <€ =

Demonstragao. Veja Pazy [2]. O

Definicao 1.1.7. Seja X um espaco de Banach real ou complexo e X* o seu dual. Assim,
indicamos o valor de z* € X* em x € X por (z*,z) ou (z,z*). Para cada x € X, definimos o
conjunto dualidade F(x) C X* por

F(z) = {z" € X" : Re (2", z) = ||z]|* = ||2"[]} .
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Defini¢ao 1.1.8. Diremos que um operador A é dissipativo, se para todo x € D(A), existe um
xz* € F(x) tal que Re (z*,z) < 0.

Teorema 1.1.4. Um operador A € dissipativo se, e somente se,
(AL = A)z|| = Alz]| , Vz e D(A) e A>0.
Demonstracao. Veja Pazy [2]. O

Teorema 1.1.5. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em X, com dominio D(A)
denso em X.

(1) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que a imagem R(M\l — A) = X, entdao A é o gerador
infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes em X.

(2) Se A é o gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de contragoes em X, entio R(AN[—A) = X,
para todo A > 0 e A ¢é dissipativo.

Demonstracao. Veja Pazy [2]. ]

Lema 1.1.1. Seja S : X — X um operador linear e continuo com inversa continua. Seja
B € L(X) tal que
1
1Bl < o=
15|

entao S + B € linear, continuo e invertivel.
Demonstra¢ao. Veja Rivera [8]. O

Corolario 1.1.5. Seja A um operador com dominio D(A) denso em um espago de Hilbert
H. Se A ¢ dissipativo e 0 € p(A), entao A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contracoes sobre H.

Demonstragdo. Suponhamos que 0 € p(A), entao A é invertivel e A~! é limitado. Notamos que
(A —A)=AMNA = 1)

Por outro lado, tomando B = AA"! e S = —I, para |A| < ||[A7!||~!. Logo, usando o lema 1.1.1,
concluimos que (AA™! — I) é invertivel. Além disso, o operador \I — A é invertivel, por ser
composicao de operadores invertiveis. Assim, segue do teorema de Lumer-Phillips que A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes. O

Proposicao 1.1.3. Seja A um operador linear dissipativo em H. Se D(A) = H entio A é
fechado.

Demonstragao. Veja Pazy [2]. O

Teorema 1.1.6. (Gearhart) Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragoes sobre o espago
de Hilbert H. Entdo, S(t) é exponencialmente estdvel se e somente se

p(A) D {if:BER}=iR e WH@”(W - A7, < oo

Demonstragao. Veja Rivera [8]. O
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1.2 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R™ e considere p > 1, denotamos por LP(2) a classe fung¢oes mensuraveis
u, de modo que |u? seja integravel no sentido de Lebesgue. No espaco LP(€2) definimos a norma

\|u|ygp(m:/gyu(x)|p dz, onde p e [1, 00

Proposigao 1.2.1. LP(QQ) € um espago de Banach.
Demonstragao. Veja Brezis [7]. O

Quando tivermos p = 2, obtemos o espago L*(£2), que munido do produto interno

(u,v) 12(0) :/Qu(:v)v(:v)dx,

e norma
2 _ 2
o) = [ Ju(o)da,
Q
se transforma num espago de Hilbert. Consideremos os elementos =z = (z1,z9, - ,x,) € R" e
a=(ag,a9, -+ ,a,) EN"e |la] =a3 + az + -+ - + a,,. Denotamos por D o operador derivada

de ordem «, onde escrevemos da forma

olal
D* = :
81'10“61'20‘2. . .8wnan
Denotamos D“u = u, quando a = (0,0,---,0). Agora, construimos um espago de todas as

fungdes u de LP(€2), onde D* € LP(€2), sendo que D®u é a derivada no sentido das distribuigoes.
Assim, obtemos o espaco de sobolev

W™P(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), com |a| < m},
com a norma
!!u\\ivm,p(m = Z /Q\Do‘ulp dx, onde p € [1,00][.
laj<m
Proposigao 1.2.2. W™P(Q) é um espago de Banach.
Demonstracao. Veja Brezis [7]. O

Quando p = 2, obtemos W™P(Q)) = H™(£2). Assim, nesse novo espago temos o produto interno

la|<m

coml a norma

[Fr— /Q|D0¢u(:1:)|2 dz.

laj<m
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Proposicao 1.2.3. H™(Q2) € um espaco de Hilbert.
Demonstracao. Veja Brezis [7]. O

Em particular temos a norma para o espago H'(2), denotada por

]2 = / (@) do+ /
Q — Ja

Considerando C§°(€2) como sendo o espago das fungoes ¢ infinitamente diferencidveis em (2 e
que possuem suporte compacto. Portanto, definimos o espago W;""(Q) como sendo o fecho de
CR(92) em W™P(Q)). Desse modo, obtemos

ou(z)|?

8[EZ‘

dx.

araV @ _pm
Oo (Q) = Vo p(Q)-

Quando p = 2, escrevemos H{*(€) no lugar de W7*(Q), onde m > 1.

Definicao 1.2.1. Sejam V' e H espacos de Hilbert. Dizemos que V estd imerso em H com
imersao continua, quando existe uma constante positiva c tal que

lulg < cllully, YueV.
Proposigao 1.2.4. H™(Q) — L?(Q).
Demonstracao. Veja Brezis [7]. O

Definicao 1.2.2. Seja um espaco de Hilbert real H, dizemos que b : H x H — R é uma forma
bilinear limitada, ( continua ) quando existe uma constante ¢ tal que

b(z,y)| < cllz][|lyll, onde x,y e H.

Definicao 1.2.3. Seja um espaco de Hilbert real H, dizemos que b : H x H — R é uma forma
bilinear coerciva, quando uma constante k£ > 0 tal que

b(x,z) > k]lz||*, onde x € H.

Lema 1.2.1. (Lax-Milgran) Seja uma forma bilinear b, limitada e coerciva num espago de
Hilbert H. Entao, dado qualquer funcional linear continuo f em H, existe um unico v € H de
modo que

b(u,v) = f(u) , onde ue H.
Demonstragao. Veja Brezis [7]. O

Proposicao 1.2.5. (Desigualdade de Young) Sejam a e b nimeros reais nio negativos e
considere p € (1,00) com i + é = 1. Entao

al b
ab < — + —.
p q
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Demonstracao. Com efeito, sabendo que log é uma funcao concava. Logo, temos
pobl 1 1
log (a_ + —) > —log (a?) + —log (b?) = log(ab)
p q p q

e sendo log crescente. Assim segue imediatamente o resultado.

Observagao 1.2.1. Dado € > 0 e através da desigualdade de Young, obtemos
ab < ea? + M (e)be.
De fato, seja k > 0 entao encontramos

b 1 1 /b\? kP 1
ab = (ka) (E) < —(ka)? + - (E) = P+ —p

P q P gk

1
q
q(ep)?

Logo, fazendo € = % e M(e) = temos o resultado desejado.

Observagao 1.2.2. Dado € > 0 e usando a desigualdade de Young obtemos a desigualdade

1 €
bh< —a®+ —b°.
a _2€a +2

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q) com % —l—%

ep€ (1,+00). Entao fg € L'(Q) e

/Q F@)g(@)] dz < |1f1l,-llgll,-

14

=1

Demonstragao. De fato, sejam p € (1,+00) e || f]|,-]|g]l; # 0. Assim, usando a desigualdade de

Young, temos

[f@llg(@)] _ [f@)P
1£1lpllglle — Dl fIlp

Logo, fg € L'(2) e integrando (1.1) encontramos o resultado desejado.

g ()|
qllgllg

+

(1.1)

]

Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um dominio aberto limitado do R".

Entao, existe uma constante positiva C, tal que
lullzo() < CollVullzag) onde u e Wy™(Q)
onde C,, € chamada de constante de Poincaré.

Demonstragao. Veja Brezis [7].



Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo mostramos a existéncia e unicidade de solugao do sistema (2.1). Primeiramente,
provamos que o operador A desse sistema ¢é dissipativo. Por fim, montamos um problema
variacional, e obtemos o principal resultado deste capitulo usando o lema de Lax-Milgran.

2.1 Introducao

Nesta secao estudamos um sistema eldstico poroso em uma dimensao com dissipacao, formado
por duas equacoes diferenciais parciais, dadas por

Pl = Mgy + Bor — yuy
(2.1)
PEP = Pz — Puy — T — Ep
com condigoes iniciais
u(%o):Uo, ut(xao):ula (10(*1'70):9007 ¢t<x70):901 € xE(O,L) (22)

onde as condicoes de fronteiras homogéneas sao dadas por
u(z,t) = pu(x,t) =0, x=0,L. (2.3)

Assumimos também as seguintes condicoes

/OL wo(x) dx = /OL ¢1(x) de = 0. (2.4)

Dessa forma, definimos os seguintes espagos

L%0,L) = {w c L*(0,L) ; /OLw(x) dz = 0}

H™(0,L) = {weHm(O,L); /OLw(:c) dz =0 m:1,2}.

15
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Considere o espaco de Hilbert
H = Hy(0,L) x L*(0, L) x H;(0, L) x L%(0, L),
com o produto interno dado por
L
(0.0 = [ 0T 4 T+ pra® + 75 + €657 + B, + Tp)) do
0
onde U = (u,v,p,w)T e U* = (u*,v*, ¢*,w*)T. A norma correspondente é dada por
L
U1 = [ (elof + mlual + prful + aliuf? + €l + 25 Re(u.) do-
0

Considere o operador A : D(A) C H — H onde

0 I 0 0
—1 2 -1 —1
_ p= D= —pTiyl p~ BD 0 _d
A= 0 0 0 7 : D = T (2.5)

—(pr)'BD 0 (pr)"H(aD?* =) —(pr)~'7I
com dominio dado por
D(A) = (H*(0,L) N Hy(0, L)) x Hy(0,L) x (HZ(0,L)NH!(0,L)) x H(0, L).

Dai o sistema (2.1) é equivalente ao problema de valor inicial

d
¢ (2.6)
uo = U,
onde Uy = (ug, u1, o, ¢1)" € D(A).
2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao
Lema 2.2.1. O operador A definido em (2.5) € dissipativo.
Demonstragdo. Com efeito, considerando U = (u,v, p, w)’ € D(A), obtemos
v u
—1 -1 _ -1
AU,T), = < P HUgy + p~ By — pT v Y >
w ¥
—(pr) ™ Bz + (pr) " apun — (pr) " — (pr)~lTw w /)y

L L
= / (Mtgz + Bz — y0)U dv + u/ VU d
0 0
L

L
+ / (—Buz + appy — Ep — Tw)W dx + a/ WPy dx
0

" L L
+ f/ wp dr + 6/ (V.9 + Tpw) dx.
0 0
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Ou seja

L L
Re (AU, U), = —7/ |v|? dZE—T/ lw|* dz < 0.
0 0

Visto que v e 7 sao positivos, entao o operador A é dissipativo.
m

Teorema 2.2.1. O operador A definido no problema de valor inicial (2.6) € o gerador infinites-
imal de um semigrupo Cy de contragoes sobre o espago de Hilbert H.

Demonstrag¢ao. Sendo D(A) denso em H e A um operador dissipativo, entdo para provar é
suficiente mostrar que 0 € p(A), de acordo com o corolario 1.1.6. Desse modo, consideremos
F = (f1, fo, f3, f1)T € H e devemos achar U = (u,v, p,w)T € D(A) tal que

— AU = F. (2.7)
Da equagao acima, encontramos
Vo= _fl S H(%(()?L)? (28)
Was + Bow —yv = —pfa € L*(0,L), (2.9)
w = —f3 € HN0,L), (2.10)
—BuUy + @y — Ep—TwW = —prfy € L2(0,L). (2.11)

De (2.8) e (2.10) concluimos que
ve Hi(0,L) e we HX0,L).
Assim, obtemos o seguinte problema eliptico

ﬂ’um&‘{'ﬁ(px = _’Yfl_pr € L2(0>L)> (212)
—PUy + e —Ep = —Tf3—prfs € Li(O7L), (2.13)

com condigoes de contorno u(0) = u(L) = ¢,(0) = ¢,(L) = 0. Procedemos agora com a
formulagao variacional. Portanto, multiplicando (2.12) por ¢ e integrando de 0 a L, segue que

L L L
i [ et [ do == [Can+ o0 do (2.14)

Usando integracao por partes na primeira integral do primeiro membro de (2.14), obtemos

L L L
v / Uty dz — B / puth d = / (v + ol da. (2.15)

Por outro lado, multiplicando (2.13) por 6 e depois integrando de 0 a L, encontramos

L L L L
- /B/ uz0 dx + a/ Ol dx — 5/ oh dr = —/ (Tfs+ pfs)0 dx. (2.16)
0 0 0 0
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Usando integragao por partes na segunda integral do primeiro membro de (2.16), obtemos

L L L L
,6/ w0 dr + Oé/ 00, dx +€/ wl dxr = / (Tfs+ pf1)0 dx. (2.17)
0 0 0 0

Somando (2.15) com (2.17), obtemos o seguinte problema variacional: Determinar (u,¢) € W
onde W = H}(0, L) x H}(0, L) tal que

b((s, 0), (10, 60)) = / (Fr + Fy) da

Vi € H}(0,L) , Vo€ HX(0,L) , F, € L*(0,L) e F, e L?(0,L). Logo, segue que

L

L L L
b((u, 0), (10,0)) = a /O 20, dr+ B /0 (12 — o) dar + € /O b do + p /0 wethy do.

Assim, b é uma forma bilinear. De fato, sejam Vi = (u,p) , Vo = (g,h) ¢ S = (¢,0) em W.
Entao, temos

b(Vi+V2,8) = b((u+g,9+h),(¢,0))
L L
— o [t hathdot 5 [ (ot 9~ (o 4 h)ov) do
L L
+ f/ (90+h)0d:1:+u/ (u+ g)st, dz
OL ’ L
= a/ (p20: + hi0,) dx—l—ﬂ/ (Ul + G20 — w0 — hyt)) dx
0 0
L L
+ 5/0 (0l + ho) dx+u/0 (Uzp®y + g2t)y) dx
L L L L
= L0, d 20 — o) d 0 d +Wa d
a/ogp a:—l—ﬁ/o(u ©z) x~|—§/090 x+u/0uw T

L L L L
oo hbdows [ 00-hv)dove [0 doan [ g ds
0 0 0 0
= bV, 8) +b(Va, S).
Por outro lado, seja k uma constante real. Entao, temos
b(kV1,S) = b((ku, kg), (1,0))
L L L L
= a/ (kgo)xexdx—l—ﬁ/ ((ku).0 — (kgo)gﬂ)dw%—f/ (k(p)&dw+u/ (ku) W dx
0 0 0 0

L L L L
= k[a/ Ouly dx—i—ﬁ/ (uz — 1)) dx—l—f/ ol dx—l—u/ UpWy d:z:}
0 0 0 0

— kb(V4,S).
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De modo semelhante obtemos b(V, S1+.53) = b(V, S1)+b(V, S2) e b(V,kSy) = kb(V,S1). Além
disso, nesse espaco W = H(0, L) x H!(0, L) definimos a norma, onde V = (u, p) € W, por

L L
||V||§V:/O 2 dx+/0 o2 da.

Assim, a forma bilinear b é continua. Com efeito, sejam V = (u,¢) e S = (¢,0) em W, e
usando as desigualdades de Holder e Poincaré, obtemos

b(V,5)| =

<

<

L

L L L
a/ ¢x0xdx+5/<uxe—sox¢>dw++§/ w9dﬂf+u/ waty da
0 0 0 0

L L L
a/ 00, dx + ‘f/ 0l dx| + ‘u/ Uy dx
0 0 0

L L L L
a / (06, dz + |6 / (8] + lpats]) dr + € / 00| de + p / lta ] do
0 0 0 0

allz|[10x]] + 18] ual[-[[0]1 + B8]l [01] + Ellol]-NO]] + g [t ||-] |z ]
Cr- (llpall1102]] + [lual[-10x]] + [lpall- el + (] |-[[¢]])
Cr. ([Juzll + llpal]) - (H%||+|I9 1)

01.{[/0 e dx] U |%2d“fl }-{[/OL%M:U]Z[/OLexl%zlxr}
01.{2. | |ux|2dx+/0L\%|2d$r} | {2. {/OLWAdenL/OL]Gx\Qd:cr}

CAVILIIST

L
+ ‘5/0 (uzl — pu10) dx

onde C' é uma constante. Finalmente, b é coerciva. De fato, dado V' = (u, ¢) em W, obtemos

b(V, V)

L L L L
0 0 0 0

L L L L
= a/ gpida:—l—Zﬁ/ gouxdx+£/ g02da:+u/ u? dw
OL LO ﬁQ (I)l 2 L
> a/ goid:v—{/ g02dx——/ uidaﬁtf/ gpzda:+u/ u? dr
0 0 € Jo 0 0
L 32 L
= a/ gpidm%—(u——)/ u? dr.
0 €/ Jo

Por outro lado, fazendo C; = mun {a, w— '85—2} Encontramos

b(V,V) > Gi[|[V[]%.

Nessa demonstracao de coercividade, usamos o resultado

2B0u, = 2(v/Ep) (ﬁuz) > (&p + %zu )
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Agora, consideremos o seguinte funcional, definido por

L L
m(y,0) = / (Vf1+ pfa) dx +/ (Tfs + pfa)0 dz,
0 0
onde m ¢é linear. De fato, considerando S = (¢,0) e T = (p,q) em W, e A € R, segue que
m(S+AT) = m(+Ap,0+ Ag)

L L
- / (V1 + pf) (W + Ap) di + / (rfs + pf)(0 + Aq) da
OL . 0
- / (Vo + o) da + / (rfs + pfo)f da
0 0

+ A [/OL('Vfl + pfo)p dz + /OL(Tfs + pfa)q dfﬂ}
= m(S)+Ixm(T).

O funcional m é continuo. Com efeito, seja o elemento S = (¢,0) em W e usando as desigual-
dades de Holder e Poincaré, obtemos

L L
m(S)| = / (v + pfa)ie da+ / (rfat pf)8 da
L L
d 0 d
< /0(7f1+Pf2)¢ x|+ /o (Tf3+ pfa)d dz
L L
< / (f+ pf)ll¥] dw+/0 (fs + pf) 6] de
< AN+ pllAIHI0N + 1 El81 + pllfalL16]
< CIAN+ pllfaD Il + Colrllfall + ol falD] 6]
< Cyliinl] +116:])
- ef[[wre] [ nre]
= Cg{|:/0 |, |* dx| + /0 0| dx
L , L , 1
.C 2| d 0.1 d
< 9 3{/0|w| o+ [l }
< C|9]].

Assim, considerando o espago W = H{(0,L) x H!(0, L), encontramos a aplicagao
b(.,.): W x W = R.

Além disso, concluimos que b(.,.) é uma forma bilinear, continua e coerciva. Logo, usando o
lema de Lax-Milgran, concluimos que existe uma solu¢ao tinica V' para o problema variacional

b(V,S) =m(S), VSeW.
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Onde V = (u,¢) e S = (¥,0). Ou seja, a solugao unica V satisfaz ao sistema formado pelas
equagoes (2.12) e (2.13). Por outro lado, usando a regularidade eliptica, concluimos que existe
solugao tnica U € D(A) para (2.7). Logo, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de
contragoes sobre H.

[

Logo, como consequéncia do teorema acima, temos o seguinte resultado

Teorema 2.2.2. Sejam Uy € H entdo existe uma unica solugao (u,p) para o sistema (2.1)
satisfazendo

e C°(0,00; H(0, L) N C1(0, 00; L*(0, L))

p € C°(0,00; H, (0, L)) N C*(0, 00; LZ(0, L)).

Por outro lado, se Uy € D(A) entdo existe uma unica solugcdo (u, ) para o sistema (2.1) na
classe

w € C°(0,00; H*(0, L) N HY(0, L)) 1 C(0, 00 HY(0, L)) N C*(0, 003 L*(0, L))

p € C°(0,00; HF(0, L) N H(0, L)) N CH(0, 00 H, (0, L)) N C*(0, 005 LZ(0, L)).



Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Neste capitulo mostramos que existe decaimento exponencial para a solugao do sistema (2.1) e
para esse objetivo usamos o método de energia e técnicas de semigrupos.

3.1 Método da Energia

Nessa secao usamos o método da energia para mostrar que a solucao do sistema decai expo-
nencialmente. Para atingir esse objetivo definimos o funcional de energia associado ao sistema
(2.1) por

1 L
E(t,u,p) = 5/ ( pluel® + plus)® + prlp? + alos* + Elol® + 2Bpu, ) du. (3.1)
0

Lema 3.1.1. De acordo com o sistema (2.1) e do funcional de energia acima, obtemos

dE L L
To= o[ wlde—r el do
4 0 0

Demonstragao. Primeiramente, multiplicamos a primeira equagao do sistema (2.1) por u;, em
seguida integramos de 0 a L em relagao a x. Dessa forma, obtemos

L L L L
p/ Uyt dr — ,u/ Uy Uy dT = ﬁ/ Orpuydr — 7/ |ut|2d1:.
0 0 0 0

Logo, encontramos

pd ("

wd [ L L
—— || *dw + = — || *dr = B/ Ourdr — 7/ || 2. (3.2)

2dt J,

Agora, multiplicamos a segunda equagao de (2.1) por ¢;, em seguida integramos de 0 a L em
relacao a x. Dessa forma, obtemos

L L L L L
P’f/ Puprdr — 04/ Pazprdr + 7'/ Prprdr = —5/ Uy prdx — f/ ppid.
0 0 0 0 0

22
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Logo, encontramos

’”/ ouPde + & /Iso 2+ & /Isol dr = — /wtdx—f/LWdas (3.3)
2 dt 2 dt ‘ 2 dt v 0

Por outro lado, somando (3.2) com (3.3), obtemos
0= [ i [ o

Agora, definimos o seguinte funcional

L
R(t) ::/O (putu+%|u|2> dx.

Lema 3.1.2. Suponha que Uy = (ug, u1, 9o, 1)’ € D(A). Entao vale a igualdade

—p/ || *dw — /|um\ da:—/ Bpudr.

Demonstragao. Multiplicando a primeira equacao do sistema (2.1) por u e depois integrando
de 0 a L em relacao a =, obtemos

L L L
— pusudr = p/ |ut|2dx+p/ ugudr
0

dt
L L
= / | d:L‘—l—/L/ umudx—i-ﬁ/ o udr — 7y / wudx

= p/o |ut|2da:—u/0 \uxIQd:c—ﬁ/o YU dr — 2dt/ u|*dz.
Ou seja,

d L
), putudx—l———/ |ul dx—p/ |ug|2d — / |tz dx—/ Bpudr.

Logo, concluimos imediatamente o resultado do lema.

Um segundo funcional é definido por

L
.
St::/ proip + <o) dx
0= | (oo + 5loP)

Lema 3.1.3. Suponha que Uy = (ug, uy, o, 1)’ € D(A). Entdo, teremos a igualdade

dS L L L L
= [ leldo—a [ lepdo—¢ [lePds - [ pouds
dt 0 0 0 0
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Demonstra¢ao. Multiplicando a segunda equagao do sistema (2.1) por ¢ e em seguinda inte-
grando de 0 a L em relacao a x, obtemos

d L L L
— | prpp d p/f/ loe* da + /M/ Py d
0 0

dt J,
L L L

= p’%/ |90t|2dx+a/ @xm%pdm_ﬂ/ quOdZL’
0 0 0

L L
— 7'/ orodr — f/ |g0|2dx
0 0

L L L
pfﬁ/ \%Idec—a/ |%|2dfc—6/ ugpdz
0 0 0

rd [F 9 L 9
—— gpdm—{/gpdm.
s ] 1el el

Ou seja,

d L Td L L L L L

L prgpde+ T8 [ o2de = pr / e —a / oude — ¢ / o[z — / Bude.
dt 0 2dt 0 0 0 0 0

Portanto, segue imediatamente o resultado do lema.
O

Teorema 3.1.1. Suponha que Uy = (ug, u1, 0o, 01)T € D(A). Entdio a solugio do sistema (2.1)
decai exponencialmente para zero.

Demonstracao. Com efeito, inicialmente definimos o seguinte funcional
L(t) = R(t) + NS(t) + N1 E(t). (3.4)
Onde as constantes N e N; serao determinadas posteriormente. Portanto, devemos mostrar
que existe uma constante 7, positiva tal que
dL(t)
—2 < —E(t). 3.5
a = Y E(t) (3.5)
Assim, derivando (3.4) em relacdo a ¢, encontramos
dt  dR ds dFE
—=—+N—+ N—.
a —ar N T
Logo, usando os lemas (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3), obtemos

ds L L L
T p/ ’ut’2 dx — ﬂ/ ’ux‘Q dx _/ 5@0'“1 dx
dt 0 0 0
L L L L
+ N (p/@/ || da:—a/ s |? da:—g/ o2 dm—/ Bty dx)
0 0 0 0
L L
+ M (—fy/ lu|? do — 7'/ |oe|? dx) :
0 0
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Assim, encontramos

dl

L L L
= (- / w2 — g / g 2 + (Npk — Ny7) / oz
0 0 0

L L L
= Na [ lendn - N¢ [loPdo 4 (-1-8) [ Boude.
0 0 0

dc N - - N !
_ = — (—17 — 1> / plu*dx — / g |*da — <—IT - N) / prlp:*da
dt P 0 0 PR 0

L L N1 L
- N/ o, [Pdr — N/ EloPdr — (T+) / 2B puyde.
0 0 0

Por outro lado, fazendo N; > N de modo que

Nyivy — NiT — prN N +1
Yo = min 17 p,l, s ,N,—+ > 0
p pK 2

Logo

obtemos

dil—it) < —E(1).

De (3.4) concluimos que existem constantes positivas C; e Cy tais que
C1E(t) < L(t) < CLE(t).
Assim, obtemos

d Yo
—L(t) < ——=L(t).
280 <L)

De onde vem que

_ 204

L(t) < L(0)e .

Novamente usando (3.6) temos

_ 204

CLE(t) < CBE(0)e ",

Portanto

B(t) < %E(O)eggt.

- Oy

Dessa forma, o teorema 3.1.1 fica estabelecido.

25

(3.6)



CAPITULO 3. DECAIMENTO EXPONENCIAL 26

3.2 Técnicas de Semigrupos

Nessa se¢cao mostramos que a solugao do problema decai exponencialmente, para isso usamos ar-
gumentos de semigrupos devido a Liu e Zheng [3]. Para estabelecer esse resultado necessitamos
de alguns resultados preliminares. Dessa forma, temos

Lema 3.2.1. Seja o operador A definido em (2.5). Entdo, vale a condi¢do
{i; A € R} C p(A). (3.7)
Demonstracao. Mostramos esse lema em 3 etapas.
(1) Desde que 0 € p(A). Entao para todo A € R com |\ < [JA7!||7! o seguinte operador
(A — A) = A(M — 1)

é invertivel. Além disso, ||(iA] —A)7!|| é uma fungao continua para A € (—||A7|7 [JA7H|TY).
(2) Se sup{||(iA] —A)7Y; A < |[A7Y|7'} = M < oo entao o operador

(N — A) = (iXgd — A).(I +i(A— Xo) (il —A)7Y),
com || < [JA7Y|7! é invertivel para [A — A\g| < M~!. Por outro lado, o seguinte conjunto
NI < JJATYITY + M1} estd contido em p(A). Além disso, [|(1A] — A)7Y| é uma fungao
continua para A € (—|[A7Y|7t = ML JATH T+ M.

(3) Suponha que (3.7) seja falso. Entao existe m € R, com [[A7!|™! < |m] < oo tal que

{ix A < Iml}t € p(A) e sup{||iA — A) [ [A] < |m[} = oo

Resulta que existe uma sequéncia A, € R com A, — m, |A,| < |m| e uma sequéncia de vetores
Y, = (Un, VUn, Pn, wy)T com norma unitdria em D(A) tal que

||(iAnd — A)Y,|| — 0. (3.8)
Logo, escrevendo a condi¢ao acima termo a termo. Encontramos

AUy — Uy

XU+ p~ v — p~ pD?uy — p~ BDep,,

A Pn — W,

iAWy + (pr) 1w, + (pr) DU, — (pr)H(aD? — £1)p,

em H;(0,L), (3.9)
em L*(0,L), (3.10)
em H(0,L),(3.11)
em L2(0,L). (3.12)

Ll
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Por outro lado, fazendo o produto interno de X,, = (iA\,I — A)U,, com Y,, em H. Obtemos

AUy, — U Uy,

: Ay =1 D20 =1
(X,.Y,) — AU + p Vn =P uwD*u, — p~*BDy, ’ Un >
Z)\nSOn — Wy Pn
iMWy + (pr) " trw, + (pr) 1 BDu, — (pr)~H(aD? — £ p, W,

= / (iAnn + p~ 0 — p~ D uy — p~ BDy )y, da
L
+ / (1AnUng — Vg )Ung dx +/ (1A Pre — Wne)Pnz AT
0
+ / k(iAW + (pr) 17w, + (pr) ' BDu, — (pr)H(aD? — £1) @, W, dx

L
+ / E(iAnpn — wy) P, do + / Bl(iAtng — Vna )P + Unz (iAnon — wy)] dz.
0 0

Tomando a parte real, temos

L L
Re({X,,Y,)) = 7/ VO dx + T/ W, Wy, d.
0 0

Portanto
Yol + 7||wa] | — 0 em  L*(0, L).

Logo, concluimos que v, — 0 e w, — 0. Usando (3.9) e (3.11) encontramos u,, — 0 e
©n — 0. Por outro lado, simplificando (3.10) e (3.12) obtemos

—p tuD*u, — p*BDyp, — 0 em L*(0,L), (3.13)

(pr) ' BDu, — (pr) taD*p, — 0 em L*(0,L). (3.14)
Integrando (3.13) em relacdo a x. Encontramos
puDu, + B, — 0 em L*(0,L).
Logo, ||Du,|| — 0. Prosseguindo, podemos integrar (3.14) em relagdo a z. Assim, temos
Bu, —aDp, — 0 em L*0,L).

Portanto, obtemos ||D —— 0. Assim, concluimos que Y,, nao pode ter norma unitdria, o
9 n b) n M
que é uma contradicao. Com isso terminamos a prova do lema.

]
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Lema 3.2.2. Seja o operador A definido em (2.5). Entao, vale a condi¢ao

dim |(iM = A) 7| < oo (3.15)

[A| =00

Demonstra¢ao. Suponha que (3.15) seja falso. Entao, existe uma sequéncia de nimeros reais
A, tal que |\,| — oo e uma sequéncia de vetores Y, = (uy, Vn, ¢n, w,)T no dominio de A com
norma unitaria em H, de modo que

||(iA I — A)Y,|| — 0. (3.16)

Escrevendo (3.16) termo a termo e depois tomando a parte real de < X,,,Y,, >, onde X,, =
(tAn — A)U,. Concluimos que v, — 0 e w, — 0. Por outro lado, tomando o produto
interno de (3.10) com wu,,. Temos

iIAp < UnyUp > +p Y < Upytty > —p i < D2y, ttyy > —p '8 < Dy, uy, >— 0. (3.17)
Integrando por partes (3.17) e usando (3.9) obtemos
—[|va| > 4+ p~ || Duy || — 0 em  L*(0, L).

Logo, concluimos que ||Du,|| — 0. Por outro lado, tomando o produto interno de (3.12) com
©n. Encontramos

Ay < Wy, On > + (p/{)_lT < Wy, Op > + (p,‘i)_lﬁ < Duy, p, >
— (pr) ra < D*pp, 00 > + (pr) M < 0nyon > — 0. (3.18)

Integrando por partes (3.18) e usando (3.11) obtemos
—|lwall* + (pr) el Dgull* + (pr) ¢l lnll* —> 0 em  L*(0, L).

Dessa forma, concluimos que ||Dy,|| — 0. Portanto, o vetor ¥,, ndo tem norma unitaria, mas
isso é uma contradicdo. Assim, concluimos a demonstracao do lema.

[]

Teorema 3.2.1. Seja (u, @) a solugdo do sistema (2.1) com condi¢oes iniciais (2.2) e condigoes
de fronteira (2.3). Entdo a solugdo (u,p) decai exponencialmente.

Demonstracao. Esse resultado segue do teorema 1.1.6 e dos lemas 3.2.1 e 3.2.2.



Apendice

Equivaléncia Entre £(t) e E(t)

3.3 Introducao
Nesse apéndice mostramos a equivaléncia entre £(¢) e E(t). Inicialmente sabemos que
L(t) = R(t) + N.S(t) + N1.E(t)

onde

L L
- D1l — Tiof?
R(t) .—/0 <putu+ 2|u! > dv e S(t) .—/O (pmptgo—i- 2|c,0| ) du,

com a energia dada por

L
E(t) = 5/ ( pluel® + plug|® + prle:]” + alos* + Elel* + 2Bpu, ) du.
0

Assim, usando as informagoes acima e a desigualdade de Young, temos

L(t) = R(t)+ N.S(t)+ N.E(t)
= /0 (putu+%IUI2) dz + N. UO (pfwtswglsd?) daf}

1 L
R {5/ ( pluel? + plus|® + prled” + alpa]? + €lo|* + 28¢u, ) dx}
0

L L L
< g/o | |? d:c—l—g/o |ul? d:z:—l—%/o lul? dz
Npr [* Npr [* r ([t
e R A
0 0 0

1

L
L om {5 [ ol 4 sl ol + gl + e + 2800 ) dx]
0

29
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Agora, usando a desigualdade de Poincaré, temos

L L
Lit) < E/ u,|? do + (M)/ g |? dz
2 /o 2 0

Nor [* Npk + 71 L
Tp/ lpul* dz + (%)/ |of? d
0 0

1

L
b Mg [ ol bl + el 4l + el + 2800 )
0

L L
CoptC.
_ (N1+1)/ Pluf do + (2P omd | N /ﬁ|%|2 dz
0o 2 H 0o 2

L L
K (6]
0 0

N L L
+ (%H—i-]\ﬁ)/ %|gp\2 dr + N1/ Bou, dx
0 0

Além disso, fazendo

Cp1.p+Cpiy Npk +T1

+Ni, N+ Ny, Ny, ¢

ngmal’{N1+1, +N1}>O,

obtemos
L(t) < CoE(t). (3.19)

Agora, sejam

2

u 2.2 U ¥ 2 0, ¢
purt = 2.(pur). <§> 2= \pu ) e prpp = 2.(prp). <§> = =\ ()i + 7 |
Por outro lado, usando as desigualdades acima, temos

L(t) = R(t)+ N.S(t)+ Ni.E(t)

L L L L
= / PULU d:v+/ ~lul* dz + N. [/ PRPp dﬂf+/ =lol? dx}
0 0o 2 0 o 2

1 L
+ N {—/ ( plud)® + plus® + prled® + alos|* + €lp]* + 28¢pu, ) dx}

> —p/ || d:z:——/ lul® do + = / lu|? dx
e v o [l ar =t Cep s D[l ao
0 4 Jo 2 Jo

1

L
b Mg [ ol bl + el 4l + el + 2800 )
0
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Portanto, através da desigualdade de Poincaré, obtemos

L c, [ v
L(t) > —p2/ || da:——p/ || da:+—/ lu|® dx
0 4 Jo 2 Jo
L L L
C
b N2 ol o= [P s ] [ do]
0 4 Jo 2 Jo

L
+ N [5/ (plucl? + plus|? + prledl? + aloal® + €lol? + 2Bpu, ) d:c]
0

L L
C
_ (N1—2p)/ P ? d:p—i—(Nl 222)/ H|ux|2 dz
0 0

L NC
+ (N1—2Np/<)/ —|90|2da:+(N1 2;3)/ Sl da

+ (N1 + —) / gw dx+N1/ Bou, dr + = / lul® dz
Logo, temos

L 02 L,u
o) > (N1—2,0)/ Ll dm+(N1 ")/ 2 da
0 H 0

L L
K NC «
+ (N — QNpli)./ %|cpt|2 dx + (N1 — apS) / —|p.|? dx
0 0

N L L
+ (Nl + —T) / é]gpF dr + Nl/ Bou, dx
3 0o 2 0

Além disso, sabemos que Ny e N sao suficientemente grandes, obedecendo a condicao Ny > N.
Assim, escolhendo

C NC: N
Ci=mind Ny—2p, Ny — 222 N, —2Npr , Ny — —2 N+ =T N Lso,
21 2 13

obtemos
L(t) > CLE(t). (3.20)

Observando que Cp1, Cpe € Cp3 s@o constantes de Poincaré. Logo, de (3.19) e (3.20) concluimos
o resultado desejado.
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